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f.0 - INTRODUCTION —

Dans la pratique, de nombreuses "mesures asymptotiques™ sont intredui-
tes naturcllement par des procédés ergodiques qul les rendent invariantes
pour un semi-groupe de transformations ponctuelles G . Les plus classiques

sont, sans doute, celles qui sont invariantes par translation sur un groupe

compact (mesures de Haar) : elles sont rattachdes & la nocrion d'équiréparti-

tion des trajectoires des points dits erpodiques_,

Ces trajectoires s'identifient précisément & unc fonction définie sur le semi~

groupe G et qui posséde pour mesure asymptotique relativement & un filtre de

mesures sur G, 1la mesure de Haar normalisée.

Avant d'aborder quelques probldmes plus généraux au chapitrel!l, nous
avons cn vue, icli au chapitre I‘d'étudier asscz systématiquement les problé-

mes d'@quirdpartition des suites (A,) dans un groupe compact T . Nous nous

(M
situons done dans un quadruplet (N/ ?:’_'.?;Sn}’ﬁ‘/(b”)) .

Les divers résultats du chapitre | s'appliquent 3 ce cas, en particulier,
tout ce qui concerne le probléme des prolongements des mesures est directe-~
ment utilisable. Nous avons vu comment la mesure asymptotique est entigrement
définie par ses valeurs sur un ensemble d'unicité, les fonctions continues
bornées, par exemple, ou une partic dense d'entre elles tout au moins. Ces
valeurs coincident avec une notion de moyenne : Il s'agit

maintenant de savoir a priori si ces moyenncs existent.

Ce chapitrel , assez technique, a donc pour but de dégager des critéves
d'existence de moyennes 3 1'aide de la théorie ergodique d'Eberlein qui four-
nit elle-m®me des critéres d'ergodicité du semi-groupe Get de certaines fonc-
tions continues : nous dégageons, ainsi de nouveaux critéres d'équiréparti-

tion.

. L s . Ve
Donc, dans un premier temps, nous précisons certains aspects de 1'&qui

répartition de suites sur des sous-groupes (Cf. 1.3).
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Dans un sccond temps, nous caractérisons l'équirépartition d'une suite

par des propriétés sur une famille de permutations des entiers (Couot [6] ).

Dans un autre contexte, nous savons par ua théoréme de J. Von Neumann
(cf- Yorke) que sur un espace métrique compact, avec distance d, deux suites
(¢y) et (bn), ayant méme ensemble de points d'accumulation, peuvent &tre mise
en correspondance biunivoque, Q, ~a—> ien) 0 de telle sorte que c(.(qn' bm"))
tende vers zéro quand w tend vers l'infini. On sait également qu'une suite
dense sur [O,I} peut &tre remaniée (Halmos) par une permutation pour en faire
une suite &quirdépartie. Nous caractérisons ici plus précisément avec la no~
tion de famille de permutations réordonnantes (Cf. paragraphe !.&) des per-

mutations conservant l'équirépartition d'une suite.

Enfin, nous indiquons une nouvelle formule d'erreur pour l'intégration
a8 l'aide des suites et 1'appliquons (pnragraphe l.S) 3 des résultats de tra-
vaux antérieurs (Cf. Couot ['{] et [Z] ) qui effectuaient une étude fine

de l'équirépartition des suites (ne) et (r\G)) .

Cormengons maintenant (I.1) par faire quelques rappels de la théorie

ergodique d'Eberlein et indiquons comment 1'équirépartition peut s'y ramcner.

1.1 ~ RAPPELS : THEORIE ERGODIQUL DE W.F. EBERLEIN ET EQUIREPARTITTON

DES SUITES SUR L% GROUPE -

I.1.1 - Théoréme erpgodique -

. . . @)
Soit ‘g un espace vectoriel topologique localement convexe. Dans Céo(c ,

. ;
1'espace vectoriel sur les réels des transformations linéaires continues de &,

on considdre un semi-groupe G pour le produit de couposition des transforma=

tions : G C ﬁf(g)

les combinaisons linéaires convexes des &léments de G engendrent un nou-

veau semi-groupe G” e -f(g)

kg
Pour tout élément x de & , on introduit son "orbite" par G dans €.

G = {Uac/' Ue G\‘}.

A . . » - - et
Gx est un convexe de E’ lnvariant par G et sa fermeturo G conserve cette

propriété.
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Définition 1 -

On appelle "systéme d'intégrales presque invariantes" pour G (s.i.p.i)

une suite généralisée (S,) telle que :
D Ya, S, €(8),
’ j
<
2) Yu, Vxe &, Sz € Gx;
3) La famille (S,() est équicontinue;

%) Vzegl VTe G

ém (TS,(:X:—- S_lx)=0 et -%m. (Sde—- S,,x): O.

Définition 2 -

On dit que G est ergodique s'il existe un s.i.p.i.

Remarques :
* I3 .
- G est ergodique si G 1'est.
- : 2. - * - ] ]
= 3) est v8rifidé lorsque S,‘ appartient 4 G et lorsque G est équicontinu.

- Dans ce dernier cas, 4) seul reste 3 vérifier : c'est 13 le coeur méme
de la notion de s.i.p.i.

- Il suffit que 4) soit vrai sur un ensemble (fondamental) de g(la ferme—
ture lindaire coincide avec £).

~ Lorsque les S.( commutent avec G, les deux limites de 4) cofncident.
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Théoréme ergodique d'Eberlein -

Soit G un semi-groupe ergodique sur & et (Sq) wn s.i.p.i,

§'il existe un x dans‘g pour lequel 1'une des propriétés ci-dessous
vérifiée, alors les trois autres le sont aussi @

est
2"y 3 3 tel que x =2 %m— S“x,

3Y 3 g qui soit limite faible dans ‘8 de (-S,,_x),

4y 3 lj, qui soit point d'accumulation faible de (S‘r.),

W.F. Eberlein démontre, en particulier, 4')==p1') i
vant de Mazur :

1'aide du résultat sui-
tout ensemble convexe fortement fermé est faiblement fermd.
Ainsi, le y de 4') est dans G'% .

Difinition 3 -~
Pour un semi-groupe ergodique G sur £, un élénent = de & possédant les

propriétés ci—dessus du théoréme est dit ergodique.
PN s

On constate que si x€‘g est ergodique, il existe w unique y donné pour

n'importe quel s.i.p.i par g{mgx ; on l'appellera G-moyenne de .

J.1.2 = Propriétés des &léments ergodiques d'un Banach.

Sur un Banach ‘& , les éléments ergodiques forment un sous~espace de
Banach [, invariant par G . La transformation de G -moyenne, soit S_,qui
associe 3 x ¢l 1'é1&ment Y du théordme ergodique, est linéaire continue; clest
une projection, elle satisfait les relations ¢

E 3

Pour qu'un élément zef soit ergodique, il suffit que 1'un des ensembles

* - L . 3 . .
G-xl(S,,a-J ou le; lé(,} soit faiblement conditionnellement compact.
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Dans un Banach réflexif (ex : LP' gf" ‘b>4 ), si G est équicontinu, tout
élément est ergodique puisque les ensembles bomés sont faiblement condition-

nellement compacts @ = E

Considérons maintenant le cas oll G est le semi-groupe des itérées d'une

transformation T de «f{ﬁ)

$'i1 existe K tel que "T"l[é K ) on vérifie aisément que Gest ergodi-

N . 3
que et que les transformations S"E;f‘. >° T" forment un s.i.p.i.
h=4

Clest cncore vrai avec une condition plus faible :

' L. T
i1 existe K tel que “SNﬂﬁK et pour tout % de ?,, . 15 =0,

N—ooe

Plus particulidrement, citons deux exemples de faible compacité condi-

tionnclle de (Su") lorsque X &€ L‘(—n-,'/u) (ou f‘):
- Ha,@ GL‘ (ou 64) tels que O-(Suké e:,‘

-3 une transformation biunivoque de n, soit(f , conservant la mesure

}b, telle que : szxo(‘o.

f.1.3 - Eléments presque périodiques d'un Banach -

11 est possible d'&tablir une classification des &léments ergodiques x

d4'un Banach pour un semi-groupe ergodique G, d'aprds les propriétés des tra-
jectpires Gx m{TxiTGG}.

bafinition 4 -

s ‘I:(-S) . P . s <o
¢il Yi'ensemble des &éléments erpodiques tels que Gx soit conditionnellement

compact ; on dit que ce sont les éléments "prcsgue-—gériodiques" (p.p).

Dafinition 5 -

Soit?l'ensemblc des élémrnts ergodiques tels que Gx soit faiblement con~

titionncllemont compnel ¢ oon dit que ca sont les &léments “faiblement presgue-

périodiqui::-" (f.p.p).
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De fagon générale, si G, non forcément ergodique, est bomé,?et‘}-sor\t

des sous-espaces de Banach invariants par G : LcFcé.

En particulier, si G est borné et ab&lien, G est alors ergodique} on a @

PcFclCE.

l.1.4 = Equirépartition et mesure de Haar -

A
On considére un groupe abélien compact Tdont le dual discret § est sé-
parable (Loomis) . Soit o sa mesure de Haar avec /L(T}m“ « On se place sur
1'espace de Banach f(ﬂ") des fonctions complexes continucs définies surT.

fa topologie forte de B(T) est celle de la convergence uniforme.

On s'intéresse d'abord au groupe abélien G des translations, &léments de
norme wnité dans ef[‘ﬁ(ﬂ] . On constate aisément que ce groupe est ergodique,
. . )
tout# de \f(ﬂ') est ergodique et 1'élément invariant par translation dans Cr.f.

est la fonction constante de valeur J-Fd/l-

Nous noterons par .I; la translation 4F~v—-t> .ﬁ(' '*‘4) ) s eT.

On sait que le groupe des caractéres forme un ensemble fondamental de
’ A
@(T) : nous les noterons par <|:',->, t'eT .

Rappelons un énoncéd généralisé (Eymard) du critdre de Weyl relatif 2

1'équirépartition d'une suite (4,) sur T (cassels).

Définition

On dit qu'une suite (A")hefﬂ est équirépartie dans , (e.r.}, si pour
tout %6 Q(T)
. . N
(H) &N‘:‘“ JI\T Z.-f(bi).-;i“_g J’L ; (,A- mesure de Haar,lu.m_z .

L=1

Théoréme (Weyl) -

-
(An\mew est e.r, dans § si et seulement si (H) est vérifiée sur um
ensemble fondamental de ¥ (T), en patticulierl si et seulement si, pour tout
. ’ ..
caractére t€T" distinet du neutre

v
L %%(&’/A;>=O.

N0
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Remarque 1 -
Le théorémec de Weyl est un corollaire de la théorie faite au chapitre 1:

N
on considérera le quadruplet [[N’ (%—ésn)/”i;(bn)] et on constatera que si

la suite (A, ) est e.r. en tant que. fonction de N dansT » elle posséde 1la me-

sure de Haar pour mesure asymptotique.

Remarque 2 -
De fagon plus générale, dans le cadre de la théorie d'Eberlein S_‘ €a[('g)

est obtenu 3 partir d'une combinaison convexe (C,) d'éléments de G (le semi-

groupe ergodique) : C, est caractérisé par une suite finie de coefficients
positifs de somme égale i 1.

Considérons le quadruplet (G (c.) 'éo(g) I), ol est 1'application
’ Vi Pl

identique.

f(g)est complétement régulier.

14 : . . .
Pour tout couple .-n'e'f ,'xe‘g, on censidére la fonction continue défi-
nie sur .(’(8), T-—-”<><$ Tx) ( ¢ Y crochet de dualité Bur‘f ).

Ainsi pour tout = €[ (81éments ergodiques de 8 ) et a’e ‘8’ , ON a
1'existence de . ,
b <2 Sex>.,

Nous verrons au chapitrell, paragraphell.2, que par le procédé de com-
pac:_ificati‘on de éech, G- peut €tre plongé dans un espace compact faisant

de I une application réguliére a 1'infini.

(G',(C‘), -f(f'),l') est un quadruplet pour lequel I poss&de une mesure
asymptotique invariante par G, si Gest.ergodique et si " est 1'espace vec~

toriel des &léments ergodiques.



34

1.2 = S.i.p.i ASSOCIES A UNE SUITE EUIREPARTIE SUR UN GROUPE COMPACT -

1.2.1 - Equivalence des convergences ponctuelles et des convergences

fortes -

Soit donc (4,) une suite sur wn groupe compact abélien T .

N ".
Il est naturel d'introduire la famille TN = %‘;u‘ , N=42,...

- e * . » .
d'éléments de G, groupe des combinaisons convexes des translations.

Pour chaque _ﬁ de 8(11‘) , la famille (T:‘F) est bornée et équicontinue
donc fortement compacte, Pour qu'elle converge fortement, il suffit qu'elle
converge faiblement' car tout point d'accumulation fort est alors la limite
faible; il suffit encore qu'elle converge ponctuellement puisqu'elle est
bormée :

Thiorfm | -~

Pour que la suite (T} converge fortement dans I[E(ﬂ‘)], il faut et
il suffit que, pour chague F de €(T), (T;”() converge ponctucllement.

Montrons qu'une suite (A,,) e.r.définit fortement la mesure de Haar o

sur B(T).

Théoréme 2 -

Une suite (A")new est équirépartie sur un groupe compact abélien T si
et seulement si pour tout .f. de €(T), ou tout au moins d'un ensemble fonda-
mental de f(T) , la suite (T,;,-F) converge fortement vers la fonction constante
de valeur ”'c(lu. ,» mesure de Haar de f .

D'aprés la proposition, il suffit de vérifier que (T,:.f) converge ponctuel-
lement vers JF({IL . Or ceci est une conséquence d'une part, du critére de Weyl
appliqué & 1'ensemble fondamental choisi, et d'autre part, du fait que pour

tout $ deT . T;-F est un élément de f(’l[‘)
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1.2.2 - Equirdpartition et s.i.p.i.

Enongons un nouveau critdre d'équirépartition (Couot [_6])

Thforime =

Une condition ndcessaire ct suffisante pour qu'unc suite (A,‘) soit
équirdpartic dans T est que la Fomille TN .—_.:,_,’_\"_ T_',_\‘,) N=1,2,.. soit
A

un s.i.p.1. pour le groupe G des translations sur 8("‘?).

I1 reste 3 montrer que (T;,)cst un s.i.p.i. et pour cela méme, il suffit

maintenant de vérifier 1'une des propriétés de 4) puisque G est abélien, On

-

pcut encore se restreindre i un ensemble fondamental de ‘G(T) , le groupe

des caractéres, par exemple.

or, pour t€T et e T“, on a, avec T; € G
T, Tty =Te<tyod = T [<E > =<3
= Ty [t br=1)<t)>]
= (@)6)-1) T <t
=&, O-1)<t ->[i

™M=z
N\
e
g
fred

. s o e !
Le dernier crochet tend vers 0, lorsque N tend vers 1'1nf1m7 pour o0,

Les caractéres &tant bornés, la convergence du premier membre vers 0
est uniforme. Enfin, le résultat est &vident pour /=0 : 1a condition est
suffisante.,

Comme, de plus, 4) entrafne la satisfaction du crit&re de Weyl pour les carac-

téres, la condition est nécessaire.

Rewma rque .

Le théorcéme d'Eberlein confirme d'ailleurs le fait que la convergance

ponctuelle de (T;—Y-) .équivaut a la convergence forte.
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1.3 ~ EXEMPLES ET APPLICATION A LA DECOMPOSITION DES GROUPES ABELIENS -

1.3.1 - Ergodicité et sous—groupes =

On considére un sous—groupe strict '“.,,compact dans T et le groupe G;,des
translations associées sur ‘6(‘[[‘) Ainsi, pour tout fée(ﬂ'), la famille (G-,-f)
est compacte 3 G;, est ergodique et tous les éléments de '€(‘ﬂ‘) sont G,-ergodi-

ques : ils sont tous presque-périodiques.
Soit lu. la mesure de Haar de masse unité sur.ﬂ:.
le théoréme ergodique indique l'existence d'une projection S., sur le

sous-espace de Banach de \?UF) invariant par G, : pour tout 7£ de 8{27, il

exxsteg de G'g , invariant par G , et tel que pour tout s.i.p.i (pour G},

soit (S) : g= bm Sef=Sut.

Introduisons la décomposition de T en somme directe : | == rl: (o} T/ﬂ:;
ainsi pour EeT, i1 existe toé'i:. et UET/{' tels que be=to4t"

I1 existe alors un .ﬁ"é 'G(T/ﬂ;) tel que _[(f) 3([} pour tout ’-'deT

plus précisément :
'é’):_ - (éo*'o)({ 0
) = [ (et dy
Il vient S f= =& Sl ={fdy, (puisque du, est w s.i.p.i)
fmg= e Sb [ g4 Im/‘

1.3.2 - Ergodicité des suitcs(he).

4 b
On considire un nombre 0 , 0¢ 8<4 et le tore i une dimension | = TP\/Z_
4 (gt} .
soit r‘r le sous~-groupe de ! engendré par 6 . on vérific aisément que la suite
(4!0) (mod 7) p=42,..introduit un s.i.p.i sur e('ll’) pour le groupe G des trans-

lations associées i T

Si @ est "irrationnel" ']L”.;T et la suite (HO)(MJZ)est équirépartie
T”'\l

pour la mesure de UHaar /L de

4'
pour ]eé ‘C@I 2__{( +n0)  c.v. unif. vers jr:[c(lu. gfc’,fé)c{x
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si 0 est rationnel, 0= _qﬂ ' (P,q):—:’!; alors rﬂ:{—-/-' T

s'identifie au groupe fini : %—-[Z/? Z]E {O, %/--- -72—;1} et T/'U" au groupe
compact TR/;;—Z des classes ré&siduclles modulo —:i{— Les sommes Z_ .f(/u»(e)
<=4

convergent uniformément,pour 4:‘-[0 é—- » vers la fonction
A —[f“) Plas e+ flas a.—i)] (= [ ,

oii /l, est la mesure de Haar sur W: : /(, ? ‘454; ?4/7 ),

1.3.3 ~ Ergodicité des suites (n@) et filtrage.

On considére lmintcnant le d-plet =3, 56 ey J—J , ot O <1.

Dans le groupe ,Ir TR/Z ,tore 3 o‘ dlmcnS).ons, la suvite (n@) (moduloZ)
engendre un sous-groupe dont la fermeture T est invariante par @,

Si les noubres O, , 14 & " , sont linéaircmcnt dépendants sur 27, 'l’:d!
est sous—-groupe strict de TF . le systcm._ T u—-z .0 est un s.i.p.i sur f(ﬂ"l)
pour le groupe des translations G associé i 'T . Tout -}.’ de €(’ﬂ / est pres

que-périodique, donc ergodique et (T;,f converge vers un élément g identi-

fidble 3 wn &ldment g, de ‘G(W‘%ﬂ;vl).

'II: est isomorphe soit 3 un proupe discret, soit i un groupe continu.
Dans ce dernier cas, ce groupe continu est un tore de dimension d.<d , od 4
est le nowbre wmaximum d'éléments lindairement indépendants dans la suite
0,,9.,... , 81 1 d, est en effet, la codimension du noyau de @ ,

~d,
c'est-3d-dire du sous—groupe suivant de ’Zl '1 Z“
4 p .
Ke,r @ = {'El- Pec? l<’P,@>_ —_—-4} (<, >:dualité de grouped;

Ky @ est constitué de tous les puplets d'eatiers rationnels Pem (p,,fh,---,ﬁ,_)

of
t - -=Oo
els que 4=Z,'4 p‘e‘

Ainsi, si 94/9‘, sont linéairement indépendants, la su1te (n @}
est équirépartie dans '[f' ; si lim Kch] J>o elle 1l'est dans U G_ [I“L
enfin, si ¢(.=0 , clest-i~dire si les Q; sont rat:xonnels,T est un groupe
discret et fini (puisque compact); si%‘} est la représentation irréductible
des & » la caractéristique de ce group‘e IJ est le plus petit comaum multiple

des q; d=4,.,d.
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4
En particulier, si les c/‘ sont premiers entreé eux, T’: est e:gendré par

A t " 5
((T."%:""‘ ;_’2) . Sa mesure de Haar place unc masse égale & (;ﬂ; q‘.) en
chacun de ses points.

» Dans tous les cas, les sommes aesociées 3 -f de emral) , soient

%.‘Z:-;#(A*"i ®) , convergent uniformément en 4, vers un &lément g de \up(‘J
Donc, la série de Fourier de g conserve les coefficients de Fourier de

pour chaque caractére appartenant a Kw@; les autres coefficients de Fourie

sont nuls. Cela peut se constater sur les égalités suivantes

f(d)=;e£i“ ag <&/A>:

N N K
4.2 Lr4n0) = ). g <f<,4>[74r2_3.4<%®>]/
N n=4 ﬁc'/z“

N
bim .’.‘..Z(ﬁ,@)".:'{. , peer R ¢ Ker d,

= (0] P Ainon,

La projection §_ coincide donc avec unc notion de filtrage : les com-

posantes du spectre de ~f appartenant 3 Ker @ sont scules conservées.

Ep particulier, si les 9‘- sont des fractions irréductibles dont les
dénominateurs q; sont premicrs entre eux (ce qui est représentable sur un
ordinateur), on réalise i 1'aide de la suite (n®) les filtrages des compo-

A
santes du spectre, k-_/_-() , telles que pour A (ﬁ’..,%,.’ ...,ﬁ,l_) ¢ 2 ,(‘rpukq,:.

Ainsi S_,‘F_-_.:._g , se décompose de la fagon suivante :

3"])“1/‘* A,

ol jFJfL est constante,

- . e as 2e 4 A
oii fi est continue, périodique de période (E'"" -9_.();

plus précisément, avec fﬁ)aﬁé"a& <ﬁ,4> ; on a
A= p3) — 2 ax<h 2.
ALY
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1.4 - NOUVFAUX CRITERES ERGODIQUES D'EQUIREPARTITION. =~

1.4.1 -+ Deux critdres ergodiques d'équirépartition sur un groupe
abélien cowpact -

Les théorémes ergodiques abstraits et en particulier, la notion de sys-
téme d'intégrales presque invariantes (s.i.p.i) sugg@rent de construire de
nouveaux critéres d'équirépartition des suites en lcur adjoignant une idée

de semi-groupe de transformations sur un espace vectoriel topologique,

Par exemple, pour un groupe abdlien compact T, nous avons pu montrer
P p group p ’ P
. . . ’ 72,
qu'on pouvait introduire le groupe des translations sur le Banach 'blﬂ) et

qu'une suite (JS..) est &quirépartie si et seulement si les transformations
N

4 Lral " . . ' ST . -
Ty = N 'AA )N:—"f,Z,... forment un s.i.p.i, c'est-d~dire si et seule

ment si
o ] —_—
VaeT ot VP CW, ln (TLTLf-Tf)=0
Neous avons 13 un nouveau critdre ¢

i Critére 1 -

La suite (A..) est équirépartie si et sculement si pour tout g d'un

-
ensenble fondamental de ‘6’(7,") ct pour tout s d'un ensemble dense de {, on a
&ht (T;IT;;.-o !Nﬁ):z-.o-
H—oa

On peut évidemment réduire le critére.

Critére 2 -

La suite (4,,) rst équirépartie si et sculement si pour tout %d'un

ensemble fondamental de ‘e(T) , et tout g d'un cnsemble générateur du grou-

—
pe l!, on a
Z(rw (T T, .—.T )——-O
N wf)=0
N-—oos S-F )E
1.4.2 - Famille réordonnante de permutations.

On considére une suite (A.) sur un groupe compact abdlien '“‘ . Il est

intéressant d'iutreduire des permutations X sur 1'ensemble des indices de
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telle sorte que les éléments A,,-A,r(") restent dans le voisinage d'un point.
Celles-ci permettent d'introduire des critéres de répartition de (A,‘) dont

1'exposé est l'objet de ces paragraphes.

~

Pour chacune de ces permutations T, nous sommes amenés & introdulire

la famille de parties finies de [N suivantes:
r‘— .
Ey={n; 1$ngN T >N} N<12,..

Remarquons dé&s maintenant que les parties associées 3 la permutation

inverse ont méme cardinal ; on les notera, de plus :

E;rr_-: in/ 18 7lr) § N, ")N]}

on a : card (E:) =card (E:-‘ =card (E:lr)

Nous introduisons la notion suivante

Définition | -
Nous dirons qu'une perwutation W de N est presque-finie (P;) si
lim 4. .o
N-ses N erL(EN/
Théoréme -

Les permutations presque-finies de N forment un groupe.

Il suffit de montrer qu'elles sont stables par produit de composition.

Soient I et y’ presque-finies, on a 1'inclusion suivante :

{n;4<n4 N, ror'(n)>N} C fn,- 1<ng N /w’(n))N} U{nﬂsnéN/ TN, 7ro1r’(u)>N}';

'
r
le premier terme de la réunion est inclu dans E" , tandis que le second est

de cardinal inférieur 3 card (EJ)

Définition 2 =

On appelle famille réordonnante de la_suite (A,‘! pour T, élément deT,
ralL i ftorconnante o ca et
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une famille ?rde permutations presque-finies de Ntelles que pour tout voi-

sinage Y de 1'élément neutre de 7, il existe 7!;,67( vérifiant pour tout n de V:
A~-T -—Am(n) eV (ou AH—A%(") etV » Voisinage de T)

Remarque =

d _d/ d
Dans le cas de T,—;,']R/Z » les voisinages V peuvent €tre décrits 3
1'aide de la "distance" ¢

4 rm—s Al = max [m:‘n(M;l/ |4-4<'|)].

” » dans ce cas, peut &tre indexé par un ensemble dénombrable.

Cette définition ne se justifie que par les propridtés que posséde
alors lec systéme "d'intégrales” associées a la suite (4K) :

' N
"";J - N-"E‘;TAN ’ Nl—'-‘",l

A

Généralisons cette définition pour en étudier les propriétés dans un
cadre plus étendu bien que nous montrions a postériori que seul le cas des

translations soit intéressant.
Définition 3 -

Sur un groupe compact abélien T , on appelle famille ré&ordonnante de
. . o . .
(AE) pour la transformation continue de 1 , une famille 7{"de permutations
pour 'a transformation continue ¢ de 7
presque-finies de N telles que, pour tout voisinage V de 1'é18ment neutre de

T, il existe des permutations T et Tr‘f de Wvérifiant, pour tout n €N et 4 eT:

A 44 —"(f[’”'An;(n)] eV

et A ) = A=A 0 e V.
4

Remarque -~

Si ¥ est la translation Aa~—s 34z , on retrouve l'expression de la
définition 2.
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1.4.3 ~ Propriété fondamentale d'une famille réordonnante =

Théoréme -

N
Soient \A.) une suite sur un groupe compact abélien Tet T -11-2:

hey

le systéme d'intégrales associées. Soit ¢ une transformation ponctuelle

continue de T. Pour que tout f de t?(?!') vérifie

o [Top)-Taf] =0 ot [p)op Tt

il suffit qu'il existe une famille réordonnante de (/Jn) pour (.

Soient £%0 et 166 ‘e(T) Choisissons un voisinage V du neutre tel
que A-A’€V entraine lf(A)—f('S')ISE.

Introduisons la famille de %(T)
= Ty [feo]l ~To £

SN peut se décomposer de la fagon suivante par rapport & la permutation

7, d'une famille réordonnante de (4,,,) pour ¢ :

SN()= :\I .,Z::Z [.fotf(/.h%m) —.f(4+/$m)]
=4 3 (Lol agy)- o]
N :%E:v
+d ,%;v [£2 plora) = pra +4n)]

11 vient, par conséquent, la majoration suivante;

IS0 <e + Pl Land(EF), are [p]= o [ete) - p).

Remarquons que ¢ peut n'étre continue que par morceaux. L'autre pro-

priété se montre d'une fagon analogue.
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}.4.4 - Nouveaux critéres ergodiques d'équirépartition =

A partir du théoréme | .2.2 et de la notion de famille réordonnante,

énongons le critdre d'équirépartition suivant @
S q p

Théoréme | ~

LTl
Soient un groupe compact abélien 'J et une suite () de I". une condition
nécessaire et suffisante pour que (A..} soit équirépartie est que, pour chaque
T de T, il existe une famille réordonnante de (A..) .

La conditisn est suffisante : d'aprés le paragraphe précédent, le sys-
téme T~= .".:’— ;le Ne12.. est un systéme d'intégrales presque inva~
riantes pour le groupe des translations sur ‘g(T).

La démonstration de la condition nécessaire va nous montrer em passant

1'existence de familles réordonnantes pour les translations.

Pour ccla, soit un voisinage ouvert V de 1'é1lément neutre de T . On
sait qu'il existe un voisinage ouvert Wdu neutre tel que W+WeV . La
compacité de T entrafne 1'existence d'un recouvrement fini de T a 1l'aide
de translatés dcw. De plus, on pourra construire une partition deT, soit
(C‘.)““ I , telle qu'il existe un translaté de W recouvrant chaque C;
et telle que la frontiére des C‘- soit de mesure de Haar nulle (pour cels

il suffirait de choisir Wayant cette derniére propriété).

Maintenant, & T deT et (C,;)donnés, on associe les parties suivantes

de N :
{h}AMeC;l ek {m; A~T EC,;'S.
L'équirépartition de (AM) entrafne que ces deux ensembles ont méme

densité asymptotique (la mesure de Haar de C‘-,). On construit alors encre eux

la correspondance hiunivoque qui associe les &éléments de méme rang ;

ainsil avec les sous suites (’@nﬂCC,: et énk)Ct*—C‘: » on pose:

E(mi)r:-:, na ; ,Q..—.—.'I,Z,. .
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On construit une permutation 7, de N en recollant les correspondances
P‘/;—.:;-I,Z,.--, I . Ainsi, ne N é&tant donné, il existe un €€ T, tel que

A.\,GC;""C 3 on pose ¢

T (r) EP‘;(IL).

Comme A“Z/(“) €C, ,pour A EC;+T » il vient:
» . B Lirad .
Par construction des (C;) , il existe des T; €1 ,» 1€< ST, tels
que  T;+WDC, . En conséquence, on a :
C;~C; CW+WcV.
m vérifie donc, pour tout n de IN:
Ay=T Ay oy € V-

I1 reste 3 vérifier que cette permutation T, est presque-finie. Soient

donc les ensembles :

E'Nl;-.:x{m,/- 4\<n$N/A.¢ eCi+z, ﬂ-(n)>N}-

On vérifie que 1
T = U E
EVY — .
N ey NI(-

Si EN“A est non vide, on a

Eyi= fri1CneN A €z N fn; 46neN )< vi;

N N
il vient : card (EN,A:: 'é." 'ﬂ(AM €Ci4 'c) -_ %'g“nféC;] .

On a déja vu que les cnsembles de N , {/;ﬂe C;-f‘t} et {AK 6(}'} , ont

méme densité asymptotique ; par conséquent:

. Ty
"g‘_‘:—n f/— @'VOL(ENIL)::O et ‘ﬁl-l;v: %mro{ (EN )=0.

Dans le cas oll T est monogéne, c'est-d-dire engendré par un seul
d s o
- . o vuvl . ‘s . .
é1lément, soit B0€T , (cas de ER/Z ), on peut simplifier le crit&re pré-

cédent:

Théoréme 2 -

Sur un groupe abélien compact 'ﬂ" possédant un &lément générateur 0 ,
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pour qu'une suite (AA) soit &quirépartie,il faut et il suffit qu'il existe

une famille réordonnante de (&) pour la translation B .

D'aprés le théoréme 1, la condition est nécessaire,

Comme 28 est dense dans | » i1 est aisé de montrer que les trois
lemmes suivants entralnent que la condition est suffisante : elle résultera,

eén effet, d'unc proposition corollaire intéressante en elle-méme.

Lowme |1 -

La famille d'intégralcs associées 3 une suite (A,\) sur un groupe abé-
lien compact T est presqu'invariante si, pour chaque r d'une partie dense

de T, il cxiste une famille réordonnante de (A,\) .

Soit P dense dans T; pour un voisinage V de 1'&lément neutre de T ,
on considére r’éT et TeP tels que r—z’év. Pour .f € ‘6(7‘), on peut

Gerire ¢

W= Tt =T f-T T, )+ Tu(Tp-§)-

siV est,de plus,choisi de telle sorte que A-A'¢V entratine
\#(A)- ,f(A')l £ € , au second membre, la premidre différence est majorée

en norme par &0 .

La seconde différence tend vers 0, lorsque N croit,par hypothése

sur P et en vertu du théoréme 1, 1.4.4,
Précisons ce lemme sous une autre forme :

Lemme 2 -
Soit (A.,,) une suite sur un groupe abé&lien compact T

Soit P une partie de T telle que toute translation associée & un élé-

ment de P posséde la famille réordonnante de 7( Alors /U est famille réor-

donnante pour la fermeture de P.
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Dans la définition 2 du paragraphe [.4.2, considérons des voisinages
du neutre de T tels que WcV ; une permutation W, associée 3 une transla-

tion de ve T peut &tre remplacée par une permutation My :

A=t ~Ap € WCV.

Pour un z’ de P et un W tel que W+WCV , introduisons z de P tel
que T-7’¢W. Il vient immédiatement :

A=T'=Ar () € WaWC V.

Lemme 3 -
Soit (A”) une suite sur un groupe abélien compact '[r.

si 7('est une famille réordonnante de é&“) pour la translation associée
3 un élément € dcT , la famille des permutations inverses est réordonnante

de (M) pour la transtation inverse.

Soit &4 ~T = A1 (n) ¢V , pour tout n ; en posant . wm 7Fv—1(n') ,

A (n')—‘c—-A r € v ; soit encore pour tout n'
L n

Ayt +E = Ay (n)eV.
La permutation 7!;" est presque-finie, d'aprés le théoréme [.4.2

Lemme corollaire -
Soit (A,) une suite sur un groupe ab&lien compact T .

Soit P une partie de T telle que toute translation associée & un de
ses &léments posséde la famille réordonnante 7(‘ Alors, le groupe compact
engendré par P posséde pour famille réordonnante de (6,;) le groupe de

permutations engendré par J .
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Il suffit d'étudier la composition de deux translatioms.

. . V) ‘..
Solent T et 2! dans P et deux permutations rrw" et 7rw" de 7(_assoc1ees

3 un W tel que WrWCV:

) ¥
do-T ATy W 4T — A=) e W.
Ajoutons les deux relaticns’, en posant n'e ,Yr'wr(n},

A, - levz?) "Arrjfo ?r:("_} £ WeWcC V.

’
Enfin, on sait déji que tho ﬁ‘wr est presque finie, d'aprés la pro-

position {.4.2.

1.4.5 -~ Excmplesa

KRevenons & la suite (ne) sur R/Z, @ &tant irrationnel ou non. La
suite (ne) posséde une famille réordonnante évidente pour la translation

de 0 ; soit w:n r\~——>'lr(n):.-_qn-'1. Pour n>41 , en effet, oh a
b .od
nb -8 -0 =0 o EI={N].

D'aprés le théordme 2 du paragraphe l.4.4, la suite (n9) est équiré-~

partie sur le groupe compact engendré par € dans R/Z .

od ol 2
La conclusion est la méme sur 'FE R/Z , sans complication supplé-
mentaire pour les suites (h @)/ @ = (64, -, 8d).

Les critéres introduits, on le constate, sont particulidrement bien

adaptés 3 ces suites.
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f.5 ~ ERGODICITE DES SUITES SUR UN GROUPT COMPACT ABELIEN ~ FORMULE D'ERREUR -

1.5.1 =~ Famille réordonnante et _erpodicité des sous groupes -

Prenons maintenant une transformation continue 'f et supposons que la

suite (A,L) posséde une famille réordonnante pour ¢. D'aprés la définition 3,

on constate que ndécessairemsnt la translation —I:S... doit appartenir 3 la fer-
- N . . \ oz
meture de l'ensemble des transformations (‘f oTAm Imeot * La compacité de [
entraTne 1l'existence d'un T'@T tel que A44, = ?{A"' Th) » pour tout
t H 3 3 _—‘ .
A€ T . D'une part, il vient . .,‘==-.tf('€,,) et d'autre part, on a = ‘4“__-;-"_ :
¢ est donc nécessairement, une translation associée & A,~T, , ol T, & (A,)“'N.

D'apris les vrésultata précddents, la famille d'intégrales associée & la

suite (A) est un s.i.p.i pour lec groupe engendré par T, .

Thiariae -

les sculs sem-proupes de transformations continues pour lesquelles
une suite (z‘:.J, :quvr un groupa compact abélien rﬂ: permet d'associer 1o
|s.i.p.i Ty = 2_ Ta sonl les groupes de tranmslations.

N rs1 v

Les excmples pris au paragraphe 1.3 sont donc caractéristiques de 1la
situation., Bien entendu, la suite (/3,‘) n'est pas forcément de la forme (’ns}.;
si g st une suite d'élément de Tconvergcanc vers le neutre de | ,

A, = n9+£~ ,n-.-.-'1,l,... est une suite pour laquelle le systéme d'intégralecs

(TN) est presque invariant pour le groupe engendré par 9 dansT .

1.5.2 - Une majoration de 1'erreur -

Soit (A..) unz suite &quirépartie sur un sous—groupe 'H: du groupe com-
pact abélien T .

Soit S, la projection sur le sous-espace ’3('%:) Cf@’) . I1 s'agit
ici de donner une majoration de "1'erreur" ﬂTNf—Sm ,F[{“ & 1l'aide d'une
caract@ristique associée 3 une famille réordonnante 7fde @.ﬂ) pour les trans-
lations de T,

soit Y un voisinage du neutre et Wtel que WaWCV . Avec
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7
A.-*c—A,_rn)eW yona AT, eV , pour <c'e T+W.

n e

La compa’cité de 'ﬂ: permet d'introduire une famille finie de permuta-

T
tions .() 4,., T - Posons c(NI )Es Au!: 4 cara(<EN7c'); on a :
hm e(N/v)__ 1

Pour e J, , il existe unc permutation presque-finie y de Wtelle que

d-ard (€y) < &N, V).

Pour .fé ‘6(77) , introduisons les nombres E 45(/3 ’7{’/4) f/fi’)I
“ [l =[fl, <20l

D'apris un calcul déja fait au paragraphe 5.4.3, pour chaque re'[—/: s

on a

ITp-T T tl < 1B], + [f] e v

Avec 5 ]ﬁ fﬁ( r1:) xllll 'z:) il vi.enr.:
[ - 5egl< 1P, + [f] ecuv)

L'intérét bien slir est de trouver unc bome inférieure *(N,V) A
N et V donnés, clle vaur Aup l"ﬂ :1. can{(C V} Elle peut &tre nulle pour V
el wITW N

assez grand. On a
Iaf-5e 1 < 18l [Plestn V)]

On remarque que ‘?Iv et e‘(N,V) sont monotones$ par rapport a Vet/ res—
pectivement, non croissante et non décroissante : il y a un compromis & trou-

ver.

Une autre fagon de majorer l'erreur est, i N donnél de rechercher un voisi-
nage du neutre VN tel que,pour tout te T, , il existe une permutation ¥ des

N premicrs entiers avec A,~T "'All(n) [ 'VN s, 4€¢ngN . On a,alors :

W8-St <IHl,, -
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Cette dernilre majoration, plus fine, nous a conduit antérieurement i
des résultats intéressants de majoration d'erreur pour le calcul des intégra-
les de Haar 3 1'aide des suites (n@) (Cf. [Z] ) ; elle exige une étude pré-
cise de la répartition des points de la suite (n ®) sur le tore (que 1'on
peut mener & 1'aide d'algorithmes de décomposition en fraction continue des

nombres ® ,

De fagon plus générale, on peut observer que la convergence de TN vers
S.. est une convergence compacte, L'erreur est d'autant plus faible que les
oscillations ”.lv de f sont faibles ; on aura donc intérlt dans certains cas

& modifier £ pour en diminuer les oscillationms.

L'effet de la suite (AM) sur cette erreur est contenu entidrement dans
VN « $i T est de dimension finie, .\6\1 pourra étre mesuré par
~ .
8, = A ""‘ Adfs “M."'C~4m)l.
e, w Asmgn

Si £ est lipschitzicnne de rapport K, l'erreur est alors majorée par Ke;;"

1.5.3 - Introduction & 1'étude des errcurs pour les suites 6\9) et 61@)

(Cf. Bass, Bertrandias, Lesca, Couot [I] et [2] ).
Nous renvoyons aux études plus précises déji faites pour les suites (.,(9)

(MD) ct 6‘®) et @ une méthode d'extrapolation d'errecur (Couot [ﬂ )
permettant de tenir compte de la presque-périodicité de celle-ci pour la
dimiiwer. Le but de ce paragraphe est de faire constater que 1'&tude de e‘;,
fait nécessairement appel & la théorie des approximations diophantiennes
(Cassels) non homogénes,d’'une part,et que,par suite,cette fonction erreur
C:,dépend des nombres § et @ de fagon fondamentale, d'autre part. En parti-
culier, nous allons montrer &galement comment on peut construire des permuta-

tions réordonnantes pour une suite (n9) .

Soit O un nombre et la suite Uy, Gn des dénominateurs de ses
réduites successives. On sait que ’q‘Oﬂ, HQLBK,....IH%OH sont les mi-
nimum successifs de llm 9[[ : pour 4¢ m¢ Q. ; "m 9“>"q4. 9”.

Pour m(clnM , tout point mf du tore (modulo 1) est suivi ou précé-

aé’ par un autre point nf , tel que M-n =24, ,0u §,, . Ainsi, les points
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. ] ’
(m0) p 1€ mg Qe ne laissent pas d'intervalles libres supérieurs en lon-

gueur 3 l'(c,"_‘1 G/[ . Ainsi, pour tout 7, il existe un entier m(z)< qQp.,

tel que [[mizjf+ z || & 19..61.
Z

Introduisons la permutation wfn) =n+-m(} ; on a

nO—T =7) 6 = —(c+mix)d).

o+ est réordonnante de ﬁ;B) pour ¥ & I/ 24,., 0// prés : -, en parti-
culier, est presque-finie car:

2.
A "
'A-I-mﬁl(s"’)’-‘— mlcz) < 3;\,;, .

Cette majoration est uniforme en %z , il vient donc :

It =S bl < Pl +IF]

mne converge vers J)et{/L que -5 6 est irrationnel, c'est-a-dire si ¢,
tend vers 1'infini. Si 0 est rationnel au contraire, 5,,7? n'est pas constant el
vaut jpd/‘. , ol He est la mesure de Haar sur le groupe discret engeudré par 0.
Dans ce dernier cas, il existe un n tel que "q"9![==0.- &= ,f_;L . La

. P - : h
Suite est réordonnée pour les translations mb , avec: :’-carp((E")/\ 9.
N LA

L'erreur est au maximum lFl.‘L’L . Cette borne est trop forte,en général,
si q, est grand et on a avantage i introduire de moins bonnes approximations
diophantiennes de § : tout se passe alors comme si 0 &tait considéré comme
une approximation d'unm irrationnel pour lequel on mlnerait 1'étude. Ainsi,

les formules de majorations données sont valables que & soit rationnel ou

irrationnel.

\]
Dans le cas oll éfﬂf} est lipschitzienne,une borne telle que

é.quOHJ-(H il_'b."_ est minimum en 8 si le produit ‘im.l% ol est
minimum.

Avec q,,=Q,Q,+Qq,, , une majoration de ce produit est encore
a..‘-|—q“_|“q"-'9|[ s ou Q,+q,,+ 1 . Cette majoration quoique grossiére

indique que lés nombres quadratiques (pour lesquels @, est une suite pé&rio~
dique) ou encore les nombres 8 3 coefficients 4, bornés sont priviligiés.
Le feilleur’d'entre eux, le nombre d'or, est caractérisé par aq,=4 , il
donne en fait l'errcur minimum. Pour une étude plus fine de ces propriétés,

nous renvoyons i l_l] et 3 la géndralisation sur le tore 3 d dimensions [Z]
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Il - DIVERS EXEMPLES DU CARACTERE ERGODIQUE EN EQUIREPARTITION
ET CARACTERE PSEUDO-ALEATOIRE,

Il « 0 - Introduction,

I, 1 -Exemples de familles réordonnantes de N,

M, 1, 1 -Famille réordonnante pour le critére de Fejer,
i, 1, 2 —-Exempie de famille réordonnante associée au critére de

H, Delange,

I, 2 -Suites denses, ergodicité et répartition sur un compactifié de N.

M, 2, 1 —Compactification de N pour une suite (un) .

He 2, 2 ~-Semi-groupe ergodique Gr des translations de ‘N .

I1. 2, 3 -Recherche des éléments ergodiques et mesure asymp-
totique,

. 2. 4 -Autre type dlinvariance, répartition sur un groupe,

I1 , 3 - Caractére ergodique des critéres de Van Der Corput,

N, 3, 1 -Compactification de N.
I, 3. 2 -Introduction des problédmes ergodiques posés,

I, 3. 3 -Ergodicité des semi-groupes introduits,

I. 4 - Analyse du caractére pseudo-aléatoire pour |l'ergodicité,

Il . 5 - Répartition uniforme sur Tc| associée a des formes,

It . 6 - Aspects ergodiques des polynomes de Weyl,

Il 6, 1 -Transformations ponctuelles associées,
1, 6, 2 ~Caractére ergodique,

I, 6, 3 -Caractdre pseudo-aléatoire,
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11.0 - INTRODUCTION.

Nous développons ici notre point de vue au sujet de problémes classiques.

Nous donnons deux exemples intéressants de constructions de familles
réordonnantes de permutations de (N (CE£. Chapitrel ) : l'un, relatif au cri-

tére de Fejer, l'autre, relatif & un des aspects du critére de Van der Corput.

Elles permettent de contrdler les erreurs lors de l'utilisation de ces
suites.

Nous relions ensuite le probléme de la recherche d'existence de moyennes
pour une suite 3 celle de 1l'existence de mesures asymptotiques et dé 1'ergo-
dicité sur un compactifié de N (Cf.Il .2). Nous dégageons ainsi un point de

vue topologique trés général pour la recherche des m.a. d'une suite.

-

Ceci nous permet, i titre d'excmple, de discuter certains aspects ergo-
diqués du critére de Van der Corput, d'une part; d'autre part, le caractére
pscudo-aléatoire est envisagé ici en tant que critdre d'ergodicité (Cf. J.R
Bertrandias).

Enfin, 1'étude des polyndmes de Weyl est entreprise en considérant un
semi-groupe ergodique de transformations de tffrg) spécialement adapté. Ces
transformations ne sont pas des translations : elles sont cependant biunivo-
que, bicontinues et elles conservent la mesure de Haar. Il leur sera attaché
un systéme d'intégrales presque invariantes qui permettra d'expliquer et de

compléter les propriétés connues des sommes de Weyl,

En outre, nous introduirons la notion de familles pseudo-al&atoires de
fonctions continues sur TF et nous caractériserons celles qui sont attachées

aux polyndmes de Weyl.
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1l 1 -~ EXEMPLES DE FAMILLES REORDONNANTESDE N -

11.1.1 - Famille réordonnante associée 3 la condition de Feijer .

Les suites équiréparties modulo | et définies par 1la restriction a IN
d'une fonction .f peuvent s'étudier 4 1'aide de la condition suffisante de
Fejer dans le cas d'une croissance lente de { 3 1'infini. Nous montrons

ici que,dans ce cas, il existe wne famille de permutations réordonnant H’(")]ncw

de fagon assez naturclle (Cf. chapitre I) + Nous rappelons d'abord le théo-—

tv&me de Fejer et nous cn donnons tme démonstration nouvelle dans le cas oil
uwne condition complcmentalrc est satisfaite (cas usuel des utilisations du

théorunc) si Ax,Af Af sont des accroissements compatibles de X, .F , ﬁ

sutR,ona. fﬂ:\;[Ax A.F]‘A‘F=1==Oj

cette condition n'apporte pratiquement aucune restriction au théoréme clas~

sique suivant (Cf. Chauvineau ) .

Thiorime @ (Tejer) -

n . . + . - . - - ’
{ est une fonetion définie sur N 2t au voisinage de l'iufini de 'IR .

strictement monotone, dérivable et i dérivée monotone au voisinage de 1'in-—

o s n+ . . / . l/ . "
fini de | si é_!:;a .f (x) =0 et xﬂi,ht-ax l,f(")l:—ujalors la suite _f(n),h-/,i,
est e.r.l.

o
C'est le cas de _F(x):ax , o<w<.

On peut supposer que.)f est strictement croissante sur [r- +oo(
!
I1 est facile de montrer ‘que _F n'est pas bornée sur 'R et que «F ne croit pas.

De plus, introduisant la suite (xr) telle que .f(zr)-_-—-. P, P€ N
on a :
< z',‘1 *xr <

A i B
{t) $'Gp)

ainsi, les différences Bt~ X sont croissantes et non bomées quand P

tend vers 1'infini.



&b

Soit IP 1l'intervalle des entiers compris entre x, et x4 § 0N &

wd(l})(-/—{— et f(m*l)-f{n)\(?(’(«,) , M mid (._'1;,'
f (x,..)

i
Ainsi, sur le tore T= R/Z » les points .f(h), neI‘,, laissent des inter-

valles libres de longueur maximum f/(x,.)+1(,(xr4) : d'aprés la condition
4

linn ;'6:).:0 , la suite .f(n) est dense modulo ) surT.
X=poo

Construisons maintenant des permutations réordonnant g(n)} (CE. 1.4,2),

. 4 . 3 » ; .
Pour chaque zeT , construisons la permutation y° des entiers colnci-

dant sur chaque I, avec une permutation circulaire, choisissons cette dernig-
re pour rendre minimum 1'écart entre fh)-T et -}[rrt(n)] . C'est possible avec

un écart uniformiment majoré en T par (x'"_z,,)[_!_'(«xp)_f’(x,,“)],

Une condition suffisante pour que cet écart tende vers o,qu:md F tend
vers 1'infini est ¢

(A Aﬁ')]MM )

s Y/ P
Compte tenu de ce que f’"' i("'—)f—"—o , cette condition peut encore
pro
s'écrire

z f/(»x. ~ Pl D /. /x+ x
Lo o) - eebe) o o0 dim sl .
) b= £ g4

' . .
Ainsi, la décroissance de [ ne doit pas &tre trop rapide.
’ P P

Pour que les permutations y° soient réordonnantes pour la suite [ﬁ(n)],
s . « " . - . . T
i1 suffit qu'a & positif donné, les ensembles exceptionnels d'entiers E:

soient de fréquencesasymptotiquesnulles.Ceux—ci sont constitués des entiers

tels que,d'une parg, u,ﬁ ()~ -'C[v‘(n)] H > & et d'autre part, () > N,

Les premiers sont en nombre fini N(S); on a, plus précisément :

card. {IP N [/ll Nl} < (N) - f(-":,,
- £(N)

oy’
avec xm<N<9:P~_,_4.
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Au total : ;"-ur«i(E':f)é%—(E)*- 4 ; avec la condition x—t"m‘;. :z:f'(;-)==+

]
le second membre de la demi&re inégalité tend vers { . Il indique d'ailleurs,

d'aprés la formule d'erreur donnée au chapitre |,une rapidité de convergence

des erreurs assocides 3 la suite {(n), hé N"'.

Remarque =

La démonstration faite ici s'applique aux suites (n*), o<t<4d et
plus généralement aux suites (A h* fog/“n_) 7% /3, A %0 acefr

avee 0<&%<4 ou d=O et‘/‘>4-

/

La condition de Fejer ne s'applique pas aux suites (XP‘;?") qui drailleurs
ne sont pas &quiréparties modulo 1, On a remarqué qu'elles sont "asymptotique=-

ment" équirdparties lorsque A tend vers 1'infini (cf. Couot (6)).

1.1.2 -~ Un excnple de famille réordonnante associé & un_critére de

Van der Corput.

Soit C un groupe compact abélien i base dénombrable. Sans restreindre la
généralité, nous pouvons supposer que C est muni d'une mitrique que nous re-

présenterons par ﬂA~l:[[ , ce symbole désignant la distance entre 4 et EdeC.

Soit ch N‘tel que les suites hasv—» u(n+ev) —--u(n.) soient uniformé-
ment équiréparties sur C pour un ensemble d'entiers (t)de densité 1. On sait
que la suite Mo u( )unffc) est uniformément équirépartie pour tout f et
tout X;eo (théoréme de H, Delange).

On sait également que les suites éow--—-o u(n.+gv) € C sont équirépar-
ties uniformément en n ; nous verrons d'ailleurs par la suite qu'elles cor-

respondent i des translatées de trajectoires associées & un semi-groupe de

trans formations ponctuelles Gv (cf£. paragraphe 1.4.3).

A titre d'exemple, montrons ici le résultat suivant :

(- -]

/



57
Théoréme ~
C est un groupe compact abélien 3 base dénombrable.

Soit u(n), hGN, une suite dans C telle que, pour l'entier positif ¥,
les suites
&1 Ny u(n+ev)..44{n) eC

soient uniformiment Equiréparties lorsque l appartient & un ensenble d'entiers
de densité }.

Pour tout A#‘O et/u. enticrs, une famille (dc permutations) réordonnante
associée 4 la suite rn-~.>u().m+[u.) peut &tre explicitée & 1'aide d'une

famille (de permutations)réordonnante pour les suites We .
Montrons d'abord un lemme technique.
Lemme —

Soit C un groupe compact ab&lien i base dénombrable. Soit [u(h.)] une

suite de C.

Soit ¥90 wn entier tel que les suites &w—b u.(rHﬁV) soient équiré-
partics uniformément en n . Alors, pour tout Ede C, €>0et 7)0, il existe

K>0 tel que la partie suivante de N :

{nl- neEN: A¢K = na(lwﬁv)-#(n)-&lb"li

a une densité supé@rieure moindre que § .

Supposons que la condition du lemme soit fausse; il existerait alors §,

de C, g,50 et 530 tels que, pour tout K>0, on ait :
EE“ {7 cnro(-{n./- {1¢ngN: fgK m[[#(n*ﬁv)—a(u)—h\bq.})t,.

Pour tout KPO , il existerait alors au moins wn n tel que la suite
& m—»u(nd:v) ne poss@derait pas de point de rang inférieur K dans 1a boule
de centre u(n.)-l—l:, et de rayon n, La mesure de cette boule &tant indépen—
dante de n , il y a contradiction avec 1l'hypothése d'équirépartition uniforme
en n des suites R aw—y u{nthy).
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Construction d= la famille réordonnante.

V>0 est un entier donné; on s'intéresse aux suites 4, = M(Xm-'-gf),
ol A;ﬁ-oet Jsont des entiers. On considére alors la famille de suites indicée

par 'ﬁ [3 N,

Yt s W (n) = wln+k)v) = um).

D'aprés 1'hypothése du théorime, elles sont uniformiment Eéquiréparties

sur C pour wn ensenble d'entiers f de densité 1.

4 .
Pour 7>0 et E€T, introduisons les parties de Nsuwantesx

N& - {ni nelN , ﬂ»u(n.+1’<)v) —a(n)-—-l:ﬂsq }

Considérons enfin l'injection sur N

m M——-pri(m)ﬂ XM +/.L.
On construit alors une permutation I de N de 1a fagon suivante :
- si 4(m)e N, (on éerit me E), on pose T(m)= m+y;
- si 4lm)eN, N, (Oﬂ écrit meF,), on pose w(m)ex m+2y;
plus généralement:
f-r
- si i(m)eNﬁ\!UNt (on éerit mGF,‘;), on pose 'lr(m)am+‘ﬁv.
<l
Remarquons d'abord que la permutation I est bien définie puisque la fa-

mille (Ni) recouvre [N : ¢'est une conséquence de 1'hypothése faite sur les
suites

Montrons maintenant que la famille despermutations T dépendant ainsi de y
est une famille réordonnante de (AM) pour la translation £, le théoreme sera

démontré.

Pour cela, évaluons {A -t -A_ ., | (cf. paragraphe 1.4.2).



L'expression vaut 3

n;u()‘m+‘u) -t —M(XM +g~AV +’¢)“ ? pour m € Fi )]
dans ce cas 3 {fm) == Am e 6’\/"t $ l'expression est majorée pary.

Il reste & montrer que la famille de permutations est presque-finie t
considérons alors l'ensemble exceptionnel (cr. paragraphe l.lo.z.):

By {m; 1SMEN  wmi>N).

I1 est constitud des entiers mé€f} , avec wn K tel qua ms fvd> N,
D'aprds 1o lemme, il existe un entier K»O0 tel que l'ensemble des o a'ap=~
partenant 4 aucun des N“ » RCK posséde une densitéd supéricure moindre qua &,
£70 quelconque donné 3 1'avance. Ainsi 1'ensemble des entiers mnon classés

dans un F" » fig K , posséde lui-méme une densité supéricure inférieure 2 D"&.
Au total, il vient:
lim  card (E]) { s
™ 4 ,,__{l)\lz +A¥ | d'cu 1e résultat, o
Nepon ‘N N

Remarque -

La majoration obtenue ci-dessus permet un contrSle de "l'erreur" (d‘'apra:
1'étude faite au chap 1,1-52,2 1'aide d'une &valuation de card (E: )y VeeT:

{1,2 ~ SUITES DENSES : ERGODICITE ET REPARTITION SUR LE COMPACTIFIE DE N -

soit C un espace topolagique complétement régulier.

On considére une suite 4 : n anauln) € C et  on_suppose que « est
dense dans C 3 on peut toujours supposer sans restriction que u est injective
dans C .
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Munissons N de 1a topologie erendant continues & ainsi que Bes trans=
latées wl:n s 4thfr) + p &tant un entier positif donné. Dans un premier
temps, nous allons montrer que (hL‘G) est un espace topologique complétement
régulier ; nous introduirons alors son compactifié de Scone-ééch , s0it S 3
toute fonction continue bornée supN au sens ae { se prolonge de fagonuniqueen
un €lément de 8(3). Nous montrcrons que le semi-groupe des translations
associés 3 N sur £(5) est ergodique ¢ nous donnerons quelques exemples d'é1lé-
ments ergodiques de 6(5), lorsque u« posséde des propriété@s de répartition
(existence d'une mesure asymptotique) ou de répartition uniforme de fagon
plus particuliére ; plus loin, nous appliquerons cela 3 un des aspects du
critére de Van der Corput pour 1'équirépartition uniforme des suites, Pour
référence relative 3 la compactification de Stone-Gech nous prenons Dumfbrd-
Schwartz t.1.

Remarque = (Cf. Remarque 2 de 1.1.84) =

Nous répondons ieci en 11,2 4 une question posée & la remarque 2 de !.}.4.

Ce paragraphe dégage essentiellement un point de vue topologique permet-
tant de mieux comprendre les relations entre diverses mesures asymptotiques
associfes 3 une mCme suite. Il ne nous a pas semblé utile de prendre un semi~
groupe G plus général que [N @f. Remarque 2 de |.|.4] . Les résultats rencon-
trés sont énoncés dans le texte mGme de cette discussion : nous les avons sou~

lignés.

1L,2.1 - Compactification de N pour une suite a=

Un espace topologique est compl&tement régulier lorsque, d'une part,

tout &lément y est fermé et, d'autre part, pour tout élément x et tout fermé F
ne contenant pas x, il existe une fonction réelle, continue,de valeurs comprises

entre 0 et 1, nulle en x et valant | sur F.
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On sait qu'un espace complétement régulier peut &tre plongé dans un
espace compact dans lequel il est partout demse : le procédé de compactifi-
) 4 ] - s
cation de Stone-Cech est une réalisation de cette opération (Cf.Dunford-

Schwartz). Utilisons-13 & propos des suites,

Lemme -~

Soit une suite u injective dans un espace complétement régulierC. On
considére les translatées de u pour chaque entier p20 soient .l
ne N amv—sr ,u"(n)ma(nfp) €C . La topologie de [Nrendant continue chaque uf, pelN,
est complétement réguliére.

Tout n, € N est fermé, car 1'injection de u entrafne que {n.) est

image inverse continue d'un point de C ,

$i Pest un ferms de Cet p un entier, (It")-4(¢)) est un fermé de IV

et tout fermé FEN est interscction de réunions finies de tels fermés.

Soient maintenant F fermé dans N et n. ¢F~ .« On considére une réunion

finie F; = ‘H (uﬂ')d@{.) contenant F sans contenir n,:
aln+p;) ¢ P <6l
comme C est comp, rég., il existe des fonctions continues bes <€l
telles que
i) 0L g1, AeC;
i) ¢(A)=d  Ac $;;
1) ¢ (hlnes )] =O.

Chacune des fonctions Y.our" est continue sur [N; ainsi t,r =Aup (‘f. aar‘)
] < {€X
1'est aussi, Il vient donc :

i) o0&y )1, meN;
ii) \r(n)-/l / ne Frd F;
iii) yfh)e=o.
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AL

N—%—nC, avec M(N) =C et u c'nd'ecéi{-‘.

Cwo S = -[N/ g (u*; on)-]

€(s)~ P(C):

£ ¢ )

YDA~ ‘€(C') :

@)
Je

14(5)53 SP[.fo,u.”/- 7(’G Q) ; P)o] C ‘6(5) . AS)n 8x)

Cf. p. 6-40 R
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Pour fixer-les idées dans la suite, nous consid&rerons que u est wme

suite injective et relativement compacte dans un certain espace topologique C.

Sdésignera alors un compactifié de stone~-Cech de N muni de la topo-
logie rendant continue les suites 4P p=9%4d... + Sest
défini & un homfomorphisme pré&s. On sait que toute suite & numérique, bornée
et continue sur N se prolonge sur S en une fonction numérique v continue,

bornéec et de méme norme 3

P2 . aap [0 = f:;rl»(n)l , e BCs).

v
Par exemple, pour #G‘e(C), la suite fou est continue et bornée; soit .f
v . <4
son prolongement 3 S: .ﬁ‘e' €(S) . La correspondance .f'v—bf; de f(C) dans

¥(S) est un homomorphisme algébrique et une isométrie d'algébresde Banach,

De fagon générale, pour toute sous-algibre A de K:’(S), on peut trouver
un compact C, défini 3 une homéomorphic prés et une application continue v
de S dans ¢’ tels qu'il y ait un isomorphisme isométrique entre g(C') et A:
tout élément a€fl s'éerit sous la forme fov-, ol fest un €lément de €(c-’)‘
Dans notxe exemple ci-dessus, le rxdle de'ar est joud par le prolongement con-

tinu de « 35, soit (.

Considérons maintenant dans ﬁ(s)l'algébr;e V{(s) engendrée par les
81éments de la forme..?)(ou", ol Ifef(C)et P entier non négatif ; il exis-
te alors un compacte’V et une application continue de N dansf‘ s Soit w- ,
qui permettent de représenter un isomorphisme isométrique entre (ea.’.) et
;4(3) : pour @€ (/{CS) , il existe g de ‘6676) tel que cl=(9'o".¥r . Ainsi wr est

. 0 - v
une suite continue de v d valeurs dans.}d et w en est son prolongement i S.

D'aprés le méme principe, il existe une application continue v de J¢

dans C telle que v x

U
U = VL 0w \
« c

A\ 4
et telle que pour de B0 de €(5), protongement de four , s'Gerive
LAY PP
v

‘)e fou" '\Xf
= oW,
” M
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11,2.2 - Semi-groupc erpgodique . des translations de N. -

On introduit sur N 1a translation T: nawsnsd | En particulier,
ona: auf=Tw.

Transportons T sur l/{(s)et: ‘6(.%)

v v
Pour chaque Q@ € u((S) s Introduisons Ta comme le prolongement 3 S de
Tasn avs alned) . On vérific immZdiatement que T est un homomorphisme
algbbrique et isométrique de -/«5) dans lui-méme t lT&.“._ =lall. . T engen=

dre un semi-groupe G'r d'opérateurs linéaires continus de norme unité sur AE).

De la méme fagon, l'isométrie entre V((S) et '@(JC) permet d'introduire
pour chaque 3 de fCK) 1'image inverse dans f(x) de T(?o\‘r\,r) G u/(S): nous
la noterons.Lg . L est ainsi un homomorphisme isométrique de LO(K) dans
tui-méme. Gy désignera sur ﬁ(J(:) le semi-groupe d'opérateurs linéaires en-
gendré par L .

_(_;_rn(rcsp.G‘) est ergodique sur 1/{('5) (resp. ‘eCK))
N
[ b
TN“"%‘&T S N=Ag,.. (rcsr. ._LNe-.’_A‘I_ é L )

forment un systéme d'intégrales presque invariantes sur /{(S) (resp. ‘6(30)

Ainsilpour g. de 0‘{6) tel que &:3»1‘1’1' , ol 3(—‘@04) , On a:
. N

N
. —‘;‘O,i n wﬁ_éd(ﬂ.f,&) = le—»é’ ?o W{Mi”)-

11,2.3 - Recherche des éléments G_’-ergodiqucs et mesure asymptotique -

: s 2 v 512 :
Si_ces sommes convergent uniformément en n, qcv{(S) est élément ergodi-

we pour le semi-proupe O est alors &lément ergodique pour G, 4dur QO( .
que ¥ T £ R

soit I'(S) (resp. F(J(}) le sous—espace vectoriel fermé de Vf[/ﬁ) (resp.
de ‘G@O) de eccs Gldmeuts erpodiguos. On sait gue l'application Tow = '&m T

P

associe 3 L\": c F(SJ (rcs;:. L= ?;rm —L” assaclie i cd!,e F(‘K}) un é&lément
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ge I(s) (rcsp. de f‘(](}) invariant par GT (resp. G_L) et que T, (resp._]_,‘,}
est une projection (Cf. W, F Eberlein et chap. 5).

Dans le cas oii T,, projette F(S) dans 1'cnsemble des applications cense

tantes, cette ergodicité s'identifie A la notion d'existence d'une mesuve

agymptotique. Plus précisément, supposons qu'il existc une algébre A de f\b)
sur laquelle Tes est 3 valeurs dans les applications constantes } il existe
un compact C et une application continue v de N dans C telle que tout a de A

est de la forme fn«r , ol fé G(C) « On sait que T.,.C\': est constante, en fait

Tee définit sur €(S) unc mesure p. non négative bornée, d'aprés le théoréme
1

de représentation de Ricsz @

Tl fm 4 o foulnsp) —,:fc,ea'/“

Neoo N peit

on constate que la suite v~ posséde la mesure asymptotique u sur Cet ca a
T

1'habitude de dire que la suite v est uwsiformiment répavtic

tinve de K dans C .

N

12' selon la mesure fL sur C : v est de forme gow. od h cst crr~
C

La question naturelle qui se pose est celle de la recherche d'uac al-

gébre maximale dans P(S) : dans certains cas, celle-ci est unique et coludi-

de avec V((S) . g

[ A
C'est le cas, par exemple, que 1'on rencontre pour les suites 0 (moa A

puisque, pour presque tout ©>4 , ces suites sont uniformémeunt équirépartics

sur ;= TN (Franklin).

Nous avons &tudié, au chapitre 1, les probldmes relatifs au prolonge-
ment hors ‘e(C) de cette mesure asymptotique /u, . Remarquons ici que ces déve-
loppements coincident avec la recherche de nouveaux &1éments ergodiques dans

des espaces topologiques moins restrictifs que 8(5)

De plus, le prolongement purement classique de u au sens de la théovie

de 1'intégration ne pose aucun probléme puisque le théoréme de Dini est va-

lable dans ‘@(C) ; ainsi Lo est une forme lindaire positive sur @(C) possd~

dant la propriété de o -contindité :

anl O aur ‘@(C) SN g" J,~O;
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la théorie du prolongement de Daniell s'applique & r. (Cf, Tortrat),

11,2.4 - Autre type d'invariance : répartition sur un groupe -

Dans le cas ou/u, est invariante sur C pour un autre semi-groupe de
transformations ponctuelles, il est intéressant d'introduire sur ‘6(5) des
transformations linéaires associées., Les démarches du chapitre | se rattachent

4 ces préoccupations. Par exemple, si C est un proupe topologique abélien,

les translations forment un groupe abélien de transformations sur E(C) : soit
E’Jrltec, la translation U-,- F(') = )((' "'"), .fé'e(C) + Soit maintenant un
A de @) tel que a(n) = f[‘\"(ﬂur)] ; on posera

v
Uto. le prolongement & S de
Veoor Ugafn) = Jlvtmep)sr].
On constate que les transformations u commutent avec Tr p»0 ct se prolon-

gent A tous les &léments de ¥, (S) qui appartiennent 2 la fermeture ”de }'al-
gébre engendrée par {.fo'\rf')' fE 'G(C), p z° u.‘mr} :

v c €G).

(TN)-cst un s.i.p.i. pour ce groupe de transformations si et sculement

si v est &quirdpartie complétement, c'est=dire uniformément répartie selon la

mesure de Haar m de C*. Dans ce cas, tous les €léments de Vsont ergodiques
et lrest en isomorphisme isométrique aver €(C"7a 1'aide de la suite ¢ &

valeurs dans C%:
M s c(n) = [wln), wlmad), .., V(msp),. ]
Va eV, 3 {¢ ‘@(C") i &=foc
b T, a =J7e/;s) dim.

Nevoo
Remarque ~
A 1a suite & : N—C, nous attachons donc les quadruplets [N)(ﬁ— $4)'C,V]

\ N . .
et ﬂ\ N n C ; Cc pour lesquelles v et ¢ respectivement possé&dent les

mesures asymptotiques pet m.
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1.3 - CARACTERE,_ERGODTONE _DES CRITERES DE VAN DER CORPUT -

On connait le critére classique d'@quirépartition de Van der Corput
(Cf. Cassels). Nous désirons, ici, indiquer le caractire ergodique des critg-
res de ce type; nous verrons ensuite comment il prut €tre rattachd i la no-

tion d'"&lément pseudo~aléatoire” (Cf. Bass, Bertvandias).

Nous travaillons ici plus précisément sur le critére du i H. Delange
et généralisé par les travaux de E, Hlawka. J.P Bertrandias et J. Cigler.
f Soit une suite U i valeurs dans un groupe compact C & base dénom~
{D) |brable et la suite associBe:

vibn e N o v(ﬂ,u)au(n+f’v)-—u(u) » o ¥ est un entier
positif. F. et A 750 {tant des entiers quelconques, pour que la suite
m e 4 (A ¢ ) soit Equirépartie sur C , 11 suffit que les suites
v(ﬂ',-) soicnt équirdparties pour un ensemble de valeurs de £ de den~
|sité 1.

Remarque, Dans 1l'analyse qui suit nous allons constater quc des suites telles
que hLWM(Xmﬂ») sont des trajectoircs de systémes dynamiques construits

8 l'aide des mesurcs asymptotiques associles aux guites v-(e,/-).

11.3.1 ~ Compactification de N -

on munit N de 1a topologie qui rend continue chacune des suites

WPET&L: nENM—-x’AX(M'fP)) P en.

Les suites

vl ) = u(bre) ~ut) V)

sont ainsi continues sur IN . Remarquons qu'elles sont construites i l'aide

des translatées de '\7'(4;')} soient 1"ey("/ )= "’-(4/ Iv+:) / {=otz..
w(l, ) = (4, ) + ’\rv(e"’/')
= v{,-) + 'lry("/ Jtee 4+ U((.4)v(4’ )

= (l-1,) + & U, ).
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Pour certaines valeurs de e, les suites v(f; J gsont &quirdparties
sur C ; (Z&), R= 4,2,.. désignera la suite croissante de ces valeurs
0“ a«r(e&,-) désignera la suite équirépartie correspondant
1'ehtier {&
On peut considérer sans restriction fondameptale (Cf. paragraphe 11,2.1)

que N est complétement régulier; on introduit alors un compactifié de

v
Stone—Cectk de N que l'on note par S.

Parmi les &léments de (6(5) , on trouve naturcllement les prolonge-

ments 3 O des suites définies sur N par {o U'ﬁp , ol #6 t(Z(C) , '&GN"

et p EN. D'(S) désignera le sous-espace de Banach engendré par ces élé-~

ments. Remarquons dés maintenant que V(S) ainsi défini, n'est pas en géné-
ral une algébre de “e(S)

11.3.2 - Introduction de¢ problémes erpodiques -

Considérons l'ensemble des couples (f(,,;) € W+X N et le prolongement
de v 3 S de la suite
M e V7 () = aw(Gy+pen)—aulprn)
¢
dont les valeurs sont dans CN X N.

Pour (-P{/P)(—_ N;N son a f\)"'ginaé:o/\r : chacune de ces suites

est 8 valeurs dans C.

Pour tout 3 de '@(CN"N)/- 306— est dans \%CS)

PP . N
Plus précisément, 1'image de o dans C N est un compact J2 et

‘e(ﬁ) est isomorphe et isométrique & une sous-algébre de ¢ (s) . Les élé-
ments de la forme #quna‘Eo&‘;‘ , ol € '@ (C) , engendrent eux-mémes le

sous—espace vectoriel de 8(’.‘\) qu'on a noté VS

Dans le méme esprit, notons par @(CMKN) le sous-espace de ’C(C.m'”)

qui est engendré par la famille
{fopif ; Gpre NN, fe €O

Bur cet espace, sont définis les deux applications lindaires suivantes

T etV qui y commutent :

Q<
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i

T(fo prejh) = fopeil”,
Vifo poif) = fopifl,-

Soit Gv,r le semi-groupe ergodique engendré par 1'identité et les
transformations T et VY (semi~groupe abélien).

+ NN
Pour tout de (SJ(CN ‘N)C(e( ‘ ) on peut associer la famille
d'éléments de UUS):

Tqvhga«&") od 9eN,«£ e

fCx ¢

(i) et soma

& v v pi+q -
TV ?o/v' ﬁg__i—ﬂ oU&_‘L e V).

Avee 3 = Z %Opindrf , I ensemble fini d'indices, 734. e )

L'hypothise du théoréme (D) indique que pour chaque n et chaque L :

’fum 2, Z TV yov(n) -c.xff J/u_ » o frest

Rrves Q@ =4

la mesurc de Haar normalisée sur C,

Une conséquence du théoréme (D) est que pour chaque n. et chaque g, on

ait

&m— ._.7 T"Vagoa}(n,) ‘Glf.f J/A

Hesoo H f=1

11.3.3 - Discussion du caractére crpodigue du théoréme (D)~

De fagon générale, la translation sur N s PPV | , introduit
] : . P . o .. .
sur \:(5) un semi-groupe abélien de transformations linéaires continues et

de norme unitd: soit G‘r ; on lui adjoint 1'identité.

G

.« est ergodique et posséde,en particulier, le systéme d'intégrales

presque invariantes

(T - 7 TV, N=4,2,.
RS
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Un probléme plus général est la recherche des &€léments ergodiques (ou
moyennables) de '6’(5) pour GT .

L'hypothtse du théoréme (D) donne l'existence d'&léments ergodiques;
quitte & modifier la topologie de ‘3(5) (si L'8qui-répartition n'est pas
uniforme) en l'affaiblissant i la topologie de la convergence ponctuelle sur

N, ce que nous ferons dans la suite.

On constate que tous les éléments de V(S) sont G‘.,.—ergodiques,leurs

moyennes sont des constantes qui coincident avec la mesure de Haar des &lé-
4
ments de 9 e‘S’(C‘” xN) qui ont servi & les définir.

PRy, )
Ainsi, 3 tout _z_l-.@(c ‘ ,Zla suite @ (prolonpde & S ) associe une

puite double T?anﬂ':’" d'éléments de U(S) possédant la méme moyenne pour
u

le semi--proupe G‘_r . Cette moyenne est aussi celle de g  pour le semi-groupe
. ~Nixod M
ergodique G'V r_ Sur ™ )

NN
v engendre un semi-groupe Gv sur @(C ) qui est ergodique et
qui posséde conme systime d'intégrales presque invariantes
). V=4 VR
N [V}
Une conséquence du thiéoréme (D) est que dans ‘e(S) la suite (V,V ,‘f""f)

v
converge vers la moyenne commune de d pour G'V,_ et de 404~ pour Gy.
Y 7 U

Ainsi, (VN‘Z) converge vers une constante sur N=Im(¥) . D'une

fagon analoguc, (VNT%) converge vers la méme constante sur TJZE Jm(Tm‘:).

TVt
De fagon plus générale, si N= @Goent est un compact

» M I3
non vide, V,,% -V~T% converge vers O sur K{ A (\/N) apparait alors
comme un systéme d'intégrales presque invariantes pour le semi~-groupe G'v,T

défini sur l'espace vectoriel des restrictions des 3 de @(CM'N) afL, on

pourra le noter @(ﬂ_).

La limite de (Vﬂg) en un point de ML est la moyenne deJ le long de

la trajectoirc de te point pour les itérées de la transformation V , consi-

dérée comme transformation ponctuelle sur L .




7

L
Exemple des suites 6.

Quoique l'existence mEme de {1 non vide ne semble pas fondamentale,
on peut citer decs cas ot L coindice avec CN""N . Preuons un nombre £>7
et supposons que tout élément du module (algébrique) sur Z engendré par ¥
soit normal pour la suite e" (Pour la notion de nombre normal pour une
suite: Cf., Rauzy). Alors la suite K as—= 8" (mocl'l) satisfait 1'hypcthése
du théoréme (D) avec y=A4 } N A——p 'V';:(h} e 9""’(8&»{),(;"”’4), est

Moyt nd
complétement &quirépartiesur (T)M N , ot T(E TR/ZJ dans ce cas, 12 =(‘Z’)

.4 ~ ANALYSE ERGODIQUE DU CARACTERE PSEUDO~ALFATOIRE ~

Les fonctions pseudo-aléatoires ont &té introduites par J. Bass ;
J.P, Bertrandias a mountré les rapports entre les critéres de Van der Corput-
Delange et le caractdre pseudo-aléatoire afin de dégager de nouveaux critéres
d'équirépartition : sous le méme aspect, nous retenons le caractére pseudo-
aléatoire comme critére ergodique basé sur le fait suivant ! une fonction

pseudo-aléatoire est de moyenne nulle,

Ce caractidre pgeudo-aléatoire peut &tre défini sur tout espace vectoriel
topologique localement convexe pour un semi-groupe ergodique; nous 1'intro-
duisons ici sur €() pour le semi-groupe G'r) par exemple, (Cf. paragraphe
f1.3.1), Plus loin, & 1'occasion de 1l'étude des polyndmes de Weyl nous verrons
que ce semi-groupe G'r est rattaché 3 un semi groupe de transformations

ponctuelles affines sur le tore de dimension finie.

?5(5) est muni de la topologie de la convergence ponctuelle sur N .

La définition de J.P. Bertrandias drvient :

DéEinition 1. On dit gue g de E)(S) est pseudo-aléatoire pour le semi-proupe
G.,. sl i
L s =
i) pour tout enkier !u , sauf peut &tre sur un ensemble de densité

nulle, 1'&lément ET% est G_'r-ergodique; goit !(&}e: E(gT%) , x{p&)

est alors congtant;

‘. L Y
ii) 1a suite d'autocorrélation est telle que

El'l--i— (‘g.’.z.
H:“Hglz{ W=o

ANEN
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Lorsque ‘6(5) est muni de la topologie de la convergence uniforme,
on pourra introduire une définition analogue pour des &léments uniformément

pseudo-aléatoires.
Abp L

Montrons maintcnant que le caractére pseudo-aléatoire méne 3 un critére

ergodique. Dans
(elle

alédatoire i des

dominant

ces questions, l'indgalité de Van der Corput joue le rSle pré-
avait conduit J.P. Bertrandias & &tendre le caractére pseudo=

éléments appelés quasi-pseudo-al@atoires).

Les vileurs d'adhérence de la suite (T, i) dans ‘6(3) sont nécessai-

reuwent des constantes ; nous les majorerons & l'aide des suites T(JT

Rappelons 1'inégalité de Van der Corput pour une suite (ci) de nombres
complexes; H et N &tant entiers, on a :

L t ; L
H [g‘,c‘][ < H(H+N¢4)4%;.A lcal

+(H+ Nut)oé‘_éH(H-&)‘”Z__;N_L (e [T cqut]-
— W
Posons M1 (Cs‘) n:léh:' -&.“IZ: ek ﬂi(cq) = Ng-’o; :"\{T i;; Qf

Avec 1'indgalité précédentc, on a :

— 2 ——
W [, el < 2 My 7 [Re (G ).

Une autre majoration peut s'obtenir avec la d&composition suivante, ol

veW®: posons N = [N] v, NleN et q=0{1v +q), [‘]]€ﬁf

0\<(‘])<\’) i,l vienk:

2~

CqIv+Q)

et par conséquent :

=T , = ()4 2
\N & < v G2 \ T Givo qlveep | .
On a donc: W1
L V-4 hoit} S
fim A4 A
|M1 (C1)l < N—om T(q)_—.-.o [N] [g]—‘o GIv+@)
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| — 1R — —
avee g (Cpvuey )| <2 M My {‘Re[%wm C(rqu)v:,@)”,
on retient 1'indgalité:

@ Fel'ca Mo 1y [Re (S equt].

Définition 2, On dit que g de 6(5) est de type pseudo-aliatoire pour le
. . +
groupe G , s'il existe un ¥ de N7 tel que :

i) pour tout entier ﬂ, , sauf peut &tre pour un ensemble de densité
nulle, 1'&lament '3" T'g est Gp-ergodique : soit J,V(L)E Tu(g'TﬂVQ}/
Xv(” est alors indépendant de n sur S,

ii) la famille “est telle que M (Re[ (D] =0.
¥ k &

Loreque ‘e(S) est muni de la topologie de la convergence uniforme,
on pourra introduire une définition analogue pour les éléments de type uni=
L

formément pscudo-aliatoirves.

L'inégalité de Schwarz permet de montrer qu'un &lément (uniformément)

pseudo-aléatoire est de type (uniformément) pseudo-aléatoire.

Théoréme. Tout é&lément 3 de ‘86) de type pseudo-aléatoire (resp. unitormé-
ment pscudo-aléatoire) pour le semi groupe Gr est G;_-ergodique pour la
topologie de la convergence ponctuelle (resp. uniforme) sur N pour A HON

De plus, la moyenne de gest nulle.

Cela résulte immédiatement des inégalités introduites et des définitior

retenues.

Exemple 1. Plus particuli&rement maintenant, supposons que C soit un groupe
abélien. Le crit@re de Van der Corput est relatif au cas y=4 , pour A
caractére non constant du groupe compact abé&lien C, on pose Cq = ?(O-u,q H

alors E:‘.C1+ph —.:'X(uf‘”i.fu“) et par hypothése :

¥ #0, M‘i [X (u“’r‘wa")] =f°?\' ds =0 ;
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(X'DMP), féN, X caractére non constant de C, est une famille d'é-
léments pseudo-aléatoires de E(S) . Ces éléments sont ergodiques ainsi que
toute limite dans ‘6(5) de combinaisons linéaires de tels éléments; en par-
ticulier, pour tout de ©U(), on a 1'élément ergodique )fou" , avec

T,..(fou') .-_-_j{;oh . On trouve ainsi que & est é.r. sur C.
C

. a . 4 s
Exemple 2. Cn tire les mBmes conclusions pour ve IN ; c'est le critére de
H, Pelange (Cf. J.P. Bertrandias) : avec c.q;'Xou." et E:".i.cw_’“,
= X(u"‘ v u")=‘3\’ov,", l'équirépartition des suites 't);: indique que Xouf
est de type pseudo-aléatoire pour tout P deN et x caractire non constant
de C.

Remarque . L'hypothise de H., Delange indique que pour tout caractire non
constant X du groupe abélien compact C ct pour tout (’{,p)c [N*x N, 1'¢lé~
ment Xonr-h" de V‘(S) est ergodique; pour le semi-groupe GV,T’X" [my':
est ergodique.

Exemple 3. (En liaison avec 1'€tude du paragraphe 1L3.3).

Puisque (VN) est un s.i.p.i, pour GVT sur @(!P_), il est inté-
1

ressant de remarquer que Xo’ma'z est pscudo-aléatoire pour le semi-groupe

Gy opérant sur (L)

En effet, posons 3;—_ Ko/\l‘{ s ona

r42v

gVl = Ko Xowf, = X[~ 1= Kool

by
Kak«pj{' est Gv-,-ergodique puisque

. by . o&v
5‘2‘“ VN(X°""£ )=’5M“~~T~(X"V£ )=f?(,(,5=.0

-» (~

On a donc X(ﬂ.)—_:\/“(gv&g)zol pour gélN+

H-4
Alors -&'m. .’_L L l=0 ; d'ol le résultat.
Hores H ?1 ¥l
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ILS ~ REPARTITIOM UNIFORME SUR TJ ASSOCIEE A UNE FAMILLE DE FORMES -

On considére d formes homogénes L;, i=4, d, définies sur R": m>0,

Pour X a(x‘) é Nm ,ona Lx= [é“'(xél.tq»l,d oll @

l-.-,; (‘-\'-) = g

i . J
ng e‘-x‘-/.oﬂ‘f/e(./ Q‘: €1R.

d , . . . ”
sur T , considérons le semi-groupe, indicé par N , des transla-~

tions Lw“ dcfinies par.
L . A (A ') G ’ A =3 l/’ < ( ) , L C ﬁ
x: = linq o AA——D + L% = +l 3¢ N ,

Sur 6@4) s G désignera le semi-groupe des ULx. tels que
U‘,‘-f = ﬁ(-f-l.x) . G est borné et abélien,donc ergodique,

d ™ .
Comme pour fc- ‘6('[]‘ ), iL'ensemble (Ul,:-f} xe N ) est borné dans
son enscmble et équicontinu, { cst presque-périodique; ainsi dans ce cas tout

élément.ﬁ de € (IIJ) est ergodique : U = 6(77”9.

On peut construire un systéme d'intégrales presque invariantespour G

3 1'aide des transformations suivantes

™ f s
pour X€ N, considérons

A=A 2 U,,

4x‘... xm x<X

ol x&X veut dire % \<x¢i/ 4<J\<rn.

(.3
La famille ﬂ(X) est un s.i.p.i pour G‘, si pour tout 2’ ¢ 0\’, on a

e [AOU,,. AL =0, f € CLT),

Or le crochet ci-dessus est majoré x,

uniformément sur eﬁf‘l} par r /////

2 2 =l 7 *
Jc« 7(-;’ ' i////;///'

A\

N

-y

expression qui tend vers O lorsque chacun des x‘ tend vers 1'infini.

, -~ d

(ﬂ()\)f.) converge alors vers un &lément f a}c ﬁ(ﬂ' }, appartenant i
1'orbite G? et cet 8lément est invariant par G (Cf. théoréme ergodique
abstrait 4'Eberlein.)
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L:c(ﬁ , Yo e V™

e
‘2 apparait constante sur les ensembles de points de ” invariantspar
G . On‘introduit alors la relation d'équwalence R eur T i Amal (med®R),
8'il existe = de Z™ tel que A~ddl= Lo,

Soit g,, le sous-groupe ferme engendré par les &léments (L:"xcz"” Jm‘cﬁ.'_

od - . .
T est constante sur les classes de I modulo gﬁ. {f apparait donc cssentiel-
oy .
lement comne un élément de ‘éf'ﬂ" /’g ,].

On connait le théoréme de Kromecker (Cf, Cassels)

of
J .
Pour ‘L&é}. et 4 €¢Z tel que f: u‘[_‘; == 0 » On a
= <4 . el
Pt =0 (f"“{’{) . Inversement, soit « tel que pour tout <« de &
<=4
avec 2: wil; on sk 2. oA e O , alors o appartient 3 a_ .,
iz = J*
Ainsi, si (L‘) est une famille lindairement indépendante, _'- ost
) md

constante et vaut -S_Fd]u— ) ol Ill- est 1a mesurc de Haar normaliséce de b
i

De fagon générale, le §roupe compact g evt déterminé également comme
intersection des variétés Z,u.o( =0 , ol Lu‘L'==° . Soit /Ao ia

. =4
mesure de Haar de g° supposee normalisée.

Pour -»SG'H'J' , la classe d'équivalence 44\6}. est munic également d'une

mesure notée }l.“g , transportée par la translation : on a 7@3 =)£ # d/““g
o ‘ .

d
Le groupe quotient T/ . est lui-méme muni d'une mesure de Haar

normalisée ¥ et on a: j_FJ/L ,.j folu
Si 3,

arithmétique de .f sur 1l'ensemble discret A+g_ . C'est essentiellement ce

est discret la mesure [ sera discréte et 7£m sera la moyeunne

dernier aspect qui intervient dans l'utilisation d'un ordinateur, par exemple,

pour la représentation des (L,;) .

Bien entendu, enfin, nous retrouvons le fait suivant pour m=d4 , ol
chacune des formes L. est représentde par un nombre 6¢ , <= t une
condition nécessaire ot suffisante pour qua la suite (n@,-) o T‘l soit
répartie uniformément est que les nombres (9‘-) soient lindairement indé-

pendants.
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Il,6 - ASPECTS FRCODIOUES DES POLYNOMES DE WEYL -

11,6.1 - Transformations ponctuclles associfes & un polyndme de Weyl -

Définicions -

: L] ~ P - :
Solt o, pol Lo dp X un polyndme & coefficients réels. Si 1'umn
des coelficients oy Jd-éh.., est irrationnel,on dit qu'il est polynfme de Wey!.
Siooly ey oy sont rationnels, ey sera appelé coefficient direc-

teur. Le polyndne sera dit yéduit si d=mn , On le notera par la suite i

—

1'aide du couple (n{.;cti} .

On sait que la suite des valeurs d'un polyndme de Weyl réduit P priscs

sur les enticrs naturels est d-équirépartic modulo 1 ; c'est—a-dixe : la

suite Ap =2 [‘P(u), P(n+1),---, Pn+ d--'1)], nedl ... est équivé-

partie sur .U“L (Cf. Franklin).
Soit donc P&)= o{dz‘l.,. ceebels “JI—KQ-

Etudions les relations de récurrence entre les valeurs 'P("-), n=72..

Posant AP(YL)E?(M'&")——P("-) , on a ?(n+4)= (—I+ A)P(n_) , ol I

¢st la transformation identité. De la méme fagon, P(n+r)= (I+B)rP(n)-
L P(n) = ol
ona N ?h):: .O(A')pour tout n.

L'identité A‘L = (I+A- I)i: (I+/Q)&—-ci(1+ D)d-4 donne
dlst, = Plred) = of Plsded) 4 G Blnad-2) e )" Pl

On a donc une relation linéaire entre 2(m+o(-) et les composantes de

&m. s on écrit :

'bmﬂ = ﬂAm, “+ z/
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oll A est la matrice 3 coefficients entiers :

o 4 s 01
° o (1N ° ° '
. <
A = e € 3£om (‘H“', T )
S - S
A d
H“)d (")d LTI d 4
4
On remarque que A est la matrice compagnon di polyndmwe (4- k) « Sa
forme réduite de Jordan est 4 41 . 0
LYY XX 4

o 0 o 4
De PIuS, onas: T &(00..., c“a(‘(_) e?l“‘.

La seule direction propre associée A A ast (4, ", wey 'f)-
ona et (A) =4,

4
On associe 2 Pa (:l, “(J.) la transformation ponctuelle do .F,déii\\ie
par

]
(f%AN\-——bRA-P'C. on a ()o"{d)wR"Ad-ﬂwn‘.mwc.
lomme 1~

¢ laisse invariaute la suitoe (.6,\] qui pebt Jtre considdvde eonme la

trajectoire du point A, par le geml~proupe G anpamlrd pay lf? \

De la méme fagon, prenons un polut queleonyue A ds ??‘et agsgocions lui
1la suite [(f"‘(A)]n_‘q‘,L_“ v I1 exlste ua polyndma de \byl ¥éduit deo
degré directeur d, de cocffictent digecteur oy it soit Qtel que

(p”‘().f) a[Q(ll)/ Q(MH),m, Qlay J.w‘)] ; ges eoefflceients des vevmes de
degré inférieur 4 ¢ sont entidrement déterminds pav leg valeura Q(i\),

o¢ngd-ds A=[00),Qu) ... Qld=4)].

[Rffinition 4 =~

On dira due deux polynfecr rédults de Wyl sont éguivalents a'ils ont
PO LA R TRUMALE e cquivalent
mine couple (cf“,cl‘i) .
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On peut les considérer,en cffet, comme associés 3 deux points diffé-
4 .
rents de T, pour une méme transformation affine @ les suites de Keyl cor=
respondantes sont obtenues comme trajectoires de ces deux points par le

semi-groupe G associé a ¢ .
Exemple -

Au polyndme Gx", ef{Q, est associé le couple (2., 0) et la transforma-
tion ponctuelle de T4 AM——»(’{A) = [:)4 ;I 44 [:91‘

La trajectoire du point (9,0) est la suite [M‘B, (m+4)‘9]n€N s

-

11.6.2 ~ Frrodicité du semi-proupe associé i un polyndme de Heyl riduis~

Soit un polyndme de Weyl réduit (d,d,fl) et G le semi-groupe correspon-
dant.

Le semi~groupe G engendré sur 'e('ﬂ"l}par T, ,E w)fo’ﬂ est abélien et

borné donc ergodique.

N
Z T.; N=z42.. est un s.i.p.i.

n=4 ’

zp

d
Recherchons les éléments ergodiques de ‘?(T}par rapport 3 G.

Pour chaque A de Ti/ 7;{’(4) tend vers !Fo{/u,/ /6'6(’1!“)} lorsque N croft :

ceci est unc conséquence des propriétés des polyndmes de Weyl et de leur

équirépartition,

Comme la fawille (T;LF)"‘N. est bornée dans ‘6(‘1!‘) , on a convergence
faible de la suite (I;,‘f vers la constante ffdlu. . Le théoréme ergodique
d'Eberlein indique que la convergence est forte et que tout &lément de €(‘1f‘*)

est ergodique.

| Théoréme -~

Sur les polyndmes de Weyl r&duits de la classe (d/dJ) les sommes
de Weyl

f{)am) convergent uniformément vers ]f‘!/‘

2z
™M=
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Cette propriété est €quivalente & la suivante :

le semi-gzroupe G associé 5 la classe (40(4) est ergodique et tout

-'FG ‘@(T‘) est ergodique.

Remarque .

-

I1 ne faut pas confondre l'ergodicité par rapport 3 Get celle relati-

ve au groupe des translations : ce sont deux notions distinctes.
Cependant la famille T:q est également un s.i.p.i. pour le semi-groupc
engendré parTct les translations, On sait de plus que ”J/‘G G-"F et

est invariant pour ce semi-groupe non commutatif.

Ces faits scmblent expliquer trés naturellement les propriétés des
polyndmes de Weyl.

11,6.3 - Caractéristiques pscudo-aléatoires des polyndmes de Weylw

Thioréme —

La famille (T"fl) n'est pas, en général, conditionnellement faiblement
compact ]fé'e('lr‘) n'est donc pas en général faiblement presque-périodique

pour le semi-groupe G .

Th’r E'fOY", n=042,... serait une famille quasi-é&quicontinue
(Cf. Dunford-Schwartz).

Considérons une transformation semblable 3 celle qui est associée i

une classe de polyndmas de Weyl réduites sur 'ﬂ"‘ . Soit

A 4
A= [O 4] s considérons F € ﬁ(’ﬂ"‘) , la premiére projec-
A

tion. I1 vient :

n 4
h[xf‘"(,s)] = h [ﬂnj’* AT+ et 'c] . Comme on a A= [ ':l
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avec 4= (4, 4,) , z=(z,,z,) » il vient :

ﬁ[‘rn@)]= A4+ YLA-;. +nT, + (n-4 +n-z+...+4)zz’

=Ap4+nd 4nz, + '.H.{.'.‘L-.-ﬂz" Z,.

La quasi-Gquicontinuité s'énoncerait de la fagon suivante : pour toute
. . 2 -
suite (/.S*) de points de T convergeant vers 4, tout £>0 donné et tout o, ,

il existerait un nombre fini d'indices &, ..., &, >, tels que, pour tout u,

‘P1 [‘f’n(’&‘“)] - P [(f"(x&)]]( e,

Cette derniére différence vaut In(Ad.’.—-A,_)" . La quasi-équicon-
“*

pour au moins un indice ofy, 4L4$m ¢

. e n - . . PR
tinuité de 1°‘f entralnerait celle des fonctions X am—s»hxX définies sur

. cfnd . - P e s .
[0,4([ . La famille 9%¢ an—s f(nx)lfd:(szermt %’11e-mcmc quasi-équicentinue
et on aurait convergence uniforme des sommes ﬂ‘ %-F("-‘) 3 ce derniev
point n'est pas exact : on connalt la limite J-Fd/-‘-; pour = ¢'(( , povr X ra-

tionnel, la limite n'est pas en général égal 5][650. (pour ::-z'z’. , elle

vaut, par exemplo,{[‘f(0)+f(‘{)\] ; la convergence ne peut pas Stre unifor-

me.,
Pour .f ole‘e(.r(), il est intéressant d'introduirc les corrélations t
Wb 4 5 1™ W) fF] = [ foph F o
§ N—soe N N4 ¥ __T'*' 9ﬂlf/l
Définition -
On dit que ;Fo?"' est une suite pseudo-aléatoire si
K
Y ol 4= L
Myl = f_g; 4 Lyl = o.

On sait qu'alors f est pseudo-aléatoire pour le semi-groupe engendré
par (f

. . ! d
Etudions ces corrélations pour les caractéres de F :

A KK,A> , KE 'lr‘"—.,; z* (dusl de 7.
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Plus pritcisément, évaluons les nombres

X(K L) =-./ <K, ¢ (A))(L Ad d/u(d) (f:.est la mesure de Haar) ,

A1
Comme T&(,) HA.;. R z4ee pz, 2 un coefficient pr2s ces nombres
valent

x;(K,L)E <K, A% <L, 2> duly) =jr§n'f<—L,A> dut), o1 A'est

la transposition de A, On a comme valeurs d'intégrales 4 ouo selon que
ﬂ"‘K ~l. est nul ou non.

’
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Soient K et L fixés tels que,pour u &, A" K L ; alors A K=L
pour & &) 8i et sculement si
10- &
K& Ker(R"74 1) ,
{ or ce noyau est celui de A=~1I qui est ré-
duit & 1'unique direction propre de A Ko =2 (1,1, ., '1).

si K€ZK, etsi L=K, alors }"{(k,K)-..—.fl/ v&.

si KEZK, etsi LK, alors Ylli (K L) =0, YA,

si Kg ZK, X&I(K,L):O, sauf si L= H'ﬁK, mais
K et L &tant fixds, ceci n'a lieu que pour une seule valeur de k.

Théorime 2 -

Tous les caractéres sauf ceux qui sont associfs au sous-groupe ZK,de

4 . . . L
Z "~ conduiscnt i des suites pseudo-al@atoires.

Pour Ké .Zl, on a J’(ﬁ)=Xf:(!<'K) <KI RL'::-;.--- + t> ; donc
[yRl=d , 4 KezZK,
= 0 7 Al *(}f42ff<o.
On a, it Miyl=4, aoit Mly1*=o0.



Théoréme 3 -

P d . . .
Les &léments _f, de '@(’D‘ )condulsant & une suite (focf") pseudo-alédatoire
forment le sous—espace vectoriel fermé engendré par les caractéres non asso-

ciés au sous-groupe ZKO de Zd' .

Remarquons d'abord 1'inégalité M,Yl r4 "fi" . Plus gcncralemnnt,
sl Y; est la suite de corrélation associée i etg de e(T } on a avec
[

A ) ]
By (9 = Lf.,? I AN T
11 suffit, par conséquent, de s'intéresser aux polyndmecs trigonomStri~

ques _f{A).-r E.CK<K}4> » ol K parcourt un ensemblec fini de 22 K

ok 3(.,).__‘ )H‘_([H\' H, 4> y o0 H parcourt un cnsemble {int da ;Z‘i .
On a»

sn e

Hed{

.)( <r 3 (L C,g(ﬂ K )(V A z+---4z>)()— ol“( H, ,))
='§, CKZ;1<H"f<"'{/ > <K,ﬂ Jz PR (}\’ H) < HNox i,

L'mtcgratlon sur ']r ne retient dans la somme que les couples
(K,H) tels que A’ K:xH . Pour k assez grand, il n'y a que le: couples
0.
(K,H) tels que K=H€EZK, . On a,dans ce cas: <(ﬂ£‘+---+I)K’I>=< K Bz,
donc ¢

ly (F)[ "L(ez Cr d—'( <K’ﬁr> )

=X c Erd d <K-K' k2>, K K e KNH.

éZK. N’l
<L &T-'> => 1 ou 0,quand N tend

Zé.

Dans la sommation sur k :

vers 1'infini selon que L & ZK, est nul ou non nul,
L z 4 )
Au total, on a : M“! = 2: ICKI IGL,(I Ké .}(nJ{L
KEZK, /
Le résultat tient méme si X et ne sont pas finis.

4
Ainsi, si f est tel que Mla'l;o , On a xe%:r'('c’(’ =0, il vient

C, =0 , pour tout K appartenant & ZK,,d'ol le théoréme.
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