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.0 - INTRODUCTION - 

Dans la pratique, de nombreuses '~esures ~symptotiques" sont introdui- 

tes naturellement par des proe~d~s ergodiques qul les rendent invariantes 

pour un seml-groupe de transformations ponctuelles ~ . Les plus elasslques 

sont, sans doute, celles qui sont invariantes par translation sur un sroupe 

compact (mesures de Haar) : elles sont rattaehdes ~ la no=ion d'~quirdparti- 

~ion des trajeetolres des points dits ergodlques . 

Ces trajectoires s'identifient pr~eisdment ~ une fonction d~finie sur le semi- 

g~oupe Get qul poss~de ~our mesure asymptotique relativement ~ un filtre de 

mesures sur ~ , la mesure de Haar normalis~e. 

Avant d'aborder quelques probl~mes plus g6n~raux nu chapitrell, nous 

avons en rue, ici au chap~tre [ ~d'6tudier assez syst~matlquement les probl~- 

rues d'~qu~r~partltion des ~uites (~) dans un groupe compact T. Nous nous 

c T ,  )) f 

Les divers r~sultats du chapltro I s'appliquent ~ ce cas, en particulier, 

tout ce qui concerne le probl~me des prolongerm~nts des ~msures est direete- 

ment utilisable. Nous avons vu comment la mesure asymptotique est enti~rement 

ddfinie par ses valeurs sur un ensen~le d'unicitd, les fonctions continues 

born~es, par e~emple, ou une partle dense d'entre elles tout au molns. Ces 

valeurs coincident avee une notion de moyenne : |l slagit 

malntenant de savoir ~ priori si ees moyennes existent. 

Ce chapitre! , assez technique, a done pour but de d6gager des crit~res 

d'existence de moyennes ~ l'aide de la th~orie ergodlque d'Eberlein qui four- 

nit elle-mSme des crit~res d'ergodicit~ du semi-groupe Get de certalnes fonc- 

tions continues : nous d~gageons, ainsi de nouveaux crit~res d'~quir~parti- 

tion. 

Done, dans un premier temps, nous pr~clsons certains aspects de l'~qui- 

r~partition de suites sur des sous-groupes (Cf. I~ 
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Dans un second temps, nous caract6risons l'6qulr@partition d'une suite 

par des propri6t6s sur une famille de permutations des entiers (Couot [6] ). 

Dans u u  autre contexte, nous savons par un th~or~re d e  J. Von N~.~an~ 

(C~. 7or~e) que sur un espace m~trlque compact, avec distance 4, deux suites 

((s et (~), ayant m~me ensemble de points d'aecumulation, peuvent ~tre raise 

en correspondance biunivoque, Cs , de t e l l e  sorte que 4(O~t~/l(,,)) 
tende vers z6ro quand vt tend vers l'infinl. On salt dgalement q,J'une suite 

dense sur [0,I~ peut @tre remanide 04~[mos) par une permutation pour en faire 

uue suite 6qulrSpartle. Nous caract6rlsoas ici plus pr6cls6ment avee la no- 

t im/  de fami l te  de permut,lt~ons r6ordonnmttes ~Cf. paragrnphe [ .4 )  des per-  
mutations conservant l'6quir6partition d'une suite. 

Enfln, nous indiquons une nouvelle formule d'erreur pour l'[ntSgration 

l'aide des suites et l'appliquons (paragraphe J.5) .~ des r~sultats de tra- 

vaux ant~ricurs (C[. Couot [d ]et [Z] ) qui effectuaient une @tude fine 

 ' ,uir portition suites (,,o) ot ( , ,o) .  

Commeu~ons ma[ntenant ( I . l )  par faire quelques rappels de la thdorle 

ergodique d'Eberlein et indiquons comment l'6quir6partition peut s'y ramener. 

i.| - RAP P ELS  : TIIEORIE ERGODIQUE DE W.F. EBERLEIN ET EQUIREPARTITION 

DES St [TES SUIt  l~.: GROUPE - 

I . I . I  - T h 6 o r ~ e  e r ~ o d i q u e  - 

solt ~ = esp,~:e vecto~iel to~olog~q~e 1o=alemon= :o.~e~o D~n~ J~C;), 

l'espace veetoriel sur les r6els des transformations lln~aires continues de ~, 

on r un semi-groupe Cr pour le produit de composition des transforma- 

~io~ : c c ~(~). 

Les r lin~aires convexes des ~Idments de G engendrent un nou- 

veau semi-groupe G'de ~(~). 

G ~ Pour tout ~Idment =c de ~ , on introduit son "orbite" par dens ~ �9 

6~')G est  un convexe de ~ i nva r i an t  par r  sa ferr,~turo ~ conserve cetre 
propri6 t~. 
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On appelle "syst~m~e d,int~grales p resque i nya_rlantes" pour G (s.l.p.i) 

une suite g~n~ralisde (.gd) telle que : 

3) La famille (S~) est 6qulcontlnue; 

4) Y~=6~ FT~_ C- 
2 

Ddfinition 2 -. 

On dit que ~ est ~ s'il existe un s.i.p.i. 

.Remarques : 

- Cr*est ergodlque si C~ ] ' e s t .  

- 3) est v~rlfi6 lorsque ~4 appart~ent ~ ~*'et lorsque G est ~qulcontinu. 

-Dans ce dernler cas, 4) seul reste ~ v~rifler : c'est i~ le coeur m~ma 
de la notion de s.[,p.i. 

- II sufflt que 4) soit vra[ sur un ensemble ~ondamental) de ~(la ferme- 

ture lln6alre colncide avee ~ ). 

- Lorsque les S.~ eommutent avee G, les deux limltes de 4) coincident. 
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11~dor~me ergodlque d'Eberle{n - 

Soit ~ un semi-groupe ergodlque sur ~ et (~) un s.i.p.i. 

$'ii exlste tu% ~ dans~ pour lequel l'une des propri~t~s ci-dessous est 

v6rlfide, alors les trois autres le sont aussi : 

I ' )  ~[~ de G~ tel que yTc=G- 

te  ue 

3') ~ ~ qui solt limite falble dans ~ de (~Qc~c). 

4') ~ ~ qui solt point d'accumulation faible de (~-). 

W.F. Eberleln d~montre, en particulier, 4') ".~ I') ~ l'aide du r~sultat sui- 

rant de Mazur : tout ensemble convexe fortement fern~ est falblement ferrY. 

Ainsi s le ~ de 4') est dans C~. 

DdfJnit~on 3- 

Pour un sem[-groupe ergodique ~ sur ~ , un ~Idnent ~ de~ poss~dant les 

propri~t@s ci-dessus du th~or~me est dit ergodique. 

On constate que sl ~c~ est ergodique, il existe ~ unique ~ donn~ pour 

n'iinporte quel s.i.p.i par ~ ; on l'appellera ~-moyenne de ~c. 

�9 1.1.2 - Propri~t~s des ~l~ments er~odiques d'un Banach. 

Sur un Banach ~, les ~l~ments ergodiques forment un sous-espaee de 

Banach F, invarlan~ par • . La transformation de G-moyenne, solt S..,qui 

assoeie ~ x~ l'~l~ment ~ du th~or~me ergodlque~est lln~aire continue; e~est 

une projection, elle satisfait les relations �9 

Pour qutun ~16ment ~c~ soit ergodique, il sufflt que l'tn~ des ensembles 
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Dans un Bsnach r~flexif (ex : L~,~/'I ~ > 4  ), si G est ~qulcontinu, tout 
~l~ment est ergodique puisque les ensembles born6s sont faiblement condition- 

nellenx~nt compacts : P--~. 

Consid6rons maintenant le cas oB ~est le semi-groupe des it6r6es d'une 

t r a n s f o r m a t i o n  T de ~o(~. )  : 

S'il existe K tel que II T" I[~< K, o..~riZle a~s~ont que ~ eat er~odi- 
~ e~ ~.c les tr.ns~or~a~ions 5~.__,~ r ~ ~o~nt u. s . i . p . i .  

Clest encore vral avec une condition plus falble : 

i l  e:.iste ~< tel ~uo II,%tt<,K et pour to~t ~ ~o ~, t,.- T~"~ = o .  N.--,, 0-, iV 

Plus p a r t i c u l i ~ r c m e n t ,  c l t o n s  dcux excmples  de f a i b l c  compac l t6  c o n d l -  

~ o o n e ~ o  ~o (s,,~:) lors~oo ~: ~ L~(-O-; r )  (o .  eg: 

(OU ~4) t e l s  que dL ~ Spa: ~ ~/" 

- ~ une t r a n s f o r m a t i o n  b l u n i v o q u e  de - ~ ,  s o l t  ~ , c o n s e r v a n t  l a  mesure 

~s t e l l e  que : T = c L x z o ~ .  

1 . 1 . 3 -  E16ments p resque  p d r i o d l q u e s  d ' un  Banach - 

I1  e s t  possible d'6tablir une classification des 61~nts ergodiques :c 

dttm Banach pour un 8eml-groupe ergodlque G, d'apr~s lea propri~tds des ira- 
a , ,  

Tc G- 1 , 

D 6 f l n l t i o n  l~ - 

~0i~l'ensemble des ~16~-nta ergodlques tels que ~csoitconditlonnellement 

-" iodtques" (p.p3. compact '~ on dit que ce sonr les ~16ments "pres ue-erzouzques 

So{t~l'e~semble des 616rac'nts ergodtques tels qua G~c sott faiblement con- 

r/t=ionnellen,an~ conlllncL : on dic quc c~L $ont les ~lema-nts " ~ ~ :  

p~riodi~, lu,j~" ( f.2.p_~-). 
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De s  g 6 n ~ r a l e ,  s i G  , non fo rc~ment  e r g o d l q u e ,  e s t  b o r n ~ , ~ g e t ~ s o n t  

des  s o u s - e s p a c e s  de Banach i n v a r i a n t s  pa r  6 :  ~ ' ~ C ~ " C ~ .  

En par tlculler, siG est born~ et ab~llen, G est alozs ergodlque] on a : 

1 .1 .~  - Equlrdpart~tlon et mesure de Haar - 

On consld~re un groupe ab~llen compact Tdont l e  dual dlscret "~est s~- 

parable (Loomis) . Solt ~ sa mesure de l[aar avec ~=# . On se place sur 

l~espace de Banach ~) des fonctions complexes continues d~flnies sur~. 

[a topologie forte de ~) est cello de la convergence tmis 

On s'int~resso dtabord au groupe ab~lien ~ des translations, ~l~ments de 

=o~ ~t~ da.s o~[~Cr)] . on co.state ais~nt qu~ ce groupe est ergodiqu~. 

tout de est ergodlque et invari=t par t a.s at o,, dans 

~ t  ~a ~ o . e t i o .  =onsta.te de ~ e u ~  J ~ # .  

On salt que le groupe des caract~res forme un ensemble fondamental de 

 CV) : nous los noterons par < ~ . > / ~ ' E ' ~ ' ~  - 

Rappelons un ~nonc~ gdndralis~ (Eymard) du crit~re de Weyl relatlf 

1'~quir~partition d'une suite (4~) surT(cassels). 

D~finltion 

On dlt qu'uno suite 

N 

T~or~me (Weyl) - 

( A ~ ) ~  e s t  ~ q u t r ~ p a r t t e  dans , ( e . r . ) ,  s t  pour  

( A ~  N e s t  e . r .  dansT s l  e t  s eu lemen t  s i  ( ~ )  e s t  v ~ r i f i ~ e  su r  un 

ensemble  fondamen ta l  de ~ ( ~ ) ,  en p a r t i e u l l e r j  s l  e t  s eu l emen t  s i  a pour t o u t  

c a r a c t ~ r e  ~ l ~ ^  d i s t i n c t  du n e u t r e  
w 
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Remarque I - 

I~ theorems de Weyl e s t  un co r011a l r e  de la  t h 6 o r i e  f a l t e  au c h a p l t r e  I :  

O11 consld~Eera quadrup le t  L ~ ,  ( ~ . ~ . t ~ ' ~ / ( ~ , ~ J  e t  on c o n s t a t e r a  que s~ le  

la  s u i t e  ( ~g ) e s t  e . r .  en t an t  que f o n c t i o n  de ~ d a n s T  , e l l s  poss~de l a  me- 
sure  de Haar pour mesure a sympto t ique .  

Remarque 2 - 

De fa~on plus  g~n~rale ,  dans le  cad re  de l a  t h~or l e  d ' E b e r l e l n  ~ d E - ~ ( ~  
e s t  obtenu ~ p a r t l r  d 'une  combinaison convexe ( C  g )  d '~ l~men t s  de G ( l e  semi-  
groupe e rgod ique)  : C a e s t  c a r a c t ~ r i s 6  par  une s u i t e  f i n i e  de c o e f f i c i e n t s  
p o s i t l f s  de somme ~gale  ~ I .  

quadrup le t  ( G , ( r  o~ ] e s t  l ' a p p l l c a t i o n  Consld6rons le 
idenc lque .  

~ ( ~ ) e s t  comp1~tement r 6 g u l l e r .  

I I 
Pour touc couple  ~ d ~  t x s  on ccns ld~re  l a  f o n c t l o n  con t inue  d f i f l -  

n i e  sur  ~ ) :  T~---~<x~Tx> ( < ) c r o c h e t  de d u a l i t 6  s u r ~  ) .  

A i n s l  pour tou t  = E r (~16m~nts e rgod lques  de ~ ) e t  ~ ~ /  , on a 
l ' e x l s t e n e e  de 

Nous v e r r o n s  au c h a p l t r e l [ ,  p a r a g r a p h e l | . 2 ,  que par  le  procgd~ de com- 
p a c t l f i c a t l o n  de Cech, ~ p e u t  ~ t r e  plong~ dans un espace  compact f a i s a n t  
de I une a p p l i c a t i o n  r ~ g u l i ~ r e  g l ' i n f l n i .  

' "  - - -  n ~ ' ( ~ / ~ ) / ~ ( I ' / t l )  e s t  un quad rup l e t  pour l eque l  ~ poss~de une mesure 
asymptot ique  i n v a r i a n t e  par G ,  s l  G e s t ~ r g o d i q u e  e t  s i  P e s t  l % s p a c e  v e c -  
t o r l e l  des 61~mcnts e rgod iques .  



34 

1.2 - S.i.p.i ASSOCIES A UNE SUITE EQUIREPARTIE SUR UN GROUPE COMPACT - 

1.2.| - Equivalence des conver~ences ponetuelles e t  des convergences 

fortes - 

Solt done (~ une suite s u r  um groupe compact ab~llenT . 

I1 e s t  nature1 d'introduire la f a m i l l e  V e ~ ~,=e ~- ~'~ , N=~,2/... 

dt~l~ments de C~ -~', groupe des comblnaisons couvexes des translations. 

Pour c,a,ue de est et  ,n oontin  

donc fortement compacte. Pour qutelle converge fortement, il suffit qutelle 

converge faiblement~car tout point d'accumulation fort est alors la llmlte 

falble; il sufflt encore qu'elle converge ponctuellement pulsqu'elle est 

born~e : 

POUr que la suite ITN) converge  f o r t e m e n t  dans ~[~)], il faut et 

Montrons qu'une suite (AR~ e.r. ddfinit fortement la mesure de llaar 

s u r  ~ ( r ) .  

Th~or~1~ 2 - 

Une suite (~.).r est ~quir~partie sur un groupe compact ab~llen T si 

et seulement si~ pour tout ~ de ~), ou tout au moins d'un ensemble fonda- 

~ental de ~) , la suite ~) converge fortement vers la fonction consta~%te 

de valeur ~{~ , mesure de Haar de ~ . 

D'apr~s la proposition, il suffit de v~rifier que (~[) converge ponctuel- 

lement vers S~ . Or ceci est une consequence d'~e part, du crit~re de Weyl 

appliqu~ ~ l'ensemble fondamental choisi, e t d'autre part, du fair que pour 

tout ~ de T, ~ est un ~l~ment de ~(~). 
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I . 2 . 2  - E q u l r d p o r t l t i o n  e t  s . i . p . i .  

E n o n ~ o n s  un n o u v e a u  c r l t ~ r e  d ' ~ q u i r 6 p a r t l t l o n  :(Couot E~)' 

~i,Eor~me - 

Vn~ condition ndcessa[re ct suffisante pour qu'une suite ( ~ )  SOit 

un s.i.p,i, pour ]e groupe ~ des ~ranslations sur ~). 

II reste .~ montrer que est un s.i.p.i, et pour cola rn@me, il suff[t 

malntenant de v6rificr l'une des propri6t~s de 4) puisque ~ est ab61[en. On 

peut encore se restrelndre ~ un ensemble fondamental de ~(~I , le groupo 

des caract&res#par exemple. 

Or, poor ~ T e t  ~ T  ^ , on a, avec ~ G ,  

r. X<g> -T ,  <6.> ~ T. [<L;.-> -< v,.>] 
_- T, [(<g~>- ~)~',.>] 

~ C<~;~->--0 ~ <  v .>  19 

Le dernier crochet tend vers O, Iorsque N tend vers l'infin~jpour ~t'~O. 

Les earact&res 6rant bombs, la convergence du premier membre vers 0 

cst uniforme. Enfinj le r~sultat est 6vldent pour L~O : la condition est 

suffisante. 

Commode plus, 4) entra~ne la satisfaction du crit~re de Weyl pour les carac- 

t~resj la condition est n~cessaire. 

Rema r ueq.p.~._~ 

Le th~or~me d'Eberlein confirme d'aillenrs le fair que la convergence (~) ponctuelle de 6quivaut ~ la convergence forte. 
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1.3 - EXEHPI.ES ET APPLICATION A LA DECOHPOSITION DES GROUPES ABELIENS - 

! .3 .1  - Ergodicitfi et sous-groupes - 

On consid~re un sous-groupe s t r i c t  ~r dansT  e t  le groupe ~odes 
translations assoet~es sur ~). Ainsi, pour tout ~ ( ' { ] ' ) ,  la famille (Go~) 

est compacte : ~r est ergodique et tousles ~l~ments de ~f~)sont ~g-ergodl- 

ques : ils sont tous prcsque-p6riodiques. 

Soit ~ .  la mesure de llaar de masse uni ts  s u r ~ ,  

Le th6or~me ergodique indlque l'existenee d'tme projection S.~ sur le 
sous-espacc de Banach de ~) invariant par ~o �9 pour tout { de ~('~J, il 

, invariant par ~a , et tel que pour tout s.l.p.i (pour Go), e,ls~e ~ ,,~ ~.T ~,-" ~ l = s - I  . 

la decomposition de Ten somme d[recte : T== ~ T/~ Introduisons 

al .s~  pour ~ 6 T ,  i l  exi~te ~.~T. et 6"~g/~ tols q~e 6 = ~ . , 6 :  

~l e.is~e a~ors .~ f'~ ,eC'rl~.) te~ ,,uo j' 0~=9~-j 
plus pr~cis~.n',~nt : 

1.3.2 - Ergodicit6 des sultes(n~). 

, pour tout 6 d e T ' ;  

est m~ s.i.p.O. 

On consid~re un nombre ~ , 0~ 8~'~ et le tore ~ une dimension T#~_ ~x/~ 

soit ~4 le sous-groupe de ~ engendr~ par 8 . On varifie aisdment que la suite 

b,0) C,,o~),,--~.2,. ~ntroduit u, s.~.p.i sur ~r') pou~ le groupo G:des t~ns- 
Intions associ6.es g ~4 

Si ~ est "irr~tionncl" ~ et la suite (n~)~od~)est 6qu~.rfipartie 

pour la mesure de llaar ? de ~: 
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o0~ 'o' o'~176 .+.,,uo,,~ o o . o , o  +. . . .o .++  
o..e..e.t =~,or,..on,,po.. ++ [o, �88 .er. ~..o.et~oo 

,_._+ ( -J /+ . ,  
~ r'"t "'su'e 'e "": s~r ~;' /'-" v,-. + Z % ). 

1.3.3 - Ergodicit~ des suites (n{~)) at filtrapa_ ~ 

On consid~.re maintenant le d-plet (~s~ {(~< 0,, .... /~] , oO O~Og<J. 

engendre un sous-groupe dont la fermeture ~cst invariante par ~ . 

Si les noxzSres 0~ , ~<~ ~< ~ , sont lin6aircment d6pendants sur ~_~, "~:~ 

os~ ~+~-~,o~pe str~=t ~e r ~. ~ syst~ l;@-~IO ~t = s.~.~.i ~r e(r') 
pour le groupe des translations ~ associ6 ~ ~: . Tout ~ de f(~'4] est pres.- 

.ue-p~r~o.~.ue, ,o.c er,o~i,ue ot (r.~) co...r,e .o.. ~ ~,~=.t ~ ~ . e , , t i -  

~Sest isomorphe soit .~ un groupe discret, soit .~ un groupe continu. 

Dans ee dernler cas, ce groupe continu est un tore de dimension 4~ , oO ~ 

est le nombre maximum d'~16ments lln6airement ind~pendants dans la suite 

~,0~...~ ~ : do est~en effet~ la eodimension du noyau de ~ , 

c'est--~-dire du sous-groupe suivant de ~J~.;~ ~ ~ 

~F~ est constitu~ de tousles paJplets d'entiers rationnels ~-~ (P, iP~p "/P.;t) 

tels que ~ ~0~=O. 

est ~qu[r~partie clans ~; sl r , elle l'est f ; 

enfin, si d,=O , c'est-.~-dire si les ~ sont rationnels~ + est un group~ 

diseret et fini (pulsque compact); si~. e~t la representation irr6ductibie 

des ~ , la caractdristique de ce groupe I est le plus petit colmaum multiple 

des 9.6 "~='f,'"J ~" 
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En partlculler, "sl leo ~ sont premiers entre eux, ~_ est engendr~ 
( ~ , ' ~ ' " "  ~a) " Sa mesure de Haar place un~ masse ~gale ~ ~.~q~.) 
chaeun de ses points. 

par 

en 

,r Dans t o u s l e s  eas. les sonm~es associ~es  ~ ~ de G ( U / ,  so i en t  
~- >--- ~{.6+-~ (~) convergent uniform~ment an J vers un ~l~ment ~ de ~ N 4---4 ~ �9 

Done, la s~rie de Fourier de ~ conserve les coefficients de Fourier ~e 

pour chaque caraet~re appartenant ~ ~-~} les autres coefficients de Fourie! 

sont nuls. Cela peut se constater sur les ~gallt~s suivantes : 

0 ~r / 

La projection ~colncide donc avec une notion de filtrage : les com- 

posantes du spectre de r appartenant ~ ]<~r t~ sont scules conserv6es. 

E~ particulier, si les ~ sont des fractions irr6ductlbles dont les 

d~nominateurs (~ sont premiers entre eux (ce qul est representable sur un 

ordlnateur), on rdalise ~ l'alde de la suite (n~) les filtrages des compo- 

santes du spectre, ~.#0 , telles que pour ~ (~4,~,,.--,~g)~ ~gl(~;l<~g- 

Ainsl ~.~_~ ~ ,se d~eo0,~ose de i~ f~oo suiwnte : 

o~ Jfd~ e~t eonst~n~, 
o~ • est contlnue~ pariodique de parlode (~,.--! ~ ; 

plus pr~cls6ment, avee f~) ~da~<~/~) ; on a 
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I .4 - NOUVFAUX CRITERES ERCODIQUES D'EQUIREPAR~]ITION.- 

1.4.1 -~ Deux crlt~res ergod{qnes d'~quir~partltion stir un grollpe 
abdlien compact - 

Les th~or~mes emgodiques abstraits et en partieulier, la notion de sys- 

t~mo d'int6grale~presque invariantes(s.i.p.i) sugg~rent de construire de 

nouveaux crit~res d'~quirdpartitlon des suites en Icur adjoi~lant une idle 

de semi-groupe de transformations sur un espace vectoriel topologique0 

Par e x c m p l e ,  pour un groupo ab~llen compact T, nous avons pu montrer 

qu'on pouvait introdulre le groupe des translations sur le Banach ~-~) ct 

qu'une suite (-~) est dquir~partie s[ et seulement sl Ics transformations 
P4 

~-~= ~j 
ment sl 

Nou~ avons l h  un nouveau crit~re �9 

. C r i u " . r e  I _- 

La suite (Z~) est 6quirdpartie sl et seulement si pour tout ~ d'un 

ensemble fondamental de ~(i~) ct pour tout s d'un ensemble dense de*d i, on a : 

On petit ~videmment rdduire le crit~re. 

Crit~re 2 - 

La suite (~3t,) es~ dquir6partie si et seulement si pour tout ~ d'un 

ensemble fondamental de ~(~) , et tout g d'un ensemble g6n~rateur du grot,- 

pe ~ on a : 

i.4.2 - Famille rdordonn<~nte de permut~tlons. 

On consld~re une suite (-~) sur un groupe compact ab~licn ~. Ii est 

int6ressant d'introduirc des permutations /F sur l'ensemble des indices de 
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t e l l e  sorte qua les 61~ments ~ a - - ~ ( . )  restent dans le voislnage d'un point. 

Celles-ci permettent d'introduire des crit&res de r~partltion de (~) dont 

l'expos6 est l'objet de ces paragraphes. 

Pour chacune de ees permutations ~T', nous sommes amen6s ~ introduire 

la famille de parties finles de ~ suivantes: 

~" Tt,,.) > N] N=,t,Z,... E ~ =- {. ,q q.< ~,< N / j 

Remarquons d~s maintenm{s que les parties associ~es ~ la permutation 

inverse ont r~me cardinal | on les notera, de plus : 

tg 

N(,us introdu~sons la notion suivante : 

D~finJtlon I - 

Nous d i r o n s  q u ' u n e  p j~r~ .u ta t ion  ~ r d e / ~ e s t  ~ - [ i n i e  (p.f.) s i  

tim ~ Czw~(Ej)--O. 

I Th6or~me 7 

Les p e r m u t a t i o n s  p r e s q u e - f i n l e s  de ~ f o r m e n t  un g r o u p e .  

II sufflt de montrer qu'elles sont stables par prodult de composition. 

Soient ?r et ~-P presque-finies, on a l'inclusion suivante : 

le premier terme de la r~union est inclu dans % rl, tandis que le second est 
ET de cardinal inf~rieur ~ card(~/). 

D~finition 2 - 

On appelle famil]e r6ordonnante de la suite /^ ~nour T, ~l~ment deW, 
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l 
une famille~de permutations presque-flnies de ~/telles que pour tout vol- 

slnage V de l'~16ment neutre de ~ il existe ~6~ v~riflant pour tout o~e~: 

Remarque - 

Darts le cas de ~ d / ~ 4  les volslnages ~ peuvent ~tre d6crlts ~ 

l'alde de la "distance" : 

~ ,  ee eas ,  peut par  un ensemble d6nombrable. dans ~ t re  index6 

Cet te  d 6 f l n i t i o n  ne se j u s t i f i e  que par l e s  p rop r i6 t~s  que poss~de 
a l o r s  le syst~me " d ' i n t 6 g r a l e s "  assoc[~es ~ la  s u i t e  ( ~ )  : 

@ 

h ~ 4  ~ 

G6n6ralisons cette ddfinition pour en ~tudier les propri6t~s darts un 

cadre plus 6tendu blen que nous montrlons a postcrzorl que seul le eas des 

translations salt int6ressant. 

D6f~nition 3 - 

Sur un groupe compact ab~lien T, on appelle fam[lle rSordonnante de 

p..our la transformation continue~ , uBe famille 7~ de permutations 

presque-finies de ~ telles que~ pour tout voisinage V de l'6]@ment neutre de 

~I il existe des permutations 7F vet ~ de ~v~rifiant~ pour tout n 6~ et ~ ~ 

R emar que - 

Si ~ est la translation 

d6finition 2. 

~,---~+~: , on retrouve l'expresslon de la 
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1.4.3 - Propri~t~ fondamentale d'une famille r~ordonnante - 

Th~or~me - 
N 

le  syst~me d'int~grales associ~es. Solt ~ une transformation ponctuelle 

continue de ~. Pour que tout ~ de ~(~'; v~rlfie 

il suffit qu'il existe une famillo r~ordonnante de ~) pour ~. 

Solent l>O et ~6 ~(~). Cholsissons un volsinage V du neutre t e l  
que A-AI~  e n t r a i n e  

Introdu[sons la famille de ~ ( T )  

S N peut se d~composer de la fag0n suivante par rapport ~ la permutation 

~'v d'une famille r~ordonnante de (~) pour ? : 

" II 
h=,.' l  

II vient, par consequent, la majoratlon suivante. 

Remarquons que ~ peut n'@tre continue que par morceaux. L'autre pro- 

pri~t~ se montre d'une fagon analogue. 
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! .4.4 - Wouveaux e r i t ~ r e s  ergodlques d ' ~ q u l r ~ p a r t l t l o n  

A p a r t l r  du th~or~me 1 . 2 . 2  e t  de la  n o t i o n  de s  r~ordonnan te ,  
~nonqons le  c r l t ~ r e  d ' ~ q u l r f i p a r t l t l o n  s u l v a n t  : 

Th6or~me I - 

Solcnt  un groupe compact ab~ l l en  T e t  une s u i t e  ~1,) de ' ~ .  Une c o n d i t i o n  
n~cessa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que (A~) s o i t  ~ q u i r a p a r t i e  e s t  que, pour chaque 

de ~ ,  i l  e x i s t e  une f ami l l e  r~ordonnante de (A.}. 

La c o n d i t i o n  e s t  sufs  : d ' ap r~s  le paragraphe p r eceden t ,  le sy s -  
#J 

t~.~ "r,,, ~ ~- ~.. ~ , . ,  ~_ ~,z,... est ~ s y s t , ~  d ' int~grales pr~ in,,a- 
r l a n t e s  pour le groupe des t r a n s l a t i o n s  sur  " ~ ) .  

La d~monstra t lon  de la  c o n d i t i o n  n~cessa l r e  va nous montrer  en passan t  
l ' e x l s t e n c e  de f a m i l l e s  r~ordonnantes  pour les  t r a n s l a t i o n s .  

Pour c e l a ,  s o i t  un vo i s inage  ouvert  V de l ' ~ l~men t  n e u t r e  d e W .  On 
salt qu'il ex[ste un voislnage ouvert~Vdu neutre tel que ~A/+~AfcV . La 

compaclt~ de T entralne l'exlstence d'un recouvrement flni de ~ ~ l'aide 

de translates deW. De plus, on pourra eonstrulre une partition de T, soit 

( C 2 } 4 ~  , t e l l e  q u ' i l  e x l s t e  un t r a n s l a t 6  de W r e e o u v r a n t  ehaque CZ 
e t  t e l l e  que la f r o n t i ~ r e  des CZ s o i t  de mesure de Haar n u l l e  [pour e e l ~  

i l  sus163  de c h o i s i r ~ a y a n t  e e t t e  de rn i~re  p r o p r i ~ t a ) .  

de T Malntenant, ~ • et  (C~)donnfis, on associe l es  parties sulvantes 

de ~/: 

L'~quir~partition de (~m) entra~ne que ces deux ensembles ont r~me 

densit~ asymptotique (la mesure de Haar de C.~. On construit alors entre eux 

la correspondanee ~.iunivoque qui associe les ~l~ments de m~me rang ; 

p/,.O ~ .~.  / ~-_4,z,... 
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On eonstruit une permutation ~v de ~ en recollant les correspondances 

~l.~.ItZ~... ~ ~ . Ainsl, n~] ~tant donn~, il exlste un .r que 

, ~ . ~ C ; + r .  ; on pose : 

~( . . )  =_ ~ (.J. 

Comm~ 

que 

~I~(~) ~ C~ , pour ~ C ~ + ~  , i l  v lent~ 

~ -  z - ~ c ~ )  e c~ - c ~ .  

~ r  e o n s ~ e t ~ o ,  des  (C~) , it excite de~ " q C T ,  4 r  , t~l~ 
~;§ r n  consequence,  on a : 

c;-c~ C W+W cV. 
~ V v ~ r l f l e  don~pour  tout  n c/~ ~ ;  

~ -  Z -.~v(n) 6V. 

I1 r e s t e  ~ v 6 r i f l e r  que eette permuta t ion  ~ v e S t  p r e s q u e - f i n i e .  So ien t  

done ]es ensembles : 

On v~ri~ie que 

~',,,,.~.... { ~  ,K<,,,,< N, ~., ~r ~://,.(,,)>,vJ. 

est non vide, on a 

N N 

,.,~4 ~u1=4 
il vient : 

On a d~j~ vu que les ensembles de ~ , I~6 ~s 

m~me densit~ asymptotique ; par consequent: 

6 , , . . t .  a,,a, CE,,,,,~)= o ,2 

,t 14~c~ ,ont 

irr 

Dans leeas o0 Test monog~ne, e'est-~-dire engendr~ par un seul 

~l~ment, soit ~CT , (eas de ~/~4), on peut simplifier le crlt~re erE- 
c~dent: 

[ Th6or~m_~e 2 Sur un groupe ab~lien compact ~ poss~dant un ~l~ment g~n~rateur 0 , 
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i pour qu'une suite ~) soit ~quir~partle~il faut et il suffit qu'il existe 

un~fa~il]e rdordonnante de ~x~ pour la translation ~ . 

D'apr~s le th~or~me I, la condition est n~cessaire. 

Comme ~ est dense dans~ "~ , il est ais6 de montrer que les trois 

Icmmes suivants cntralnent que la condition est suffisante : elle r~su]tera, 

en effet, d'une proposition corollaire int~rcssante en elle-m@me. 

Lc l~me  ] - 

La fa~lille d'intdgralc~ associ~es ~ uric suite (.~) sur un groupe ab~- 

lle. compact ~ est presq,~'invarinote sl, pour chaque ~ d'une pattie dense 

de T, il cxlste une famille r6ordonnante de {'~l~) . 

Soit P de.se darts T; po.r .n voisinag~ V de Z'~1~ent ne.tre de T, 
on consld~re ~'ET et ~ tels que ~-~I~V. Pour f ~ ~(r I, on peut 

~ c r i r e  : 

Si V est,de plus,choisi de telle sorte que ~-~41EVentra~ne 

~(.A)- ~(~I)l ~< ~ , au second membre, la premiere dis est major~e 

en aortae par &>O . 

La seconde difference tend vers 0 , lorsque ~ croat/par hypoth~se 

sur Pet en vertu du th~or~me I, 1.4.4. 

Pr~clsons ce lemme sous une autre forme : 

Lemme 2 - 

(~) une suite sur un groupe ab~lien compact T. Soit 

Solt ~ une pattie de Ttelle que route translation associ~e ~ un ~l~- 

ment de ~ poss~de la famille r~ordonnante de ~. Alors ~ est famille r~or- 

donnante pour la fermeture de P. 
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Dans ia d~flnitlon 2 du paragraphe 1.4.2, consid~rons des vois!nages 

du neutre de~ tels que WcV ; une permutation ~v associ~e ~ une transla- 

tion de =e~ peut ~tre remplac~e par une permutation ~r" w : 

Pour on ~/ de~ et unW tel que ~ C V  , introduisons ~ de~ tel 

que ~ - ~ .  II vient irm~diatement = 

*.-~'-~(~) ~ W~ W c V. 
Lerme 3 - 

Solt ( ~ )  une suite sur un groupe ab~lien compact T .  

Sl West une famille r~ordonnante de ~ )  pour la translation associ~e 

un ~l~mcnt ~ deT, la famille des permutations inverses est r~ordonnantc 

de (~} pour la translation inverse. 

i l  vlent : 

~ , r - , ( . ~ - z - - 4 . ,  6 V  ; .oit encore pour tout . '  

.a ,  + z - . a ~  (n~ c V. 

La permutation ~-4 est presque-finie, d'aprBs le th~orame 1.4.2 

Lemme corollaire - 

Solt (~N) une suite sur un groupe ab~lien compact T . 

soit P une partle de T telle que toute translation assoei~e ~ un de 

ses ~l~ments poss~de la famille r~ordonnante~. Alor~le groupe compact 

engendr~ par P poss~de pour famille r~ordonnante de ~) le groupe de 

permutations engendr~ par~. 
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II sufflt d'~tudier la composition de deux translations. 

Solent z et z / dans Pet deux permutations ~w ~ et T~ / 

unW ~eZ que W+WcV: 
de~-associ@es 

Ajouton~ l es  deu• re]atlon~ fen pos~nt n '~ T~(=)~ 

Enfin, on sait d~j~ que W'Jo t ~v z" est presque finie, d'apr~s la pro- 

position i.4.2. 

|.4.5 - Exemple.s-  

kevenons .~ la suite (n{~) sur ~/~I ~ ~tant irratlonnel ou non. La 

suite (n~) poss~de une famille r~ordonnante ~vidente pour la translation 
de ~ ; soit ~'" t~ ~----->W(r~J.-~-~. Pour t1>~ , en effet, on a 

D'apr~s  le  thfior~me 2 du pa rag raphe  1 . 4 . 4 ,  l a  s u i t e  (he)  e s t  ~ q u l r ~ -  
p a r t i e  su r  le  groupe compact engendrO par  e dans ~ / ~  . 

La conclusion est la m~me sur r~ ~J, sans complication suppl~- 

m e n t a i r e  pour l e s  s u i t e s  ( h e ) /  (~={~/"v ~a], 

Les c r i ~ B r e s  i n t r o d u i t s ,  on l e  c o n s t a r e ,  sont  p a r t l c u l ~ r e m e n t  b i e n  
adapt6s ~ ces suites. 
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|.5 - ERGODICITE DES SUITES SUR UN GROUPE COMPACT ABELIEN - FORMULE D'ERREUR - 

! .5 .1  - Famille r~ordonnante et ergodicit~ des sous grouses - 

Prenons malntenant une tre, nsforma~ion continue ~ et supposons que la 

suite (.~) poss~de une famille r~ordonnante pour ~. D'apr~s la d~finition 3, 

on constate que ndcessairement la translation T~.. dolt appartenir ~ la fer- 

meture de l'ensemble des tr-',usformations (~./,o'T~.)m ea eompacit~ deT ~ ' 

entralne l'exlstence d'un ~-~ tel que .~4~,-~.'~.1-'~) , pour tout 

Ae T, D'une [).art, Jl vient .$~-=~(~,,)et d'autre part, on a ~-~.-r~. : 

est done n6cessairement, une translation associ~e ~ ~.-%',~ , o~ ~ ' , ~  (-d~.~ ~'', 

D'aprSs les r~sultats pr6c~dents, la famillc d'int~gra]es assocife ~ la 

suite (M~) est un s.l.p.i pour Ic groupe engendr~ par T~. , 

I l,es scul~ sem:-p~oupes de tra.sformations continues pour l~sqoelles 

lune suite (~') t  .~ur u. ~roupe come, act ab~.llen f~j permet d'associer le 

] ]s , i .T, . i  "V~,= : -  ~'.'1~:~ sonL les  groupes de t r a n s l a t i o n s .  

Les exempleg prls au paragraphe 1.3 sont donc caract0rlstiques de la 

situ.~t3on. Bien cntendu, la suite ('~A) n'est pas forcdment de la forme i'n~Jj 

si E~ est une suite d'61dn~eut de ~ convergcant vers le neutre de ~ , 

-t~.~O+~.. t,=4,~,.., est une suite pour laquelle le syst~me d'int6gralcs 

~TN) est presque invariant pour le groupe engendr~ par 9 dans T. 

1.5.2 - Une majoration de l'erreur - 

Soit ~) unz suite ~quir6partie sur un sous-groupe To du groupe com- 

pact ab~lien T. 

Salt S_ la projection sur le sous-espaee ~(~/~)C'~) . II s'aglt 

ici de donner une majoration de "l'erreur" ~ - - 5 ~ .  ~ l'aide d'une 

caract~ristique associ~e ~ une famille rfiordonnanteT~da ~.) pour les trans- 

lations de "~e �9 

Salt V un voisinage du neutre et W tel que ~/qWCV �9 Avec 
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"w("~ ' ~ivl ~a ' 

La eompacit~ de ~ permet d'introdulre une famille finle de permuta- 

~,,,~=o ~.,_ ~"~ ~ ~.<~. 
on ~ : 

l l n l  

Pour z-e~ , il existe une permutation presque-finle wde ~telle que 

Posit ~-~'), intro~ui:;ons les hombres IfIl/~ ~ I~/.~J-./~.i/J I 

D'apr~s tin calcul ddj.~ falt au paragrapho 5.4.3, pour  chaque ~'~I , 

,0~ a : 

�9 i l -,il Si L .<- IPl- c I 
L'intOr~t blen sot est de trouver une bonle inf6rieure em(IViV). A 

Net V aono~., o11e vaut .~ ,~/ :i ~,a(E~J. E11e pe~t ~tr~ .une po~r V 
~. ~7[ N 

assez grand. On a 

On remarque que 1~1~ et e'(/~/,V) sent monotoneS par rappor t  ~ V e t ,  res -  
peetivement~ non croissante et non d~croissante : il y a un compromis ~ trou- 

v e t !  

One autre faGon de majorer l'erreur est, ~ ~ donn~ de rechercherun voisi-- 

nage du neutre V~ tel que,pour tout zE ~. , il existe une permutation Wdes 

premiers entiers avec ~6h-1~-An~) C--'V~ , ~/~<n~/V . On a,alors : 
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Cette derni~re majoration, plus fine, nous a conduit ant6rieurement 

des r6sultats intfiressants de majoration d'erreur pour le calcul des int~gra- 

les de Haar ~ l'aide des suites [n(~) (Of. ~] ) ; elle exlge une 6rude pr~- 

else de la r~partition des points de la suite (nO) sur le tore~ue l'on 

peut mener ~ l'aide d'algorithmesde d6compositlon en fraction continue des 

nombres~) . 

De fa~on plus g6n6rale, on peut observer que la convergence de T N vcrs 

~ est une convergence compacte. L'erreur est d'autant plus faible que les 

oscillations [~[v de f sont faibles ; on aura done intfr~t dans terrains cas 

modifier f pour en diminuer les oscillations. 

Lteffet de la suite (-~,~) sur cette erreur est contenu enti~rement daus 

V, .  Si Test de dimension finie, V N pourra ~tre mesura par 

Si f est lipschitzicnne de rapport K, l'erreur est alors major~e par ~e~. 

, . 5 . ,  - ,ntro,,,,c  on, l' tudo des errours   o,,r , e s  s u i t e s  e t  (. |  
(Of. Bass, Bertrandias. Lesca ,  Count O]et ~1 )' 

Nous renvoyons aux 6tudes plus pr~cises d6j~ faites pour les suites ~0) 

(~0) c t  ~ 0 )  e t  ~ une m6thode d ' e x t r a p o l a t i o n  d ' e r r e u l  (Couot [~1 ) 
permettant de tenir compte de la presque-p6riodicit~ de celle-ci pour la 

dimi~,uer. Le but de ce paragraphe est de falre cons,tater que l'~tude de e~ 

fait n6cessairement appel ~ la th~orie des approximations diophantiennes 

{Cassels) non homog~nessd'une part0et que~par suiteteette fonction erreur 

~d~pend des nombres e et <~) de faGon fondamental~ d'autre part. En partl- 

culier, nous allons montrer ~galement comment on peut construire des permuta- 

tions r~ordonnantes pour une suite (nO) . 

Solt 0 un nombre et la suite q,l~Ls... ~ des d~nominateurs de ses 

r~dultes successlves. On salt que I~e~, ~,8H, .... ~ ill, eli sont les mi- 

.imu~ successifs de II~oU : pour ~ ~ ~ j ll~ o11>11q.o11. 

Pour ~1~q.+4 , tou t  po in t  mO du to re  (modulo I) e s t  s u i v i  ou p r6c6-  
d~' par un autre point nO , tel que m-n =-~., ou ~-I �9 Ainsl, les points 
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ne laissent pas d'intervalles fibres sup~rleurs en ion- 

gueur ~ ~.4 ~ . Ains{, pour tout'C, il exlste un entler r.~=)<'qo,4 

tel .ue ~e=;O+ =~ ~ ]19.,81[. 
Z 

Introdulsons la permutation /f(n) ~l~§ ; on a 

.O- =-.t.)~ -- -(= + ~r . 

T est ~ordonoante de &~) pou~ = ~ I19~,, ~1/ p r o s  �9 ~ - ,  e. partl- 
Z. 

D-" ,-, - ,.t=)_ 4 9~_ �9 
N N 

Cette majoratlon est uniforme en Z, il vlent done : 

I ~  -s.ft..< I~1~, .l~l .~..~ �9 

T~ .o oonvergo .ers Jr% ~~176 '~ ~ est ~rratlonno,, o'est-~-d~re s i  ~ 
tend vers l'infini. Si ~ est rationnel au contralre, ~.~ n'est pas constant: eZ" 

~aut J~#.. o~ ~. ost ~a .esure de ,,a.r sur ,e ~roupe dlscret engc.,~,'~ par ~. 
Dans co d e r n i e r  c a s ,  i l  e x i s t e  un n t e l  que IIq.~ll=o.. e~-~_ . La 

~ u l t e  es~ r6ordonn~e pour  l o s  t r a n s l a t i o n s  I~1~, avec"  ! ~ a r ~ / = ~ ] /  
9. 

L'orrour est o. maximum I~l  ~ . ~otte ~orne e~= ~rop ~or~o,~~ ~ n ~ r a ~  
sl ~ est grand et on aavantage ~ introduire de moins bonnes approxhnations 

dlophantlennes de @ : tout se passe alors eomme si 8 ~tait consid6r6 comme 

une approximation d'un irratlonnel pour lequel on m~neralt l'~tude. Ainsi~ 

l es formules de majorations donn6es sont vaLables que ~ solt rationnel ou 

irrationnel. 

Dans leeas o0 r  est llpsehitzienne#une borne telle que 

~, O~+I~ [ ~ est minimum cn ~ si le produit ~,~,l~,~II 

minimum. 

est 

Avee ~,+f-~-O~.+~.., , une majoratlon de ee produit est encore 

~'~q._,~q..,0~ , ou ~h+q~.,+ ~ . Cette majoratlon quolque grossi~re 

indique que les nombres quadratlques (pour lesquels 0. est une suite p~rio- 

dlque) ou encore les nombres 8 ~ coefficients a~ born~s sont priviligi~s. 
I . 4 

Le me~lleur d'entre eux, le hombre d'or, est earact~rls~ par O.=4 , il 

donne en fair l'erreur minimum. Pour une ~tude plus fine de ces propri~t6s, 

nous renvoyons ~ [|] et ~ la gdn~ralisation sur le tore ~ d dimension, ~]. 
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II - D I V E R S  E X E M P L E S  D U  C A R A C T E R E  E R G O D I Q U E  E N  E Q U l R E P A R T I T I O N  

E T  C A R A C T E R E  P S E U D O - A L E A T O I R E .  

I I .  0 - I n t r , oduc t i on ,  

II . 1 - E •  de f a r n i l l e s  r ~ o r ' d o n n a n t e s  de IN. 

II . 1 o 1 - F a m i l l e  r ,&or ,donnante pour` le c r , i t ~ r e  de F e j e r .  

II . I ~ 2 - E •  de f a m i l l e  r ,~or ,donnante a s s o c i & e  au cr, i t~r ,e de 

H.  D e l a n g e .  

I1 . 2 - S u i t e s  denses~ e r , 9 o d i c i t ~  et  r , ~ p a r t i t i o n  sur, un c o m p a c t i f i ~  de IN ~ 

II ~ 2 .  1 - C o m p a c t i f i c a t i o n  de IN pour` une s u i t e  (u n) . 

II . 2 , 2 - S e m i - g r o u p e  e r ,god ique  G des t r a n s l a t i o n s  de ~J. r, 
II . 2 + 3 - R e c h e r , c h e  des ~ l~men ts  e r g o d i q u e s  et  mesur`e a s y m p -  

t o t i q u e .  

II o 2 . 4 - A u t r e  t y p e  d ' i n v a r i a n c e ,  r & p a r t i t i o n  sup  un g r o u p e .  

I I .  3 - Car ,ac t i~ re  er ,qodic lue des c r i t ~ r e s  de V a n  Der, Cor `pu t .  

II . 3 ~ 1 - C o m p a c t i f i c a t l o n  de I~1. 

I I  . 3 . 2 - l n t r , o d u c t i o n  des pr,obl i~mes e r g o d l q u e $  pos&So 

I1 . 3 . 3 - E r , g o d i c i t &  des s e m i - g r , o u p e s  i n t r o d u i t s .  

II ~ 4 - A n a l y s e  du car ,act~r ,e  p s e u d o - a l ~ a t o i r , e  p o u r  I l e r , ~ o d i c i t ~ .  

II . 5 - R & p a r , t l t i o n  un i f o r r ne  sup  T d a s s o c i ~ e  ~ des f o r m e s  t 

II . 6 - A s p e c t s  e r ,god iques  des p o l y n o m e s  de W e y ! .  

I I  . 6 o 1 - T r a n s f o r , m a t i o n s  p o n c t u e l l e s  a s s o c i ~ e s .  

II . 6 . 2 - C a r , a c t ~ r , e  er ,god lqueo 

i i  . 6 . 3 - O a r , a c t ~ r , e  p s e u d o - a l ~ a t o i r ` e .  
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| I �9 0 - INTRODUC T1 ON. 

Nous d ~ v e l o p p o n s  i c l  n o t r e  p o i n t  de vue au s u j e t  de p rob l~mes  c l a s s i q u e s .  

Nous donnons deux exemple s  i n t ~ r e s s a n t s  de c o n s t r u c t i o n s  de s  

r~ordonnantes de permutations de ~(Cf. Chapitre| ) : l'un, relatls au crl- 

t~re de Fejer, l'autre, relatlf ~ un des aspects du crlt~re de Van der Corput. 

E l l e s  p e r m e t t e n t  de e o n t r B l e r  l e s  e r r e u r s  l o r s  de l ' u t i l i s a t l o n  de c e s  

s u i t e s .  

Nous rellons ensulte le probl~me de la recherche d'exlstence de moyennes 

pour une suite ~ cells de llexlstence de mesures asymptotlques et d~ l'ergo- 

dlclt~ sur un compactifi~ de ~(Cf.ll .2). Nous d~gageons alnsl un point de 

rue topologlque tr~s gdn~ral pour la recherche des m.a. d'une suite. 

Cecl nous permct, ~ tltre d'exemple, de dlseuter eertalns aspects ergo- 

dlques du crit~re de Van der Corput, d'une part; dtautre part, le caraet~re 

pseudo-al~atoire est envlsagfi ici en tant que crlt~re d'ergodicit~ (Cf. ~.R 

Bertrandias). 

Enfin, l'fitude des polyn~mes de Weyl est entreprlse en cons~ddrant tm 

sems ergodlque de transformations de ~(~) sp~eiale~nt adaptfi. Ces 

transformations ne sent pas des translations : elles sent cependant biunivo- 

que, blcontinues et elles conservent la mesure de Iiaar. II leur sera attach~ 

un systems d'intfigrales presque invarlantes qui pern~zttra d'expliquer et de 

complfiter Ins proprifitfis connues des sorauns de Weyl. 

En outre, nous introduirons la notion de familles pseudo-al~atoires de 

fonctlons continue~ sur ~Aet nous caract~riserons celles qui sent attach~es 

aux polynSmes de Weyl. 
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II. ! - EXEMPLES DE FAMILLE$ REORDONNANTESDE ~4- 

I!,. I. I - Famille r~ordonnante associ~e .~ la condition de Fe~er. 

Les suites ~qulr~parties modulo I et d~finies par la restriction a 

d'un~ fonction ~ peuvent s'~tudler R l'alde de la condition suffisante de 

u le cas d'une croissance lent~ de ~ ~ l'inflnl. Nous montrons 

,cJ. quo, d~s ce c-.-.." ex~sto ~o ~=i.o do pe,'muta,o~s .~o~do~n~nt fff")L~, 

de fa~on assez naturelle (Cf. chapitre I ) . Nous rappclons d'abord le th~o- 

�9 ~m~ de Fejer et nous en donnons tme d6monstration nouvelle dans le cas o~l 

tme condition compl~mentalre est satisfalte (cas usuel des utilisations du 

sl .A(sont dos aocroisso=ts co, atibles de 
Bill: ~A I on a -" 

A~='I 

cette condition n'apporte pratlquement aucune restriction au th6or~me clas- 

,iquo s.lv.~n= (CE C,,a~.ino=u ) 

~16. orbme : !Feje,'> - 

estune fonctlon d~finie sur ~§ au voisinage de l'infini de ~, 

strictemcns monotone, ddrlvahle et ~ d~riv6e monotone au voislnage de l'in- 

~ e .r. | ,  

o( 
/ 

On peut supposer que ~ ~ strictement crolssante sur [~%,+~[ .  
J 

II est facile de montrer'qua ~ n'est pas born~e ~ur ~+et que ~ ne croit pas. 
§ 

De plus, introdulsant la suite (X:f) telle que ~(~1,)~---=~ ~,/ ~ E ~h~ ,, 
01% a : 

1 d . 

ainsl, les differences ~§ sont crolssantes et non born~es quand p 

tend vers l'infini. 
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Solt IF l',intervalle des entlers comprls entre ~ et ~#,4 | on a 

T'= . Ains i ,  su r  le to re  ~ / Z  les  po in t s  ~ (0) ,  ) ~ X F ) l a l s s e n t  des i n t e r -  
v a l l e s  l i b r e s  de 1ongueur maximum ~'(~f)+; '(~' /~,)  : d ' a p r ~ s  la  c o n d i t i o n  
,~,. t ' ( . ) = o  . ~a s,i,o ~C4 . s ,  dons~ ~d,lo ~ sur T ~. 

Const ru isons  maln tenant  des permuta t lons  r ,  ordonnant  ~(,)]  (Cf. | , 4 . 2 ) .  

Pou.r Chaque ~6 T 4 , construisons l a permutation )rrdes ~ coinci- 

dant sur chaque I b av.e.c une permutation clrculaire, cholsissons cette derni~- 

ro pour r~,d~ ~ . i , . u m  ~'~art ontro ~0)-~ ~t  ~f~rC~)].. C'ost posslb~o a~oo 

,~ ~oart un~,o~,~.,. ,~ .ajor~ . . ~  par @,. . - ,~, . )[fc . ,O (<~ , ) ]  

~e condition suffisante pour que cet ~eart tendevers O~quand ~ tend 

vers  l'inflni est : 

~~ (~ ~;')1 
Compt~ tonu do ~o q,o ~'~ ~'C,d=o . ~ett, ~ondi~ion p~t o.~o~o 

s ~ c r l r e  : 

Ainsi, la d6croissance de fine doit pas ~tre trop raplde. 

Pour que les permutations ~ solent r~ordonnantes pour la suite [~)L 

il suffit qu'~ 8 posltif donn6, les ense~les exceptionnels d'entiers E~ = 

$oient de fr~quencesasymptotique~nulles. Ceux-ci sont constitu~s des entlers 

Les premiers sont en nombre fini N(E) ; on a, plus pr~cls~ment : 
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A. t o t a l  : ~ -/~.~v~). ~...~_._ " 

le  second membre de l a  de rn i~re  i n ~ g a l l t ~  tend vers 0 , I1 ind ique  d ' a i l l e u r %  
d~apr~s la formule d'erreur donn~e au chapitre [~une rapidlt~ de convergence 

des erreurs associ~es ~ Za sulte /~)/ h6Nt 

Remarque - 

La d~monstra t lon s  i c t  s ' a p p l l q u e  aux s ~ i t e s  (n~)s o<-(<~ e t  
plus g~n~ralement aux suites (~ha'~PrL)/ ~/~j ~ ~-0 4~r 

La condit ion de Feje r  ne s'appl lque pas aux su i tes (~") qui d ' a i l l e u r s  
ne sont pas ~quir~partles modulo 1. On a remarqu~ qu'elles sont "asymptotlque- 

ment" ~quir6parties lorsque ~ tend vers l'infini (cf. Couot (6)). 

11.1.2 - Un ey.en,ple de fnm{lle r6ordonnante assoe~. ~ un cr{t~re dq 

Van der Corput.. 

$o l t  C u n  groupe compact ab~ l i en  ~ base d~nombrable. Sans r e s t r e l n d r e  l a  
g6n6ralit6, nous pouvons supposer que C est munl d'tme r~trlque que nous re- 

pr~senterons par ~A-~[[ , ce symbole d~slgnant la distance entre 4 et ~ de C. 

Soi t  ~ J~ ~tel que les suites t~,w---~ a{t1+~V)-a/(,.) soient uniform~- 

merit ~qulr~partles sur C pour un ensemble d'entlers (~)de densi=~ I. On salt 

que |a suite m~,,--~ tt(~m+~) est uniform~ment ~quir~partie pour tout # et 

tou t  ~ ~ 0  (th~or~me de H. Delange) .  

On salt ~galement que les  suites ~--,~ u ( ~ v ) r  son t  ~qu i r~pa r -  
t i e s  unlform~roent en h ; nous verrons  d ' a i l l e u r s  par  l a  s u i t e  q u ' e l l e s  co r -  
respondent  ~ des t r a n s l a t ~ e s  de t r a j e c t o l r e s  associ~es  a un semi-groupe de 

t r ans fo rma t ions  p c n c t u e l l e s  G v (Cf. paragraphe ! . ,~ .3) .  

A titre d'exemple, montrons ici le r~sultat suivant : 
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Th~or~me- 

C esk un groupe compact ab~llen ~ base d~nombrable. 

Solt N{~);,6~ une suite dans C telle quejpour l ' e n t l e r  positls 

les suites 

solent  un l f o r~men t  6qul r~pa=t le~lorsque ~ appar t len t  ~ un ensenble d~ent lers 
de dens l t~  I .  

Pour tout ~ 0  et  ~ entiers, tree s (de permutations)r~ordonnante 

associ~e ,I la suite rct.~-.--~u~m+~) pout ~tre expllcit~e ~t l~alde d'une 

~ami l le  (de permuta t lons )  r~ordonnante  pour l e s  s u i t e s  ~ .  

Montrons d'abord un lenm~ technique. 

l ~ .  01m~ - -  

so t c  =ou, e oo act ab lleo base d nombroble. Soit  trite 

s u i t e  de C .  
$ o l t  ~>0 un e n t l e r  t e l  que l e s  s u i t e s  ~,~---~ u.(n+~V) s o i c n t  f iqu l r~-  

parties uniforndment en n �9 A!ors, pour tout ~ de C , E>O et ~>0, il existe 

K>O tel que la partle suivaute de ~ " 

a tree denslt~ sup~rleure molndre que ~ . 

Supposons que la condition du lemme soit fausse; il existerait alors s 

de C , ~.~0 et ~=~0 tels que, pour tout ~>0 , on alt : 

Pour tou t  K ~ O  , i l  e x l s t e r a i t  a lors au molns un !1. t e l  que la  su i te  

.~-~(rL+r,.v~ ne poss~deralt pas de po in t  de rang i n f ~ r l e u r ~  dans la  boule 
de centre tL(rt)~-~ o et de rayon ~.. La mesure de cette boule ~tant ind~pen- 

dante de h. , il y a contradiction avee l'hypoth~se d'~quir~partition uniforme. 
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Construction de la fam{lle r~ordonnante. 

~>0 est un entler donn~; on s'int~resse aux suites ~ ~(~m+~), 

o~ ~Oet ~sont des entiers. On consld~re alors la famille de suites indic6e 

par "~~ N,  

D'apr~s l'hypoth~se du th~or~me, elles sont unlform~ment ~qulr~parties 

sur C pour tm ensemble d'entlers ~ de densit~ |. 

Pour ~>0 et ~:6T 4", introdulsons les parties de ~sulvantes, 

Consld6rons enfln l t ln ject lon sur ~ 

On constru[t alors une permutation ~'de ~de la fa~on ~uivante : 

- si ~:,~) c N~ Con ~=~it 

-~i 4.)EN.,N. (on ~=ri~ 

plus g~n6ralement : 

|4 
- ,i ~)~r~-o~, (on ~rit 

E-! " 

oo poso 

r, ~Fz) , on pose 

.,c~). on pose ~C.~)~,'-.+~v. 

Remarquons d'abord qua la permutation West bien d6finie puisque la fa- 

(~Ii} recouvre ~ : c'est une consequence de l'hypoth~se faite sur les mille 

suites 

Hontrons maintenant que la famille despermutatlons~d~pendant ainsl de 

est une famille r~ordonnante de (~) pour la translation 6 , le th~or~me sera 

d~montr~. 

Pour cela, 6vatuons ~6 -~ -~v~)ll (Cf. paragraphe I .4.2). 
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L=expresslon vaut  : 

dane ce caw �9 d,~m)==Xm+~ e ~  | l 'ex~ress ion est mjor~e p a r ~ .  

XI zesCe ~ montrer qua la famille de permutations esC presque-~inle 1 
cons id~rons  a l o r s  l ' e n s e m b l e  e x c e p t i o n n e l  (Cf. pa ragraphe  i . 4 . 2 . ) ;  

l ' ;  
II esc constltu6 des entlers mE~ , avec un ~ tel qua ~t+ ~t~> ~ ,  

D*aprbs la l e m ~ ,  i l  e x i s t e  un c u t l e r  ~>0 t e l  qua l*ense~b le  des ~ n*ap-  
par tenm~t  A aucun des ~ , ~ k '  poss~de uae d e n s l t 6  eup~r l eu re  molndre qt~e ~ i  
s  quelconqu~ donn~ A l Invance .  Ains i  l t ensemble  des a n t l e r s  ~ non c l a s s e s  

dane un ~ . ~(~< K , poss~de lui-m~me tale d e n s i t 8  s u p 6 r l e u r e  i n s  a IX~. 

Au t o c ~ l ,  f l  v i e n t :  

gemarque 

E," 
t �9 , d cu.. le  r ~ s u l t a t .  O 

La majoratlon obtenue cl-dessus permet un contr61e de "l'erreur*' (d'apr~s 

l'~tude false au chap I ; I - g - ~  l'aide d'une ~valuatlon de card ( E : ) )  V~6~ 

11.2 - SUITES DENSES : ERGODICITE ET REPARTITION ~UR LE COMPACTIFIE DE ~..-- 

Sa l t  C u n  espace  topo log lque  compl~te=ent  r ~ g u l i e r .  

On consld~re une sui te  4c : ~ ~ t ~ ( ~  6 C e~ o n suppose__que ~c est 
dense dens C I on peut toujours supposer sans r e s t r l c t i 0 n  qua ~ est i n j e c t i v e  
darts C, 
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Munlssons ~ de la  t o p o l o g l e ~ ' r e n d a n t  eont lhues  a &ihsl que kes t r a n s  ~ 
lathes ~P: ~ ~ ~(~,~) , ~ ~tant un entler posltif donn~. Pans un premier 

temps, nous a11ons montrer que (~,~) est un espace topologique eo~l~telr~nt 

r ~ g u l l e r  | nous introduirons alors son compaetlfi~ de Stone-Ceeh , solt ~ ; 

route s continue born~e s u r ~  au sens ae ~ s e p r O l o n g e a e f a ~ o n u n i q u e e n  
un ~l~ment de ~). Nous montrerons que le semi-groupe des translations 

associ~s ~ ~ sur ~) est ergodlque ~ nous donnerons quelques exemples d'~l~- 

ments ergodiques de ~(~ ]orsque ~ poss~de des propri~t~s de r~partltlon 

(existence d'une mesure asymptotique) ou de r~partition uniforme de ~a~on 

plus  p a r t l c u l i ~ r e  ; plus  I o l n ,  nous appl iquerons  t e l a  ~ un des aspec ts  du 

erlt~re de Van der Corput pour l'~quir~partition unlforme des suites, Pour 

r6f~rence relative ~ la eompactification de Stone-Cech nous prenons Dunfbrd- 

Sehwart~ ~,1. 

Remacque - (C~. Remarque 2 de 1.1.4) - 

Nous r~pondons ici en 11.2 ~ une question pos~a ~ la =ema=que 2 de 1.1.4. 

Ce paragraphe dOgage essentiellemcnt uu point de rue topologique permet- 

tant de mieux comprendre Its relations entre dlverses mesures asymptotiques 

assoei~es ~ une m~me suite. II ne nous a pas sembl~ utile de prendre un semi- 

G plus quo Re=rque 2 de ' .1.4] . r sultats groupe rencon- 
t res sont ~uone~s darts le texte m~me de eette discussion : nous les avons sou- 

llgn~s. 

11.2.1 - Compactlflcation de ~ pour une suite uP 

Un espaee topologlque est compl~tement r~gulier 16rsque, d'une part, 

tout ~l~ment y est ferm~ et, d'autre part, pour tout ~l~ment x et tout ferm~ F 

ue oontenant pas x, il exlste une fenctlon r~ell~contlnue~de valeurs comprises 

entre 0 et I~ nulle en x et valant 1 sur F. 
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On salt qu'un espace compl~tement r6gu l l e r  peut ~tre plong~ dana un 

eepace compact dans lequel il est partout dense : le proc~d~ de compactis 

cation de Stone-Cech est une r~alisatlon de cette op~ratlon (Cf.Dunford- 

Schwartz). Otilisons-l~ ~ propos des suites. 

L e  !~1111e - 

Self une suite u Injectlve dana un espace compl~tement r~gulierC. On 

considers los translat~es de u pour chaque entler ~0 , solent .a~ 

n ~ N  ~-  ~ .#,tP(~)=a(n~p) ~ C .  La topologle de ~ r e n d a n t  continue chaque ~ p ~ / ~  
eat  compl~temvnt r~gul i~re .  

Tout ~o ~ 0~ cat fermi, car l'injcctlon de u entra~ne que {noJ eat 

image inverse continue d'un point de~ , 

$i ~ cat un ferm~ de C ct pun cntlcr, ~ P ) - ? ~ )  CSt un ferm~ de ~f 

ot tout form6 F~est interscctlon de r~unlons flnles de tels ferm~s. 

Selene maintenant P" s dana ~ ct fT. ~ F.. On consldtre une r~union 

contenant F sans contenlr n . t  

Comme C es t  coreD, r 6g . ,  11 e x l s r e  des s cont inues ~o./ 4"E-l" , 

t e l l e s  que 

lii) ~ (~(n.+9~) ] = O. 

Chacune des fonctions ~.o~ r~ est continue sur ~; alnsl 

leest aussi. 11 vlent done : 
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~ ( ~ )  ~ c el= ,~. 

c ~, s _::..[,~, ~ b/,~o)] 

~(s) ,,, ~ Cc): 

CF. p. e-~ro 
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Pour f l x e r ' l e s  dd~es dans l a  s u i t e ,  nous c ons id~ re rons  que u e s t  tme 
s u i t e  i n j e e t l v e  e t  r e l a t l v e m e n t  compacte dans un c e r t a i n  espace  t o p o l o g l q u e  ~ .  

d 6 s l g n e r a  a l o r s  un c o m p a e t i f i ~  de S tone -~eeh  de ~ munl de l a  t o p o -  
1ogle rendan t  cont inue  l e s  s u i t e s  ~ p ,=  o/4/~... , ~ e s t  
d 6 f l n i  ~ un h0n~'omorphisme p r~s .  On s a l t  que rou te  s u i t e  ~ n u ~ r l q u e ~ b o r n ~ e  

w e t  con t inue  sur  /~/se p ro longe  su r  8 en une f o n c t l o n  num~rlque ~ c o n t i n u e ,  
b e r n i e  e t  de m~tae norme : 

u 

Par exemple, pour ~ 6~(C) ,  la suite #g est continue et born~.e]soit ~.~ 
son prolongement  a S : ~ e ~ ( ' S )  . La correspondance  r  de rCC)  darts 

~ $ )  e s t  un homoraorphlsme a lg6br ique  e t  une i s o m 6 t r l e  d ' a l g ~ b r e s d e  Banach. 

De facsbn g~n~ra le ,  pour t o u t e  sous - a lg~ b re  8 de ~($)~ on peut  t r o u v e r  
un compact C s d 6 f l n l  ~ une homSomorphle p ros  e t  une a p p l i c a t i o n  con t inue  te 
de S dans C s t e l s  q u ' i l  y a l t  un isomorphlsme i som~tr lque  e n t r e  ~.(C~ e t  /7 : 
tou t  61~ment cL~/~ s ' 6 c r i t  sons l a  forme role ,  o~ / e s t  un 61~ment de ~ ( C t ) .  
Dans no t r e  exemple c i - d e s s u s ,  le  rS le  de ' .~ -es t  jou~ par  le  prolongement  con-  
t l n u  de g ~ S ,  s o i t  ~ .  

Consid~rons malntenant  dans ~(~)l'alg~bre d ( $ )  engendr~e p a r  l e s  

de la f e e o t l e r  .on n gatlf ; i l  e i.- 
t e  alors un compact~ et une application continue de ~ dans~ , soit ~2" , 

qul permettent de representer un isomorphisme isom~trlque entre ~{) et 

d(~) : pour ~b~ J(S), il existe ~ ~c ~) tel quo &~--.~'o-~ . Ains[ ~" est 

une s u i t e  cont lnue  de [1~" ~ va leurs  d a n s ~  et  ~ -en  e s t  son prolongement  ~ S .  

V 'apr~s  le  m~me p r l n c i p e ,  i l  e x l s t e  une a p p l i c a t i o n  con t inue  ~ de  J ~  
dans C telle que 

et telle que pour 
V 

V 
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i l . 2 . 2 " -  Semi=groups ergodlc[ue C-~ des translations de ~..- 

On introdui~ sur ~la translation T~ ..~.--,-.+'~ . Zn partlculler, 

on ~.. ~-T~. 

 r,.sporton, Vsnr J(S)et 

Pour chaque ~ ~ d(~), introdulsons ~ comme le prolongement ~ S de 
T~.,r~ ~ ~(~+4) . On v6rlflo imm~ds que Test un homomorphisme 

alg~brique et isom6trique de ~(S) dans lul-m~me : ITs" II. = ~[I- . T enSe,,- 

dre un semi-gro.pe G r d'op6rateurs lin~alres contlnus,de normeunit~ sur ~). 

De la m~me s l ' i s o m , % r i e  en t ro  ~ ) e t  ~(~)permet d ' i n t r o d u l r e  
pour chaque ~ ~, ~ )  l'image inverse dane ~(X)de T(~oV~r) ~ J(~): nous 
la noterons~[~ . .~ est alns~ un hom0morphlsme isom6trlque de ~(X)dans 

lui-mSme. ~*~. d6slgnera sur ~(36) Io semi-groups d'op6rateurs lln6aires en- 

gendr~ par ~ . 

~ r  ( r e s p . ~ )  es t  ergodlque sur 

E x 

s un systems d ' i n t E g r a l e s  presque i n v a r i a n t e s  sur  ~{(S) (resp. ~('~)). 

Ains~ pour 

"TU 
a" : v~  - t /  

11.2.3 - Recherche des gl6ments .G~er$odiques et mesure asymptotique- 

S[ ces sommes convergent unlform~ment en r~, ~s es t  filfiment ergodl-  
que .[!gur le slm[-/grn.re C~ v �9 ~ es t  alors filgn~nt ergodique pour G~ 4ur ~ ) .  

__--241-- _ _  
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{ros . de invari= par (ro p. ot 
est une projection (Cf. W. F Eberlein et chap. 5). 

Dans 'le cas o~i T~ p r o j e t t e  U(S) dans l ' cnsemble  des application0__c.o_r!~- 
Lantest cette e__lf, odicit6 s'identifie ,~ la notion d'existence d'une mcsu_re 

as~mptotique. Plus pr~cis6ment, supposons qu'il existe une a!gSbre I] de J]i,5) 

sur laquelle ]'., est ~ valeurs duns les applications constantes | il exi.~te 

un compact C et une application continue ~r de ~/dans ~ telle que tout ~ de ~] 

e s t  de la  forme ~-~r, o~ ~ 6  ~(C) . On s a l t  que T~.g es t  consta.te, .on f .L i t  
T~, d4flnit sur ~(,%) une mesure ~, non n~ative bor,6e, d'apr~.s le thdort.mc 

de repr6sentation de Riesz : 

on constate quo la suite ~r poss~de la ~nesure asVmptot[q,,e ~_s.ur_C et Cn ,.~ 

/~ l'habitude de dire que la suite vest t,,~iform, iment r~part.~e 

tlnue do ~ duns C . 
C 

La question naturelle qui se pose est celle de ]a reche'rche ~'ua~ sl- 

g~bre max[male duns ~(5) :dans r ea.~ cello-el est uniqlm ~ coludi- 

de a.oc 

C'est le cas, par exemple, que l'on rencontre pour los suites @L(mod.4) 
pulsque, pour presque tout ~)>~ , ces suites sont uniformdmeut ~qufr6parcies 

sur ~m ~ ~q (Franklin). 

Nous avons ~tudi6, au ehapltre l, los probl~mes relatifs au prolonge- 

ment Nots ~(C) de cette n~sure asymptotique # . Remarquons ici que cos ddve- 

loppements coincident avec la recherche de nouveaux ~idments ergodiques duns 

des espaces topologiques molns restrlctlfs que ~(5). 

De plus, le prolongement purement classlque de ~ au sens de la tl,6o[ie 

d_e l'int~gratlon ne pose aucun probl~me pulsque le th~or~me de Din[ est vn.- 

fable duns ~(6) ; ainsi ~ est une forme lin6aire positive sur ~(C) poss~- 
dant la propri~td de ~-contln6it6 : 
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l a  th~or le  du prolongement de Dan l e l l  s t app l lque  a ~ ( C f .  T o r t r a t ) ,  

[ ! .2 .~  - Autre type d ' i n v a r l a n e e  : r ~ p a r t l t l o n  sur  nn g r o u p e -  

Dane le  cas o ~ . e s t  i n v a r l a n t e  cur C pour un au t r e  seml-groupe de 
t r ans fo rma t ions  p o n c t u e l l e s ,  i l  e s t  i n t ~ r e s s a n t  d ' i n t r o d u l r e  sur  ~(5) des 
t r ans fo rma t ions  l l n ~ a l r e s  a s soc i~es .  Les d~marches du chap i t r e  I se r a t t a e h e n t  

ces p r6oceupa t lons .  Par e x e m p l e ~ s i ~  e s t  un ~roupe topologlque a b ~ l i e n ,  
lee  t r a n s l a t i o n s  forment un groupe ab61ien de t r a n s f o r m a t i o n s  sur  ~ C )  : sos 

v dt.~(S) re !  que =(.) _~ ~/v(m§ | on posera 

~ J ~ a  le  prolongement ~ S de 

�9 Soit maintenant un 

On cons t a t e  que les  t r a n s f o r m a t i o n s  ~zc~ avec T ~ # > o  e t  se p r o l o n -  
gent ,~ tousles 616ments de ~(S) qui appartlennent ~ la fermeture ~de l'al- 

. .  o~ �9 p g~bre engendr~e par  ~rfo, ...... ,2 . ~ , , , ~ ( c ) /  ~ o  ~ , / . r )  = 

~ c  ~(s). 
~j~_icst un s.l.p.i, pour ee groupe de transformations sl et seulement 

~i vest ~quirdpartle compIGtement~e'est-dire unlform6ment rfipartie selon la 

mesure de llaar m de C ~r. Dans ce cas, tons les ~lfiments de ~r ergodiques 

e t  ~ e s t  en isomorphisme isom6tr ique  avec ~ ( C ~  l ' a i d e  de la  s u i t e  c 
v a l e u r s  dans C ~ :  

W-.--, o,o ac~ 
Remarque - 

et c, , , .o , :  o 

mesures asymptotiques ~ et m. 
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l|.3 - CARACTERE ERCODIQUE DES C RITERES.DE VAN DER CORPUT- 

On eonnai~ le crit~re classlque d'~qulr6partltlon de Van der Corput 

(Cf. Cassels). Nous d~slron~ ic~ indlquer le caract~re ergodique des crit~- 

res de ee type; nous verrons ensulte co~nent il prut ~tre rattach~ ~ la no- 

~[on d'"fil6ment pseudo-al6atoire" (Cf. BasS) Be=t~andias). 

Nous travaillons icl plus pr6cls6ment sur le crlt~re du ~ H. Delange 

e~ g~n~ralls~ par les travaux de E. Hlawka. J.P Bertrandlas et J. C~gler. 

(o) 
i Self une suite ,~ ~ valeurs dons un grot, pe compact C A base d6nom- 
brable et la suite associ~e. 

. r  e, n , o =  ' ,  e = t  un o n t i o c  

positif. ~ ct ~ @cO ktant des entiers quelconques pour que la suite 

m ~-~-~(Ar~vy) ~oit ~quirSpartio sur C , il s~ffit que les suites 

,r ~oio.,~ ;:q-~rO~sc~ios pou~ .n e,t=e,,,bZe de ..~u~ d~ ,e de do,~- 

si~6 i, 

Re marque. Dons l'analyse qul suit nous allons constater que des suites tellc:~ 

que hL~-~+~) sent des trajectolres de syst~mes dynamlques constrults 

i 1'olde des mesures asymptotlques associ6es aux suites ~(~/.). 

11.3.1 -Compactlflcatlon de ~ - 

On munlt ~ de la  topologie  qul rend continue chacune des s u i t e s  

Les suites 

sent ainsl continues sur ~. Remarquons qu'elles sent construites ~ l'aide 

des translat6es de ~r~;.) ) solent ~ ~Y(~! ") ~ ~-(4j ~4.) i ~ o/412a... 

<~")-- ~(4 ) § n,-'Ce-~,.)  
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Pour certalnes Valeurs de ~, les suites ~(r aont ~qulr~partles 

sur C ; ~L ~=%Z, .... d~signera la suite crolssante de ces valeurs 

~4>(~') d~signera 1~ sui te  ~quir~part ie correspondant 
i ' e h t l e r  ~A 

On peut consld~rer sans r e s t r i c t i o n  fondame~tale (Cf. paragraphe 11.2.1) 
que ~ est compl~tement r~guller; on introdult alors un compactlfi~ de 

v 
Stone-Cech de ~ que l'on note par ~. 

Parml les ~l~ments de ~(~) , on trouve naturellement les prolonge- 

Inents ~ ~ des suites d~flnies Bur ~ par ~o~e, o~ ~ ~(C), ~ 

et ~ ~N. "~(~) d6slgnera le sous-espaee de Banach engendr~ par ces ~l~- 

meats. Remarquons d~s maintenant que ~(S) ainsi d6fini, n'est pas en g~n~- 

ral une alg~bre de ~(g) 

11,.3.2 - Introch,ct~on de probl~mes crgodlques - 

Consld~rons l'ensemble des couples (~/~) ~ ~+x ~J et le prolongement t~ 

de. SY ~ ~ de In suite 

dont les valeurs sont dans C/~J~ ~/ 

est ~ valeurs dans C. 

: chacune de ees suites 

Plus pr~cis~ment, l'image de ~ dans C~/~N est un compact ~ et 

~(2&) est isomorphe et isom~trique ~ une sous-alg~bre de ~(S) . Les ~l~- 

sous-espa e ve torleZ de qu'on a not  

Darts le m~me esprit, notons par .-~fA I~_[(~N+K~Cj le sous-espaee de Lz~/.. ~/% ~.[~. j 

qul est engendr~ par la famil]e 

Bur cet espace, sont d6flnis les deux applications lin~aires suivantes 

I" et V qui y commutent : 



r(f . ' .  
vfl<> v,,i~<) 

e 1~4~; 1~+4 

Solt C-vl r le seml-groupe ergodlque, engendr~ par l'identit~ et les 

transformatlons T et 7 (seml-groupe a5611en). 

Pour tout ~ da ~(C~+~I~I)~(CItI~N). on peut associer la famille 

dt~16ments de ~5): 

T~V~Ito~- , o~ ~ t , ~ e 6 r  

Avee 

~ .  ~ ~'( 'S) .  

~,lhyl'Joth~"se ~lu th6orihne (I)) indique que pour chaque .. et ehaque ~. : 

4,.,~ ~ ~ m~V ,- , ( ,0= 2E /4 , o~ /,_os~ 
la mes~,re de llaar nornlalis6e s,ir C. 

air : 

Une consfiquenee du th6or~me (D) est que pour chaque n. et chaque ~# on 

H 
t~,,,<- ,t L 'r ~ v ~ .j' ,~-><.. V,=, ~o~,(,.j= <,,n t;dl~. 

11.3.3 - Discussion du caraet&re ergod~aue du th6orbme (D)- 

De fas g6n~rale, la translation sur ~ . 4~.~---~.+4 . introduit 

sur ~(5) un semi-groupe abdlien de transformations lin~aires continues et 

de norme uni{~: solt ~r ; on lul adjolnt l'iden~it~. 

~T est ergodique et poss~delen partlculie~ le syst~me d'intdgrales 

presque invarlantes 

(T,,) ~ -r, ~ ! Y_~'r ~ ~_-~,... # 



70 

Un probl~me plus g~n~ral est la recherche des ~l~ments ergodlques (ou 

moyennables) de *e(S) pour ~ T  ~ 

L'hypoth~se du th6or~me (D) donne Itexlstence d'616ments ergodlques| 

qultte ~ modifier la topologle de ~(%) (si l'~qui-r6partltlon n'est pas 

uniforme) en l'affalbllssant ~ la topologie de la convergence ponctuelle sur 

~! ce que nous ferons darts la suite. 

0, conet, te que tou~ les 61ament~ do tr(S) sont GT-er~odlque,.Ze.r, 

moyennes sont des constantes qui co~ncident avec la mesure de Raar des ~16- 

ments de ~ E ~(C N'~/~) qui ont s e r v l  ~ les d~flnlr. 

Ainsl, .~ tout ~ J~L3-(C ..... ,/la suite sp'(prolon~dc ~ S ) assocle une 

�9 ~ v-- , ~S) possbdant la m~me moycnne pour ~ulte double ~ 3 ~  d'61@ments de 

le scnj~--p, rotpe ~ , Cette moyenne est aussi celle de ~ pour le semi-gro-pe 

o~.odlquc c.v. ~ sur ~(c~"~). 

W engendre un scmi-groupe ~v sur qul est ergodlque et 

qu~ poss~de connie syst~me d'int6grales presque invariantes 

(v.l.v.-! ~v! 
N #t--.~ 

line consdqucnee du th6orSme (D) est que clans ~(S) la suite (V# 4 ~',,~) 

converge vers la moyenne con.une ,de ~ pour CTV, . et de ?~ pour ~'r" 

A i n s i , ( V , , ~ )  ~onverge  v e r s  une o o n s ~ , n t o  sur -n.~_;J,, ,(~O . ~ ' u n e  
f , ,~on . ~ n ~ o ~ u e ,  ( V J ~ )  ~onvergo  v e r s  ~a m~m~ ~ o n s t a n t e  s,,r " r ' . ~ . 3 , , , ( r 4 .  

0e T~ V[~L De fa~on plus g6n~rale, sl -~'~ N' est un compact 

non vide, V#~ -V.T~ converge vers 0 sur ~ ; (V~) apparait alors 

com~e un systgme d'int~grales presque invarlantes pour le semi-groupe ~'v,r 

d6flni sur l'espace vectoriel des restrleti0ns des ~ ~c ~(C N+'N) ~ --~.-, on 
pourr~ le noter ~(~_). 

L~ limit~ 5o (~) en un point de ~ est la ~oyenne de g le ioo~ de 

la trajectoire de ce point pour les it6r~es de la transformation V , consl- 

d6r~e corm1~e transformation ponctuelle sur-~. 
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E__xemple des sulte~ ~ 

Quoique l'existence mSm~ de~ non vide ne semble pas fondamentale, 

on pout citer des  cas O~ . ~  co~ndlce avee C M ~ I  . Prenons un nombre ~>@ 

et supposons qua tout ~l~ment du module (alg~brique) sur ~ engendr6 par 

Bolt norma~ pour la suite 8 ~b (Pour la notion de hombre normal pour une 

suite: Cf. Rauzy). Alors la suite ~.~.--~ ~ (~o~4) satisfalt l'hypoth~se 

11._44_- ANALYSE ERCODIQUE DU CARACTERE PSEUD0-ALEATOIRE - 

Lee fonctlons pseudo-al~atolres ont ~t~ introdultes par J. Bass j 
~.p, Bertrandias a montr~ lee rapports entre lee crlt~res de Van der Corput. 

Delanga et le caract~re pseudo-al~atoire afln de d~gager de nouveaux erit~res 

d'6quir~partition : sous le m8me aspect, nous retenons le earaet~re pseudo- 

al6ato[re comma erit~re ergodique has6 sur le fair suivant : une fonction 

pseudo-al~atoire est de moyenne nulle, 

Ce caract~re pseudo-al~atolre peut 8tre d~flnl sur tout espace veetorlel 

topologlquo loealement convexe pour un semi-groupe ergodlque; nous lllntro - 

dulsons ici sur ~) pour le semi-groupe C~r2 par example, (Cf. paragraphe 

II.3.1), Plus ioln, ~ l'occasion de l'6tuds des polynSmes de Weyl nous verrons 

qua ce semi-groupe GT est rattach~ ~ un semi groupe de transformations 

ponctuelles affines sur le tore de dimension finie. 

~) est munl de la topologle de la convergence ponetuelle sur ~ , 

La d6finitlon de J.P. Bertrandias devlent = 

D6[]nltion I. On dit qua ~ ~ ~?(S) est pseudo-al~.atoire ~our le seml- ro~.r~p~ 

G.,. e l :  
i) po-r Lout enl:ier ~ , saul peut ~tre sur un ensemble de densit6 

e~E alors ~onstant; 

"# I I  i i )  1~ su i te  d ' a u t ~ 1 7 6 1 7 6  u est  t e l l e  que 

H--"=" H '~='~ 
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Lorsque ~(5) est muni de la topologie de la convergence unlforme, 

on pourra introdulre ~ne d~flnitlon analogue pour des ~l~ments uniform~ment 

pseudo-al~atolres. 

Montrons ~intenant que le caract~re pseudo-al6atolre m~nc ~ un crlt~re 

ergodique. Dans ces questions, l'in~gallt6 de Van der Corput joue le r~le pr~- 

dominant (elle avait conduit J.P. Bertrandias ~ ~tendre le caract~re pseudo- 

al6atolre ~ des 61~ments appe1~s quasl-pseudo-al~atoires). 

Les v~leurs d'adh~rence de la suite (~) dans ~(~) sont n:cessal- 

reinent des constantes ; nous les majorerons, l'aide des suites ~N(~,~) ~ 

Rappelons l~in6galit~ de Van der Corput pour une suite (C~) de nombres 

eo~plexes| H et N ~tant ent~ers, on a : 

.,-(~t+P..l) 7-: H - e , J . ~  . ~.[q q.~].  
o(~,  ,< I..I '(~; ':!~ N- f,.. 

ir 
Posons 

~'+"' N 'p=+ ~-.~. ~T c~. 

O) 

Avee ['in6galit6 pr6c6dente, on a �9 

Une autre majoration peut s'obtenir avec la d~compositlon sulvaute, o~ 

0,<(~) ( # ;  L[ vie.t: 
N-I ~4 

et par consequent : 

On a donc~ 

t~ ~ c,l .< + ~ l + ~ o  ~ c~o~++~ I L~)--o 
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on r e t i e n t  l ' i n 6 g a l i t 6 :  

D6f~,nition 2. On d i t  que ~ d~ ~ 5 )  e s t  de ~ - a l 6 a t o i r e  pour l e  
groupe ~r , s'il existe un r d~ + tel que : 

i )  pour tout entier Fu , sauf peut 8tre pour un ensemble de dens{t6 

.ul~e. l'~l~0o.t [ T~% e~ G~-or~od:~ue : so:t UtI~T.(~T~), 
~(D est alors ind6pendant de ~ sur S. 

::,l. :oo:l,o ,esttel,.,uo m ,  = o. 

Lorsquo ~ J  e s t  muni de l a  t o p o l o g i e  de l a  convergence un i fo rme ,  
on pourra introduirc use d~finition analogue pour les 616ments de type unl- 
f ~ t  seudo-al6ato{res. 

L'in~galit6 de Schwarz permet de montrer qu'un 616ment (uniform6ment) 

pseudo-al6atoire est de type (uniformdment) pseudo-al6atoire, 

Th~or~me. Tout ~16ment 0 Jr ~) de type pseudo-a]6atoire (resp. un~torm6- 

ment pseudo-a16atoire) pour le scml groupe G r est C~r-ergodique pour la 

topologle de la convergence ponctuelle (resp. uniforme) sur ~q pour ~(S), 

De plus, la moyenne de ~est nulle. 

Cela r6sulte imm~diatement des inEgalit6s introduites et des d~flnitlor 

retenues. 

Exemple i. Plus particuli~rement malntcnant~supposons que C solt un groupe 

ab611en. Le crlt~re de Van der Corput est relatif au eas ~=~ , pour 

caract~re non constant du groupe compact ab~lien C, on pose c,/ ~ ~o4/. ~ ; 

a:ors ~ ' ~ . ~  = i ~ ( ~ ' ~ - ~ I  e~ par hypoth:s~: 



74 

(2 ~'O'~e') 6~[~' R e a r a c t ~ r e  non c o n s t a n t  de C est une famille d'fi- ~ 
l~ments pscudo-al~atoires de ~(S) . Ces ~l~ments sont ergodiques alnsi que 

route llmite dans ~) de eomblnaisons llnfiaires de tels ~l~ments; en par- 

tlculier, pour tout / dc ~(C), on a l'~l~ment ergodlque /~P , avec  
r~.(Io,~O -- ]~.~ ~ . On trouve " .ns l  que ~ ost  ~ . r .  s u r e .  

Exemple 2. Cn tire les mSmes conclusions pour V6 ~4 ; c'est le crlt~re de 

|1. Pelange (Cf. J.P. Bertrandias) : avec G q ~ o ~  et ~. C~+~# 

_. ~(A~q'~_ ~ ) ~ I  l '6qulr~partlt[on des suites ~ indlque que Xo~P 
c s t  do type pseudo-al~atoire pour tout ~ c/~ et ~ earact~re non constant 

de C. 

Remarque . L'hypoth~se de l{. Dclange indlque que pour tout caract~re non 

constant X du groupe abalien compact C ct pour tout (~,p)C; N +, ~,I l'616- 

racnt ~o~ ~ de ~(S) est ergodique; pour le seml-groupe ~v~r)~(o#ro~ 
est ergodlquo. 

Exemple 3. (En liaison avec l'~tude du paragraphe II.3.3). 

Pu l sque  (~N) e s t  un s . i . p . l ,  pour  G-Vl T sur  ~ C - ~ ) .  i l  e s t  i n t 6 -  
~'essant de remarquer  que ~o~oi~ est pseudo-al6atoire pour l e  semi-groupe 
C- v opt.rant sur  c~(_~).  

En effet, posons 

g.v~ 
~ o e ~  ; ona 

e~ v.(Xo..-i ~_ 2~ 

ooa~o.o ~ . c ~ ) ~ v . ( ~ v ~ ) . . o ,  pour ~ :  

Alors ; d'o0 le r~sultat. 
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1"1.5 - REPARTITION UNIFORME SUR ~ ASSOCIEE A UNE FAMILLE DE FORHES - 

Sur 
t lons  L~ 

On considare d formes ho~oganes L~, ~=~41~ , d6flnies sur ]R~m>O. 
y o u r  ~ ,~0:1)~ , o n a  L : r  ~(= ~.=4, d or : 

~ , consid~rons le  scml-groupe, s par ~ 
d6f in iee  par. 

L~: 

, des transla- 

= (~)~=,,=~ c T ~ _ ~  ~ , t ~  ~/,~..t~r=~]. , , . ~ T  ~ 

U,.~$ _= f ( .+ t ,O . ~ est bo~.~ e~ ~b~lie..~o.~ ergodique. 

Cease pour f 6  ~ ( ~ ' ~ ) ,  if 'ensemble (U/,~f,~ 9~e ~/~') es t  bornfi darts 
son enGcmble e t  r  pre::que-p6rlodlque; a i n s i  dans ce cas tout  

On peut construlre un syst~.me d'int6grales presque invariantespour 

l'alde des transformations suivantes : 

pour X~ ~ eonsld~rons 

X, Xc'" X., x.<X 

,=~ue n(• est un s.l.p.i pour ~, sl pour tout ~'C ~4"o- - 

Or le crochet ei-dessus est major~ ~L 

un~form.ment sur ~ (~[') par ~ l , ~ / / / . w ~  
- 1r L 1~.I  

expression qui tend vers O lorsque chacun des X) tend vers l'inflni. 

(~(K).~) converge alors wets un ~l~ment ~ ~ ~('~"), appartenant ' 

l'orblte ~*~ et eet alament est invariant par ~ (Of. thaorame ergodlque 

abstra[t d'Eberlein.) : 
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• apparait constante sur les ensembles de points de invarlant~par 

T.c , ~.~), 00n'introdult alors la relation d'~qulvalenee ~ sur : 2~.~ 

s'il existe =c ~ ~ tel que A--.41== L~. 

so~t 9.~e ~ous-~oupe ~,.~" en~e~dr~ pa~ ~es ~nts (L-o&~=,., ~,,~,T. ~ 
~ est constante sur les classes de ~Mmodulo ~d ~'appara~t doric essentlel- 

lement con~ne un 616ment de ~[~'/~.]. 

On connalt le th~or~me de Kronecker (Cf. Cassels) ' 

Pour ~ 6~. 

4=4 A 
2-..~ L~ ~.V ec 4=4 

et ~t ~ tel que ~ ax~'~E --__~O , on a 

(~.oM4) , Inversement, solt =( tel que pour tout ~ de ~"~ 

4[~ ~_~ ~.~"r , alors ~ appartie,~t ~ ~. , 

Ainsi, si (['i) est one famille lin~.airement ind6pendante, ?J est 

o .  t" ~ '" ~176176 ,~ .o 

De fa~on g6n6rale, le ~roupe compact ~o est d~termin6 6galement comme 
- ~ , 

intersection des vari~t&s >-.~ c(~=O , ou 2~I~ =O . Soit ~o la 

mesure de llaar de 90 supposde normalis~e. 

Pour -~ E ~ 

mesure notre ~.~§ ) 
, la classe d'~quivalence .~-I~. est munie~galemant d'une 

transport~e par la translation : on a / - ~  f ~ .  

~/~o est lui-m~me muni d'une mesure de Haar Le groupe quotient 

norm.lisle ~ et ona f~d~-,fT~.. 
j ~ - -  ~ - -  

~ ~. e s t  ~ s ~ r e ~  la  ~ s u r o  ~ .  sora ~ i s c ~ t e  e t  f ~ ;  sora l ~  mo~e.no 
arithm~tique de ~ sur l'ensemble discret A+9. . C'est essentiellement ce 

dernier aspect qui intervient dans l'utilisation d'un ordinateur, par exemple, 

pour In repr~sentatlon des (L~). 

Bien entendu, enfln, nous retrouvons IQ fair suivant pour ~ , t . ~4  , o~ 

chacune des formes L~ est repr~sent~e par un hombre ~ , ~= ~ ~ une 

condition n~cessalre et sufflsante pour que la suite (h~) C ~a solt 

r6partie uniform~ment est que les nombres (8~) soient lin~alrement ind,- 

pendants. 
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11.6  ' ASPECTS ERGODIOUES DES POLYNO~S DE WEYL - 

1.!..6.1 - Transformatlons ponctuelles associ~es 5 , .un  polynSme de We~l 

D6finltlon~ - 

~t 
So{t or un polynSme "~ coefficients r~els. Si l'un 

dos coefficients r<~ l~.~ es~ irrationnellon dit qu'il est po]yt~Zme de Wey_].. 

Si c~4,~... ~ r{~ sent ratlom~c!Is~c~ 4 sera appel~ c~efficlent direc- 

r eu__.~r. Le polyn~n~ sera dit r6du~t si d.,~rt , On le notera par la s,ite 

l 'aldo du couple ( d . ~ }  

On sail que la suite des valeurs d'un polynSme dc Weyl r~duit ~'~Friscs 

sur los entiers naturels est d-6quir6partie modulo 1 ; e'est-h-dize : la 

T ~ pattie sur (Cf. Franklin). 

Solt donc P & ) ~  c~d.~/* '''+'~o / ~'d./Q. 
Etudlons les relations de r~currence entre les valeurs ~o(mJs ~=~... 

e s t  la  t rans format ion  i d e n t i t Y .  De la m~me fa~on,  r  ( I + ~ ) ' P { r O .  

On a ~i p{~t)_~_ ~! c~ , pour tout ~9.. 

L'identitfi ~'~ ~+~- I)~== (I,/~)i-c~(~[+~)~'~ ... donne : 

On a done une relation lin~aire entre ~(t~,~) 

~e~ ; on ficrit : 

et les composantes de 
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oB A est Xa matrlce ~ coefficients entiers : 

"o 4 ... o o' 

0 0 , . ,  0 0 

8 =  

O. remarque que A cst la =atr[ce compagnon du po1~nB~ (4-k)  '~ 
forme r6du~te de Jordan est k ' ' ~ ~ ' ' } ' ' ( 0  ~ " '  ; 1 0  o"-" 

D. i.l,,,, o,, .: = ~ (o,o, . . . ,  d[~z) e T ~  

La seule dh'ection propre as~ocl~e A A ost 9, 

�9 $ a  

..4, 'D f~ % 
On assoc[e ar~o-14d1 la tronnformntion po.etuolto ,1~ (~,~6~hd~ 

par 

~ : a ,v,---~ Fi4 + -c . 

trajeeto~re du pcllnL A, par ).e Bem[-grm.pe G ~gm~4r~ l~ag ~ ,  

De la m&,e fa(ion, prenon~ un potut queleo.que 6 d~ ~/7'~*t~t ~t~.~et,~ It~ 

degr6 dlrecteur d, de coeff{c{ent d{t*eeteur ~d.l I~o[t q t e l  ~[uea 

degr6 {nfdr{eur il d sont enti_?Jremetlt tl6tet-m{a.6~ pale 1~  Val%klr.i Q{i~ 
o,.< ,,,..< a-~ .  * . - -D<o) ,~ (~ ) ,  . . .  ~ ( a - a ) ] .  

{Daf]lliti(m 4 -  
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On peut les eonsid~re~en effet, comme assoei~s ~ deux points diff~- 
4 

rents de ~jpour une m@me transformation affine ~ ; les suitES de k~yl eor~ 

respondantes sont obtenues comme trajeetoires de ees deux points par le 

seml-groupeC~ associ~ ~ ~ . 

Exemp le ,- 

Au polyn~me OZ~ OCQ, es t  associ~ le couple (Z, O) et  la transforma- I;l t ion ponctuelle  de T t, ~$.~---~ ~ )  t~ 4 + O " 

La t r a j e c t o l r e  du point (~0) est la su i te  [ , 'Ot  ( ' + 4 ) ' ~ ] n ~ / "  

I!.6.2- Ergodicit5 du semizBroupe associ6 5 un poly~Gme de We__y_l rFd,,it- 

Soit  un polyn3me de Weyl r6duit {~lqd) et  C le semi-groupe correspon- 
dant. 

.e~a ~ro.pe G eo~endr~ su. ~(Tqpar 7, f ~->/~ est ~b~li~n ~t 
born~ donc crgodlquc. 

T, N=J%... est  un , . i . p . i .  

Reeherchons les ~16ments ergodlquEs de ~ p a r  rapport ~ G. 

Pour chaque A Jc T~ T~f(~) tend vers i f~/ f6~J)" lorsque ~ croft : 

cecl est une cons6quence des propri~t~s des polyn~mes de Weyl et de leur 

~qulr~partltlon. 

Corinne la s ~ ) w ~ r  es t  born~e dams ~ .  on a convergence 
falble de la suite ~)vers la constante /f'~/~ �9 Le thfior~me ergodique 

d'Eberlein indique que la convergence est forte et que tout 61~ment de ~C~) 

est ergodique. 

Th6or~me - 

Sur its polyn~mes de Weyl r~duits de la classe (c~i~',L) 
de Weyl 

A ~ ~ ~[)~) conveTgent uniform~memt vers 

les s orm~.e s 



8O 

I~ Ceil8 proprl~t~ ~s~ 6qulvale~te ~ la $uivante : 

Le ~emi-groupe C associ~ ~ la classe (~) est ergodlque et tout 

.Remarque . 

I I  ne fau t  pas confondre l ' e r g o d l c l t ~  par  rappor t  ~ G e t  c e l l e  r e l a t i -  
ve au groupe des t r a n s l a t i o n s  : ce sont  deux no t ions  d l s t l n c t e s .  

Cependant la fami l le  ~ e s t  ~ga!em~nt un s . i . p . i ,  pour le sem[-groupc 
engendr~ par 1" e t  les t r a n s l a t i o n s .  On s a l t  de plus que ffd~ ~ et  
e s t  i n v a r i a n t  pour ce seml-groupe non commutatis 

Ces f a l t s  semblent exp l lque r  t r~s  na tu re l l emcn t  les  p rop r i6 t6s  de~ 
polyn$mes de Weyl. 

I.I:6.3 - Caractfiri .- . t iques pseudo-n l6n to l r e s  des polynSmes de Weyl- 

Th6~r~meLa --famx l l e"  (1" ""I ' " " 
I ~-! n est pas, en general, condit ionne llement faiblement 
I 

[compact ; ~ e ( T )  n e s t  doac pas en genera l  fa iblement  p resque-p6r iod lque  
[pour le semi-groupe G .  

,_ -o, l ,z , . . .  s o r a l t  ,he  famille quasi-~quieontlnue 
(Cf. Dunford-Schwar tz). 

Consld6rons une transformation serablable ~ celle qui est associ~e 
une classe de polynSmes de Weyl r~duites sur ~4 . Soit 

"'= [~ : I  I consld6rons ~ E~(~J, la premiere projec- 

tlon. II vfent : 
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P, [~":~I = ~+ ~, +-~. + ~,-~ +.-~+-.-+4~, 
~i~4+D-~t+nZ~ § ~-ti~ z. 

Z 

La quas~-6qulcontlnult~ s'dnonceralt de la faqon su~vante : pour toute 
suite (J~.t) de points do ~Zconvergeant vers ~, tout E>0 donn6 et tout ~. , 

il exlsterait un nombre finl d'indlces of~/.../ ~m~o(. tels que, pour tout n, 

'~176 "~u "~ u" ~"'~~ ~'" + '<~ ' "  ' i [ )] [ ]1 P4 ~(,s4, -p~ ?"D) < ~. 

t l n u l t 8  de pso ~*~ e n t r a ~ n e r a l t  c e l l o  des f o n c t i o n s  ~C,~ , - - ,nZdaf in [es  su r  

e t  on aurnit convergence un i fo rmo des soim~ios ~ Z ~(rt;c) i co d e r n i e r  

p o i n t  n ' e s t  pas e x a c t  : on c o n n a l t  l a  l i m l t e  J[ds pour " ~ f ~ ,  poi,r ;~ rs- 
tlo.ool, ~a Zi~ito .'e.,," ~a, o. g~,,~.r~l ~.gal ~]pa/~ (pour ,:~ ~ , elZ~ 

vau t ,  par  exemple,~[ / . /~J* [C~JJ i l a  convergel ice no pout  [,as ~ t r o  u n i f o r -  

Pour 4 ~ ( ~ ' J ) ,  i l  es t  intdressant d'introduire los  corrd!aC[ons ~ 

IJ-~o- IV n=4 

I D ~ f ~ n i t i o n  - 

On dit que fo~ r est une su{te pseudo-al~atolre sl 

K 

p a r  

On sait qu'alors fest pseudo-al~atoire pour le semi-groupe engendr~ 

d.,: 
Etud~ons cos correlations pour los caract~res de 

4 < ~,~> , K ~ T & (~,,/ j, ~9. 
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Plus prGcls~ment, ~valuons lee hombres 

va Ion t 

(pest la nmsure de Haar) 

un coefflclenc pros cee nombres 

la ~ranspos~o~ de A, O~ a combe valeurs dli~s ~ o~ OI selo~ que 
~ K - L  est nul ou non. 

Solent K et L f ixes tels quelpour un ~, ~ I ~ ' ~ - . L  | alors ~ K = L  
pour ~%~)  sl ec seulement si 

- ~L~ 

| or  ce noyau e s t  c e l u l  de ~ l , - . r  qu l  e s t  r ~ -  
dult ~ 1'unlque direction propre de ~'I ~o ";~(4.~...,4), 

sl K r 7. ~. o~ 61 L § K, alors ~ (K,&) = O, V ~. 

K et L ~tant flx~s, cecl n'a lleu que pour une seule valeur de k. 

Th~orbm~ 2 - 

Tousles caract~res sauf eeux qus sont associ~s au sous-groupe ~ , d e  
~ conduiscnc ~ des suites pseudo-al~atoires. 

Pour K~ ~ ,  on ~ I ( ~ ) - - ~ ( ~ ) < K ,  ~ '~ . . . .+  ~> 

Ko, 
; done 



83 

I Th~or~me ! J 

de ~ )eondu~sans ~ Bne suite (~o~ pseudo-al~atoire 

~ forment le sous-espaee veetoriel ferm~ engendrfi par les caract~res non asso- 
�9 ~cz~s au sous-groupe~de a �9 

~oes 

Remarquons d'abord l'in6gallt~ rdl~l'< I{~.ll/f . Plus g6n6ralement, 

[~,:(~)~(-o~ ~ ~" ~/,, MI~,,I'.< Ilft~'l/~ll'. 
I I  suffit, par cons6qt,ent, de  s'int~resser a u x  polynamca tr]gonom~tri- 

�9 ~ ~.z<~/4> , o~  K parcourt un ensemble finl d e  ~:% , ;~ 

~(4)_~_.~<H14> , O~ H pareourt un ensemble fiu~ d.:: ~'~/ ~[e. 

On a, 

= 71 c~,,<#t<-%.> <% n% ,...,.-,> (~,H}- ~.,o,,. ~0 

(~,,) 
(~,H) 

d o n e  : 

L'int6gration sur T~ne retient dans la somxne que les Couples 

tels que fl'AK~H . Pour k assez grand, il n'y a que le:: couples 

tels que K=~4~2Z.~, . On a, dans ce cas . <(fltr ~Z>., 

vers l'infinl solon que 

Z Ko N-I 

s u r  k : 2 . . < L #  R r >  - - ~  I o u  O. q u a n d  N t e n d  Dans la sommation 

L6 2~o est nul ou non nul. 

A .  t o t a l ,  on a. Mlxl ~- T7 Ic~l'lJ.~,l' KeXn~L'. ~e~K, J 

Le r~sultat tlent m@me six et~ ne sont pas finis. 

Ai~si, si ~ ~:,t t~l qn~ ~4[~'IL0 , on a Z-. -Ic,.l~-__o, 

C.~'~O , pour tout K appartenant a ~,2d'o0 le th6or~me. 

il vient 
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