Chapitre 2

Arithmétique des pinceaux semi-stables de
courbes de genre 1 dont les jacobiennes
possedent une section d’ordre 2

2.1 Introduction

A la suite des travaux de Colliot-Thélene, Skorobogatov et Swinnerton-
Dyer [21] concernant les points rationnels des surfaces munies d’un pinceau
de courbes de genre 1 et de période 2 dont les jacobiennes ont leur 2-torsion
entierement rationnelle, Bender et Swinnerton-Dyer [1] étudiérent la possibi-
lité d’obtenir des résultats similaires pour les surfaces munies d’un pinceau
de courbes de genre 1 et de période 2 dont les jacobiennes ont au moins
un point d’ordre 2 rationnel. Leur conclusion fut que les techniques de [21]
s’appliquent encore dans ce cadre, a condition d’effectuer des descentes par
2-isogénie simultanément sur deux familles de courbes elliptiques au lieu d’une
simple 2-descente compléte sur la fibration jacobienne du pinceau considéré. Ils
aboutirent ainsi a deux théorémes, de domaines d’application disjoints; nous
renvoyons le lecteur & [1, §1] pour leurs énoncés précis. Colliot-Thélene [14]
reformula ensuite ces théoréemes et leurs preuves en termes d’obstruction de
Brauer-Manin verticale.

A la fin de [1], Swinnerton-Dyer expose quelques idées laissant espérer que
l'on puisse se servir du théoréme 1 de [1] (ou du théoréme B de [14]) afin
d’établir qu'une surface de del Pezzo de degré 4 admet un point rationnel
des que l'obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas. Il s’avere que les
résultats de [1, §6] sont incorrects mais que la construction proposée par
Swinnerton-Dyer permet néanmoins de prouver que le principe de Hasse
vaut sur de telles surfaces sous des conditions trés générales, quoique au
prix d’un travail conséquent ; c’est la le sujet du chapitre 3. Cependant, les
théorémes de [1] et de [14] sont insuffisants pour l’application en vue : ils
contiennent plusieurs hypotheses techniques qui ne seront pas satisfaites par
les pinceaux considérés au chapitre 3, notamment les conditions (1) et (2)
de [14, Theorem B] (cf. aussi les conditions 1 et 2 de [1] et 'avant-dernier
paragraphe de [1, p. 323]; celui-ci contient un argument permettant d’affaiblir
quelque peu les conditions 1 et 2, mais pour le chapitre 3 il est nécessaire de
supprimer enti¢rement la condition 2).
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Ce chapitre a pour but premier d’établir une version des théorémes A et B
de [14] épurée de toute hypotheése parasite et de laquelle il soit possible de

déduire des résultats sur les surfaces de del Pezzo de degré 4. A cette fin, nous
emploierons systématiquement les propriétés des modeles de Néron 1a ou [1]
et [14] font appel a des équations explicites. D’autre part, nous généraliserons
au cas de réduction semi-stable arbitraire les théorémes de [14], qui ne s’ap-
pliquent que lorsque la jacobienne de la fibre générique du pinceau considéré
est a réduction de type I; ou I, en chaque point de mauvaise réduction, et
nous supprimerons toute hypothése concernant le rang de Mordell-Weil de
cette courbe elliptique, comme au chapitre 1. Ces améliorations permettent
notamment d’obtenir un seul énoncé qui implique & la fois les théoremes A
et B de [14] (et les théoreémes 1 et 2 de [1]), contribuant ainsi a les clarifier.

Les idées générales qui sous-tendent la preuve du théoreme principal
de ce chapitre sont bien slr les mémes que dans [1], [14], [21] ou que
dans le chapitre 1. Néanmoins, leur mise en ceuvre contient une innovation
substantielle, qui mérite d’étre signalée : I’argument se déroule directement
au niveau des groupes de Selmer des courbes elliptiques concernées, sans plus
passer par l’étude d’un certain accouplement dont les noyaux a gauche et
a droite sont isomorphes a ces groupes de Selmer et dont la variation en
famille est controlable. Les sous-espaces totalement isotropes maximaux K,
(cf. lemme 1.12, [21, Proposition 1.1.2], [1, Lemma 8], [14, Proposition 1.1.2]),
dont le réle semblait pour le moins mystérieux, ont ainsi totalement disparu.
Cette modification de ’argument ne semble pas étre une opération de nature
purement formelle; un indice en ce sens est l'utilisation dans la preuve ci-
dessous de réciprocités dans lesquelles interviennent des algébres de quater-
nions sur k(t) qui n’avaient été considérées dans aucun des articles [1], [14],
[21] (cf. paragraphe 2.3.4 et preuve de la proposition 2.20).

Outre la simplification conceptuelle que cette innovation apporte, elle
représente un premier pas, quoique modeste, vers 'obtention de résultats
indépendants de I’hypothése de Schinzel. Nombre de notions (principe de
Hasse, obstruction de Brauer-Manin) et d’outils (notamment, le « lemme
formel » d’Harari) utiles dans 1’étude des questions d’existence de points
rationnels possédent un analogue adapté aux questions d’existence de O-cycles
de degré 1. Dans ce contexte, 'analogue de I’hypothese de Schinzel est un
théoréme, connu sous le nom d’astuce de Salberger (cf. [22, §3]). Gréce a
ce théoréme, on sait démontrer inconditionnellement ’existence d’un 0-cycle
de degré 1 sur les surfaces admettant un pinceau de coniques, deés que
Iobstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas (cf. [22, §4]). Si I'on cherche
a combiner l'astuce de Salberger et les méthodes de [21] afin d’étudier les
0-cycles de degré 1 sur des surfaces munies d’un pinceau de courbes de genre 1,
on est naturellement confronté a deux difficultés, liées au fait que 'on doit
comparer uniformément les groupes de Selmer de courbes elliptiques &, pour
divers points fermés (et non plus rationnels) x € U, ot & — U est une
courbe elliptique relative et U un ouvert de P,1€ : d’une part, si S est un
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ensemble fixé de places de k, arbitrairement grand mais indépendant de x,
on ne contrdle pas le groupe des S-unités du corps k(z), et d’autre part,
on ne controle pas non plus le groupe de classes de S-idéaux de k(x). Le
groupe des S-unités intervient dans le diagramme (1.16) ; quant au groupe de
classes de S-idéaux, il est nécessaire qu’il soit nul pour que l'on puisse définir
Paccouplement de la proposition 1.14 (resp. 'accouplement de [1, Lemma 10],
[14, Proposition 1.4.3]). L’intérét de la preuve que nous donnons dans ce
chapitre est qu’en évitant I’emploi d’'un accouplement analogue a celui de
la proposition 1.14, elle fait tout simplement disparaitre la seconde de ces
difficultés ; nous ne supposerons & aucun moment qu'un quelconque ensemble
fini de places de k contient un systéme de générateurs du groupe de classes.

2.2 Enoncé du résultat principal et applications

Soient k un corps de caractéristique 0 et C un schéma de Dedekind
connexe sur k, de point générique 7. Supposons donnée une surface X lisse
et géométriquement connexe sur k, munie d’un morphisme propre et plat
m: X — C dont la fibre générique X, est une courbe lisse de genre 1
sur K = k(C) et dont toutes les fibres sont réduites. Supposons de plus que
la période de la courbe X, divise 2, c’est-a-dire que la classe de Hl(K,E%)
définie par le torseur X, soit tuée par 2, en notant E;I la jacobienne de X, .
Supposons enfin que la courbe elliptique E% soit a réduction semi-stable en
tout point fermé de C et qu’elle posséde un point K-rationnel P’ d’ordre 2.

Notons Ej la courbe elliptique quotient de Ej par P, ¢;: E; — EJ la
2-isogénie associée et @) : Ejl — E} la duale de ¢;, de sorte que @], o ¢y = 2
et go;; ) 4,0;7 = 2. Le noyau de <p;7’ contient un unique point K-rationnel non
nul; on le note P” € EJ/(K). Soient & et & les modeles de Néron respectifs
de E% et de E%’ sur C. D’apres la propriété universelle des modeles de Néron,
les isogénies go% et go’,; se prolongent en des morphismes de schémas en groupes
o & — & et @ & — &'. Ceux-ci induisent des morphismes surjectifs
@0 &0 — &0 et P10 0 — &0 ou &0 C & et &0 C & désignent les
composantes neutres.

Notons .# C C l’ensemble des points fermés de mauvaise réduction
pour E% C’est aussi 'ensemble des points fermés de mauvaise réduction
pour E%’, et la courbe elliptique E;; est a réduction semi-stable en ces points
(cf. [5, 7.3/7]). Fixons un ouvert dense U C C au-dessus duquel 7 est
lisse. Pour M € .#, notons respectivement Fy; et Fy les «(M)-schémas en
groupes finis étales & /&Y et &1/EL. Les morphismes ¢’ et ¢ induisent
des morphismes ¢j: Fi; — Fyp et o : Fir — Fiur-

Posons

M ={M € M ; p); est injectif}

et
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M ={M € M ; oy est injectif}.
La proposition A.8 montre que .#' N.#" = & et que A" U .#" = #. Elle
montre aussi que les morphismes ¢} et ¢}, s’insérent dans des suites exactes

’
Pm

0 Fu Fy Z/2 0
. (2.1)
0 Z/2 F, — 5 Fl, 0
siMe .4 et
0 Z/2 Fl, — s FY, 0
Lp” (22)
0 Fy, — = Fi, Z/2 0
siMe . #".
Les suites exactes
P’ @y
0 Z/2 E;? EZ 0
et
0 z/2 P 0
/ n n

induisent des suites exactes
9 o 1
0—— E;;(K)/Im(go;]) —— K*/K* —— %H (K,E%) —0
et

0 —— By (K)/ Im(gl)) —— K*/K* — _ H' (K, Ej}) —— 0.

Pour M € C, notons O3} l'anneau strictement local de C en M et K3B
son corps des fractions. Rappelons que pour & € {&’,&"}, si E, désigne
la fibre générique de & — C, le groupe H*(C, &) s’identifie au noyau du
produit H'(K,E,) — [lycc H' (KL E,) (cf. suite exacte (1.1)). Notons
respectivement &, (C,&”) et &,,(C,&") les images réciproques des sous-
groupes ,,H'(C, &) C %HI(K,E%) et ,HY(C,&") C %,HI(K,E%’) par o/

et o, de sorte que I'on obtient des suites exactes
1
00— E;;(K)/ Im(gp%) — 6,(C, &) — »H (C, &) ——0 (2.3)

et
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1
0— B (K)/Tm(p!) — &, (C, ") — L HL(C, ) — 0. (2.4)

Les groupes &,,(C,&") et &,,(C,&") méritent qu’on les appelle respec-
tivement groupe de ¢'-Selmer géométrique de E et groupe de ¢"-Selmer
géométrique de Ej (cf. [21, §4.2]).

Proposition 2.1 — On a 6,(C,&') = HY(C\ .#',Z/2) et 6,.(C,&") =
HY(C\ .#",Z/2) en tant que sous-groupes de K* /JK*? = H'(K,Z/2).

Démonstration — Les deux assertions étant symétriques, il suffit de démontrer
la premiere. Vu la définition du groupe &, (C,& "), il suffit de prouver que
E%’(Kiﬁf)/lm(cp’n) = H'(K$, Z/2) pour tout M € .#' et EZ(KTV}[‘)/Im(ga;?) =0
pour tout M € C\.#’. Autrement dit, compte tenu que H' (K3}, Z/2) = Z/2,
il suffit de prouver que ’application E%(Kiﬁf) — Ej (K31 induite par @), est
surjective si et seulement si M ¢ .Z’, pour M € C. Ceci résulte du lemme A.2,
de la proposition A.8 et de la définition de .#". ]

Notons enfin &,(C,&”) € H'(K,,E]) I'image réciproque de H'(C,&”) C
H'(K,E;) par le morphisme canonique H'(K,,E]) — H'(K,E]). Le mor-
phisme ¢’ induit un diagramme commutatif

0%E%(K)/2—>62(C,<§”) —— ,HY(C, &) —— 0

T

0 - E%(K)/Im(@%/) — 6@//(C, éa//) —_— gﬂ”Hl (C7 @@//) SN 0

dont les lignes sont exactes.

Comme les fibres de 7 sont réduites, on a Xy, (K5t) # @ pour tout M € C.
La classe de Hl(K,E;]) définie par le torseur X, appartient donc au sous-
groupe H!(C, &”). Cette classe correspond a un faisceau représentable (cf. [50,
Theorem 4.3]), d’ou l'existence d’'un torseur 2~ — C sous &’ dont la fibre
générique est égale a X, . Notons [27] sa classe dans H'(C,&”) et [27] €
HY(C, &") 'image de [ 2] par la fléche verticale de droite du diagramme (2.5).

Pour M € ., notons Lj; (resp. LY;) 'extension quadratique ou triviale
minimale de £(M) sur laquelle le x(M)-groupe Fj; (resp. Fy;) devient constant
(cf. proposition A.3). Les groupes Fi;(L};) et Fyi(Ly;) sont cycliques en
vertu de I'hypothese de semi-stabilité (loco citato). Soient &y, : H'(C,&") —
HY Ly, Fay) et 64 HY(C, &) — HY(LY,FY) les composées des fleches
induites par les morphismes de faisceaux &' — iy, Fy et €7 — iy Frs
o iy : Spec(k(M)) — C désigne linclusion canonique, et des fleches de
restriction H!(k(M),F};) — HY Ly, Fyy) et HY(x(M), Fy;) — HY (LY, Fi)-
Soient T /C le noyau de l'application composée
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H' Ly, Fy)

HY(C, 6 — [ B @LFw) —— ] (2:6)
@ ) M /
AL AL e 2)
et T e le noyau de ’application composée
I 6{{1 Hl (L// | )
1 1 " " M
SHNC, 6" —— ] H'(Li,Fy) 11 o) (2.7)
Me.#' Me.#'

On dira que la condition (D/C) est satisfaite si Tp, o € {0,[27]} et si TF)  est
engendré par [27"]. Notons enfin &, , € &,,/(C,&") et &), C 6,,.(C, &)
les images réciproques respectives de Eb e et ‘I’I’) Jc bar les fleches de droite
des suites exactes (2.3) et (2.4).

Supposons maintenant que k soit un corps de nombres et que C soit
un ouvert de P;. On note comme précédemment  I'ensemble des places
de k, Q; C Q l'ensemble de ses places finies et A, l'anneau des adéles
de k. Un élément de K* peut étre considéré comme une fonction ration-
nelle non nulle sur PJ. Par ailleurs, chaque place finie de k définit un
point de codimension 1 de PL et donc une valuation sur x(P}) = K.
On notera &, ¢(C,&”) (resp. G, (C,&")) le sous-groupe de &, (C,8”)
(resp. de &,/ (C, 8")) constitué des classes appartenant au noyau de la fleche
K*/K*? — (Z/2)%\572) induite par les valuations normalisées associées
aux places finies de Q\ S, pour S C Q.

Soit

Zy ={x € U(k); X, (A}) # o}

et pour S C §, soit #Zp ¢ s U'ensemble des x € Z, tels que tout élément du
groupe de ¢! -Selmer de & appartienne a 'image de la composée

LcNGys(C ") C6,(C,E)=HC\ A, &) —H (K, E)

(cf. proposition 2.1; la derniére fleche est I’évaluation en ), que tout élément
du groupe de ¢’/- Selmer de &/ appartienne & 'image de la composée

%/C n 690//78(0’(?”) - GSO/I(C,(g)/I) = HI(C \ %// (g}//) — H ( 7Lp//g//)

9 <ﬁ//

et que les restrictions des fleches
6¢,(C,£’):H1(C\///'w,éa’)—>H1(k;,%<§"gﬁ) (2.8)

et
GW(C,@@”) = Hl(C \ M @@”) — Hl( éz’") (2.9)

) ! ) !

aux images réciproques respectives de {0, [2']} et de {0, [2""']} par les fleches
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&,/(C,&") — H'Y(C, &) (2.10)
et
" 1 "
6¢//(C,(g) ) —H (C,éd ) (211)
issues des suites exactes (2.3) et (2.4) soient injectives. Pour S = €, on note
simplement #p,c = #p,c,q, 'ensemble Zp ¢ s.

Lorsque C = P}c, on prend pour U le plus grand ouvert de A,lc au-
dessus duquel 7 est lisse et 'on note d’une part Fn.s, Xp, b Th, 6h,

L et (D) les ensembles Avpr s, #oprs T D/P17 T P17 G;) /Pl %/Pi,

et la condition (D/P}), et d’autre part Zp, s, ‘%JDO’ Do’ by> ©b,yr ©h,
1"

et (Dg) les ensembles #p a1 5, #p)als ‘ZD/Ai’ D/AL’ D/A;’ GIS D/l et

la condition (D/Aj}), étant entendu que Ao als #p/ars ‘Zb/A}c, T /AL
6/D/A;1c’ GB/A}C et la condition (D/A}) désignent les ensembles et la condition

obtenus en appliquant les définitions ci-dessus avec C = A} aprés avoir
restreint 7 au-dessus de A} C P,lc.

Le théoréme principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 2.2 — Admettons l’hypothése de Schinzel. Supposons que C = P,
et que la fibre de m au-dessus du point co € PL(k) soit lisse. Il existe alors un
ensemble fini S, C Q et un sous-groupe fini B, C Br(U) tels que Uassertion
suivante soit vérifiée. Soient un ensemble S; C Q) fini contenant S, et une
famille (v,),cs, € [l,es, Ulk,). Supposons que X, (k,) # @ pour tout v €

S;NQy et que
Z inv, A(z,) =
vEST
pour tout A € By. Supposons aussi que pour toute place v € S, réelle, on
ait X (k,) # @ et x, appartienne & la composante connexe non majorée
de U(k,). Alors
a) si M # S et M # D, il existe un élément de Xp, arbitrairement proche
de x,, en chaque place v € S;NQy et arbitrairement grand en chaque place
archimédienne de k ;

b) il existe un élément de Zp,, g, arbitrairement proche de x, en chaque place
v € 5y NQy, arbitrairement grand en chaque place archimédienne de k et
entier hors de S;.

Voici les conséquences du théoréme 2.2 pour I'existence et la Zariski-densité
des points rationnels de X. Pour le restant de ce paragraphe, supposons que
C =P} et que les ensembles .’ et .#" ne soient pas vides.

Théoréme 2.3 — Admettons Uhypothése de Schinzel. Alors l’adhérence
de Zp, dans C(A},) est égale a w(X(A,)Brvert),
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Démonstration — Ce théoréme se démontre a partir du théoréeme 2.2 exacte-
ment comme le théoreme 1.49 se démontre a partir du théoréme 1.4. ]

Théoréme 2.4 — Admettons l’hypothése de Schinzel et la finitude des groupes
de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques & pour x € U(k). Supposons que
la condition (D) soit vérifiée et que X(A,)Bvert # &. Alors X(k) # . Si de
plus ™ ne posséde pas de section, Uensemble X (k) est Zariski-dense dans X.

Démonstration — Supposons que X(A,)Bvert £ . Le théoréme 2.3 montre
que l'ensemble Zp est infini. Soit x € Zp. Compte tenu de 1’équivalence
[Z7] =0« [Z] € T, la condition (D) entraine que 'un des groupes ¥, et
%7 est nul et que 'autre est d’ordre au plus 2. D’aprés les carrés commutatifs

&G (U)/ Im(py) ——— & &6(U)/ Im(pfy) ——— 6p
| L o= |
&, (k)/Tm(¢},) —— H (K, , &7) &1 (k)/ Im(py) —— H'(k, ;&)

et la définition de %, I'un des groupes , IlI(k, &;) et ,,11I(k, &) est donc
nul et I'autre est d’ordre au plus 2. La suite exacte

0o—— gD,zHl(k:, &) —— ,I(k, &) —— %,Hl(kz, &)

permet d’en déduire que le groupe III(k, &) est d’ordre au plus 2. La finitude
de II(k, &) et les propriétés de l'accouplement de Cassels-Tate entrainent
par ailleurs que cet ordre est un carré (cf. preuve du théoréme 1.50); par
conséquent (II(k, &)) = 0 et donc X, (k) # @ puisque z € 4.

Supposons de plus que 7 ne posséde pas de section. On vient de voir que
o (K, &) = 0 (puisque ,II(k,&;) = 0) et dimp, (K, &) < 1; d'on
dimp, ,II(k, &) < 1, compte tenu de la suite exacte

00— LIk, &) — HII(k, &) — , LLI(k, &L).

La suite exacte

0 —— (k&) —— U(k, &) —— (K, &;)

et la finitude de II(k, &) montrent que le groupe III(k,&)) est fini. Utili-
sant & nouveau les propriétés de I'accouplement de Cassels-Tate, on obtient
finalement que ,III(k, &) = 0 et donc que ., I (k, &) = 0.

Nous allons maintenant établir que le rang de la courbe elliptique &, n’est
pas nul. Comme les ensembles X, (k) et & (k) sont en bijection, cela impliquera
que X, (k) est infini puis que X(k) est Zariski-dense dans X, étant donné que x
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a été choisi quelconque dans ’ensemble infini Z. Supposons que & soit de
rang nul et aboutissons a une contradiction. La nullité de ngH(kMg’é’ ) et
du rang de &; entrainent que le groupe Sel,.(k,&;’) est d’ordre 2. Notons
respectivement G’ C &7 et G” C &) les sous-groupes images réciproques de
{0,[27]} et de {0,[27]} par les fleches & — H'(C,&”) et & — HY(C,&")
issues des suites exactes (2.3) et (2.4). Par définition de Zp, les fleches
G’ — Sel,, (k,&;) et G" — Sel,, (k, &) d’évaluation en z sont injectives. Le
groupe G” est donc d’ordre au plus 2, d’ot il résulte que [2™"'] = 0. On a alors
[Z] € % ; comme 7 n’admet pas de section, on en déduit que le groupe G’
est d’ordre au moins 4. Il en va donc de méme pour Sel,, (k, &). Par ailleurs,
les courbes elliptiques &, et &) ont méme rang puisqu’elles sont isogénes. La
nullité de ., III(k, &;) et du rang de &; implique donc que Sel,, (k,&;) est
d’ordre au plus 2, d’ott une contradiction. O

Le théoreme suivant est celui dont nous nous servirons au troisieme
chapitre. C’est un énoncé « sur mesure », ce qui explique sa forme quelque
peu particuliere.

Théoréme 2.5 — Admettons l’hypothése de Schinzel et la finitude des groupes
de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques &) pour x € U(k). Supposons que
la fibre de @ au-dessus du point oo € PY(k) soit lisse, qu’elle posséde un
k,-point pour toute place v € Q réelle et qu’il existe x, € U(k) appartenant
¢ la composante connexe non majorée de U(k,) pour toute place v réelle
et tel que X, (Ay) # @. Soit S C Q la réunion de l’ensemble des places
archimédiennes ou dyadiques de k, de l’ensemble des places finies de mauvaise
réduction pour la courbe elliptique é‘;{o et de I’ensemble des places finies v telles
que Uadhérence de xy € P'(k,) dans Py, rencontre celle de (.4 U{oco})®; k,.
Supposons la condition (E) relative a S satisfaite :

Condition (E) : 'image de &, N &, s(AL,&") dans ,H' (A}, &) par
la seconde fléche de la suite exacte (2.3) est incluse dans {0,[Z]}
et image de &% NG, s(AL, ") dans ,,H' (A}, &") par la seconde
fléche de la suite exacte (2.4) est incluse dans {0,[2Z"']}.

Alors X(k) # @.

Démonstration — Soient S, C Q et By C Br(U) les ensembles donnés par
le théoreme 2.2. Soit S; C € fini contenant S U S, et contenant toutes les
places v € Q pour lesquelles il existe A € By tel que inv, A(x,) # 0. Posons
r, = z, pour tout v € S;. On a alors ) g inv, A(z,) = 0 pour tout
A € B, d’apres la loi de réciprocité globale. La conclusion du théoréme 2.2
permet d’en déduire I'existence de z; € #p, g, arbitrairement proche de z, en
chaque place v € S;NQ;. Poura € &, 5, (A}, &) (resp. a € S g, (A}, &)
et z € U(k), notons a(z) 'image de a par la composée
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S, s, (AL &) CHY (AN A, 8) = H (K, , &) = k" [k*?

(resp. 680//»51 (A}lc, (gz//) C Hl(Ai \ %”, Lp//(gﬂl) — I‘Il(:lif7 Lp’z/(g)zﬂ) = k*/k*2), Ofl
I'inclusion est donnée par la proposition 2.1 et la seconde fleche est ’évaluation

en z. Quitte a choisir z; suffisamment proche de z, aux places finies de S;, on
peut supposer que la courbe elliptique &, a bonne réduction aux places de

S;\S et que v(a(z;)) = v(a(zy)) pour tout v € S;\S et tout a € &, 5 (A}, ")
(resp. tout a € &g (A}, &")), ot v désigne Vapplication k*/k** — Z/2
induite par la valuation normalisée associée a v.

Prouvons maintenant que ; € #p, s- Etant donné que z, € Kb, s, il suf-
fit pour cela que tout a € &, NG, g, (A}, &) tel que a(z;) € Sel%1 (k, &)
appartienne a 6¢,7S(A,1c,<£o’) (resp. que tout a € &f) N 6vll7sl(Allc,éa”) tel
que a(x;) € Selw1 (k, &) appartienne a &, g(Ag, &")). Fixons un tel a et
une place v € S; \ S. Il suffit de vérifier que v(a(z,)) = 0, puisque I'adhérence
de x4 dans Py, ne rencontre pas celle de (.2 U{o0})® k,. Comme les courbes
elliptiques &, et &' ont bonne réduction en v et que v n’est pas dyadique,
lappartenance de a(z;) au groupe de Selmer entraine que v(a(z;)) = 0,
d’ott v(a(zy)) = 0.

De l'appartenance de x; a %, g, de la condition (E) et de I’équivalence
(27 = 0 & [Z] € H'(A}, &) résulte que 'un des deux groupes
;1LH(k &) et Saglm(k’éz/l) est nul et que Pautre est d’ordre au plus 2.

» 7Ty

La suite exacte

00— g Mk, &) — oII(k, &) —— o, TI(K, &)
et la finitude du groupe II(k, &, ) permettent de conclure, exactement comme
dans la preuve du théoreme 2.4. O

Comparons maintenant le théoréme 2.4 avec les théorémes A et B de [14].

Sous les hypothéses du théoréme A, prenons pour X la surface notée X(m)
dans [14, Th. A]. La courbe X, est naturellement un 2-revétement du quotient
de la courbe elliptique d’équation

y* = (z = c(t)(2® — d(t)) (2.12)
par le point de coordonnées (c(t),0), d’ott un choix canonique de P’ € E; (K)
tel que la courbe elliptique E;’ soit celle définie par 'équation (2.12) et que le
point P” € EJ(K) soit celui de coordonnées (c(t),0). Les types de réduction
de Ej, et E] sont les suivants, dans la notation de Kodaira (cf. [14, (1.2.2)]
pour une équation de Weierstrass de Ey ) :

d=0 | 2—d=0
E, I, I,
E/ I, I,
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Par conséquent les ensembles .#’ et 4" définis ci-dessus coincident respecti-
vement avec les ensembles .#" et .4’ de [14, p. 120] ; de plus L}, = LY, = (M)
pour tout M € .#, et I'on a Fy; = Z/2 pour tout M € .#" et F{; = Z/2
pour tout M € .#’. La proposition 2.1 montre que les groupes &', 6", &,
et &g de [14, p. 120] s’identifient respectivement aux groupes &, (AL, &),

S, (AL, &), 6, (P, &) et S, (P}, &"). La commutativité du diagramme

Z/2 E &

J J J (2.13)

[T iwz2=— J] iw.GFw)—— [ im FL)

Me.z" Me.#" Me.#"

entraine celle du diagramme

S,(PL &) — H(PL\ 4", 2/2) — HI(P}\ .4, &)

J I

P H'(x(M),Z/2) —— P H(x(M),Fyy),

Me.z" Me.z"

qui & son tour montre que la composée du morphisme
1 1 / I1 51’\4 177/ /
H(Pkag) H H( MvFM)
Me.#"

et de la fleche de droite de la suite exacte (2.3) s’identifie & Papplication
notée ¢; dans [14, p. 120]. De méme pour [[dy; et d). Par ailleurs, la classe
[Z7] est nulle.

On déduit de ces considérations que les hypotheéses (3.a) et (3.b) du
théoréeme A de [14] impliquent la condition (D). Le théoréme A est donc un
cas particulier du théoréme 2.4. (En toute rigueur, pour que le théoréme 2.4
implique formellement le théoréme A de [14], il aurait fallu détailler quelque
peu sa conclusion. Cependant, on vérifie tout de suite que les assertions
supplémentaires du théoréme A découlent directement de la preuve ci-dessus
du théoréme 2.4. Nul besoin pour cela de revenir & la preuve du théoréme 2.2.)

Passons maintenant au théoréme B. Prenons pour X la surface notée X
dans [14, Th. B]. La courbe X, est un 2-revétement de la courbe elliptique
définie par 1’équation de Weierstrass (2.12), olt ¢ et d ont cette fois les
significations données dans [14] juste avant I’énoncé du théoréme B. Notons
P’ € E}(K) le point de coordonnées (c(t),0). Les types de réduction de Ej
et I} sont les suivants, dans la notation de Kodaira (cf. [14, (1.2.2)] pour une
équation de Weierstrass de E;)
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dyy =0 d%:} + 4dyydzy =0 d34 — dypdyz =0 d%4 —dypdy3 =0
E% I I, I I,
E/NI, I, I I,

Les ensembles .#’ et .#" s’identifient donc respectivement aux ensembles .#”
et .#" du théoréme B, et I'on a F{; = Z/2 pour tout M € 4" et F; = Z/2
pour tout M € .. La proposition 2.1 montre que les groupes &', &, &,
et &f de [14, p. 123] s’identifient respectivement aux groupes &, (A}, &”),
S (A}, E"), 6,(P, &) et &, (P}, &"). Les extensions Li;/k(M) sont
toutes triviales, de méme que les extensions Ly;/x(M) pour M € .5 U .#" .
Pour M € .#], extension L}, /k(M) est celle obtenue en adjoignant & (M)
une racine carrée de 1'élément noté dy;(—c) dans [14], d’ol une injection
canonique

K(M)*/{(M)*2, 631 (—¢)) — Lij /Li* = H' (L), ,Fyp) — H' (LY, Fyy).-

(La derniere fleche est injective car le Lyj-groupe Fy; ®,, ) Lyy est constant.)
On vérifie de plus que 63 ([Z]) (vesp. d{([Z7"])) coincide avec la classe
notée gy (resp. 0yy(d3, — dipdy3)) dans [14], pour M € .#"” (resp. pour
M € .#{). Enfin, le groupe F}; étant trivial pour M € .3, on a §,([Z]) =0
et donc 0, ([Z7"]) = 0 pour tout M € ..

Des diagrammes commutatifs analogues a (2.13) et (2.14) permettent
maintenant de voir que les hypotheses (3.a) et (3.b) du théoréeme B de [14]
impliquent la condition (D). Le théoréme B est donc lui aussi un cas particulier
du théoréme 2.4 (avec le méme commentaire que pour le théoréme A).

Pour résumer, les théorémes A et B de [14], pris ensemble, correspondent
au cas particulier du théoreme 2.4 ou les hypothéses supplémentaires suivantes
sont supposées satisfaites :

— pour tout M € ., le groupe F}; est d’ordre au plus 2;

— les courbes elliptiques Ej et E; possédent un seul point d’ordre 2
rationnel ;
elles sont de rang de Mordell-Weil nul sur K;

— le morphisme 7w n’admet pas de section;

les hypotheses techniques (0.1), (0.5) et (0.7) de [14] sont satisfaites.
Le théoréme A s’applique seulement lorsque [2] = 0 et le théoréme B
seulement lorsque [27"'] # 0. (En effet, si [27'] = 0, la condition (3.a) du
théoréme B entraine que [2'] = 0, autrement dit que 7 posséde une section.)

2.3 Preuve du théoréme 2.2

Pour prouver le théoreme 2.2, on peut évidemment supposer la fibration
m: X — P} relativement minimale. On fera dorénavant cette hypothése,
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dont l'intérét principal est qu’elle permet d’écrire que U = A,lC \ A . Les
paragraphes 2.3.1 a 2.3.5 contiennent des définitions et résultats préliminaires
a la preuve proprement dite du théoreme 2.2, qui occupe le paragraphe 2.3.6.
Le symbole S désigne pour le moment un ensemble fini arbitraire de places
de k contenant les places dyadiques et les places archimédiennes ; il sera précisé
au paragraphe 2.3.6.

2.3.1 Couples admissibles, préadmissibles

Si z € P} est un point fermé, on note = son adhérence schématique
dans P},. C’est un O-schéma fini génériquement étale. On définit de méme
I’adhérence = de x dans le lorsque z est un point fermé de P}% et que v € (2.
Si T NPy, est étale sur Spec(Fg), I'ensemble des points fermés de TN Py,

s’identifie & I'ensemble des places de x(z) dont la trace sur k n’appartient pas
a S. On utilisera librement cette identification par la suite.

Soit .7 une famille (Ty;)ye_z, Ot Ty est un ensemble fini de places finies
de x(M). Notons Ty; C €, I'ensemble des traces sur k des places de Ty;. On
dit que la famille 7 est préadmissible si la condition suivante est satisfaite :

(2.15) les sous-ensembles Ty; C 2 pour M € . sont deux a deux disjoints
et disjoints de S ; le Og-schéma PlﬁS ﬂUME%U{w} M est étale; pour tout
M € ., Vapplication trace Ty; — Ty est bijective.
Soit z € U(k). On dit que le couple (.7, x) est préadmissible si la famille .7
I’est et si de plus la condition suivante est satisfaite :
(2.16) x est entier hors de S (i.e. TN NP, = @); pour tout M € .Z,

le schéma Z N M N PlﬁS est réduit, et son ensemble sous-jacent est la
réunion de T}, et d’une place de k(M) hors de T};, que l'on note wy;.

Etant donné un tel couple (.7, z), on notera vy la trace de wy, sur k, et
I’on posera

T=Su [J Ty
Me.#

et
T(x) =TU{vy; M e #}.

Les conditions de préadmissibilité sont de nature géométrique. Nous vou-
drons aussi imposer une condition arithmétique sur les triplets considérés afin
d’assurer l'existence de points locaux sur X, (cf. condition (2.17) ci-dessous,
et proposition 2.15).

Lemme 2.6 — Soit M € .#. Pour tout d € ,H'(k(M),Fy,), il existe
une extension quadratique ou triviale minimale Ky, de k(M) telle que d
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appartienne au noyau de la restriction H (k(M), Fy;) — H' (L Ky 4. Fly) et
que Ly Ky 4 se plonge Ly -linéairement dans toute extension £/Ly; telle que

\

Uimage de d dans H'(¢,F};) soit nulle. La méme assertion avec FY; et L{; a
la place de Fy; et Ly est vraie.

Démonstration — Si le groupe Fy;(Ly;) (resp. F{(LY;)) est d’ordre impair,
nécessairement d = 0 et I'on peut donc prendre Ky, = x(M). Sinon, la
démonstration est exactement la méme que pour le lemme 1.17. O

On notera par la suite Ky le corps Ky ; donné par le lemme 2.6 en prenant
pour d l'image de [2'] dans H(k(M), Fy,).

La famille .7 sera dite admissible si elle est préadmissible et que la
condition suivante est vérifiée :

(2.17) pour tout M € ., les places de T}; sont totalement décomposées
dans Ly, Ly Ky

Si x € U(k), on dit enfin que le couple (7, x) est admissible 8’1l est
préadmissible, si la famille .7 est admissible et si pour tout M € .Z, la
place wy; est totalement décomposée dans Ly, L{ Ky

2.3.2 Prélude a I’étude des groupes de Selmer en famille

Dans ce paragraphe, nous fixons un couple préadmissible (7, x) et nous
faisons 'hypothese suivante :

(2.18) pour tout M € .#, la classe du diviseur M N Ay, dans Pic(Ay,)
est nulle.

Cette hypothese sera en tout cas satisfaite si S est suffisamment grand.
Posons % =P} \ (Use.gu(oe) M) Par définition de la préadmissibilité,
le sous-schéma localement fermé NPy, de Py, est inclus dans ouvert
_ _ 1
Uy, =U @ Op = U NP,

Proposition 2.7 — Le morphisme H (%, 2/2) — Hl(ﬁT(z), Z/2) induit

ar l’inclusion de x N :P1 dans %, est un isomorphisme.
p O p
O1(z) T

Démonstration — Notons respectivement a: Z% — Pic(AlﬁT) et 3: Z7 —
Pic(&Or) les applications Z-linéaires envoyant M € .# sur la classe du diviseur
MN Ay, dans Pic(Ay, ) et sur la classe de vy; dans Pic(0r). Les inclusions
de TN Py dans Ay et de ZN PlﬁT(z) dans %, induisent le diagramme
commutatif suivant :
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Z-" —— Pic(A}, ) —— Pic(%p,) —— 0

|k

24—, Pic(6y) —— Pic(Op(y)) — 0.

Le morphisme Pic(0r) — Pic(A}, ) induit par le morphisme structural

du Orp-schéma A%T est un isomorphisme. La fleche verticale du milieu du

diagramme ci-dessus en est une rétraction ; c’est donc aussi un isomorphisme.

La commutativité du diagramme et l'exactitude de ses lignes entrainent

maintenant la bijectivité de 0. Par ailleurs, '’hypothése (2.18) implique que

a =0, d’ou l'on tire que § = 0, ce qui signifie encore que v est bijective.
Considérons a présent le diagramme commutatif suivant :

0 0

0—— G, (Op)/)2—— Gm(ﬁT(I))/Q ——(Z)2)"

0 —— HY(Op, Z/2) —— HY(Opy), Z/2) — (Z/2)

)’

2Pic(Op) ——— ,Pic(Op(y).

Les colonnes sont induites par la suite exacte de Kummer, la seconde ligne par
la suite spectrale de Leray associée a I'inclusion de Spec(&r(,) dans Spec(O'r)
et au faisceau étale Z/2, et enfin la fleche de droite de la premiére ligne est
induite par les valuations normalisées de k associées aux places vy;. La seconde
ligne est exacte puisqu’elle provient de la suite spectrale de Leray. Comme ~y
est un isomorphisme, on en déduit que la premiere ligne est exacte aussi.

Plagons maintenant la premiere ligne du diagramme ci-dessus dans le
diagramme

0—— GL(00)/2—— G (%) /2 — (Z/2)" —— 0

|

0——G,L(07)/2—— G, (Op)/2 — (Z)2)"

ol € est I’évaluation en x et la fleche de droite de la premiere ligne est induite
par les valuations normalisées de x(P}) associées aux points M € .. Il résulte
de I'hypothese de préadmissibilité sur le couple (7, x) que ce diagramme
commute. On a vu que la seconde ligne est exacte. La premiere I'est d’apres
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I'hypothése (2.18). Le lemme des cing permet d’en déduire que la fleche ¢ est
bijective.
Insérons finalement la fleche de 1’énoncé dans le diagramme commutatif

0—— G (%,)/2 —— " (Up, . 2/2) — ,Pic(%,,) — 0

I J i

0—— G"m(ﬁT(a:))/2 — Hl(ﬁT(z)7 Z/2) S ZPIC(ﬁT(r)) —0,

dont les lignes sont exactes. On a vu que v et € sont des isomorphismes. Il n’y
a plus qu’a appliquer le lemme des cinq pour terminer la preuve. O

Proposition 2.8 — Pour tout ouvert dense V de Spec(€) sur lequel 2
est inversible, le groupe H* (%, Z/2) s’identifie au sous-groupe de K*/K*2
constitué des classes de fonctions inversibles sur U dont la valuation sur
chaque fibre de la projection %, — V est paire.

Démonstration — La suite spectrale de Leray pour linclusion j: U — %4,
fournit une suite exacte

0—— HY%,2/2) —— HY(U,Z/2) —— H°(%,,RYj,Z/2). (2.19)

Compte tenu de la suite exacte de Kummer et de la nullité de Rlj, G,
(théoreme de Hilbert 90), le faisceau R'j,Z/2 est égal au conoyau de la
multiplication par 2 sur j, G,,. Grace a la régularité de %4, on dispose par
ailleurs de la suite exacte des diviseurs de Weil

0— G, —— 3G, —— P i, Z——0, (2.20)
eV )

ou i, : %, — Y, désigne 'immersion fermée canonique. Celle-ci montre que
le conoyau de la multiplication par 2 sur j, G, s’identifie naturellement a
P,cv) 1y Z/2. La suite exacte (2.19) se récrit donc comme suit :

0—— HY(%,,2/2) — H'(U,Z/2) — P z/2. (2.21)
vevVd)

On a HY(U,Z/2) = G, (U)/2 puisque U est un ouvert de A}, et 'on vérifie
tout de suite que la fleche G, (U)/2 — @, cya) Z/2 donnée par la suite (2.21)
envoie la classe d’une fonction inversible sur la famille de ses valuations
modulo 2 aux points de codimension 1 de %, qui ne dominent pas V. La
proposition est donc prouvée. O

Le lemme suivant ne présente aucune difficulté. Nous I’énoncons en vue de
son utilisation répétée au paragraphe 2.3.6.



2.3.3. Dualité locale pour les courbes &, &' 89

Lemme 2.9 — Pour v € Qy, notons v: K* — Z la valuation normalisée

associée au point de codimension 1 de P, défini par v, et pour M € .4 U{co},
notons vy : K¥ — Z la valuation normalisée associée au point M. Pour tout
M € 4 U{oo}, tout x € U(k) et toute place v € Qy au-dessus de laquelle T

rencontre transversalement M, le diagramme

H'(U,Z/2) —— HY(K, 2/2) = K* /K*2 —™ 5 7,/2
HY(k,Z/2) = k*/k*? 2 Z/2,

dans lequel la fleche verticale de gauche est l’évaluation en x, est commutatif.

Démonstration — On a HY(U,Z/2) = G, (U)/2 puisque U est un ouvert
de A}. Il suffit donc de démontrer que pour tout f € G, (U), considérant f
comme une fonction rationnelle sur P} et f(z) comme une fonction ration-
nelle sur 7, Pégalité v(f) + viy(f) = v(f(x)) vaut. Clest évident si f est
constante. Par ailleurs, si v(f) = 0, autrement dit si f définit une fonction
inversible sur %y, ou R désigne le localisé de € en l'idéal premier défini
par v, cette égalité résulte immédiatement de 'hypothese de transversalité.
Le groupe G,,(U) étant engendré par les sous-groupes G, (k) et G,, (%), le
lemme est donc prouvé. O

2.3.3 Dualité locale pour les courbes &/, &/

Les quelques notations suivantes nous seront utiles par la suite. Pour v €
et z € U(k,), posons
Vv = Hl(km Z/2) ) Vl/) = Hl(kw gof.éawl) ) Vi/;l = Hl(kv’ (7234 é’;”)

et
W, =&, (k,)/Im(py) 5 Wy =&, (k,)/Im(ey).

Si v € Qf, posons de plus T, = Ker(V, — H'(k}",Z/2)), T, = Ker(V, —

HY(k2r, o, &) et TV = Ker(V) — HY kX, _.&Y)), ot kT désigne une

v sz x v Mp,t
extension non ramifiée maximale de k,. On a canoniquement V, =V, = V/

et T, = T/ = T/ Les suites exactes

0 Z/2 &!

et
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montrent que W, (resp. W) s’identifie canoniquement & un sous-groupe de V,,
(resp. de V{/). L’accouplement de Weil ., & x _, &, — Z/2 et I'injection
canonique H?(k,,Z/2) — Z/2 donnée par la théorie du corps de classes local
fournissent un accouplement V! x V!! — Z /2, non dégénéré d’apres [51, Ch. I,
Cor. 2.3 et Th. 2.13]. Les sous-espaces W/, et W sont orthogonaux pour cet
accouplement (cf. [1, Lemma 3]).

Proposition 2.10 — Il existe un ensemble fini Sy C § tel que pour toute
place finie v € Q\ Sy, tout M € A et tout © € U(k,) tel que T rencontre

transversalement M ® 5 O, en une place w de k(M) totalement décomposée
dans Ly, LY;, les conditions suivantes soient satisfaites :

1. SiM € ', les applications H*(kX*, &) — HY (k™ &) et HY(k,, &) —
HY(k,, &) induites par ', sont injectives.

2. 8i M € A", les applications &,(k2") — & (kM) et Ei(k,) — &V (k)
induites par ¢!, sont surjectives.

/ "

Le méme énoncé reste vrai si l’on échange tous les ' et les . On a par
conséquent Wi, = VI et W =0 si M € 4", W, =0 et W = V! s
Me.z".

Démonstration — La premiere des conditions de 1’énoncé est équivalente a
la seconde une fois les ' et les ” échangés, d’apreés le théoréme de dualité
locale pour les variétés abéliennes (cf. [51, Cor. 3.4]); le dual de Pontrjagin
du morphisme induit par ¢/, est en effet le morphisme induit par ¢,
puisque ¢! est lisogénie duale de ¢! . (En toute rigueur, le théoréme de
dualité locale s’applique lorsque K = k,, mais pas lorsque K = k)" ; cependant,
linjectivité de H(kDT, &) — H(kDT, &) se déduit facilement de l'injectivité
de H(k,, &) — HY(k,,&).) On peut donc se contenter d’établir d’une
part I’énoncé (P’) obtenu en supprimant les deux derniéres phrases de la
proposition et en remplagant « tout M € .# » par « tout M € .#" », d’autre
part ’énoncé (P”) obtenu & partir de (P’) en échangeant les ’ et les .

Nous prouvons ci-dessous (P’). Le lecteur constatera que ’on obtient une
preuve de (P”) en échangeant simplement les ’ et les .

Prenons pour S, un ensemble fini contenant les places archimédiennes et
les places dyadiques, suffisamment grand pour que Plﬁs‘j NUnme.zu {0} M soit
étale sur Og . D’autres conditions sur S, seront précisées ci-dessous. Soient
v EN\Sy, M € #" et x € U(k,) tel que T rencontre transversalement
M® ¢ U, en une place w de (M) totalement décomposée dans L},;Ly;. Notons
respectivement &7, et &7, les modeéles de Néron de & et & au-dessus de
T = Spec(0,). Soient &0 C &, et £7° € & leurs composantes neutres et F’
et " les r(v)-groupes finis étales fibres spéciales de &7, /& et de &7 /&"°.

Supposons un instant que les courbes & et &, aient réduction multipli-
cative, que le k,-point non nul du noyau de ¢’ : &/ — &/ ne se spécialise pas
sur la composante neutre de la fibre spéciale de &’ et que les x(v)-groupes



2.3.3. Dualité locale pour les courbes &, &' 91

/ i . . ! /. . . N
F' et F” soient constants. Le morphisme F' — F” induit par ¢/, s’insére alors
dans une suite exacte

0 Z/2 F o 0 (2.22)
(cf. proposition A.8). Le lemme A.2 suffirait & en déduire la surjectivité de
lapplication &/ (ky") — &2 (ky") induite par ¢/, mais nous allons de toute
maniére ’établir en méme temps que la surjectivité de &) (k,) — &/ (k,). On
a un diagramme commutatif canonique

0 0
g0 &, gm0 0
0——2/2 Py N (2.23)
|
0 i, 7)2 i, F i B 0
|
0 0 0

de faisceaux étales sur Spec(&,), ou i désigne linclusion du point fermé
de Spec(0,). Ses lignes et ses colonnes sont exactes (cf. lemme A.1 pour
la surjectivité de ¢’0; la surjectivité de ', résulte de l'exactitude du reste
du diagramme). Compte tenu de la propriété universelle des modeles de
Néron, ’exactitude de la seconde ligne entraine la surjectivité de ’application
EL(kD) — &V (kD) induite par ¢;.

Passant aux sections globales dans (2.23), on obtient le diagramme com-
mutatif

&ik,) —— & (k,) —— HY(0,,Z/2)

L] J

E'(k(v)) —— E"(k(v)) —— H'(k(v), Z/2),

dont les lignes sont exactes. La fleche verticale de droite est injective (lemme
de Hensel). D’autre part, les r(v)-groupes F’ et E” étant constants, la
fleche horizontale inférieure de gauche est surjective (cf. suite exacte (2.22)).
11 s’ensuit que l'application &) (k,) — &/ (k,) induite par ¢}, est surjective.

Il reste donc seulement & établir les propriétés de &, et &) admises ci-
dessus, lorsque S est assez grand. Considérons seulement la courbe &) ; les
raisonnements qui suivent s’appliqueront aussi bien a &, si 'on échange tous
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! "

les ' et les ", & quelques détails évidents pres. La courbe elliptique E% /K

possede une équation de Weierstrass minimale de la forme
Y?=(X~-¢)(X?—d) (2.24)

avec ¢,d € k[t] telle que le point P’ ait pour coordonnées (X,Y) = (¢,0). Son
discriminant est A’ = 16d(c?—d)?. Quitte a choisir I'’ensemble S, suffisamment
grand au début de la preuve de cette proposition, on peut supposer que les
coefficients de c et de d sont des Sjy-entiers et que les coefficients dominants
de d et de ¢® — d sont des unités aux places de Q \ S.

Gréace a la minimalité de I’équation de Weierstrass, l'ouvert de lissité
sur A} du sous-schéma fermé de P? x, Al défini par (2.24) s’identifie &
éﬁ)}c (cf. [64, Ch. IV, §9, Cor. 9.1]). Il suffit donc de lire I’équation (2.24)

modulo M pour déterminer si P’ se spécialise sur la composante neutre
de &; ou non, et pour déterminer le type de réduction (bonne, multiplicative
déployée, multiplicative non déployée ou additive) de E; en M. Compte tenu
des hypotheses sur Ej et sur M, du lemme A.7, de la proposition A.8 et
du corollaire A.9, on voit ainsi que les polyndmes d et c?> — d sont premiers
entre eux, que (¢ — d)(M) = 0, que P’ ne se spécialise pas sur &9 et que
soit M est racine simple de ¢ — d, soit I'extension L};L{;/x(M) est isomorphe

b k(M) (y/2e(0D).

La courbe elliptique &) /k, a pour équation de Weierstrass
Y2 = (X — ¢(x))(X? — d(z)). (2.25)

D’aprés les hypotheses faites sur S, les coefficients de I’équation (2.25) sont
des entiers v-adiques. (En effet, d’une part les coefficients de ¢ et de d sont
des entiers v-adiques, d’autre part x lui-méme en est un.) De plus, on a
v((c® — d)(x)) > 0 et v(d(z)) = 0, ce qui entraine que 1’équation de Weier-
strass (2.25) est minimale et que la courbe elliptique &7 /k, est a réduction
multiplicative, de type I,, avec n = 2v((c?> —d)(x)). Par le méme raisonnement
que ci-dessus, la minimalité de (2.25) permet de voir que le k,-point non nul du
noyau de ¢, ne se spécialise pas sur & En particulier, si v((¢? — d)(z)) = 1,
les courbes elliptiques & et &) sont respectivement & réduction de type I,
et I, (cf. proposition A.8); pour montrer que les x(v)-groupes F' et F” sont
constants, il suffit donc de vérifier que soit v((c? — d)(x)) = 1, soit & est
a réduction multiplicative déployée (cf. corollaire A.9). La place w étant
par hypothese totalement décomposée dans LjLy;, il résulte du calcul de
cette extension que soit M est racine simple de ¢? — d, soit I'image de 2¢(M)
dans k(M),, est un carré. Dans le premier cas, on a v((c?—d)(x)) = 1 puisque Z

rencontre M ® , 0, transversalement. Dans le second, comme 2¢(M) est une
unité w-adique et que son image dans x(w) est égale & celle de 2¢(z) dans x(v),
la courbe elliptique &, est & réduction multiplicative déployée. |
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2.3.4 Réciprocités et existence de points locaux

Pour M € ., notons 6y € k(M) limage de t par le morphisme
k[t] — (M) déduit de I'inclusion de M dans A} = Spec(k[t]). Si E est une
extension quadratique ou triviale de x(M), on pose

Aoy = Cores, vy /() (B/6(M), t — Oyp) € 5Br(U),
ou (-,-) désigne le symbole de Hilbert sur le corps x(M)(t).

Proposition 2.11 — Soient un couple préadmissible (7 ,x), une place
v e Q\S, un point M € A et une extension quadratique ou triviale E/k(M)
non ramifiée en toute place de (M) divisant v. Alors on ainv, Ag () =0
si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. La place v appartient ¢ Ty U {vy} et Vunique place de Ti; U {wy}
divisant v est totalement décomposée dans E.

2. La place v n'appartient pas a Ty U {vy}-

Démonstration — Considérons 1’égalité

inv, Ao (@) = Y inv, (E/&(M),z — 0y), (2.26)

wlv

ot la somme porte sur les places w de k(M) divisant v. Si w est une telle place,
l'image dans H'(k(M),,,Z/2) = k(M)%/k(M)*? de la classe de I'extension
quadratique ou triviale E/k(M) est la classe d’une unité w-adique, puisque w
est par hypothese non ramifiée dans E. Comme v n’est pas une place dyadique,
on en déduit d’une part que linvariant inv,,(E/k(M),z — 0y;) est nul si
x — 0y € k(M) est une unité w-adique, d’autre part que si 'image de x — 0,
dans x(M),, est une uniformisante, cet invariant est nul si et seulement si w est
totalement décomposée dans E (cf. [23, Prop. 1.1.3]). En particulier, compte
tenu de (2.26) et de I'hypothese de préadmissibilité, on a inv, Ag .. (7) = 0
siv g Ty U{vy} et inv, Ag ) (z) = inv,, (E/(M), z—0y) siv € Ty U{vy}
et que w est Punique place de Tf; U {wy} divisant v, auquel cas I'image de
x — 0y dans k(M),, est une uniformisante. La proposition s’ensuit. |

Proposition 2.12 — Pour tout M € ., tout couple préadmissible (T ,x)
et toute extension quadratique ou triviale E/k(M) non ramifiée en toute place
de k(M) dont la trace sur k n’appartient pas a T, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. La place wy; de k(M) associée a (T, x) est totalement décomposée dans E.

2. On a Z v, Ag, . (z) = 0.
veT
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Démonstration — La proposition 2.11 montre que inv, Ag/, ) (z) = 0 pour
toute place v € Q n’appartenant pas & T U {vy}. On a donc

Z iIle AE/K(M)('I) - inV’UM AE/K(M) (IL’),

veT

en vertu de la loi de réciprocité globale. Une nouvelle application de la
proposition 2.11 permet maintenant de conclure. O

Proposition 2.13 — Il existe un ensemble fini Sy C Q0 contenant les places
archimédiennes tel que pour tout v € Q\ Sy, les assertions suivantes soient
vérifices. Soient m € &, (A}, &") et M € #". Notons d € H'(k(M),Fy)
limage de m par la fleche composée

Gy (AL, &) — H'(AL,&") — H! (s(M), Fyy) (2.27)

et Kyp.q/5(M) une extension quadratique ou triviale satisfaisant aux condi-
tions du lemme 2.6. Si Uimage de m dans H'(U,, ,Z/2) appartient au sous-
groupe H (%, ,Z/2), alors :

1. Toute place de k(M) divisant v est non ramifiée dans Ky 4.

2. Pour tout x € AY(0,) rencontrant transversalement M ®p O, en une
place w de k(M) totalement décomposée dans Ly;L{;, l’image de m par la
fleche composée

S, (A}, &) —H (AL &) — H (k,, &) (2.28)

vy T

est nulle si et seulement si w est totalement décomposée dans Ky 4.

Le méme énoncé reste vrai si l’on échange tous les’ et les .

Démonstration — Comme Pic(A} \ .#') = 0, les groupes & (A}, &)
et G,,(AL\ .#")/2 sont canoniquement isomorphes (cf. proposition 2.1).
On utilisera librement cette identification ci-dessous. Choisissons un point
a € U(k) et notons r: G, (AL\ .#")/2 — G,,(k)/2 Papplication d’évaluation
en a. Comme 7 est une rétraction de la suite exacte

0—— G, (k)/2—— G, (AL \.2))2—— ] Z/2,
Me.#'

son noyau est fini. Pour M € .#Z", soit Gy, C H!(k(M), F};) 'image de Ker(r)
par la fleche (2.27). Les groupes Gy; et 'ensemble .#" étant finis, il existe
un ensemble fini S, C Q contenant les places archimédiennes, tel que pour
tout v € Q\ Sy, tout M € .Z" et toute place w de k(M) divisant v, le noyau
de la fleche de restriction H!(k(M),F};) — H(k(M)™ F};) contienne Gy,
(cf. [62, §6.1, Proposition 21]). Quitte & agrandir S, on peut supposer de plus
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que aNPL s est inclus dans %, . que S, contient les places dyadiques de k
et les places finies qui sont ramlﬁees dans I'une des extensions L}, ou L}, pour
M e 4, que le Og -schéma Pﬁso OUME%U{OO} M est étale et que S, contient

I’ensemble du méme nom donné par la proposition 2.10.
Soient v, m, M et d comme dans I’énoncé. L’existence du carré commutatif

HY(0,,Z/2) «+—— H' (%, ,2/2)

| |

H' (K2, Z/2) ¢+ H'(Upye, Z/2),

dont la fleche verticale de gauche est nulle et dont les fleches horizontales
sont les applications d’évaluation en a, entraine que r(m) € Ker(G,,(k)/2 —
G,, (k) /2). Par conséquent, 'image de m dans H*((A} \ .Z") ®,, k2*,Z/2)
appartient & 'image de Ker(r). Comme M € .Z" la proposition A.8 montre
que le diagramme commutatif

Z/2:@/5/—>@@/

L1

7'M*Z/2 $> iM* (QFI/\/I) B— iM*Fll\/I

de faisceaux étales sur P}C commute. On en déduit la commutativité du
diagramme

Gy (A}, &) —— H((AL\ ') @, k), Z/2)

J |

HY(A}, &) HY (5(M) @, k3, Z/2)
H!(k(M),F},) —— H'(k(M) ®,, k™, FL,),

ou la fleche inférieure de la colonne de droite est induite par l'inclusion
Z/2 = ,F|; C F};. Comme l'image de m par la fleche horizontale supérieure
appartient & 'image de Ker(r), ce diagramme montre que pour toute place w
de k(M) divisant v, I'image de d dans H*(x(M)™, F};) appartient & 'image
de Gy, et est donc nulle. L'extension Lj;/x(M) étant non ramifiée en w,
elle se plonge dans x(M)3;. L'extension Ky, ;/#x(M) se plonge donc elle aussi
dans k(M) par définition de Ky, ,; autrement dit, elle est non ramifiée en w.
La propriété 1 est établie.
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,) rencontrant transversalement M ®p O, en une place w
de k(M) totalement décomposée dans Lj;Ly;. Comme M € .Z”, on a une
suite exacte

Soit z € A'(O

0 72 i, Fy 0 (2.29)

de x(M)-groupes (cf. proposition A.8). Les groupes Fy; et Fy; deviennent
constants apres extension des scalaires de (M) & x(M),, puisque w est tota-
lement décomposée dans L};LY;. La fleche H' (k(M),,, Z/2) — H!(k(M),,, Far)
issue de la suite exacte (2.29) est donc injective. Par ailleurs, la conclusion de
la proposition 2.10 montre que la flecche H! (k,, Z/2) — H!(k,, &) induite par
la suite exacte

’
P

0 Z/2 &y & 0

est injective. Ces deux injections s’inscrivent dans le diagramme commutatif

Gm(kv)/Q - Hl(k'w gw/)

T T

S, (AL E) = Gu(AL\ 4'))2 — HYAL\ 2, &)

| |

G, (k(M),,)/2 —— H'(5(M),,,, Fy,),

m

ou les fleches verticales supérieures (resp. inférieures) sont les fleches d’éva-
luation en z (resp. en M). Etant donné que la place w est totalement
décomposée dans Lj,, il résulte de la définition de Ky g que image de m
dans H!(k(M),,,, F};) est nulle si et seulement si w est totalement décomposée
dans Ky ;. Compte tenu du diagramme ci-dessus, il suffit donc, pour conclure,
de prouver que l'image de m dans G,,(k,)/2 par I’évaluation en z est nulle
si et seulement si I'image de m dans G,,(k(M),,)/2 par I’évaluation en M est
nulle. Comme I'image de m dans H'(U,, ,Z/2) appartient & H' (%, ,Z/2), la
classe de m dans G, (A} \.#")/2 est représentée par une fonction rationnelle f
sur Alﬁv inversible sur le complémentaire de 'adhérence de .#’ ®,, k,. Notant
encore M le point fermé de A,lw associé au point M € . et a la place w,
les éléments f(M) de (M), et f(z) de k, sont respectivement des unités
w-adiques et v-adiques. Ils ont méme réduction modulo v et sont donc
simultanément des carrés (lemme de Hensel). La propriété 2 est ainsi établie.

L’énoncé obtenu en échangeant les ’ et les ” se prouve en appliquant la
méme opération a la démonstration qui précede. O

2.3.5 Finitude de 6130 et 6%0

L’énoncé suivant servira pour la preuve de l’assertion a) du théoréme 2.2.



2.3.6. Fin de la preuve 97

Jl;rf)position 214 — Si M # @ et M" # D, les groupes &y, el & sont
nis.

Démonstration — Par symétrie, il suffit de considérer le groupe &p, . Soit
M € .#". La fleche horizontale inférieure du carré commutatif canonique

HY(AL\ A, &) —— HU AL\ A, &)

| |

H (L, 4y, Foy) —— H (L Fiy)

est injective puisque le Lj;-groupe Fy; ®, . Ly est constant. La fleche
verticale de gauche s’identifie a 'évaluation H' (A} \.#’, Z/2) — H' (L}, Z/2).
11 suffit de démontrer que le noyau de cette fleche d’évaluation est fini, compte
tenu de la proposition 2.1. Le sous-groupe H'(k,Z/2) C H' (A} \ .#',Z/2)
étant d’indice fini, il reste seulement a vérifier que le noyau de la fleche de
restriction H!(k,Z/2) — HY(L};, Z/2) est fini, ce qui est élémentaire. O

2.3.6 Fin de la preuve

Proposition 2.15 — Il eziste un ensemble S, C 2 tel que pour tout S C
fini contenant Sy et tout couple admissible (T ,x) vérifiant X, (k,) # @ pour
tout v € S\ T, on ait X, (A,) # &, en notant T, 'ensemble des places de
S\'S, en lesquelles x n’est pas entier.

Démonstration — Méme démonstration que pour la proposition 1.30, en
remplagant &, &y, Fy et LyKy dans le lemme 1.31 par &Y, &, Fi
et Ly, Ly Ky O

Nous pouvons maintenant commencer la démonstration du théoréeme 2.2.
Soit Sy C 2 un ensemble fini contenant les places archimédiennes, les places
divisant un nombre premier inférieur ou égal au degré de . vu comme
k-schéma fini réduit, les ensembles S, donnés par les propositions 2.10, 2.13
et 2.15 et les places finies de k au-dessus desquelles le morphisme

U M — Spec(6)
Me.#U{cc}

n’est pas étale, assez grand pour que les extensions Lj,/k, Ly, /k et Ky /k
soient non ramifiées hors de S, pour tout M € .#, pour que la condition (2.18)
soit satisfaite avec S = S, pour que les courbes elliptiques E;, et E’n’ sur K

s’étendent en des schémas abéliens au-dessus de (P}ﬁ \ Unmen 1\~/I> ®p Og,,

et pour que les sous-groupes de H'(U, Z/2) images réciproques de {0, [2]}
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et de {0,[Z”']} par les fléches (2.10) et (2.11), finis d’apres le théoréme de
Mordell-Weil généralisé, soient inclus dans Hl(%ﬁso ,Z/2). Soit B, C Br(U)
le sous-groupe fini engendré par les classes A, /) Ary, /vy €6 ALy /e
pour M € # (cf. paragraphe 2.3.4). Soient S; C Q fini contenant S, et
(T,)ves, € [lyes, Ulk,) satisfaisant aux hypotheses du théoréme 2.2. On va
prouver l'existence de x € U(k) arbitrairement proche de x, pour v € S; N,
et arbitrairement grand aux places archimédiennes de k, tel que x € Zp si
M F D et M # D, outel que x € Hp, 5, et que x soit entier hors de S;.

Commengons par définir un ensemble fini T, C € disjoint de S;. Nous
allons prouver simultanément les deux conclusions du théoréme, mais avec des
choix différents pour 'ensemble T__. Pour prouver I’assertion b) du théoréme,
on pose T, = @. Pour prouver lassertion a), on pose T, = {v}, olt v, est
choisie comme suit. Lorsque .#’' # & et .#" # &, les trois sous-groupes
H' (g, ,Z/2), &, et 6f, de K*/K* sont finis (le premier d’aprés le
théoréeme des unités de Dirichlet et la finitude du groupe de classes d’un
corps de nombres, les deux autres d’apres la proposition 2.14). L’intersection
du sous-groupe de K*/K*? qu’ils engendrent avec k*/k*? est donc elle aussi
finie, et par conséquent incluse dans €% /0?7 pour un ensemble S’ C € fini
assez grand. Le théoréme de Cebotarev fournit une infinité de places v €
telles que pour tout M € ., toute place de (M) divisant v soit totalement
décomposée dans Ly;Ly;Ky;. On choisit pour v, une telle place hors de S; US’
et 'on note x,__ € k,__ I'inverse d’une uniformisante.

Posons S =S; UT_. On a, par définition de S, :

Lemme 2.16 — Pour tout couple préadmissible (7 ,x), les courbes ellip-
tiques &, et & ont bonne réduction hors de T(z) \ T, .

Pour chaque place finie v € S, fixons un voisinage v-adique arbitrairement
petit <7, de z, € P!(k,), suffisamment petit pour que tout élément de 7,
soit 'inverse d’une uniformisante si v € T._, pour que inv, A(z) = inv, A(z,)
pour tout z € &7, et tout A € B, et pour que X, (k,) # & pour tout
x € 4, si veS;. Il est possible de satisfaire cette derniére condition grace
au théoreme des fonctions implicites et & I'hypothese que X, (k,) # @ pour
v € 51 NQy. Fixons de méme un voisinage v-adique arbitrairement petit <7,
de co € Pl(k,) pour chaque place complexe v € €, et un ouvert connexe
non majoré arbitrairement petit <7, C U(k,) pour chaque place réelle v € §,
suffisamment petit pour que X, (k,) # @ pour tout & € &7, et pour que les
sous-groupes & (k,)/Im(¢”) et &' (k,)/Im(y,) de H!(k,,Z/2) ne dépendent
pas de x € &7, (cf. preuve du lemme 1.24).

Lemme 2.17 — Soit x € U(k) appartenant a <, pour tout v € S. Alors
> ves inv, A(x) = 0 pour tout A € By.

Démonstration — Méme démonstration que pour le lemme 1.33. ]
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Si (7, ) est un couple préadmissible, on notera
Y: Hl(ﬁT(zyz/Q) - Hl(%ﬁT,Z/Q)
lisomorphisme inverse de ’évaluation en x (cf. proposition 2.7).

Proposition 2.18 — Soit (7 ,x) un couple admissible. Alors le groupe
de ¢,-Selmer de & et le groupe de l!-Selmer de &) sont inclus dans
HY(Or(,,2/2), et Uon a

1/)(861% (ka éam/)) - 6@,0’ (Allca (g)/)

et
w(Selwg(k,éZ')) C Gg,,, (A,lc,é"”).

Démonstration — La premiere assertion est une conséquence du lemme 2.16.
La proposition 2.10 montre que tout élément du groupe de ¢’ -Selmer de &
est de valuation nulle en vy; pour tout M € .#Z"”. Comme ) est & valeurs dans
H! (Zp,.,2Z/2), le lemme 2.9 et la proposition 2.1 permettent d’en déduire
que Y (Sel,, (k,&;)) C S,/ (A}, &"). On prouve lautre inclusion de la méme
maniere. 0

Notons .# 'ensemble des couples (m’,m””) € N? tels qu'il existe un couple
admissible (7, x) avec x € &, pour tout v € S, tel que :

dimg, Sel,, (k, &) =m/, (2.30)

dimg, Sel,, (k, &,') = m”, (2.31)

P(Sel,, (k, &) C 6, 5(AL, &), (2.32)
P(Sel,, (k, &) C GW,,ys(A,lc,g”). (2.33)
Munissons . de l'ordre partiel (m/,m”) < (n/,n") <= m/ <n' et m"” < n'.

Proposition 2.19 — Admettons l’hypothése de Schinzel. Soit T = (Ty\)nve.u
une famille préadmissible. Supposons donné, pour tout M € A et toutv € Ty,
un x, € AY(0,) rencontrant transversalement M en lunique place de Ty,
qui divise v. Alors il existe x € U(k) arbitrairement proche de x, pour v €
T N Q et arbitrairement grand auz places archimédiennes de k, tel que le
couple (T, x) soit préadmissible.

Démonstration — Méme démonstration que pour la proposition 1.34, a ceci
prés que 'on utilise ’hypothése (2.18) au lieu de la nullité de Pic(Oy). O
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L’ensemble .Z n’est pas vide. En effet, la proposition 2.19, appliquée a
la famille .7 définie par Ty, = @ pour tout M € .#, assure lexistence
d'un z € U(k) appartenant a <7, pour tout v € S, tel que le couple (7, z)
soit préadmissible. Le lemme 2.17 et la proposition 2.12, appliquée aux trois
extensions Ky;/k(M), Ly;/c(M) et Ly;/x(M), montrent que ce couple est
méme admissible. Par ailleurs, les inclusions (2.32) et (2.33) sont automatiques
lorsque les ensembles Ty, sont vides (proposition 2.18).

Il existe donc un élément (m',m”) € £ minimal. Soient 7 = (Ty;)\e.p €t
x € U(k) avec x € &7, pour tout v € S, tels que le couple (7, x) soit admissible
et que les propriétés (2.30) & (2.33) soient vérifiées. On a X (k,) # @ pour tout
v € S par construction des voisinages ¢7,. La conclusion de la proposition 2.15
permet d’en déduire que € Z,.

Proposition 2.20 — On a x € #p,, 5. De plus, si T, # D, on a ¥ € Zp.

La démonstration de la proposition 2.20 va nous occuper jusqu’a la fin de
ce paragraphe.

Démonstration — L’injectivité des restrictions des fleches (2.8) et (2.9) aux
images réciproques de {0, [Z']} et de {0, [Z""]} par les fleches (2.10) et (2.11)
est une conséquence immédiate de la proposition 2.7 et de la définition de S,.

Soit o € Sel,,, (k, &;). Supposons que 1 (a) & &p, g. Vul'hypothese (2.32),
on a alors Y(a) ¢ 65, .

Lemme 2.21 — Pour tout e € ,H' (A}, &)\ Ty, il existe M € A" et une
infinité de places v € Q\ S, telles qu’il existe une place w de k(M) totalement
décomposée dans Ly LYKy, divisant v, non ramifiée et de degré résiduel 1
) rencontrant transversalement M en w,
Uimage de e par la fleche H' (A}, &) — HY(k,, &) ) d’évaluation en x,, soit
non nulle.

sur v, telle que pour tout x, € A(O

Démonstration — Soit e € ,,H' (A}, &)\ Tp, . Fixons un antécédent m €
S, (A}, &") de e par la fleche de droite de la suite exacte (2.3). Par définition
de T, , il existe M € .#Z" tel que dy;(e) n’appartienne pas a {0,y ([2])}.
Soient d l'image de e dans H!'(k(M),Fy,) et KMyd/I{(M) une extension
quadratique vérifiant les conditions du lemme 2.6. Etant donné que I'extension
Ly K /Ly est quadratique ou triviale et que le groupe Fy, (L Kyy) = Fy (L)
est cyclique, la suite exacte d’inflation-restriction montre que le noyau de la
fleche de restriction H'(Ly, Fyy) — H'(L{ Ky, Fiy) est d’ordre au plus 2.
Notons N ce noyau. Si N # 0, alors L} Ky # L}, de sorte que la définition
de Ky entraine que 8}, ([Z7]) € N\ {0}; le groupe N est donc dans tous les cas
engendré par 64;([27]). Par conséquent, 'image de e dans H! (L}, Ky, Fi;) nest
pas nulle. L’extension quadratique Ky, ;/#x(M) ne se plonge donc pas dans
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LKy /k(M). On en déduit, & I'aide du théoréme de Cebotarev, I'existence
d’une infinité de places finies de L{;K,; non ramifiées et de degré résiduel 1
sur k, inertes dans Ly Ky Ky 4 (cf. [35, Proposition 2.2]). Soient w la trace
sur k(M) d’'une telle place et v € €2, la trace sur k£ de w. On peut supposer
que v n’appartient pas a I'ensemble S, de la proposition 2.13 et que I'image
de m dans H'(U,, ,Z/2) appartient & H' (%, ,7/2), quitte & choisir v hors
d’un certain ensemble fini.

La place w est totalement décomposée dans L), K,;, inerte dans Kyr,4, non
ramifiée et de degré résiduel 1 sur v. Elle est de plus totalement décomposée
dans LY; car L{;/x(M) se plonge dans Lj;/x(M), comme le montre la suite
exacte

0 Fl, Fl, Z/2 0

(cf. proposition A.8). La seconde partie de la proposition 2.13 permet donc
de conclure. O

Remarque — Il n’était pas nécessaire de faire appel a la proposition 2.13
pour prouver le lemme 2.21 ; on aurait tout aussi bien pu reprendre la méme
démonstration que pour le lemme 1.36.

La proposition 2.18 et le lemme 2.21 montrent qu’il existe un point
M, € 4", une place vy € Q\ T et une place w, de x(M,) totalement
décomposée dans Ly Ly; Ky, , divisant vy, non ramifiée et de degré résiduel 1
sur v, tels que la condition suivante soit satisfaite :

(2.34) pour tout z,, € A'(0, ) rencontrant transversalement 1\//Iv0 en w,
I'image de v (a) dans H(k, , & ) est non nulle.

Vo7 T Ty

Pour tout M € .# et tout v appartenant a &, (A}, &) (resp. a
S, (A}, &")), fixons une extension quadratique ou triviale Ky; . /k(M) vé-
rifiant les conditions du lemme 2.6 associées a I'image de v dans H* (k(M), Fy,)
(resp. dans H!(k(M), Fy;))-

Soit 7 = (T4 )ume.p la famille définie par Tyf = Ty pour M # M,
et Tyf = Ty, U{wp}. Clest une famille admissible. Fixons z, € A'(0,)
rencontrant transversalement M, en w,. Un tel x, existe car la place wy est
non ramifiée et de degré résiduel 1 sur v,. D’apres la proposition 2.19, il existe
T € U(k) arbitrairement proche de z pour v € TN ¢ et arbitrairement grand

aux places archimédiennes, tel que le couple (7, 2) soit préadmissible.

Lemme 2.22 — Pour tout v € Q, les sous-groupes &, (k,)/Im(p) ) et
& (k,)/Im(¢, ) de H'(k,,Z/2) sont des fonctions localement constantes de
€ (Pp\ A)(k,).

Démonstration — Démonstration similaire & celle du lemme 1.24. O
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Notons V, W! VI, W/ T, et T/ (resp. V&, Wit VIt Wit T+
et T/*T) les espaces définis au paragraphe 2.3.3 relativement au point z
(resp. au point z1). Grace au lemme 2.22 et & la définition des voisinages <7,
on peut supposer les conditions suivantes satisfaites, quitte & choisir ™+
proche de z aux places de T N, et assez grand aux places archimédiennes :

assez

(2.35) z € 4, pour tout v € S;

(2.36) pour tout v € T et tout v € HY(U, Z/2), 'image de v(z) dans V),
(resp. V!/) appartient & W (resp. W) si et seulement si 'image de
y(z*) dans V. (resp. V/T) appartient & W, (resp. W/t);

(2.37) pour tout v € &, (A}, &) (resp. tout v € &, (A}, &")), tout
M€ . et tout v € T, on ainv, Ag,, /ooy () = inv, Ag e (@)

(Pour la condition (2.36), on utilise la définition des voisinages <7, pour v
réelle et le fait que H'(U,Z/2) = G, (U)/2 est engendré par un sous-groupe
fini et par G, (k)/2.)

Notons T+, T+ (x%), wy; et vy; pour M € . les données associées, dans
le paragraphe 2.3.1, au couple (71, z7) et

Ot WY (Ops (o4, Z/2) — H (U, 2/2)

l'isomorphisme inverse de I’évaluation en z7. On a TT =T U {v,}.

Comme la place wy de # (M) est totalement décomposée dans Ly, Ly Ky,
l'admissibilité de la famille 7 entraine celle de Z . L’admissibilité de la
famille .7, la proposition 2.11 (appliquée au couple (F+, z7), aux places
de TT \ S et aux extensions E € {Lj;,LY;,Ky}), le lemme 2.17 (appliqué
au point z7) et la proposition 2.12 (appliquée au couple (Z1,z7) et aux
extensions E € {Lj,,L{;, Ky }) montrent alors que le couple (T, 27) est
admissible. Nous allons maintenant établir les inclusions (2.32) et (2.33)
relatives & x T et les inégalités

dimg, (Sel,r (%, ) < dimg, (Sel, (k, &;)) (2.38)

et
dll’nF2 (Sel /I (l{:, w+)) § dlmF2 (Selwg(k, CO@;/)) N (239)

on aura alors abouti & une contradiction, compte tenu de la minimalité du
couple (m/,m").

Lemme 2.23 — Le diagramme
H (%, ,2/2) — H'(K,2/2) = K*/K*2 ——— Z/2

|

HY(Orps (g1, Z/2) —— H(k, Z/2) — k* k2 %Zﬂ
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dans lequel la fléche verticale de gauche est I’évaluation en x™ et la fleche de
droite de la premiére ligne est induite par la valuation k(PL)* — Z associée
a la place vy, est commutatif.

Démonstration — 11 suffit d’appliquer le lemme 2.9 deux fois, d’abord avec
v = vy, puis avec v = UK_/[O, en remarquant que la fleche composée

+
Unm
H (%, ., 2/2) — H' (K, Z/2) = K* /K2 ——— Z/2
est nulle. (]

Lemme 2.24 — L’image du groupe Selgal+ (k, &) par YT est incluse dans
HY (%p..,2/2).

Démonstration — Vu le lemme 2.23 et la proposition 2.8, il suffit de prouver

que tout élément de Sel“’;Jr (k, &) est de valuation nulle en v, et en vK‘,IO.

Ceci résulte de la conclusion de la proposition 2.10. O

Lemme 2.25 — L’image de 1,/1*(861%+ (k, &) parla fleche H (%, Z/2) —
H' (O (), Z/2) d’évaluation en x est incluse dans Sel,, (k, &;).

Démonstration — Soit § € Selsa;Jr (k,&'.). Comme ¢*(8) € HY (%, ,2/2),
I’hypothese (2.36) assure que I'image de ¥+ (3)(x) dans V! appartient & W/,
pour tout v € T. Pour v € Q\ T(x), on a W, = T, puisque &, a bonne
réduction en v (lemme 2.16), or ¢*(8)(x) € H'(Or(,,Z/2), donc 'image
de ¢+ (8)(x) dans V), appartient & W/. La conclusion de la proposition 2.10
montre par ailleurs que pour tout M € .#’, I'image de ¥ (3)(x) dans V,
appartient a Wy, .

Restent & considérer les places vy pour M € .Z”. Fixons M € .Z". La
proposition 2.18 et le lemme 2.24 montrent que ¥ (8) € &, 1(A}, &), de
sorte qu'une extension quadratique ou triviale Ky y+(5)/k(M) vérifiant les
conditions du lemme 2.6 a été choisie précédemment. La proposition 2.13,
appliquée a la place vf\”'/[, au point T et & la classe m = ™ (3), montre que la
place w1\+/1 de k(M) est totalement décomposée dans Ky, g+ () 5 les hypotheses
de cette proposition sont satisfaites parce que *(3) € H'(%g,,Z/2) et
que le couple (F*,27) est admissible. L'extension Ky ,+(g)/#(M) est non
ramifiée en toute place de k(M) dont la trace sur k n’appartient pas a T,
d’apres la premiere partie de la proposition 2.13. On en déduit, grace a la
proposition 2.12, I’égalité

> inv, Ay ey iman (@) = 0. (2.40)

veT+
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Si M = M,, la proposition 2.13, appliquée & v, et z+, montre que la place w
de k(M) est totalement décomposée dans Ky ,+(5). Comme aucune place
de (M) divisant v, n’est ramifiée dans Ky 4+ (g, la proposition 2.11 permet
d’en déduire dans tous les cas que

inv, Ak

M,y (8)

Des équations (2.40) et (2.41) et de I’hypothese (2.37), on tire I’égalité

> inv, Ak gy (@) = 0. (2.42)
veT

Compte tenu de la proposition 2.12, cela entraine que la place wy; de x(M)
est totalement décomposée dans Ky .+ (). Enfin, la proposition 2.13 permet

d’en déduire que I'image de ¢*(3)(x) dans V|, appartient & W, . |

Au vu de la proposition 2.7 et des lemmes 2.24 et 2.25, on a exhibé
une injection du groupe Sels (k, &) dans Sel,, (k,&;). 11 résulte de I'hy-
pothese (2.34) que ¢(a)(zt) & Sel¢/+(k,éz+). Par conséquent, I'image de
cette injection ne contient pas a. En particulier, ce n’est pas une bijection;
I'inégalité (2.38) est donc prouvée.

Intéressons-nous maintenant a 'inégalité (2.39). On commence par établir
un analogue du lemme 2.24, dont la preuve sera néanmoins considérablement
plus complexe.

Lemme 2.26 — L’mage du groupe Selw+ (k,&!".) par YT est incluse dans
Hl(%ﬁT,Z/2).

Démonstration — D’apres le lemme 2.23 et la proposition 2.8, il suffit de
prouver égalité v,(8) = ijIO (8) dans Z/2 pour tout 8 € Selsou+ (k,&,).
Fixons donc § € Selga’hr (k,&!.) et considérons le cup-produit ¢ (o) (zT)U S €
,Br(k) des classes (a)(zt), 3 € HY(k,Z/2). La loi de réciprocité globale
permet d’écrire que
> inv, (¥(e) (@) U B) = 0. (2.43)
vEQN
Montrons dans un premier temps que inv, (¢ (a)(x*) U 8) = 0 pour tout
v e N\ {vo,vl\ﬁo}. Pour tout v € (2, cet invariant est égal a la valeur de
laccouplement V/© x V//* — Z/2 (cf. paragraphe 2.3.2) sur I'image du couple
(Y(a)(xt), ). L’image de B dans V" appartient & W/T par hypothese.
Comme les sous-groupes Wit € VI et W+ C VIt sont orthogonaux pour
cet accouplement, il suffit de prouver que l'image de ¥ («a)(z™) dans V/©



2.3.6. Fin de la preuve 105

appartient & W’ pour tout v € Q\ {UO,UR'/IO}. Pour v € T, c’est une
conséquence de 'hypothése (2.36). Pour v € Q\ TT(x™), cela provient de ce
que Wit = T/ (lemme 2.16). Pour v € {vy;; M € .#'}, la proposition 2.10
montre que W/t = V/*. Seules restent les places vy; pour M € .2 \ {M,}.
Soit M € .#" \ {M,}. D’aprés les propositions 2.18 et 2.13, la place wy
de k(M) est totalement décomposée dans Ky o). On en déduit, a l'aide de
la proposition 2.12, applicable grace a la premiere partie de la proposition 2.13,
I’égalité

Z v, Ak o /eon (@) = 0.

veT

Compte tenu de 'hypothese (2.37), de la proposition 2.11 appliquée a la place
v =, et de ce que M # M,, il en résulte que

Z il’le AKM”’[;(Q)/K/(M) (I+) = 0

veTt

Une nouvelle application de la proposition 2.12 montre enfin que la place wf\r,[

de k(M) est totalement décomposée dans KM,y (a)» ce qui implique, d’apres la

proposition 2.13, que I'image de v(a)(x™) dans V;t appartient bien a W;t
M

M
Ainsi a-t-on prouvé que 1’équation (2.43) se réduit a

inv, (¢¥(a)(z")Up) = ian;;IO (Y(a)(zT) U B). (2.44)

Supposons momentanément que I'image de ¥(a)(z™) dans V;:;A soit nulle.
0
La place wl\'zo de r(My) est alors totalement décomposée dans Kyp, y(a)

(proposition 2.13). Il s’ensuit (proposition 2.12) que

Yo, Ay e (@) = 0. (2.45)
veT+
On a par ailleurs, a nouveau grace aux propositions 2.13 et 2.12 :
doinv, Ay e (@) = 0. (2.46)

veT

De I'hypothese (2.37) et des deux équations (2.45) et (2.46) résulte I’égalité

invvo AKNID,q;(a)/"G(MO)(x+) =0.

Les propositions 2.11 et 2.13 permettent d’en déduire que la place w, est
totalement décomposée dans Kyy () Puis que I'image de ¢(a)(z") dans

H(k
prouvé, par I'absurde, que I'image de ¢()(zT) dans V' n’est pas nulle.
UM

vor 6ot ) st nulle, contredisant ainsi ’hypothese (2.34). Nous avons donc
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Compte tenu de '’hypothese (2.34), 'image de ¢(a)(z") dans V,© n’est donc
nulle pour aucun v € {vo,vf\zo}. Montrons maintenant qu’elle appartient
a T," pour tout v € {vy, vy }. Le lemme 2.9, appliqué deux fois, entraine
que Uﬁo(ip(a)(ﬁ)) = vy, (Y(@)(2)) = vy, (@), or vy (« ) = 0 d’apres la
proposition 2.10. Ceci prouve le résultat voulu pour v = vM La nullité de
vo(Y(a)(zT)) se déduit de celle de UMO (¥(a)(xt)) grace au lemme 2.23.

En vertu de la formule du symbole modéré (cf. [60, Ch. XIV, Propo-

sition 8]), on déduit de l'appartenance de I'image de ¢ (a)(z™) dans V/,F
a Tit \ {1} I'équivalence

inv,, (¢ (a)(z7) U B) = 0 <= v(B) =0

pour v € {vo,vﬁo}. Vu l'équation (2.44), ceci acheéve la démonstration du
lemme. g
Lemme 2.27 — L’image de ¢+(Selw;’+ (k, &) par la fleche B (%, Z/2) —
H' (O, Z/2) d’évaluation en x est incluse dans Sel . (k, &)
Démonstration — On démontre ce lemme a partir du lemme 2.26 exactement
comme on a démontré le lemme 2.25 a partir du lemme 2.24; il suffit
d’échanger tous les ’ et les ” et de remplacer la référence au lemme 2.24
par une référence au lemme 2.26. |
Il existe une injection naturelle Sel‘P;'Jr (k, &) — Sel,,., (k, &), d’apres les

lemmes 2.26 et 2.27 et la proposition 2.7. L’inégalité (2.39) est donc établie.
Les lemmes 2.25 et 2.27 montrent de plus que

U (Sely (K, &,4)) C h(Sel, (k, &)

et que

z/J+(Se1W+( 2644 )) C (el (K, 6)).
Gréce aux hypothéses (2.32) et (2.33), on en déduit que
Yt (Sely, (k. &14)) C 6y (AL, )

et
¢+(Se]wu+ (k, :l)+)) C 6 ", (Ai,(g)//).

inimalité . ; ction.
La minimalité du couple (m/, m”) fournit maintenant une contradiction

Ainsi avons-nous établi, par Pabsurde, que (a) € GDO g pour tout
a € Sel,, (k,&;). Echangeant ci-dessus d’une part tous les ’ et les " (sauf bien
str dans T}, et dans (m’,m”)) et remplagant d’autre part le lemme 2.21 par
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le lemme suivant, on obtient une preuve de I’assertion duale : p(«a) € ;3075
pour tout a € Sel,, (k, &;’). D’ot finalement x € %Zp, g

Lemme 2.28 — Pour tout e € ,,H' (A}, &)\ T, , il existe M € .4’ et une
infinité de places v € Q\ S, telles qu’il existe une place w de k(M) totalement
décomposée dans Ly LYKy, divisant v, non ramifiée et de degré résiduel 1
) rencontrant transversalement M en w,
Uimage de e par la fleche HY (A}, &") — H(k,, &) d’évaluation en z,, soit
non nulle.

sur v, telle que pour tout x, € A (O

Démonstration — L’énoncé du lemme 2.28 s’obtient a partir de celui du
lemme 2.21 en échangeant les ’ et les ” ; néanmoins, la preuve du lemme 2.28
ne se déduit pas formellement de celle du lemme 2.21. L’opération naturelle
que 'on peut appliquer a la fois a ’énoncé et a la preuve du lemme 2.21
sans les invalider est celle consistant & échanger les ' et les ” et & remplacer
respectivement 0},([Z7]) et Ky par 0y ([Z7]) et Ky, ot Ky, désigne le
corps Ky 4 donné par le lemme 2.6 en prenant pour d I'image de [Z7"] dans
H!(k(M), Fy;). Ceci prouve que le lemme 2.28 devient vrai si I'on remplace Ky,
par K}, dans son énoncé. Pour conclure, il suffit donc d’établir I’existence d’un
plongement x(M)-linéaire Ky; — L};L{;K{; pour tout M € .Z".
Soit M € .#'. La suite

0 Fl, Fl Z/2 0 (2.47)

est exacte (cf. proposition A.8). Il en résulte d’une part que l'extension
v/ (M) se plonge dans LY;/x(M) et d’autre part que la fleche

induite par ¢} est injective, compte tenu que le Ly;-groupe Fy} ® (M) Ly est
constant. On dispose donc d’un carré commutatif

HY (L, Fry) —— HH (LG KR Fy)

| |

HY (L, F) —— B (LY, F)

induit par ¢}, et par les diverses fleches de restrictions. L'image de 83, ([Z7])
par la fleche verticale de gauche est égale a 01 ([27"]), or celle-ci appartient
au noyau de la fleche horizontale inférieure par définition de Kj;. La classe
041 ([Z7]) appartient donc au noyau de la fleche horizontale supérieure, ce qui
signifie que L};Ky; se plonge Lj,-linéairement dans Ly;K},, comme il fallait
démontrer. ]
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Supposons maintenant que T # @. Il reste a prouver que z € Zp. 1l suffit
pour cela de vérifier que pour tout o € Sel,, (k, &) (resp. a € Sel,,. (k, &),

I'image de ¢(a) dans HY(K,Z/2) = K*/K*? est de valuation nulle au point
x € P;.

Lemme 2.29 — Les groupes 6, NH' (%g,,Z/2) et 8% NH (%, Z/2)
sont inclus dans Hl(%ﬁT\{v },Z/Q).

Démonstration — Soit a € &p N HY(%g,,Z/2). La proposition 2.8 et
I'hypothese (2.18) pour S = S; assurent l'existence de ¢ € Hl(%ﬁs1 ,Z/2) tel
que pour tout M € ., les images de a et de ¢ dans H! (K5}, Z/2) coincident.
Posant b = a — ¢, on a nécessairement b € H'(Op,Z/2). 1l résulte de la
construction de v__ que 'image de b dans k*/k*? est de valuation nulle en v__,
autrement dit que b € Hl(ﬁT\{vw}, Z/2). On a alors a € Hl(%ﬁT\{v },Z/Z),
comme annoncé. L’inclusion de &) NH'(%,,.,Z/2) dans Hl(%ﬁT\{“m} ,Z/2)
se prouve exactement de la méme maniere.

Il n’y a plus qu’a appliquer le lemme 2.9 a la place v,, pour conclure,

compte tenu de ce que v, (a) = 0 puisque v, est une place de bonne
réduction pour &, et &/ (lemme 2.16). Ceci achéve la démonstration de la
proposition 2.20. 0

Le théoréeme 2.2 est maintenant prouvé. En effet, x est entier en-dehors
de S; lorsque T, = @, puisqu’il est entier en-dehors de S (préadmissibilité
du couple (7, x)) et que S=S; si T, = &.



