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PRtFACE DE LA SECONDE tDITION

Cette edition differe de la premiere par les points suivants:

Un certain nombre de passages ont ete recrits, notamment Ie § A

du chap. II, Ie chap. III, Ie § B du chap. IV, et Ie § C du chap. V.

Ont ete ajoutes: une Introduction, deux Appendices, et une Biblio­

graphie.

Le travail de dactylographie a ete fait par les soins de l'Institut

des Hautes Etudes Scientifiques. Je lui en suis tres reconnaissant.

PRtFACE DE LA TROISltME tDITION

Cette edition differe de la precidente par:

a) la correction d'erreurs typographiques,

b) 1a suppression du chap. I, remp1aci par un bref resume, avec

renvois i l'Algebre Commutative de Bourbaki.

Jean-Pierre Serre
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INTRODUCTION

Les multiplicites d'intersectionsde la geometrie

algebrique sont egales a certaines "caracteristiques d'Euler-

Poincare" formees au moyen des foncteurs Tor de Cartan-

Eilenberg. Le but essentiel de ce cours est d'etablir ce

resultat, et de l'appliquer a la demonstration des formules

fondamentales de la theorie des intersections.

11 a fallu d'abord rappeler quelques resultats

d'algebre locale : decomposition primaire, theoremes de Cohen-

Seidenberg, normalisation des anneaux de polynomes, dimension

lau sens de Krull), polynomes caracteristiques (au sens de

Hilbert-Samuel).

L'homologie apparatt ensuite, lorsque 'l'on considere

l~ multiplicite e lE,r) d'un ideal de definition
9-
d'un anneau local noetherien A par

rapport a un A-module E de type fini. Cette multiplicite

est definie comme le coefficient de dans le poly-

nOme caracteristique [on note la

longueur d'un A-module FJ • On demontre alors la formule

suivante, qui joue un role essentiel dans la suite:

ou les

i=rL (-l)i~(Hi(E,!)
i=O

designent les modules d'homologie du

complexe de l'algebre exterieure construit sur E au

moyen des x.
1.

Ce complexe peut d'ailleurs etre utilise dans d'autr~

questions d'algebre locale, par exemple pour etudier la codi-

mension homologique des modules sur un anneau local, les

modules de Cohen-Hacaulay (ceux dont la dimension de Krull
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coIncide avec la codimension homologique), et aussi pour

montrer que les anneaux locaux reguliers sont les seuls anneaux

locaux dont la dimension homologique soit finie.

Une fois la formule \*) demontree, on peut aborder

l'etude des caracteristiques d'Euler-poincare formees au moyen

des Tor. Lorsque l'on traduit dans Ie langage <Ie l'alet:bre

locale la situation ~eometrique des intersections, on obtient

un anneau local rerrulier A, de dimension n, et deux A-

"odules E at F de type fini sur A , dont Ie produit

tensoriel est de longueur finie sur A \cela sip,nifie que

les varietes correspondant a E et F ne se coupent qu'au

point considere). On est alors conduit a conJecturer les enon-

ces suivants :

i) On a dim.(E) + dim. IF), n l"formule des dimensions"l

ii) L'entier XA(E,F)

iii) On a ~A(~,F): 0 si et seulement si l'inegalite i)

est stricte.

La formule \*) montra que ces enonces sont en tout

cas vrais si avec dim (F) ; n - r .

Grice a un procede, utilisant des produits tensoriels comp16-

tes, et qui est l'~laloeue algebrique de la "reduction a la

diagonale", on paut en deduira qu'ils sont vrais lorsque A

a meme caractcristiqua qua son corps des restes, ou bien

quand A est non ramifie. A partir de la, on peut, en se

servant des theoremes de structure des anneaux locaux complet~

demontrer la formule des dimensions i) dans Ie cas Ie plus

general. Par contre, .ie ne suis parvenu, ni a demontrer ii)

et iii) sans faire d'hypotheses sur A , ni a en donner



IX

des contre-exemples. 11 semble qu'il faille aborder la ques­

tion sous un angle different, par exemple en definissant di­

recte••nt (par un proc'd' aS7SptoUque convenable) un entier ~ 0

dont on montrerait ensuite qu'il est egal a YA(E,F)

Ifeureusement, le cas d'egale caracteristique est

suffisant pour les applications a la geometrie algebrique tet

aussi a 18 geometrie analytique). De fa~on precise, soit X

varietes irreductibles de X , et supposons que

une variete non singuliere, soient V et 101 deux sous-

c = V()W

soit une sous-variate irreductible de x , avec

dim. X + dim. C dim. V + dim. W (intersection "propre").

Soient les anneaux locaux de x, V et W en C.

Si i(V.V,C;X) designe la multiplicite d'intersection de

V at '" en C
la formule I

lau sens de Weil, Chevalley, Samuel), on a

i(V.W,C;X)

Cette fo~le tla "formule des Tor") se demontre

par reduc tion a la diagonale, en se ramenant a (*). En fai t,

il est commode de prendre l**) comme definition des multi-

plicites. Les proprietes de celles-ci s'obtiennent alors de

fa~on naturelle I la commutativite resulte de celle des Tor

l'associativite resulte des deux suites spectrales qui expri­

mant l'aseociativite des Tor; la formule de projection re-

sulte des deux suites spectrales reliant les images directes

d'un faisceau coherent et les Tor (ces dernieres suites spec-

trales ont d'autres applications interessantes, m&is il n'en

a pas ete question dans le cours). Chaque fois, on utilise le

fait bien connu que les caracteristiques d'Euler-Poincare

restent constantes dans une suite spectrale.
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Lorsque l' on d,H"ini t les intersections au moyen de

la :formule des Tor, on est conduit a etendre la theorie au

dela du cadre strictement "non singulier· de Veil et de

Chevalley. Par exemple, si :f I X~ Y est un morphisme

d 'une variete X dans une variete non singuliere Y, on

peut :faire correspondre a deux cycles x et y de X et de Y

un ·produit tl X':fy qui correspond au point de vue ensem­

bUste a x {\,.-1 (y) (bien entendu, ce produit n'est def'ini

que sous certaines conditions de dimensions). Lorsque :f est

l'application identique, on trouve le produit ordinaire. Les

:formules de commutativite, d'associativite, de projection,

peuvent s'enoncer .t se demontrer pour ce nouveau produit.




