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Vorwort

Den Gegenstand des vorliegenden Buches bildet die ,Zwischenschrittmethode", deren Ent-
deckung einige Jahre zurilickliegt und die eine stiirmische Entwicklung als Methode zur
Konstruktion rationeller Differenzenschemata erfahren hat.

Mit der Zwischenschrittmethode konnte man Aufgaben losen, filir die die gewdhnlichen Dif-
ferenzenverfahren unbrauchbar waren. Diese stellen nimlich einfache Naherungen dar, beil
denen beim Ubergang von einem Zeitpunkt zu einem anderen die Stabilitéts- und Approxi-
mationsbedingungen simultan erfiillt werden. Das filhrt auf sehr einfache Formeln. Trotz-
dem erweist sich ein solches Schema als weniger flexibel und besitzt auch eine kleinere
Zahl freier Parameter als die Zwischenschrittmethode, weshalb ein gewohnliches Diffe-
renzenverfahren nicht alle Forderungen erfiillen kann, die ihm auferlegt werden. Im Ge-
gensatz dazu besitzt die Zwischenschrittmethode bei ihrer Anwendung eine Menge Parame-
ter, durch die die Wahl rationeller und genauer Differenzenschemata ermdglicht wird.
Die Zwischenschrittmethode teilt den Ubergang von einer Gitterpunktschicht zur ndchsten
in eine Reihe von Zwischenschritten ein, verlangt dabei aber nicht flir jeden Zwischen-
schritt die notwendige Erfiillung der Approximationseigenschaften der Ausgangsgleichung
sowie der Stabilitat.

Die Zwischenschrittmethode gibt eine Antwort auf die reale Forderung an die numerische
Mathematik, einfache, rationelle Schemata zur Losung komplizierter, mehrdimensionaler
Aufgaben der mathematischen Physik bereitzustellen.

Die ersten Arbeiten auf diesem Gebiet stammen von Peaceman, Rachford und Douglas (1955).
Diese Methode wurde dann in den folgenden Arbeiten amerikanischer und sowjetischer Wis-
senschaftler weiter entwickelt und weiter untersucht: Douglas, Rachford, Baker, Oli-
phant, K. A. Bagrinowski und S. K. Godunow, E. G. Djakonow, G. I. Martschuk, A. A.
Samarski und andere.

Heute ist die Zwischenschrittmethode ein integraler Bestandteil der Konstruktion von
Differenzenschemata zur Losung komplizierter, mehrdimensionaler Aufgaben der mathema-
tischen Physik. Abgesehen davon, daB sich die Zwischenschrittmethode fortgesetzt weiter
entwickelt und noch keine abschlieBende theoretische Begriindung erfahren hat, dient sie
schon jetzt nicht nur als Hilfsmittel zur Konstruktion optimaler Algorithmen, sondern
auch als Hilfsmittel zur theoretischen Untersuchung von Differenzen- und Differential-
gleichungen.

Das Buch stiitzt sich auf einen Vorlesungskurs, den der Verfasser an den staatlichen
Universitdten in Swerdlowsk, Nowosibirsk, Tomsk und Alma-Ata seit 1959 gehalten hat und
bis heute hidlt. Das Buch stellt einen Versuch dar, nach Moglichkeit eine zusammenfas-
sende, einheitliche Darstellung zahlreicher Schemata mit Zwischenschritten zu geben und
dariiber hinaus diejenigen Verfahren zu beschreiben, die man sonst nur in Zeitschriften
und Sammelbédnden findet.
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Der Verfasser war bestrebt, nach Moglichkeit alle diejenigen Arbeiten zu beriicksichti-
gen, die fiir die Entwicklung der Zwischenschrittmethode von Bedeutung sind. Natiirlich
wird der Gegenstand auf verschiedene Weisen interpretiert und gibt die personliche Auf-
fassung des Verfassers wieder. Insbesondere sind in dem Buch nicht die Arbeiten behan-
delt, die auf den Methoden der apriori-Abschétzungen basieren. Der Verfasser hat sich
in der Hauptsache auf die einfachere Methode der harmonischen Analyse der Stabilitat
beschrénkt. Sehr kurz ist auch die Theorie der lokalen Stabilitatskriterien dargestellt.
Das Hauptaugenmerk ist auf die Methode zur Konstruktion effektiver Differenzenschemata

gerichtet.

In dem Buch sind Uberlegungen und Ergebnisse des Verfassers selbst sowie seiner Mitar-
beiter verwendet. Dem Verfasser ist es eine besonders angenehme Pflicht, die gemeinsame
Arbeit mit einem Kollektiv junger Mathematiker zu erwahnen, die die ersten impliziten
Aufspaltungsschmemata zur Losung verschiedener Aufgaben der mathematischen Physik erar-
beitet und in Rechnungen verwendet haben. In erster Linie sind hier zu nennen: N. N.
Anutschina, W. A. Jenalski, A. S. Scharikow, A. I. Sujew, A. N. Konowalow, W. J. Nje-
uwaschajew, J. J. Pogodin, W. A. Sutschkow und W. D. Frolow.

Im Jahre 1962 fand eine Diskussion statt, an der die Wissenschaftler J. G. Djakonow,
A. A. Samarski und B. L. Roschdjestwjenski teilnahmen. Diese Aussprache hat zu einem
tieferen Verstandnis der Bedeutung der Randbedingungen bel der Genauigkeitsabschidtzung
von Differenzenschemata mit Zwischenschritten beigetragen und auch als Impuls fiir eine
Anzahl weiterer Arbeiten gedient.

Die gemeinsame Arbeit und die zahlreichen Diskussionen mit G. I. Martschuk sowie den
Mitarbeitern des Rechenzentrums der sibirischen Sektion der Akademie der Wissenschaften
der UdSSR, J. J. Bojarinzew, G. W. Demidow, W. P. Ilin, B. G. Kusnezow, M. M. Lawrentjew,
W. W, Pjenenko und J. N, Watolin,haben zu weiteren Anwendungen der Zwischenschrittme-
thode und ihrer theoretischen Begriindung beigetragen. Bei der Abfassung des Manuskripts
stand mir Herr A. N. Waliullin hilfreich zur Seite. Allen diesen Kollegen sagt der Ver-
fasser seinen herzlichen Dank.

Der Verfasser hofft, daB dieses Buch fiir Wissenschaftler, die sich mit der Berechnung
mehrdimensionaler Probleme der Mechanik und Physik befassen, und auch fiir Studenten
hoherer Semester an Universitdten eine Hilfe sein wird, soweit sie sich auf die numeri-
sche Mathematik spezialisiert haben.

Der Verfasser ist schon im voraus den Lesern des Buches dankbar fiir Hinweise auf mogli-
che Fehler und Unzulanglichkeiten.

Nowosibirsk
Akademgorodok
November 1965



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

§1.

§2.

§5‘

Homogene Schemata .c.eveeeceesossssecssssasecsessssssosnsscssses

1.1 Die Klasse der behandelten Aufgaben und das Cauchysche
Problem im BanachTaul «...csoeeeesssoscesosssasosasssossassas

2 Homogene Schemata ..ceececeecseccsscseesssasscasssssosasons
1.2 BeiSpiele .e.eeseecocsocecsasncsarsosssscssssssssscssnsssas
4

Die Faktorisierungsmethode (GauBsche Eliminations-
methode ) .uveevenerennancnananes

“ o008 0000 ces 000000

1.5 Die Methode der Matrixfaktorisierung ...ccecececeascecesccans

Die einfachsten Schemata mit Zwischenschritten zur Integration
parabolischer GleicChuUngen ...ecsscoesosssesscsssscossssseasasnnss

2.1 Das Schema der Langs—- und QUerrichtung ccccecscssessescans
2.2 Das Schema der stabilisierenden KorrektuUr .ececscsssssanse

2.3 Das Aufspaltungsschema fiir die Widrmeleitungsgleichung ohne
gemischte Ableitung (rechtwinkliges Koordinatensystem) ...

2.4 DasAufspaltungsschema fiir die Warmeleitungsgleichung mit
einer gemischten Ableitung (beliebiges Koordinatensystem).

2.5 Das Faktorisierungsschema eines Differenzenoperators .....
2.6 Das Schema der gendherten Faktorisierung eines Operators .
2.7 Das Prediktor-Korrektor—SChema ...ceecesccesccscccscccscss
2.8 ZEinige Bemerkungen zu Schemata mit Zwischenschritten .....

2.9 Die Randbedingungen bei der Zwischenschrittmethode fiir
die WarmeleitungsgleichUng .eeeeecececeacsscsssesocscsnsos

Die Anwendung der Zwischenschrittmethode auf hyperbolische
GleiChUNEZeN .cocossesescsocsrsscsocessssessvsososcsscsssansvscsas

3.1 Die einfachsten Schemata fiir eindimensionale, hyperboli-
sche GleiChUNZEeN .veseccocecsssscsosssoseconssesosasccscnsss

3.2 Homogene, implizite Schemata fiir hyperbolische Gleichungen

12
13

16
16
20

o4
26
27
29
32

35

45

45



§4.

§5.

3.3

34
35

3.6

- VI -

Implizite Schemata filir mehrdimensionale, hyperbolische
GleliChUNEEN vcveeeseccoseocenssecnsccscsescscanassensscnens 49

Aufspaltungsmethode der fortschreitenden Rechnung ..cc.. 52

Die Methode der gengherten Faktorisierung fiir die Wellen-
EleiChUNg sescseserecscnssocccsns Cessecscsennsssansnsanse 55

Aufspaltungsmethode und majorante Schemata ...ceeceecenss 56

Anwendung der Zwischenschrittmethode auf Randwertaufgaben der

Laplaceschen und Poissonschen Differentialgleichung ..eccseses 59
4,1 Zusammenhang zwischen stationiren und nichtstationidren
PrODLlEeMEN «oveseecsescsosossossososssscsssssssessososssssss 59
4,2 Schemata zur Integration instationirer Probleme und
IterationssSchemata ..ccoeeececsosscccsasasoscsscnossecnnca 62
4,3 Iterationsschemata fiir die zweidimensionale Laplacesche
GlelChUNE ceeeercsccsescscsssosscosscscnsscssnsonssasancna 66
4.4 TIterationsschemata flir die dreidimensionale Laplacesche
Gleichmg L 2 I I I I I Y B I B R B B N DR R I B B BN BN B BN BN BE N R B BB I BN N B BN BN IR R BN R R 77
4,5 Iterationsschemata fiir elliptische Gleichungen .eeeeceses 82
4.6 Schemata mit variabler Schrittweite .ceeevcereccccecessas 86
4,7 Iterationsschemata auf der Grundlage von Integrations-
schemata hyperbolischer Gleichungen .ceseesescescsssccees 90
4.8 Losung der Randwertaufgabe fiir die Poissonsche Gleichung 92
4.9 Iterationsschemata mit Mittelung eceeececssccscscsesancas 93
4 .10 Zuriickfiihrung der Schemata ohne volle Approximation auf
Schemata mit voller Approximation ..c.ceccesseccssescccens 95
Randwertaufgaben der Elastizit8tstheorie iieececcccsccscsscnns 97
5.1 Die Grundgleichungen fiir das Gleichgewicht und die Schwin-
gungen elastischer KOTPDET ..ceessescscocasssscsssssanssne 97
5.2 Randwertaufgaben der Elastizit@tstheorie .seeecececcececes 100
5.3 Integrationsschemata fir die instationdren Gleichungen

der Elastizitatstheorie seecerecesesceevcosssoscssccasenne 101



§6.

§7.

§8.

§9.

5.4

5.5

5.6

- VII -

Iterationsschemata zur Losung der Randwertaufgaben
fiir die biharmonische Gleichung .e.ceecevesasssscsaccnss

Iterationsschemata fiir das Gleichungssystem der Elastizi-
tdtstheorie fiir die Verschiebungen seeeeesscscesscecoces

Randbedingungen bei Aufgaben der Elastizitétstheorie ...

Schemata erhohter Genauigkelt ceveesessccrerescesssvossncsnes

6.1
6.2

6.3

Homogene Schemata erhdhter Genauigkeit .eeecsececsseoascas

Faktorisierte Schemata erhdhter Genauigkeit fir die
WarmeleitungsgleiChUNE ceeeececcscsccasocconsscsnsncosens

Die LOsung des Dirichletschen Problems mit Hilfe eines
Schemas erhohter Genauigkelt seecesecvsscssosrcescacnsone

Integrodifferentialgleichungen, Integralgleichungen und

algebraische GleichUnNEen sceeseececscccseccsncsscnsscsssassses

7-1
7.2

Gleichungen der Transporttheorie seeeeeccrecececscrccnes

Algebraische GleiChUNZEN .seeesecconsersrecassnscsccessens

Einige hydrodynamische Aufgaben ..cecececessscosssoscosscnnsse

8.1
8.2

8.3
8.4
8.5

8.6

Potentialstromung um einen KOIDET seeeeeosssscscscncanss

Potentialstromung einer inkompressiblen, schweren Fliis-
sigkeit mit freien Rindern (Stromung i{iber ein Wehr) ....

Strémung einer zdhen Fliissigkeit siveviecrneorvncssacnns
Methode der KanBle seeeeeocssososassesssasasassoassos soas

Prediktor-Korrektor-Verfahren (Methode der korrigierten

Werte) © 6 9 00 09 ¢ 9800060050090 000000000000600s0000s00800008000

Die Gleichungen der Meteoro0lofie cseeeeesccscsccssscsnse

Allgemeine AUSSAZEN cieeeeeersossensscscstscsorosscccnssssnsssae

9.1

Allgemeine Aussagen iiber die Aufspaltungsmethode,
Begriindung im kommutativen Fall durch das Eliminations-

Verfahren © 8 4 6000 0000200600060 0°000eP0050P00800000000000s000

102

105
106

110
110

113%

116

119
119
122

123
123

125
129
134

138
141

142

142



- VIII -

9.2 Begriindung der Aufspaltungsmethode im nichtkommutativen

FBl]l ceeececcveocceccososscesosccscasossscsssascscossasvsocssscacas

9.3 Die Methode der gendherten Faktorisierung eines Operators
9.4 Die Methode der stabilisierenden KorrekKtur .cccececscscses
9.5 Die Methode der approximierenden Korrektur ..cceeecescese

9.6 Die Relaxationsmethode ,,....cceveeveecnceacsnsasasncncecs

§10. Die Methode der schwachen Approximation und die Konstruktion
einer Losung des Cauchyschen Anfangswertproblems im Banach-

TOUN ceoaccscssccsosvssossscscsocsscsossscesscsesssssotcssssnosnssscnssnse

10.1 Beispiele ® ® 6 6 00D GG LS OSSOSO TSSOSO PSSO SO0 Oe eSO

10.2 Die schwache Approximation eines Differentialgleichungs-

SYSTEOIMS ceeecsetsstsonccasosssossccstsnesosscsosscsssososcss

10.3 KONVETrgenZauSSaAZeIl ceesscsssccsosssesesoscssssssssssosossss

Literaturverzeichnis e..ecececccsceccsoascscveascsosscsnsscsssscsasocsos

Autorenverzeichnis ceeeevesrssecesccossscssscsessosscsnssssssscsssasss

146
150
154
157
159

161
161

166

175

184

193



