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Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dro Witti Rinow, 

zum sechzigsten Geburtstag, am 28. Februar 1967, gewidmet. 



Einl.eitung 

Die Differentiationstheorie für Maße enthäl.t bekanntl.ich einen 
gl.obal.en und einen punktual.en Zweig. Im gl.obal.en Zweig wird die 
Abl.eitung durch Integrationsbedingungen, im punktual.en Zweig 
hingegen durch Differentiationsbedingungen bezügl.ich einer Ab­
l.eitungsbasis definiert. 

Der gl.obal.e Zweig erfuhr durch die Resul.tate von SEGAL [23] 
eine weitgehende Abrundung, indem dieser für die Gül.tigkeit des 
Hauptsatzes dieses Zweiges, des Satzes von RADON-NIKODYM, eine 
Reihe von hinreichenden und notwendigen Bedingungen angab. Im An­
schl.uß hieran brachten ZAANEN [24] und KELLEY [11] weitere 
Charakterisierungen dieses Satzes, al.l.erdings mit etwas anderen 
Abl.eitungsbegriffen. 

In dieser Arbeit wird auf zwei der SEGALschen Bedingungen 
Bezug genommen, näml.ich auf eine Endl.ichkeitsbedingung und auf 
ein Lokalisationsprinzip. 

Ein Maßraum genügt der SEGALschen Endl.ichkeitsbedingung, wenn 
er isomorph einem Maßraum ist, der seinerseits direkte Summe von 
endl.ichen Maßräumen ist. Hierbei bedeutet Isomorphie von zwei 
Maßräumen, daß ihre Maßringe, das sind die Restklassenverbände 
der meßbaren Mengen nach den l.okal.en Nul.l.mengen, isomorph sind. 

Für einen Maßraum gil.t das SEGALsche Lokal.isationsprinzip, 
wenn zu jedem bedingten a-Ideal. t summierbarer Mengen, grob ge­
sprochen, eine meßbare Approximierende E 1 für die Vereinigung 
der Mengen aus t existiert. 

Der punktual.e Zweig erhiel.t durch de POSSEL [20] eine ab­
strakte, das heißt, von topol.ogiscben Begriffen freie Begründung. 
Diese abstrakte Theorie wurde von HAUPT und PAUC weiterent­
wickel.t (siehe HAUPT-AUMANN-PAUC [8], Bd. III, und die dort 
angegebene Literatur). Hierbei erwies sich die Frage nach der 
Existenz einer schwachen oder einer starken VITALischen Ab­
teitungsbasis al.s entscheidend für die Anwendbarkeit. 

Die de POSSELache Theorie setzt die total.e a-Endl.ichkeit des 
Maßraumes voraus. Der einzige wesentliche Grund hierfür ist der, 
die Gül.tigkeit des Satzes von RADON-NIKODYM zu sichern. Die ganze 
Theorie 'Läßt sich näml.ich auch unter der al.leinigen Voraussetzung 
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dieses Satzes durchführen. Hierfür ist es nur nötig, a~~es ~oka~, 
das heißt, mit den ~oka~en an Ste~~e der gewöhn~ichen Nu~~mengen 
zu formu~ieren. 

Aus diesem Grunde wäre es wünschenswert, die Existenz von 
VITALischen Ab~eitungsbasen unter ähn~ich a~tgemeinen Voraus­
setzungen beweisen zu können, wie sotchen, we~che für die Güttig­
keit des Satzes von RADON-NIKODYM charakteristisch sind, atso 
zum Beispiet unter der SEGALschen Endtichkeitsbedingung. 

Die vorhandenen hinreichenden Bedingungen für die Existen~ von 
VITALischen Abteitungsbasen entha~ten atte die totate cr-Endtich­
keit und noch zusätztiche Voraussetzungen topotogischer oder ab­
strakter Art (siehe HAUPT-AUMANN-PAUC [8], Bd. III, 9.3.). 

In dieser Arbeit wird eine Reihe von hinreichend und notwen­
digen Bedingungen für die Existenz von VITALischen Abteitunga­
basen angegeben. Unter diesen befindet sich auch eine Endtichkeits­
bedingung, wetche die Existenz einer sogenannten Zertagung fordert, 
und schon in [13] untersucht wurde*). Sie besagt, daß der Maßraum 
bis auf eine tokate Nuttmenge direkte Summe von endtichen Maßräumen 
sei, ist atso schwächer ats die totate cr-Endtichkeit und imptiziert 
andererseits die SEGALsche Endtichkeitsbedingung. Daher fo~gt aus 
der Existenz einer VITALischen Abteitungsbasis die Gü~tigkeit des 
Satzes von RADON-NIKODYM. 

Es entsteht atso die Frage, we~che weitergehenden Konsequenzen 
die Existenz von VITALischen Abteitungsbasen für die g~obate 
Theorie hat. Diese Frage wird in der Form beantwortet, daß für 
den Satz von RADON-NIKODYM wie auch für das SEGALsche LokaLisa­
tionsprinzip Verschärfungen angegeben werden, wetche zur Existenz 
von VITALischen Abteitungsbasen äquivatent sind. 

Die Verschärfung des SEGALschen Loka~isationsprinzips besteht 
in der Monotoniebedingung, daß eine sotche LokaLisation i ~ E 1 
existiere, wofür gitt 

E 1 ~ E 1 , wenn t 1 ~ t 2 • 1 2 

Es täßt sich zeigen, daß diese Verschärfung der Existenz einer 
Zertegung äquivatent ist. 

*) DINCULEANU [6] nennt sie "direct sum property". 
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Für den Satz von RADON-NIKODYM werden zwei Verschärfungen an­
gegeben: Die eine besteht ebenfatts in einer Monotoniebedingung: 
Zu jedem stetigen Maß w existiere eine sotche Abteitung fw, daß 
gitt 

Diese Bedingung erweist sich ats äquivatent mit der monotonen 
Verschärfung des SEGALschen Lokatisationsprinzips, atso auch mit 
der Existenz einer Zertegung.- Die andere Verschärfung besteht in 
rotgender Linearitätsbedingung: Zu jedem stetigen Maß $ existiere 
eine sotche Abteitung f$, daß gitt 

+ f$ = a 1f$
1 

+ a 2r,2
, wenn v = a 1v1 + a 2v2 , wobei a 1 , a 2ER • 

Eine sotche tineare Differentiation v ~ fv ist auch monoton. 
Aus der Existenz einer monotonen Differentiation fotgt aber auch 
die Existenz einer tinearen Differentiation (die jedoch mit der 
gegebenen monotonen nicht identisch zu sein braucht). Atso ist 
auch die tineare Verschärfung des Satzes von RADON-NIKODYM mit 
atten vorher genannten Bedingungen äquivalent. 

Auch für den Satz von RIESZ ergeben die Monotonie-, die 
Linearitäts- und eine Isometriebedingung den obigen Aussagen 
äquivalente Verschärfungen. Für den Satz von DUNFORD-PETTIS gitt 
Entsprechendes ebenfatts mit der Linearitäts-und der bekannten 
Isometriebedingung. 

Das wichtigste Hilfsmittet für den Nachweis der Äquivalenz 
der genannten Aussagen ist, neben dem SEGALschen Lokatisations­
prinzip, das von NEUMANNsehe Lifting. Hierbei handett es sich, 
kategorisch ausgedrückt, um einen Schnitt des kanonischen Homo­
morphismus der BOOLEschen Atgebra m der meßbaren Mengen eines 
Maßraumes in die BOOLEsche Restktassenatgebra von m nach dem 
Ideat der tokaten Nuttmengen des Maßraumes. Von NEUMANN [18] 
bewies die Existenz eines sotchen Liftings zunächst für das 
LEBESGUEsche Maß auf dem Einheitsintervatt der reetten Zahten. 
MAHARAM [16] bewies dann die Existenz eines Liftings rür jeden 
voltständigen endtichen Maßraum. IONESCU-TULCEA [9] gaben hier­
für einen neuen Beweis und fotgarten die Existenz eines Liftings 
rür jedes regutäre BORELache Maß auf einem lokat kompakten Raum, 
unter Benutzung der Zertagungseigenschaft dieser Maße. Es täßt 
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sich nun zeigen (RYAN [21]), daß ein Maßraum (wetcher gteich 
seiner CARATHEODORYschen Erweiterung ist) genau dann ein Lifting 
besitzt, wenn er eine Zertegung hat. 

Eine einfache Anwendung des Liftings auf die Differentiation 
wird ermögticht durch den Übergang zu einem Lifting t auf dem 
System der meßbaren Funktionen: Ist nämtich t ~ f• eine betie­
bige Differentiation, so wird durch 

t .... t(f.) 

eine tineare und monotone Differentiation definiert. Diese 
Übertagung "Läßt sich noch präzisieren: Die monotone Verschärfung 
des Satzes von RADON-NIKODYM gitt genau dann, wenn der Satz von 
RADON-NIKODni sehtechthin gi tt und ein sogenanntes monotones 
Lifting existiert. Zur Unterscheidung vom monotonen Lifting wird 
das von NEUMANNsehe Lifting in dieser Arbeit "Lineares Lifting 
genannt. Für die Güttigkeit der tinearen Verschärfung des Satzes 
von RADON-NIKODYM ist die Existenz eines ("Linearen) Liftings 
attein schon hinreichend und notwendig; denn aus der Existenz 
eines Liftings fotgt die Zertegungseigenschaft und hieraus die 
Güttigkeit des Satzes von RADON-NIKODYM. 

Die erste Anwendung des von NEUMANNsehen Liftings auf die 
Differentiationstheorie machte DIEUDONNE [4], [5] bei seiner 
Untersuchung des Satzes von DUNFORD-PETTIS, indem er die Voraus­
setzung der Separabitität des zugrundegetegten BANACHraumes 

00 
durch die Voraussetzung eines Liftings in g ersetzte und zeigte, 
daß die Existenz eines sotchen Liftings mit der Güttigkeit des 
durch die Isometriebedingung verschärften Satzes von DUNFORD­
PETTIS sogar äquivatent ist (vergteiche BOURBAKI [3], chap. VI, 
sowie IONESCU-TULCEA [9] und [10]). Letztere zeigten, daß im 
Fatte des BOURBAKI-Integrats über einem RADONsehen Maße stets 
ein sotches Lifting existiert, hier atso der Satz von DUNFORD­
PETTIS mit der Isometriebedingung gitt. 

Den ersten Hinweis auf einen Zusammenhang zwischen Liftings 
und VITALischen AbLeitungsbasen tiefert bereits der Beweis des 
von NEUMANNsehen Liftingsatzes. Dort wird nämtich wesenttich 
vom Dichtesatz für die ktassische Abteitungsbasis der Intervatte 
Gebrauch gemacht. Nach de POSSEL gitt aber für eine Abteitunga­
basis der Dichtesatz (tokat) genau dann, wenn diese eine schwache 



VIII 

VITALische Ab~eitungsbasis ist. Diese Tatsache ergibt, in Ver­
bindung mit einem einschtägigen Liftingsatz für BOOLEsche Atge­
bren, den von NEUMANN und STONE [19] bewiesen, daß die Existenz 
einer schwachen VITALischen Abteitungsbasis attein schon hin­
reichend für die Existenz eines Liftings ist. 

Hiervon wird auch die Urr~ehrung bewiesen: Aus der Existenz 
eines Liftings fotgt die Existenz sogar einer starken VITALischen 
AbLeitungsbasis. 

ALso sind für einen Maßraum die Existenz einer ZerLegung, 
die Existenz eines Liftings, die Existenz einer schwachen oder 
einer starken VITALischen AbLeitungsbasis und die GüLtigkeit der 
genannten Verschärfungen des SEGALschen LokaLisationsprinzips 
sowie der Sätze von RADON-NIKODYM, DUNFORD-PETTIS und RIESZ 
äquivaLente Aussagen. 

Für die Konstruktion einer starken VITALischen AbLeitungs­
basis mit HiLfe eines Liftings wird ein Satz von MAHARAM [16] 

für Liftingsinvariante meßbare Mengen benutzt, weLcher besagt, 
daß die Vereinigung beLiebig vieLer soLcher Mengen meßbar ist. 
Dieser Satz wird zunächst zum Beweis eines Überdeckungssatzes 
vom LINDELÖFschen Typ für jene Mengen verwendet. Hierfür diente 
ein entsprechender Überdeckungssatz für das (abstrakte) BOURBAKI­
Integrat aLs VorbiLd, den der Verfasser in [14] bewies. 

Der Satz von MAHARAM und der Überdeckungssatz ermögLichen 
außerdem einen anschauLichen Beweis des SEGALschen LokaLisations­
prinzips mit HiLfe eines Liftings: Bezeichnet L die durch ein 
Lifting gegebene Abbitdung des Systems der meßbaren Mengen in 
sich, so sei jedem bedingten cr-Idea1 t summierbarer Mengen aLs 
Loka1isierende die Menge 

E l = IJ { L( I) : I E l } 

zugeordnet. Hierdurch wird eine LokaLisation definiert, die 
auch monoton ist. In dieser Form findet das SEGALsche LokaLisa­
tionsprinzip übrigens impLizite auch Anwendung in dem Existenz­
beweis von IONESCU-TULCEA [9] für das Lifting. 

Der Satz von MAHARAM wurde von IONESCU-TULCEA (10] auf Funk­
tionen erweitert und dadurch ergänzt, daß sie die Stetigkeit des 
wesentticnen IntegraLs für gerichtete FamiLien Liftinginvarian­
ter meßbarer Funktionen nachwiesen. 
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Diese Resultate von MAHARAM und IONESCU-TULCEA sowie die ge­
scnitderte Lokalisation ermöglichen es schließlich, mit Hilfe 
eines Liftings eine einfache Konstruktion für die Ableitung end­
tieher stetiger Maße anzugeben, welche der Monotonie- und der 
Linearitätsbedingung genügt. Die Konstruktion ist der von LEPTIN 
[15] verwandt. 

Im zweiten Teit der Arbeit wird der Begriff der Ableitung 
näher untersucht. Dem ersten Teit tiegt, in Übereinstimmung mit 
SEGAL [23], kurz gesagt, fotgender zugrunde: Eine meßbare Funk­
tion f ~ 0 heißt eine Abteitung des Maßes • nach dem Maß ~· wenn 

(I) .(M) = J f d~ 
M 

für jede ~-summierbare Menge M gitt**). Wenn (I) sogar für jede 
meßbare Menge M gilt, so wird f eine reguläre Ableitung von t 
nach ~ genannt. Das bekannte Beispiet von SAKS [22] zeigt, daß 
nicht jede Ableitung regulär ist. Eine reguläre Ableitung f von 
t nach ~ genügt den beiden Forderungen: 
(II) Für jede meßbare Menge M folgt aus der ~-Summierbarkeit 

von fxM' daß M y-summierbar ist und (I) gitt. 

(III) Für Jede •-summierbare Menge M ist fxM ~-summierbar, 
und {I) gitt. 

Für eine Ableitung f von • nach ~ tassen sich diese beiden 
Bedingungen wie fotgt charakterisieren: Für Bedingung (II) ist 
hinreichend und notwendig, daß f bis auf eine t-Nuttmenge posi­
tiv ist. Für Bedingung (III) erweist sich folgende Dichtheits­
retation ats charakteristisch: 

Zu jeder t-summierbaren Menge S gibt es abzählbar viete 
~-summierbare Mengen S , so daß S - USn eine t-Nuttmen­
ge ist und f hierauf v~rschwindet. 

Der Regularität sowie jeder der Bedingungen (II) und (III) 
entspricht wieder eine Verschärfung des Satzes von RADON-NIKO­
DYM, was in dieser Arbeit aber nicht weiter verfolgt wird. 

Im dritten Teil der Arbeit werden die Spezialfälle des STONE­
Integrats, des BOURBAKI-Integrats, des wesentlichen Maßes und des 
zu einem STONE- oder zu einem BOURBAKI-Integrat gehörigen we­
sentlichen Integrats untersucht. 

**) Hierbei bedeute J das obere Integral. Die genaue Definition 
der Ableitung wird in § 1 gegeben. 
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Bei dem STONE-Integrat und dem BOURBAKI-Integrat bezieht sich 
der Begriff der Abteitung stets auf Funktionate f und ' auf 
einem gemeinsamen Definitionsbereich m von Funktionen, dessen 
Vervottständigung bezügtich der t- oder der Y-Hatbnorm die 
t- beziehungsweise die V-summierbaren Funktionen tiefert. 

Diese Besonderheit hat zur Fotge, daß im Fatte des STONE­
Integrats jede Abteitung f von V nach t die obige Dichtheits­
retation und deshatb die (III) entsprechende Bedingung erfüttt. 
Im Fatte des BOURBAKI-Integrats ist, wegen der Verwendung von 
gerichteten Famitien statt gewöhnticher Fotgen bei der Vervott­
ständigung von m, mit dem entsprechenden Sachverhatt nicht zu 
rechnen. 

Dieser Unterschied zwischen STONE- und BOURBAKI-Integra1 ist 
aber insofern nicht wesenttich, ats er für die zu den beiden ge­
hörigen wesenttichen Integrate nicht vorhanden ist. Vie1mehr er­
weist sich hierfür jede Abteitung sogar ats regutär. 

Dafür zeigt sich hier aber ein anderer Unterschied: Im Fa11e 
des STONE-Integrats ist eine Funktion f eine Abteitung von Y 
nach ~ genau dann, wenn f eine Abteitung des zu Y gehörigen we­
senttichen Integra1s nach dem zu t gehörigen wesenttichen Inte­
grat ist. Entsprechendes ist im Fa11e des BOURBAKI-Integrats 
nicht zu erwarten. 

Die Eigentümtichkeit des Abteitungsbegriffs bei dem STONE­
und dem BOURBAKI-Integrat wirft weiter die Frage nach dem Zu­
sammenhang mit den zugehörigen Maßen auf. 

Zu dem Funktiona1 ~' nach we1chem differenziert wird, gehört 
ein eindeutig bestimmtes Maß ~' so daß die Integra1erweiterung 
von t mit der von~ übereinstimmt. 

Nun täßt sich in beiden Fä1ten zeigen, daß für t der Satz 
von RADON-NIKODYM (monoton und tinear) genau dann gitt, wenn 
dassetbe für ~ zutrifft. Für das BOURBAKI-Integra1 ist hierbei 

***) der Schtuß von~ auf f wichtig • Denn in diesem Fatte besitzt 
~eine Zertegung. Atso gitt nach dem ersten Tei1 der Arbeit für 
~ der Satz von RADON-NIKODYM monoton und tinear und somit für t 

ebenfa11s. 

***) Diese Richtung wird aucn nur bewiesen •.. Die andere R~cntung 
fo1gt mit Hi1fe des in [12] durchgeführten Qberganges von dem Aue­
gangssystem m zu einem äquiva1enten System ~' so daß für jedes ~-
stetige Maß t jede Funktion aus m t-summierbar und das w-Integrat 
stetig im Sinne von BOURBAKI auf m ist. 
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Bei dem wesent~ichen Integrat, wetches zu einem BOURBAKI­
Integrat gehört, tiegen die Verhättnisse ähn~ich, wesha~b auch 
hierfür der Satz von RADON-NIKODYM monoton und ~inear gitt. 
Hierbei wird benutzt, daß mit einem Maß auch stets das zuge­
hörige wesenttiche Maß eine Zertagung besitzt. 

Im Gegensatz zum BOURBAKI-Integrat besitzt das zu einem 
STONE-Integrat gehörige Maß im attgemeinen keine Zertegung. Auch 
gitt hierfür der Satz von RADON-NIKODYM nicht attgemein. 

Herrn Professor H. KÖNIG dankt der Verfasser herztich für 
sein anhattendes förderndes Interesse an dieser Arbeit. 

Ebenso möchte der Verfasser Herrn Professor 0. HAUPT, 
Herrn Professor H. BAUER und Herrn Professor D. PUPPE für die 
Aufmerksamkeit danken, wetche sie diesen Untersuchungen ent­
gegenbrachten. 
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