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Zum Geleit

von Lev Beklemishev, Utrecht

Das Gebiet der Mathematischen Logik — entstanden bei der Begriffskldrung von lo-
gischer Giiltigkeit, Beweisbarkeit und Berechenbarkeit — wurde in der ersten Hélfte
des vorigen Jahrhunderts von einer Reihe brillianter Mathematiker und Philosophen
geschaffen, wie Frege, Hilbert, Godel, Turing, Tarski, Mal’cev, Gentzen, und einigen
anderen. Die Entwicklung dieser Disziplin wird als eine der groten Errungenschaf-
ten der Wissenschaft des 20. Jahrhunderts diskutiert: Sie dehnte die Mathematik
in einen bislang unbekannten Bereich von Anwendungen aus, unterwarf logisches
Schlieflen und Berechenbarkeit einer rigorosen Analyse, und fiihrte schlielich zur
Entwicklung des Computers.

Das Lehrbuch von Professor Wolfgang Rautenberg ist eine gut geschriebene Ein-
fithrung in diesen schénen und zusammenhéngenden Gegenstand. Es enthélt klassi-
sches Material wie logische Kalkiile, die Anfange der Modelltheorie und Gédels Un-
vollstandigkeitssitze, ebenso wie einige von Anwendungen her motivierte Themen
wie ein Kapitel iiber Logikprogrammierung. Der Autor hat grofie Sorgfalt darauf
verwendet, die Darstellung lesbar und umfassend zu gestalten; jeder Abschnitt wird
von einer guten Auswahl von Ubungen begleitet.

Ein besonderes Lob ist dem Autor fiir die Darstellung des Zweiten Goédelschen Un-
vollstandigkeitssatzes geschuldet, in welcher es dem Autor gelang, einen relativ ein-
fachen Beweis der Ableitungsbedingungen und der beweisbaren >;-Vollstdndigkeit
zu geben; ein technisch diffiziler Punkt, der in Lehrbiichern vergleichbaren Niveaus
gewohnlich ausgelassen wird. Dieses Lehrbuch kann allen Studenten empfohlen wer-
den, die die Grundlagen der Mathematischen Logik erlernen wollen.



Vorwort
zur 3. Auflage

Die dritte Auflage unterscheidet sich von der zweiten nicht nur in der Korrektur von
Druckfehlern sondern in zahlreichen sachlichen und stilistischen Anderungen, ver-
besserten Beweisen und Ubungen. Das Buch diirfte dadurch fiir den Anfiinger noch
leichter lesbar sein. Auch Stichwort- und Literaturverzeichnis wurden vollstandig
revidiert und eine historisch orientierte Einleitung wurde hinzugefiigt.

Das Buch wendet sich an Studenten und Dozenten der Mathematik oder Informatik,
und wegen der ausfiihrlich diskutierten Goédelschen Unvollstdndigkeitssitze, die ja
von hohem erkenntnistheoretischem Interesse sind, auch an Fachstudenten der Philo-
sophischen Logik. Es enthélt in den ersten drei Kapiteln den Stoff einer einsemestri-
gen Vorlesung iiber Mathematische Logik, die sowohl fiir den Masterstudiengang als
auch den Bachelor-Studiengang geeignet ist. Das 1. Kapitel beginnt mit Elementen
der Logik, wie sie fiir die Grundlagenphase des Bachelor-Studiums verlangt werden,
und es enthélt zu Beginn des 2. Kapitels das Wichtigste iiber algebraische und re-
lationale Strukturen, Homomorphismen und Isomorphismen, was zur Aufbauphase
eines wie auch immer gearteten Mathematikstudiums gehoren sollte. Eine wie in 3.4
gefiihrte Diskussion der Axiomatik der Mengenlehre ist zwar grundlagentheoretisch
wichtig, hédngt aber von den Zielen der Einfithrungsvorlesung ab.

Nicht alles iiber den Godelschen Vollsténdigkeitssatz (Kapitel 3) muss den Bachelor-
Studenten vorbewiesen werden. Es geniigt, den aussagenlogischen Kalkiil zu behan-
deln und die n6tigen Schritte einer Erweiterung auf die Pradikatenlogik nur zu be-
schreiben. Die letzten Abschnitte von Kapitel 3 befassen sich mit Anwendungen der
Vollsténdigkeit und haben teilweise beschreibenden Charakter, mit Ausblicken auf
aktuelle Themen wie z.B. die automatische Beweisverifikation.

Das Buch enthélt auch das Basismaterial fiir eine Vorlesung Logik fiir Informatiker,
iiber die weiter unten gesprochen wird, in Kapitel 5 das Material fiir eine die Logik
fortsetzende Vorlesung Modelltheorie und in Kapitel 6 fiir eine Vorlesung Rekur-
stonstheorie mit Anwendungen auf Entscheidungsprobleme.

Das Buch kann ganz unabhéngig von Vorlesungen aber auch zum Selbststudium ge-
nutzt werden. Nicht zuletzt deshalb wurden Stichwort- und Symbolverzeichnis recht
ausfiihrlich verfasst und vor Beginn des Haupttextes ein Abschnitt Notationen ein-
gefiigt. Fiir den GroBteil der Ubungen gibt es Losungshinweise in einem gesonderten
Abschnitt am Ende des Buches. Aufler einer hinreichenden Schulung im logischen
SchlieBen sind spezielle Vorkenntnisse nicht erforderlich; lediglich fiir Teile von Ka-
pitel 5 sind algebraische Grundkenntnisse niitzlich, und fiir den letzten Abschnitt
in Kapitel 7 gewisse Kenntnisse iiber Modelle der Mengenlehre.



viii Vorwort

Stil und Darstellung wurden in den ersten drei Kapiteln breit genug gehalten, so dass
auch der Student noch vor dem Einstieg in eine Spezialdisziplin den Stoff durchaus
selbststandig bewiltigen kann. Ab Kapitel 4 steigen die Anforderungen allméhlich,
die man am sichersten durch selbststéindiges Losen der Ubungen meistert. Auch
verdichtet sich von dort an etwas die Darstellung, jedoch nicht auf Kosten sprachli-
cher Prézision. Klarheit und angemessener Umgang mit Notationen bleiben oberstes
Gebot. Der Leser sollte Bleistift und Papier zum Nachrechnen stets parat halten.

Eine Besonderheit dieser Darstellung ist die eingehende Behandlung der Godelschen
Unvollsténdigkeitssétze. Diese beruhen auf der Représentierbarkeit rekursiver Préadi-
kate in formalisierten Theorien, die in ihrer Urform den Hauptteil der Godelschen
Arbeit [G62] ausmacht. Dieser Linie folgend gewinnt wir in Kapitel 6 den ersten Un-
vollstandigkeitssatz, die Unentscheidbarkeit des Tautologieproblems der Logik nach
Church und die Resultate {iber Nichtdefinierbarkeit des Wahrheitsbegriffs von Tarski
in einem Zuge. Das letzte Kapitel ist ausschliellich dem zweiten Unvollstandigkeits-
satz und seinem Umfeld gewidmet. Von besonderem Interesse ist dabei, dass Fra-
gen iiber selbstbeziigliche Aussagen aufgrund der Solovayschen und weiterfithrender
Vollstéandigkeitssidtze algorithmisch entscheidbar sind.

Die Klassifikation definierender Formeln fiir arithmetische Pradikate wird recht
frithzeitig, schon bei der Reprisentation rekursiver Pradikate in 6.3 eingefiihrt. Denn
sie trégt in besonderem Mafle dazu bei, den engen Zusammenhang zwischen Logik
und Rekursionstheorie sichtbar zu machen. Weitere Unentscheidbarkeitsresultate
iiber formalisierte Theorien werden in den Abschnitten 6.5 und 6.6 behandelt, ein-
schliefllich einer Skizze iiber die Losung des 10. Hilbertschen Problems.

In Kapitel 4 werden berechenbare Funktionen in natiirlicher Weise durch PROLOG-
Programme prézisiert. Dies ist fiir Studierende der Informatik interessant, heifit dies
doch einerseits, PROLOG ist eine universelle Programmiersprache, in der prinzipiell
alle Algorithmen beschrieben werden kénnen. Andererseits werden durch den Un-
entscheidbarkeitnachweis des Existenzproblems erfolgreicher Resolutionen in 4.4 die
prinzipiellen Schwierigkeiten erklért, die mit der Problemlésung durch Anfragen an
Logik-Programme zusammenhéingen. Kapitel 4 muss in einer Vorlesung fiir Infor-
matiker mit Abschnitt 6.1 iiber Grundbegriffe der traditionellen Rekursionstheorie
natiirlich in Zusammenhang gebracht werden.

Kapitel 5 behandelt die Grundlagen der erst um 1950 entstandenen und inzwischen
weit gefacherten Modelltheorie. Hier werden in der mathematischen Logik entwi-
ckelte Techniken mit Konstruktionstechniken anderer Gebiete zum gegenseitigen
Nutzen miteinander verbunden. Durch den Einsatz weitreichender Methoden ge-
lingt es, klassische Resultate wie die Eliminierbarkeit der Quantoren in der Theorie
des reellen und der des komplexen Zahlenkorpers recht schnell zu gewinnen.



Vorwort ix

Trotz seiner Themenvielfalt umfasst dieses Buch bei weitem nicht alles was die Ma-
thematische Logik vorzuweisen hat. Lehrbiicher mit enzyklopadischem Anspruch
lassen sich heute selbst fiir deren Teilgebiete nicht mehr verfassen. Bei der Stoffaus-
wahl konnen bestenfalls Akzente gesetzt werden. Das bezieht sich vor allem auf die
iiber elementare Dinge hinausfithrenden Kapitel 4, 5, 6 und 7. Die Auswahl orien-
tiert sich durchweg an Grundergebnissen der Mathematischen Logik, die mit hoher
Wahrscheinlichkeit von bleibendem Bestand sind.

Wo immer dies gelang, wurden in der Literatur vorliegende Beweise vereinfacht.
Philosophische und grundlagentheoretische Probleme der Mathematik ebenso wie
rein beweistheoretische Aspekte werden nicht systematisch behandelt, aber dies-
beziigliche Fragen werden an geeigneten Stellen im Text angeschnitten, vor allem
im Zusammenhang mit den Gédelschen Sétzen. Wir haben uns dabei bemiiht, einem
Auseinanderdriften von Modell- und Beweistheorie entgegen zu wirken.

Es gibt in diesem Buche keine Formeltrennungen im flielenden Text. Dies kommt
nicht nur dem Schriftbild zugute sondern auch einem unbehinderten Informations-
fluBl. Bemerkungen im Kleindruck enthalten in der Regel weiterfithrende Informa-
tionen oder verweisen auf das Literaturverzeichnis, das angesichts der Literaturfiille
nur eine Auswahl reprisentieren kann. Die Eintrige im Literaturverzeichnis sind
alphabetisch nach ihren beim Zitieren verwendeten Kiirzeln sortiert.

Die sieben Kapitel des Buches sind in Abschnitte gegliedert. Eine Referenz wie
z.B. 4.5 bedeutet Kapitel 4, Abschnitt 5 und Satz 4.5 meint den Satz Nr. 5 in
Abschnitt 4 eines gegebenen Kapitels. Bei Riickbezug auf diesen Satz in einem
anderen Kapitel wird die Kapitelnummer hinzugefiigt. So ist Satz 6.4.5 beispielsweise
Satz 4.5 in Kapitel 6.

Auf der Website www.math.fu-berlin.de/~raut finden sich weitere Informationen
zu dem Buch und zu verwandten Themen, z.B. Mengenlehre. Fiir hilfreiche Kritik
danke ich zahlreichen Kollegen und Studenten; die Namensliste ist zu lang, um sie
hier anzugeben. Besonderer Dank gilt Lev Beklemishev (Utrecht), Wilfried Buchholz
(Miinchen), Peter Agricola, Michael Knoop, sowie dem durch einen tragischen Unfall
aus zu frith dem Leben geschiedenen Mathematiker und Informatiker Ullrich Fuchs.
Dem Vieweg+Teubner Verlag bin ich fiir die gute Zusammenarbeit verbunden.

Berlin, Mai 2008,
Wolfgang Rautenberg



Inhaltsverzeichnis

Einleitung
Notationen

1 Aussagenlogik
1.1 Boolesche Funktionen und Formeln . . . .. ... .. ... ... ...
1.2 Semantische Aquivalenz und Normalformen . . . .. ... ... ...
1.3 Tautologien und aussagenlogisches Folgern . . . . . . . ... ... ..
1.4 Ein vollstindiger aussagenlogischer Kalkil . . . . .. ... ... ...
1.5 Anwendungen des Kompaktheitssatzes . . . . .. ... .. ... ...

1.6 Hilbert-Kalkiile . . . . . . . . . . ..

2 Pridikatenlogik
2.1 Mathematische Strukturen . . . . . . ... ... oL
2.2 Syntax elementarer Sprachen . . . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Semantik elementarer Sprachen . . . . .. ... ... L.
2.4  Allgemeingiiltigkeit und logische Aquivalenz . . . . ... .. ... ..
2.5 Logisches Folgern und der Theoriebegriff . . . . . . . .. ... .. ..

2.6 Spracherweiterungen . . . . . ... ... oL

3 Der Godelsche Vollstiandigkeitssatz
3.1 Ein Kalkiil des natiirlichen Schlieens . . . . . . . .. ... ... ...
3.2 Der Vollstandigkeitsbeweis . . . . . . . .. ... L.

XV

xix

14
18
25
29

33
34
43
49
58
62
67



Inhaltsverzeichnis

Erste Anwendungen — Nichtstandardmodelle
ZFC und die Paradoxie von Skolem

Aufzéhlbarkeit und Entscheidbarkeit
Vollstéandige Hilbert-Kalkiile

Fragmente der 1. Stufe und Erweiterungen

Grundlagen der Logikprogrammierung

Termmodelle und der Satz von Herbrand
Aussagenlogische Resolution
Unifikation
Logikprogrammierung

Der Beweis des Hauptsatzes

Elemente der Modelltheorie
Elementare Erweiterungen
Vollstédndige und x-kategorische Theorien
Das Ehrenfeucht-Spiel
Einbettungs- und Charakterisierungssétze
Modellvollstandigkeit
Quantorenelimination

Reduzierte Produkte und Ultraprodukte

Unvollstindigkeit und Unentscheidbarkeit

Rekursive und primitiv-rekursive Funktionen
Godelisierung
Reprasentierbarkeit arithmetischer Pradikate
Der Reprisentationssatz
Die Sétze von Goédel, Tarski, Church
Ubertragung durch Interpretation

Die arithmetische Hierarchie



Inhaltsverzeichnis xiii
7 Zur Theorie der Selbstreferenz 209
7.1 Die Ableitungsbedingungen . . . . . .. . ... ... ... ... 210
7.2 Die Theoreme von Gédel und Léb . . . . . . 0. 000000 217
7.3 Die Modallogik G . . . . .. ... ... 221
7.4 Modale Behandlung der Selbstreferenz . . . . . . .. ... ... ... 223
7.5 Eine bimodale Beweislogik fiir PA . . . . . . ... 0oL 226
7.6 Modale Operatorenin ZFC . . . . . . . . . .. ... ... ... .... 228
Losungshinweise zu den Ubungen 231
Literatur 241
Stichwortverzeichnis 247
Symbolverzeichnis 255



Einleitung

Ein wichtiges Merkmal der modernen Logik ist die klare Unterscheidung zwischen
Objektsprache und Metasprache. Erstere ist in der Regel formalisiert oder mindes-
tens formalisierbar. Letztere ist eine Art Umgangssprache, die sich von Autor zu
Autor unterscheidet und nicht unerheblich von der Zielgruppe des Autors abhéngt.
Sie ist oft mit halbformalen Elementen verwoben, von denen die meisten ihren Ur-
sprung in der Mengenlehre haben. Das Ausmafl der involvierten Mengenlehre ist
unterschiedlich. Semantik und Modelltheorie nutzen strengere mengentheoretische
Werkzeuge als die Beweistheorie. Aber im Mittel wird wenig mehr vorausgesetzt als
Kenntnisse der mengentheoretischen Terminologie und der elementaren Mengenalge-
bra, wie sie in jedem mathematischen Kurs fiir Anfinger prisentiert werden. Vieles
davon ist im Grunde nur eine facon de parler.

Da dieses Buch die mathematische Logik betrifft, ist seine Sprache die gemeinsame
Umgangssprache aller mathematischen Disziplinen. Doch gibt es einen wesentlichen
Unterschied. In der Mathematik interagieren Objekt- und Metasprache tiefgehend
miteinander. Erstere ist bestenfalls partiell formalisiert, was sich als erfolgreich er-
wiesen hat. Eine Trennung von Objekt- und Metasprache ist nur im speziellen Kon-
text relevant, zum Beispiel in der axiomatischen Mengenlehre, wo Formalisierung
notig ist um anzugeben wie gewisse Axiome aussehen. Strikt formale Sprachen wer-
den héufiger in der Informatik angetroffen. Ahnlich wie in der Logik gehéren formale
linguistische Elemente zu den Untersuchungsobjekten, etwa bei der Analyse kom-
plexer Software oder einer Programmiersprache.

Der Darstellungsrahmen formaler Sprachen und Theorien wird traditionell die Me-
tatheorie genannt. Eine wichtige Aufgabe einer metatheoretischen Analyse ist es,
Verfahren fiir logische Schliisse mittels sogenannter logischer Kalkiile anzugeben,
welche rein syntaktisch operieren. Es gibt sehr unterschiedliche logische Kalkiile.
Die Wahl kann von der formalisierten Sprache, der logischen Basis und anderen
Faktoren abhéngen. Grundlegende metatheoretische Werkzeuge sind in jedem Falle
die naiven natiirlichen Zahlen und induktive Beweisverfahren. Diese werden auch
Beweise durch Metainduktion genannt, insbesondere wenn formalisierte Theorien in
Objektsprachen behandelt werden, die iiber natiirliche Zahlen und Induktion selbst
sprechen. Induktion kann auch iiber gewissen Wortmengen eines Alphabets, oder
iitber dem Regelsystem eines logischen Kalkiils ausgefiihrt werden.

Die logischen Hilfsmittel der Metatheorie diirfen sich von denen der Objektsprache
unterscheiden. Mitunter wird dies sogar explizit gefordert. Aber in diesem Buche ist
die Logik der Objektsprachen und die der Metasprache stets dieselbe, ndmlich die
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klassische zweiwertige Logik. Es gibt gute Griinde dafiir, Letztere als die Logik des
gesunden Menschenverstandes anzusehen. Mathematiker, Informatiker, Physiker,
Linguisten und andere verwenden sie als gemeinsame Kommunikations-Plattform.

Es sollte bemerkt werden, dass sich die in den Wissenschaften verwendete Logik er-
heblich von der Logik der Alltagssprache unterscheidet, wo diese mehr eine Kunst ist
als ein ernsthafter Versuch zu sagen was denn woraus folgt. Im Alltagsleben hangt
die Bedeutung fast jeder AuBerung vom Kontext ab. In den meisten Fillen sind
logische Relationen nur angedeutet, selten explizit ausgedriickt. Oft fehlen grundle-
gende Voraussetzungen der zweiwertigen Logik, zum Beispiel eine kontextfreie Ver-
wendung der logischen Verkniipfungen. Probleme dieser Art werden in diesem Buche
nur am Rande behandelt. Bis zu einem gewissen Grad kann eine mehrwertige Lo-
gik oder eine Kripke-Semantik helfen die Situation zu kliren, und manchmal miissen
komplexe mathematische Methoden genutzt werden, um derartige Probleme zu ana-
lysieren. In diesem Buch dient die Kripke-Semantik einem anderen Zweck, ndmlich
der Analyse selbstbeziiglicher Aussagen in Kapitel 7.

Wir ergéinzen die bisherigen allgemeinen Ausfithrungen durch einige historische Be-
merkungen, welche der Anfanger vermutlich eher zu schétzen weifl, wenn er zuvor
zumindest Teile dieses Buches gelesen hat.

Die traditionelle Logik ist als Teil der Philosophie eine der &ltesten wissenschaftlichen
Disziplinen und kann bis in die Antike zuriickverfolgt werden V. Sie ist eine der
Wurzeln der heute so genannten Philosophischen Logik. Die Mathematische Logik
ist hingegen eine relativ junge Disziplin, entstanden durch das Bemiihen von Peano,
Frege und Russell um 1900, Mathematik insgesamt auf die Logik zu reduzieren.
Sie entwickelte sich wahrend des 20. Jahrhunderts zu einer Disziplin mit mehreren
Teilgebieten und zahlreichen Anwendungen in Mathematik, Informatik, Linguistik
und Philosophie. Von den Glanzpunkten der relativ kurzen Entwicklungsperiode der
Mathematischen Logik nennen wir nur die wichtigsten. Siehe hierzu auch [Hei.

Den Anfang bildeten verschiedene Axiomatisierungen der Geometrie, der Algebra,
und insbesondere der Mengenlehre. Davon sind die wichtigsten diejenige von Zer-
melo, ergénzt durch Fraenkel und von Neumann, ZFC genannt, und die Typentheorie
von Whitehead und Russell. Letztere ist das Uberbleibsel des Fregeschen Versuchs
einer Reduktion der Mathematik auf die Logik. Stattdessen stellte es sich heraus,
dass die Mathematik ginzlich auf der Mengenlehre als einer Theorie erster Stufe
aufgebaut werden kann. Tatséchlich wurde diese Einsicht erst allméhlich gewonnen
und auch erst nachdem um 1915 der Rest verborgener Annahmen aus der Mengen-

DInsbesondere zu den Stoikern und zu Aristoteles. Die aristotelischen Syllogismen sind niitzliche
Beispiele fiir Schliisse in einer Sprache erster Stufe mit einstelligen Pridikatensymbolen. Einer
dieser Syllogismen dient als ein Beispiel im Abschnitt 4.4 iiber Logikprogrammierung.
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lehre entfernt wurde. Zum Beispiel ist der Begriff des geordneten Paares in Wahrheit
ein mengentheoretischer oder kann zumindest als ein solcher verstanden werden. Es
handelt sich nicht um einen logischen Begriff.

Gleich nachdem diese Axiomatisierungen abgeschlossen waren, entdeckte Skolem,
dass es abzihlbare Modelle von ZFC gibt; ein Riickschlag fiir die Hoffnung auf eine
axiomatische Definition des abstrakten Begriffs einer Menge. Néheres hierzu in den
Ausfithrungen in Abschnitt 3.4. Skolem wies damit erstmals auf Grenzen der bis
dahin so erfolgreichen axiomatischen Methode hin.

Etwa um dieselbe Zeit betraten zwei herausragende Mathematiker, Hilbert und
Brouwer, die Szene und begannen ihren berithmten Streit tiber die Grundlagen der
Mathematik. Dieser ist in zahlreichen Darstellungen und besonders ausfiihrlich in
[K12, Chapter IV] beschrieben worden und wird daher hier nicht wiedergegeben.

Der néichste Glanzpunkt ist die von Godel bewiesene Vollstandigkeit der von Hilbert
im ersten modernen Lehrbuch itber Mathematische Logik ([HA]) prisentierten Re-
geln der Préadikatenlogik. Damit wurde ein Traum von Leibniz in gewissem Umfange
Wirklichkeit, ndmlich die Schaffung einer ars inveniendi (einer Kunst des Erfindens)
mathematischer Wahrheiten in Gestalt eines formalen Kalkiils. Siehe hierzu 3.5.

Hilbert hatte inzwischen seine Ansichten iiber die Grundlagen der Mathematik zu
einem Programm entwickelt. Dieses zielte darauf ab, die Konsistenz der Arithmetik
und dariiber hinaus der Gesamtheit der Mathematik einschlielich der nichtfiniten
mengentheoretischen Methoden mit finiten Mitteln zu beweisen. Dieses Programm
fand zuerst begeisterte Zustimmung. Aber bereits 1931 zeigte Godel mit seinen Un-
vollstandigkeitsséatzen, dass Hilberts urspriingliches Programm fehlschlagen muss
oder zumindest einer sorgfiltigen Revision bedarf.

Viele Logiker betrachten die Godelschen Sétze als das Top-Ergebnis der Mathema-
tischen Logik des 20. Jahrhunderts. Eine Konsequenz dieser Satze ist die Existenz
konsistenter Erweiterungen der Peano-Arithmetik, in welchen wahre und falsche
Sétze in friedlicher Koexistenz miteinander leben (siche Abschnitt 7.2) und deshalb
von uns auch ,, Traumtheorien“ genannt werden. Damit war auch Hilberts Ansatz
gescheitert, Widerspruchsfreiheit als ein Wahrheitskriterium in der Mathematik zu
betrachten. Selbst wenn ZFC widerspruchsfrei sein sollte, ist damit die Frage nicht
geklart, wie dieses oder ein erweitertes axiomatische System an der Realitat zu mes-
sen ist. Ein integraler Bestandteil der Mengenlehre ist das Unendlichkeitsaxiom, und
dieses iiberschreitet klar die Grenzen physikalischer Erfahrung.

Die von Godel in [G62] entwickelten Methoden waren gleichermafien bahnbrechend
fiir die Entstehung der Rekursionstheorie um das Jahr 1936. Churchs Beweis der
Unentscheidbarkeit des Tautologieproblems markiert einen weiteren herausragen-
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den Erfolg. Nachdem Church hinreichende Belege durch eigene Forschungen sowie
durch diejenigen von Turing, Kleene, und anderen gesammelt hatte, formulierte er
1936 seine berithmte These (Abschnitt 6.1), obwohl zu der Zeit keine Computer im
heutigen Sinne existierten, noch vorhersehbar war, dass Berechenbarkeit jemals die
weitreichende Rolle spielen wiirde, die sie heute einnimmt.

Wie bereits erwahnt, musste Hilberts Programm revidiert werden. Von Gentzen
wurde ein entscheidender Schritt unternommen, der als ein weiterer durchbrechender
Erfolg der Mathematischen Logik und als Startpunkt der heutigen Beweistheorie
angesehen wird. Die logischen Kalkiile in 1.4 und 3.1 sind mit Gentzens Kalkiilen des
natiirlichen Schlieens verwandt. Eine Diskusssion der speziellen beweistheoretischen
Ziele und Methoden liegt jedoch nicht im Rahmen dieses Buches.

Wir erwihnen ferner Goédels Entdeckung, dass es weder das Auswahlaxiom (AC)
noch die Kontinuumshypothese (CH) sind, welche das Konsistenzproblem der Men-
genlehre verursachen. Die Mengenlehre mit AC und CH ist konsistent, falls die Men-
genlehre ohne AC und ohne CH dies ist. Dieses Grundresultat der Mathematischen
Logik hétte ohne die Nutzung strikt formaler Methoden nicht gewonnen werden
konnen. Das gilt auch fiir den 1963 von P. Cohen erbrachten Beweis der Unabhéangig-
keit von AC und CH von den Axiomen der Mengenlehre.

Das bisher Gesagte zeigt, dass die Mathematische Logik eng mit dem Ziel verbunden
ist, der Mathematik eine solide Grundlage zu geben. Wir beschrinken uns in dieser
Hinsicht jedoch auf die Logik und ihr faszinierendes Wechselspiel mit der Mathe-
matik. Die Geschichte lehrt, dass es unmoglich ist, eine programmatische Ansicht
iiber die Grundlagen der Mathematik zu etablieren, welche die Gemeinschaft der
Mathematiker als Ganzes zufriedenstellt. Die Mathematische Logik ist das richtige
Werkzeug um die technischen Grundlagenprobleme der Mathematik zu behandeln,
sie kann aber nicht deren epistemologische Fragen klaren. Ungeachtet dessen ist
die Mathematische Logik wegen ihrer zahlreichen Anwendungen und ihres {ibergrei-
fenden Charakters zu einer der fiir die Mathematik und Informatik gleichermafien
bedeutsamen Disziplinen herangewachsen.



Notationen

Diese Notationen betreffen formale und terminologische Elemente der mathema-
tischen Umgangssprache. Sie sind fiir Leser aufgelistet, die nicht regelméfig mit
Mathematik zu tun haben und miissen nicht in einem Zuge gelesen werden. Fast
alle verwendeten Notationen sind Standard. N,Z, Q, R bezeichnen die Mengen der
natiirlichen Zahlen einschlieBlich 0, der ganzen, rationalen bzw. der reellen Zahlen.
n, m, 1, j, k bezeichnen immer natiirliche Zahlen, solange nichts anderes gesagt wird.
Daher werden Zusétze wie n € N in der Regel unterlassen.

MUN, M NN und M\N bezeichnen wie iiblich Vereinigung, Durchschnitt, bzw.
Differenz der Mengen M, N, und C die Inklusion. M C N steht fiir M C N und
M # N, wird aber nur benutzt, wenn der Umstand M # N besonders betont werden
soll. Ist M in einer Betrachtung fest und N C M, darf M\ N auch mit \N (oder =)
bezeichnet werden. () bezeichnet die leere Menge, BM die Potenzmenge von M,
die Menge aller ihrer Teilmengen. Will man hervorheben, dass die Elemente einer
Menge F selbst Mengen sind, heiit F' auch eine Mengenfamilie. | J F bezeichnet die
Vereinigung einer Mengenfamilie F', d.h. die Menge der Elemente, die in wenigstens
einem M € F liegen, und () F fiir F' # () den Durchschnitt, d.h. die Menge der zu
allen M € F gehorenden Elemente. Ist F' = {M; | i € I} indiziert (siehe unten),
bezeichnet man (J F und [ F' meistens mit | J,_, M; bzw. (.., M;.

MxN bezeichnet die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a € M und b € N. Eine
Relation zwischen M und N ist eine Teilmenge von M x N. Ist f C M x N und gibt
es zu jedem a € M genau ein b € N mit (a,b) € f, heifit f eine Funktion (Abbildung)
von M nach N. Das durch a eindeutig bestimmte Element b mit (a,b) € f wird mit
f(a) oder fa (die von uns bevorzugte Schreibweise) oder a/ bezeichnet. Man nennt
fa den Wert von f bei a sowie ranf = {fx | v € M} das Bild (range) von f,
wéhrend dom f = M der Definitionsbereich (domain) von f heifit. Man schreibt
f: M — N fiir ‘f ist Funktion mit dom f = M und ranf C N’Y. Oft wird aber
auch f selbst durch f: M — N zitiert. Ist f(x) = ¢(x) fiir einen Term ¢, wird f
auch mit f: z +— t oder x — t bezeichnet. Terme werden in 2.2 erklart.

el el

f: M — N heifit injektiv, wenn fr = fy = x =y, fir alle z,y € M, surjektiv,
wenn ran f ganz N ausfiillt, und bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. Fiir
M = N ist die identische Abbildung idys: x — x Beispiel einer Bijektion. Sind f, g
Abbildungen mit rang C dom f, heiit die Funktion h: x — f(g(z)) auch deren
Produkt (oder deren Komposition), oft notiert als h = fog.

DHochkommata dienen hier wie iiberall in diesem Buch der Abgrenzung gewisser Sprachpartikel,
wie z.B. in Worten formulierter Prédikate, vom umgebenden Text.
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Seien I, M beliebige Mengen, wobei I, ziemlich willkiirlich, die Indexmenge genannt
werde. M! bezeichne die Menge aller f: I — M. Oft wird eine Funktion f € M’
mit ¢ — a; durch (a;);e; bezeichnet und heifit je nach Zusammenhang eine indi-
zierte Familie, ein I-Tupel oder eine Folge. Diese heifit endlich oder unendlich, je
nachdem ob [ endlich oder unendlich ist. Falls, wie in der Mengenlehre iiblich, 0
mit ), und n > 0 mit {0,1,...,n — 1} identifiziert wird, ldsst M" sich verstehen
als die Menge der Folgen oder n-Tupel (a;);<, aus Elementen von M der Linge n.
Einziges Element von M° (= M?) ist §), auch die leere Folge genannt. Diese hat die
Lange 0. Gleichwertige Schreibweisen fiir (a;);<, bzw. (a;)i<, sind (ag, . . ., a,—1) und
(ag, - .., a,). Das Aneinanderfiigen endlicher Folgen heifit auch deren Verkettung. So
ist (ag, a1, az) verkettet mit (by, by) die Folge (aq, ai, as, by, by).

Fir £ < n heit (a;)i<x ein Anfang von (a;)i<n, und zwar ein echter Anfang, falls
k < n. Haufig betrachten wir auch Folgen der Gestalt (ay, ..., a,), im Text durchweg
mit @ bezeichnet. Hier ist fiir n = 0 die leere Folge gemeint, genau wie {as,...,a,}
fiir n = 0 grundsétzlich die leere Menge bedeutet.

Ist A ein Alphabet, d.h. sind die Elemente von A Symbole oder werden sie als solche
bezeichnet, wird (ay, ..., a,) meistens in der Weise a; - - - a,, geschrieben und heif3t
ein Wort oder eine Zeichenfolge iiber A. Die leere Folge wird dann konsequenterweise
das leere Wort genannt. Ein Anfang einer Zeichenfolge £ heifit auch ein Anfangswort
von &. Die Verkettung zweier Worte £ und 1 werde mit n bezeichnet. Falls £ = &1 &
fiir gewisse Worte &;, & und 1 # (), heifit  auch ein Teilwort von &.

Teilmengen P,Q, R, ... C M" heiflen n-stellige Prddikate oder Relationen von M,
n > 1. Einstellige Priadikate werden mit den entsprechenden Teilmengen von M
identifiziert, z.B. das Primzahlpradikat mit der Menge aller Primzahlen. Statt @ € P
schreiben wir Pa, statt @ ¢ P auch —Pa. Falls P C M? und P ein Symbol ist wie
z.B. <, <, <, €, wird aPb statt Pab geschrieben, also a <1 b statt < ab usw. Fiir
P C M™ heifle die durch
. {1 falls Pd,
Xpa =

0 falls =Pd

definierte n-stellige Funktion Xp die charakteristische Funktion von P. Dabei ist
unerheblich, ob man die Werte 0,1 als Wahrheitswerte oder als natiirliche Zahlen
versteht wie dies in Kaptitel 6 geschieht, oder ob 0 und 1 in der Definition gar
vertauscht werden. Wichtig ist nur, dass P durch X eindeutig bestimmt ist.

Jedes f: M™ — M heifit eine n-stellige Operation von M. Meistens schreiben wir fa
fiir f(ay,...,a,). Eine O-stellige Operation von M hat wegen A° = {0} die Gestalt
{(0,¢)} mit ¢ € M; diese wird kurz mit ¢ bezeichnet und heifit eine Konstante. Jede
n-stellige Operation von f von M wird durch
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graphf = {(ah cee 7an+1) € Mn+1 | f(ala e '7an) = an+1}

eindeutig beschrieben. Es handelt sich hier um eine (n + 1)-stellige Relation, wel-
che der Graph von f genannt wird. f und graph f sind dasselbe, wenn — wie dies
gelegentlich geschieht — M™! mit M™ x M identifiziert wird.

Am héufigsten werden 2-stellige Operationen angetroffen. Bei diesen wird das ent-
sprechende Operationssymbol in der Regel zwischen die Argumente gesetzt. Eine
derartige, hier mit o bezeichnete Operation o : M? — M heifit

kommutativ wenn aob = boa fir alle a,b € M,

assoziativ wenn ao (bec) = (aob)oc fiir alle a,b,c € M,
idempotent wenn aea = q fir alle a € M,

invertierbar wenn zu allen a,b € M Elemente z,y € M existieren

mit xoa =bund acy = b.

Als Verallgemeinerung von M; x My lasst sich das direkte Produkt N = Hie 1 M;
einer Mengenfamilie (M;);c; verstehen. Jedes a € N ist eine auf I erklirte Funktion
a = (a;)ie; mit a; € M; (eine Auswahlfunktion). a; heifit auch die i-te Komponente
von a. Falls M; = M fiir alle i € I, ist Hiel M, offenbar mit M7’ identisch. Dies gilt
auch fiir I = 0, weil [[.., M; = {0} und auch M’ = {(}.

ser Vi
Bezeichnen A, B metasprachliche Ausdriicke, stehen A < B, A = B, A & B und
AV B fiir A genau dann wenn B, wenn A so B, A und B bzw. A oder B. Dabei
sollen die Symbole =, <, ... stirker trennen als sprachliche Bindungspartikel. Des-
halb darf in einem Textteil wie z.B. ‘T F a < « € T, fiir alle « € L (Seite 64) das
Komma nicht fehlen, weil ‘a € T fiir alle a € L£°’ fdlschlicherweise gelesen werden
konnte als “T" ist inkonsistent’.

s :=t bedeutet, dass s durch den Term ¢ definiert wird, oder wenn s eine Variable
ist, auch die Zuweisung des Wertes von ¢ zu s. Fiir Terme s, ¢ sei s > ¢ grundsétzlich
nur eine andere Schreibweise fiir t < s. Dieselbe Bemerkung bezieht sich auch auf
andere unsymmetrische Relationssymbole wie <, C usw.

In der mathematischen Umgangssprache werden Formeln oft direkt in den Text
integriert und man bedient sich dabei auch gewisser verkiirzender Schreibweisen. So
wie man z.B. ‘a < b und b < ¢’ hiufig zu ‘a < b < ¢, oder ‘a < bund b € M’ zu
‘a < be M’ verkiirzt, darf ‘X F o = @ fir ‘X F a und a = 3’ geschrieben werden
(‘aus der Formelmenge X ist die Formel o beweisbar und « ist dquivalent zu ).
Das Symbol = wird in diesem Buch nur metasprachlich verwendet, kommt also in
keiner der behandelten formalen Sprachen vor.





