
Annexe

Un certain nombre de lemmes généraux au sujet des courbes elliptiques
à réduction semi-stable sur le corps des fonctions d’un trait hensélien sont
utilisés de manière répétée tout au long du texte. Il a semblé plus commode
de les rassembler ici, en dépit de leur disparité.

Dans toute l’annexe, on fixe un anneau de valuation discrète R de corps
résiduel κ et de corps des fractions K et l’on suppose κ parfait4 de caractéris-
tique p �= 2 (éventuellement nulle). Si E est une courbe elliptique sur K, on
note E son modèle de Néron au-dessus de R, E 0 ⊂ E la composante neutre
de E et F le κ-schéma en groupes fini étale des composantes connexes de la
fibre spéciale de E , c’est-à-dire la fibre spéciale de E /E 0. De même, si E′ et E′′

sont des courbes elliptiques sur K, on désigne par E ′, E ′0, F′, E ′′, E ′′0, F′′ les
objets correspondants. Soit enfin κ une clôture algébrique de κ.

Lemme A.1 — Soient E′ et E′′ des courbes elliptiques sur K et ϕ′ : E′ → E′′

une isogénie. Si p ne divise pas deg(ϕ′), le morphisme ϕ′0 : E ′0 → E ′′0 induit
par ϕ′ est un épimorphisme de faisceaux étales sur Spec(R).

Démonstration — Il suffit de vérifier que ϕ′0 est un morphisme de schémas
surjectif et étale. Il est surjectif d’après [5, 7.3/6]. Pour qu’il soit étale, il suffit
que le morphisme E ′ → E ′′ induit par ϕ′ le soit, et ceci résulte de [5, 7.3/2 (b)
et 7.3/5]. �

Lemme A.2 — Supposons R strictement hensélien. Soient E′ et E′′ des
courbes elliptiques sur K et ϕ′ : E′ → E′′ une isogénie dont le degré n’est pas
divisible par p. Alors l’application E′(K) → E′′(K) induite par ϕ′ est surjective
si et seulement si l’application F′(κ) → F′′(κ) induite par ϕ′ l’est.

Démonstration — Comme R est strictement hensélien, les lignes du dia-
gramme commutatif suivant sont exactes :
4 Cette hypothèse est sans doute inutile ; elle permet néanmoins d’appliquer la

classification de Kodaira-Néron telle qu’on la trouve dans la littérature.
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0 E ′0(R) E ′(R) F′(κ) 0

0 E ′′0(R) E ′′(R) F′′(κ) 0.

La flèche verticale de gauche est surjective d’après le lemme A.1, ce qui permet
de conclure, compte tenu que E ′(R) = E′(K) et E ′′(R) = E′′(K). �

Proposition A.3 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction mul-
tiplicative. Le groupe F(κ) est cyclique. Si de plus 2E(K) � Z/2 × Z/2, le
groupe F(κ) est cyclique d’ordre pair. Dans tous les cas, si le κ-groupe F n’est
pas constant, il existe une extension quadratique �/κ, unique à isomorphisme
près, telle que le �-groupe F ⊗κ � soit constant. Le groupe Gal(�/κ) agit alors
sur F(�) par multiplication par −1 (et en particulier F(κ) est d’ordre � 2).

Démonstration — Notons s le point géométrique de Spec(R) défini par κ et
E� un modèle propre et régulier minimal de E au-dessus de R. Que le groupe
F(κ) soit cyclique est une conséquence bien connue de l’hypothèse de réduction
multiplicative ; plus précisément, il résulte de cette hypothèse que la fibre E�

s

de E� au-dessus de s est réduite et qu’il existe un générateur α ∈ F(κ) et
une bĳection canonique et Gal(κ/κ)-équivariante m de F(κ) sur l’ensemble
des composantes irréductibles de E�

s tels que {m(α),m(0),m(−α)} soit exac-
tement l’ensemble des composantes irréductibles de E�

s rencontrant m(0).
Faute de référence satisfaisante, nous donnons ici une preuve de cette

dernière assertion. (Le cœur de la démonstration se trouve au bas de [53,
p. 105].) L’ouvert de lissité de E� sur Spec(R) est canoniquement isomorphe
à E (cf. [64, Ch. IV, §6, Th. 6.1]). La fibre spéciale de E� étant réduite (grâce
à l’hypothèse de réduction multiplicative, cf. [64, Ch IV, §9, Th. 8.2]), il en
résulte une bĳection canonique et Gal(κ/κ)-équivariante entre l’ensemble des
composantes irréductibles de la fibre de E� au-dessus de s et F(κ). Pour vérifier
qu’elle remplit la condition voulue, on peut supposer R strictement hensélien,
puisque la formation du modèle propre et régulier minimal et la formation
du modèle de Néron commutent tous deux aux changements de base étales
(cf. [47, Chapter 9, Proposition 3.28] et [5, 1.2/2], respectivement). Vu la
structure de la fibre spéciale de E� dans le cas de réduction multiplicative
(cf. [64, Ch IV, §9, Th. 8.2]), il est possible de numéroter les composantes
irréductibles C0, . . . , Cn−1 de la fibre spéciale de E� de telle sorte que C0 soit
la composante rencontrant la section nulle, que Ci rencontre transversalement
Ci+1 en un unique point zi ∈ E� pour tout i ∈ {0, . . . , n − 1}, où l’on a posé
Cn = C0, que les zi soient deux à deux distincts et qu’il n’y ait aucune autre
intersection entre les Ci que celles que l’on vient de spécifier. Si n � 2, le
groupe F(κ) est trivial ou isomorphe à Z/2 et il n’y a rien à prouver. Supposons
donc que n > 2. Il reste seulement à établir que C1 + Ci = Ci+1 pour tout
i ∈ {0, . . . , n − 1}, la somme étant calculée dans F(κ). Compte tenu que la
fibre spéciale de E� est réduite et que R est strictement hensélien, il existe
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un point a ∈ E(K) qui se spécialise sur C1. D’après la propriété universelle
caractérisant E�, l’automorphisme de E de translation par a s’étend en un
automorphisme τ de E�. La restriction de τ à E ⊂ E� est l’automorphisme
de E déduit de la translation par a par la propriété universelle du modèle de
Néron ; en particulier, si l’on munit l’ensemble des composantes irréductibles
de la fibre spéciale de E� de la loi de groupe de F(κ), l’application τ induit
un endomorphisme du groupe {C0, . . . , Cn−1}. Comme C0 est le neutre
de ce groupe et que τ(C0) = C1, il suffit, pour conclure, de montrer que
τ(Ci) = Ci+1 pour tout i ∈ {0, . . . , n − 1}. Utilisant à nouveau la propriété
universelle du modèle de Néron, celle de E� et la comparaison entre E� et E ,
on voit que la multiplication par −1 sur E s’étend en un automorphisme
σ : E� → E�. Celui-ci stabilise C0 puisqu’il stabilise E 0 ; étant donné que C0

est κ-isomorphe à P1
κ, que C0 est ensemblistement la réunion de E 0

κ et
de {zn−1, z0}, que σ fixe un point de E 0

κ (le neutre du groupe), que la
restriction de σ à E 0

κ n’est pas l’identité (c’est la multiplication par −1)
et que l’identité est le seul automorphisme de P1

κ fixant trois points, il est
nécessaire que σ(z0) = zn−1. Par ailleurs, on a τσ = στ−1 puisque cette
égalité vaut après restriction à la fibre générique de E�. D’autre part, on a
τ({zn−1, z0}) = {z0, z1} puisque τ(C0) = C1 et que τ stabilise le lieu singulier
de la fibre spéciale de E�. Si l’on avait τ(z0) = z0, les relations τσ = στ−1

et σ(z0) = zn−1 entraîneraient que τ(zn−1) = zn−1, d’où zn−1 ∈ {z0, z1}, ce
qui contredirait l’hypothèse selon laquelle n > 2. On a donc τ(z0) = z1. Le
résultat voulu s’en déduit par des considérations purement combinatoires ; en
effet, τ agit sur le graphe dont les sommets sont les zi et dont les arêtes sont
les Ci, or le seul automorphisme de ce graphe envoyant C0 sur C1 et z0 sur z1

est la rotation évidente.
Compte tenu que la propriété que deux composantes irréductibles de

la fibre de E� au-dessus de s se rencontrent est préservée par l’action de
Gal(κ/κ) et que m(0) est invariant sous Gal(κ/κ), l’assertion que l’on vient
de démontrer suffit à assurer que Gal(κ/κ) agit soit trivialement sur F(κ),
soit par multiplication par −1 à travers le groupe de Galois d’une extension
quadratique �/κ, nécessairement unique à isomorphisme près.

Comme p �= 2, la flèche de spécialisation 2E(K) → 2E (κ) est injective
(cf. [5, 7.3/3]). Il s’ensuit que F(κ) est d’ordre pair si 2E(K) � Z/2 × Z/2,
compte tenu que F(κ) = E (κ)/E 0(κ) et que E 0(κ) � κ�. �

Rappelons que si E est une courbe elliptique sur K à réduction multipli-
cative, la fibre spéciale E 0

κ de E 0 est un tore, et l’on dit que E est à réduction
multiplicative déployée lorsque ce tore est lui-même déployé. Les tores de
dimension 1 sur κ sont classifiés par le groupe H1(κ,Z/2), de sorte qu’un
tel tore est soit déployé sur κ, soit déployé sur une extension quadratique,
unique à isomorphisme près. Ceci fournit une seconde extension quadratique
ou triviale de κ naturellement associée à toute courbe elliptique à réduction
multiplicative sur K (la première étant donnée par la proposition A.3). Il est
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faux que ces deux extensions soient isomorphes en général, mais ce n’est pas
non plus loin d’être vrai :

Proposition A.4 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction de type In
avec n > 2. L’extension quadratique ou triviale minimale �/κ telle que le
�-groupe F⊗κ � soit constant (cf. proposition A.3) est isomorphe à l’extension
quadratique ou triviale minimale de κ qui déploie le tore E 0

κ .

Corollaire A.5 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction multi-
plicative. Le κ-groupe F est constant si et seulement si E est à réduction
multiplicative déployée ou à réduction de type I1 ou I2.

Démonstration — Si le type de réduction de E est I1 ou I2, il est évident que F
ne peut être que constant. Sinon, il suffit d’appliquer la proposition A.4. �

Avant de prouver la proposition A.4, rappelons, sans démonstration, une
propriété très élémentaire des tores de dimension 1.

Lemme A.6 — Soit T un tore sur κ, T ↪→ P1
κ une κ-immersion ouverte et

x ∈ P1
κ \T. L’extension κ(x)/κ est la plus petite extension de κ qui déploie le

tore T.

Démonstration de la proposition A.4 — La preuve de la proposition A.3
montre que pour toute sous-extension quadratique ou triviale �/κ de κ/κ,
lorsque n > 2, le groupe Gal(κ/�) agit trivialement sur F(κ) si et seulement
si les points singuliers de la fibre spéciale E�

κ de E� sont tous �-rationnels,
si et seulement si l’un d’entre eux est �-rationnel. En particulier, notant �/κ
l’extension quadratique ou triviale minimale telle que le �-groupe F ⊗κ � soit
constant, tous les points singuliers de E�

κ ont un corps résiduel κ-isomorphe à �.
Par ailleurs, la composante irréductible de E�

κ contenant E 0
κ est κ-isomorphe

à P1
κ et le complémentaire de E 0

κ dans cette composante est formé de points
singuliers de E�

κ. Le lemme A.6 permet donc de conclure. �

Le lemme suivant est extrêmement bien connu, mais une démonstration
semble plus facile à fournir qu’une référence.

Lemme A.7 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction multiplicative.
Choisissons une équation de Weierstrass minimale de E et notons C la courbe
sur κ définie par cette équation (c’est donc une cubique plane à point double).
Alors la courbe E est à réduction multiplicative déployée si et seulement si les
pentes des directions tangentes à C en son point singulier sont κ-rationnelles.

Démonstration — Comme l’équation de Weierstrass choisie est minimale, la
κ-variété E 0

κ est isomorphe à l’ouvert de lissité C0 de C (cf. [64, Ch. IV,
§9, Cor. 9.1]). D’autre part, si π : C̃ → C désigne la normalisation de C, le
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complémentaire de π−1(C0) dans C̃ est un κ-schéma fini de degré 2, déployé si
et seulement si les pentes des directions tangentes à C en son point singulier
sont κ-rationnelles. Le lemme A.6 permet de conclure, compte tenu que C̃ est
κ-isomorphe à P1

κ. �

Comparons maintenant les groupes de composantes connexes des fibres
spéciales des modèles de Néron de deux courbes elliptiques 2-isogènes dans le
cas de réduction multiplicative.

Proposition A.8 — Soient E′ et E′′ des courbes elliptiques sur K, à réduction
multiplicative, et ϕ′ : E′ → E′′ une isogénie de degré 2. Notons P′ le K-point
non nul de Ker(ϕ′) et P′′ le K-point non nul de Ker(ϕ′′), où ϕ′′ est l’isogénie
duale de ϕ′. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Le point P′ se spécialise dans E ′0(κ).
2. Le point P′′ ne se spécialise pas dans E ′′0(κ).
3. Le morphisme F′ → F′′ induit par ϕ′ est injectif et a pour conoyau Z/2.
4. Le morphisme F′′ → F′ induit par ϕ′′ est surjectif et a pour noyau Z/2.

Démonstration — Comme p �= 2, la courbe elliptique E′ admet une équation
de Weierstrass minimale de la forme y2 = (x − c)(x2 − d) avec c, d ∈ R,
telle que le point P′ ait pour coordonnées (x, y) = (c, 0). Son discriminant
est ∆′ = 16d(c2 − d)2. L’hypothèse de réduction multiplicative se traduit
par la condition que l’un de d et de c2 − d est inversible dans R et que
l’autre ne l’est pas. Il en résulte notamment que l’équation de Weierstrass
y2 = (x+2c)(x2−4(c2−d)) est minimale. Celle-ci définit une courbe elliptique
isomorphe à E′′, son discriminant vaut ∆′′ = 4096d2(c2 − d) et le point P′′

a pour coordonnées (x, y) = (−2c, 0). Comme les équations de Weierstrass
considérées sont minimales, les ouverts de lissité des R-schémas projectifs W′

et W′′ qu’elles définissent sont respectivement isomorphes à E ′0 et E ′′0 ; un
point rationnel de E′ (resp. de E′′) se spécialise donc sur E ′0 (resp. E ′′0) si et
seulement si la section de W′ (resp. W′′) qu’il définit ne rencontre pas le point
singulier de la fibre spéciale de W′ (resp. W′′). En particulier, la condition 1
(resp. la condition 2) équivaut à ce que d �∈ R� (resp. c2 − d ∈ R�), d’où
l’équivalence entre 1 et 2.

Notons v la valuation normalisée de K associée à R. Les groupes F′(κ)
et F′′(κ) sont cycliques, d’ordres respectifs v(∆′) et v(∆′′) (cf. [64, Step 2,
p. 366]). On voit sur les expressions de ∆′ et ∆′′ que d �∈ R� si et seulement
si v(∆′′) = 2v(∆′), si et seulement si v(∆′) �= 2v(∆′′). L’observation suivante
permet donc de conclure : si A et B sont deux groupes cycliques tels que
Card(B) = 2Card(A) et si u : A → B et v : B → A sont des morphismes
de groupes vérifiant uv = 2 et vu = 2, on a nécessairement Ker(u) = 0,
Coker(u) = Z/2, Ker(v) = Z/2 et Coker(v) = 0. �
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Corollaire A.9 — Soient E′ et E′′ des courbes elliptiques sur K, à réduction
multiplicative, et ϕ′ : E′ → E′′ une isogénie de degré 2. Si E′ n’est pas à
réduction de type I1 ou I2, alors l’extension quadratique ou triviale minimale
�/κ qui déploie le tore E ′0

κ est aussi la plus petite extension de κ telle que les
deux �-groupes F′ ⊗κ � et F′′ ⊗κ � soient constants.

Démonstration — Vu la proposition A.4, il suffit de vérifier que pour toute
extension �/κ, si le �-groupe F′ ⊗κ � est constant, il en va de même de
F′′ ⊗κ �. D’après la proposition A.8, l’un des deux κ-groupes F′ et F′′ est
isomorphe à un sous-groupe de l’autre. Si F′′ ↪→ F′, l’assertion est évidente.
Supposons donc que F′ ↪→ F′′ et que F′ ⊗κ � soit constant. Le groupe F′(�)
est d’ordre > 2, compte tenu de l’hypothèse sur E′ ; il en résulte que F′′(�) est
lui aussi d’ordre > 2. La proposition A.3 montre alors que le �-groupe F′′⊗κ �
est nécessairement constant. �

Corollaire A.10 — Mêmes notations que dans la proposition A.8. Soient E′�

un modèle propre et régulier minimal de E′ au-dessus de R et x ∈ E′� un point
en lequel E′� → Spec(R) n’est pas lisse. Si E′ est à réduction de type I1 ou I2
et que P′ se spécialise dans E ′0(κ), alors l’extension quadratique ou triviale
minimale �/κ telle que le �-groupe F′′ ⊗κ � soit constant est κ-isomorphe
à κ(x).

Démonstration — Notons n l’ordre du groupe F′(κ). D’après la proposi-
tion A.8, les courbes elliptiques E′ et E′′ sont respectivement à réduction
de type In et I2n. Si n = 1, alors F′′ = Z/2 et � = κ, et d’autre part la
fibre spéciale de E′� contient un unique point singulier, qui est rationnel ; la
conclusion du corollaire est donc satisfaite. Supposons maintenant que n = 2.
L’extension �/κ est alors la plus petite extension qui déploie le tore E ′′0

κ

(cf. proposition A.4). Comme les tores E ′0
κ et E ′′0

κ sont isomorphes (deux
κ-tores isogènes de dimension 1 étant nécessairement isomorphes), le lemme
suivant permet de conclure. �

Lemme A.11 — Soient E une courbe elliptique sur K, à réduction de type I2.
Soient E� un modèle propre et régulier minimal de E au-dessus de R et x ∈ E�

un point en lequel E� → Spec(R) n’est pas lisse. L’extension quadratique ou
triviale minimale de κ qui déploie le tore E 0

κ est κ-isomorphe à κ(x).

Démonstration — Vu la structure de la fibre spéciale de E�, et compte tenu
que E est isomorphe à l’ouvert de lissité de E� sur R (cf. [64, Ch. IV, §6,
Th. 6.1]), il suffit d’appliquer le lemme A.6. �

Voici enfin quelques propriétés spécifiques aux courbes elliptiques dont
tous les points d’ordre 2 sont rationnels.
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Proposition A.12 — Soit E une courbe elliptique sur K telle que 2E(K) �
Z/2 × Z/2. Si R est hensélien (resp. strictement hensélien), la flèche de
spécialisation E(K)/2 → F(κ)/2 est surjective (resp. bĳective).

Démonstration — Considérons la suite exacte

0 E 0 E i�F 0 (A.1)

de faisceaux étales sur Spec(R), où i : Spec(κ) → Spec(R) désigne l’immersion
fermée canonique. Si R est strictement hensélien, cette suite reste exacte par
passage aux sections globales, d’où il résulte (compte tenu que E(K) = E (R))
que le noyau de la flèche de spécialisation E(K)/2 → F(κ)/2 est un quotient
de E 0(R)/2 ; or ce dernier groupe est nul (cf. lemme A.1).

Il reste à établir la surjectivité de la flèche E(K)/2 → F(κ)/2 lorsque R
est hensélien. Nous allons en fait montrer que s : E(K) → F(κ) est surjective.
On peut évidemment supposer que E a mauvaise réduction. Comme p �= 2, la
flèche de spécialisation 2E(K) → 2E (κ) est injective (cf. [5, 7.3/3]). D’autre
part, le groupe 2E

0(κ) est d’ordre � 2 puisque E 0(κ�) est isomorphe à κ ou
à κ�. Compte tenu que 2E(K) est d’ordre 4, il en résulte que s est surjective
si F(κ) est d’ordre � 2. Supposons maintenant F(κ) d’ordre > 2. Si E est
à réduction multiplicative, la proposition A.3 montre que le κ-groupe F est
constant ; comme il est constant et d’ordre > 2, la courbe elliptique E est
alors à réduction multiplicative déployée (cf. corollaire A.5). Ainsi le groupe
E 0

κ est-il nécessairement isomorphe à Gm ou à Ga. Dans les deux cas, on a
H1(κ,E 0

κ ) = 0 (théorème de Hilbert 90 et sa version additive, cf. [60, Ch. X,
§1]), d’où l’on déduit, puisque R est hensélien, que H1(R,E 0) = 0 (par exemple
à l’aide de la représentabilité des éléments de ce groupe par des torseurs,
cf. [50, Theorem 4.3]). L’exactitude de (A.1) est donc préservée par passage
aux sections globales, ce qui prouve le résultat voulu. �

Remarque — Voici un exemple montrant que la conclusion de la propo-
sition A.12 peut être en défaut si l’on suppose seulement que 2E(K) �= 0.
Soit k un corps de caractéristique �= 2 sur lequel il existe une conique sans
point rationnel, disons ax2 + by2 = 1 avec a, b ∈ k�. Notons C cette conique
et considérons la courbe elliptique E sur k((t)) définie par l’équation de
Weierstrass y2 = (x+a)(x2 − bt2). Elle est à réduction de type I2, possède un
point rationnel d’ordre 2, et l’on vérifie sans peine (par un calcul d’éclatement)
que la composante connexe non neutre de la fibre spéciale de son modèle
de Néron est k-birationnelle à C, de sorte qu’elle ne possède pas de point
rationnel. La flèche de spécialisation E(K) → F(κ) est donc nulle, alors que
F(κ) = Z/2.

Lemme A.13 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction multiplicative
et telle que 2E(K) � Z/2 × Z/2. Il existe un unique point de 2E(K) \ {0} qui
se spécialise dans E 0(κ).
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Démonstration — Comme la flèche de spécialisation 2E(K) → 2E (κ) est
injective et que 2E

0(κ) = Z/2 (puisque E 0 est un tore de dimension 1),
l’unicité est claire. Quant à l’existence, il suffit de remarquer que la composée
2E(K) → 2E (κ) → 2F(κ) ne peut être injective, le groupe 2F(κ) étant
d’ordre 2 (cf. proposition A.3). �

Proposition A.14 — Supposons R strictement hensélien. Soit E une courbe
elliptique sur K, à réduction multiplicative et telle que 2E(K) � Z/2 × Z/2.
Le sous-groupe E(K)/2 ↪→ H1(K, 2E) est égal à l’image du morphisme

H1(K,Z/2) −→ H1(K, 2E)

induit par l’inclusion Z/2 ⊂ 2E de l’unique point de 2E(K) \ {0} qui se
spécialise dans E 0(κ).

Démonstration — Notons ϕ : E → E′′ le quotient de E par l’unique point P
de 2E(K) \ {0} qui se spécialise dans E 0(κ) et ϕ′′ : E′′ → E l’isogénie duale. Il
résulte de la proposition A.8 et du lemme A.2 que l’application E′′(K) → E(K)
induite par ϕ′′ est surjective. Le diagramme commutatif

0 2E E 2

ϕ

E 0

0 Z/2 E′′ ϕ′′

E 0,

dont les lignes sont exactes, permet d’en déduire la nullité de la composée

E(K)/2 ↪−→ H1(K, 2E) −→ H1(K,Z/2),

où la seconde flèche est induite par la flèche 2E → Z/2 de quotient par P,
d’où le résultat. �

Remarque — On se gardera de croire que la proposition A.14 affirme quoi
que ce soit au sujet des classes dans E(K)/2 des points d’ordre 2 de E. Ces
classes sont toutes nulles dès que le type de réduction de E est In avec n > 2
(sous l’hypothèse que R est strictement hensélien).
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