Check for
updates

¢« bmv

Zum Einhundertsten Geburtstag des Lokal-Global-Prinzips
in der Zahlentheorie

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (2022) 124:239-257
https://doi.org/10.1365/513291-022-00262-8

HISTORICAL ARTICLE

Nicola Oswald’ - J6rn Steuding? - Klaus Volkert'

Angenommen: 11. Oktober 2022 / Online publiziert: 24. Oktober 2022
© The Author(s) 2022

1 Hasses Werk

Vor einhundert Jahren bewies Helmut Hasse in seiner Marburger Dissertation [10] ein
sogenanntes Lokal-Global—Prinzip fiir quadratische Formen. Seine daraus entsprin-
genden Arbeiten (zunéchst [11-14]) hatten einen grofen Einfluss auf die weitere Ent-
wicklung der Zahlentheorie bis heute. Beispielsweise ldsst sich die Vermutung von
Birch und Swinnerton-Dyer [2] zu elliptischen Kurven — eines der sechs ungeldsten
Millenniumsprobleme — als der Wunsch nach einer Erweiterung des Lokal-Global—
Prinzips auf gewisse kubische Polynome bzw. Kurven interpretieren.

Das vielleicht einfachste zahlentheoretische Lokal-Global-Prinzip behandelt Qua-
dratzahlen: Eine ganze Zahl 7 ist genau dann das Quadrat einer ganzen Zahl, wenn z
das Quadrat einer reellen Zahl ist und modulo jeder Primzahl p kongruent zu einem
Quadrat. So ist etwa —4 kein Quadrat, auch nicht 2022 (denn dies ist = 2 mod 5,
aber die Quadrate modulo 5 sind 0, 1, 4), wohl aber 2025 (denn dies ist = 452). Der
Beweis dieser Charakterisierung basiert auf dem quadratischen Reziprozititsgesetz.
Die eigentliche Fragestellung (ein Quadrat in Z zu sein) erweist sich somit als dquiva-
lent zu verwandten Eigenschaften modulo der Primzahlen und dem Reellen. Insofern
wird eine globale Aussage (eine Aussage zur Arithmetik in Z oder dessen Quotien-
tenkorper Q) auf deren lokale Entsprechungen zuriickgefiihrt. Die topologisch nicht-
dquivalenten Vervollstindigungen der rationalen Zahlen sind, wie Alexander Ostrow-
ski [32] 1916 zeigte, neben dem Korper der reellen Zahlen die p-adischen Korper Q,,
(einer zu jeder Primzahl p). Diese Vervollstindigungen fasst man insofern als die lo-
kalen Stellen des globalen Korpers Q auf. Die p-adischen Zahlen ihrerseits sind ein

> N. Oswald
oswald @uni-wuppertal.de

J. Steuding
steuding @mathematik.uni-wuerzburg.de

K. Volkert
klaus.volkert @math.uni-wuppertal.de

Fakultit fiir Mathematik und Naturwissenschaften, Bergische Universitit Wuppertal,
GaufstraBe 20, 42119 Wuppertal, Deutschland

Institut fiir Mathematik, Julius-Maximilians Universitidt Wiirzburg, Emil-Fischer-Str. 40, 97074
Wiirzburg, Deutschland


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1365/s13291-022-00262-8&domain=pdf
mailto:oswald@uni-wuppertal.de
mailto:steuding@mathematik.uni-wuerzburg.de
mailto:klaus.volkert@math.uni-wuppertal.de

240 N. Oswald et al.

Abb.1 Helmut Hasse
(1898-1979) in jungen Jahren
(links) und sein Lehrer Kurt
Hensel (1861-1941)

seltsames Konstrukt, eingefiihrt von Kurt Hensel in den 1890er Jahren (zunichst in
[20] und spiter in seinen Lehrbiichern [21, 22]). Tatsdchlich zeigte Hasses Disserta-
tion erstmals die Relevanz dieser neuen Zahlen auf.

2 Hensels Beitrag

Sei p eine Primzahl. Hensel fiihrte die p-adischen Zahlen als Potenzreihen der Ge-
stalt

Zanp" mit a,€{0,1,....,p—1}

n>m

und einem beliebigen ganzzahligen m ein. Diese p-adischen Zahlen lassen sich in
naheliegender und sinnvoller Weise addieren und multiplizieren; sie bilden den Kor-
per Q, der p-adischen Zahlen. Jézsef Kiirschak [24] versah diese Korper mit ei-
ner nicht-archimedischen Bewertung, bzgl. deren diese Potenzreihen konvergieren.
Grundlegende Motivation fiir Hensel war, den méchtigen Kalkiil der Potenzreihen
in der sich damals rasant entwickelnden komplexen Analysis fiir zahlentheoretische
Zwecke nutzbar zu machen. Im Hintergrund steht hier Hensels Berliner Studienzeit
mit Lehrern wie Karl Weierstral und (seinem Doktorvater) Leopold Kronecker (cf.
[15], S. 7). Alternativ konstruiert man heute p-adische Zahlen mittels eines projekti-
ven Limes der Restklassenringe Z/ p"Z mit primem p und natiirlichen »n; so entsteht
der Ring der ganzen p-adischen Zahlen, welche genau den obigen Potenzreihen mit
m > 0 entsprechen (siehe [30, 42]).

Zunichst fehlte Hensels Konstrukt die Sinnhaftigkeit und wohl auch die Akzep-
tanz in der zeitgenossischen Mathematik. Riickblickend attestierte Hasse [15] ihnen
ein ,,geringes Ansehen®.

Dennoch setzte Hensel kiihn die formalen p-adischen Entwicklungen der al-
gebraischen Zahlen an, indem er einfach lehrte, wie man mit diesen neuarti-
gen Gebilden aus einem bisher unbekannten Reservoir mathematischer Objekte
rechnen und vergleichen konnte. Es handelt sich demnach hier um eine echte,
von Inutition und Phantasie eingegebene Neuschopfung, die zunichst, wie je-
de revolutionierende Idee, lapidar und unbehauen hingeworfen wurde, und die
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dhnlich wie der Leibnizsche Differentialkalkiil zunéchst des soliden logischen
Fundaments entbehrte.

schrieb Hasse [15], S. 7. Mit der Entwicklung der Bewertungstheorie wurde das Fun-
dament fiir eine eigenstindige Theorie geschaffen, was jedoch fehlte, war zundchst
ein Nachweis ihrer Relevanz.

Ein grofles Thema der klassischen Mathematik waren quadratische Formen und
zugehorige Darstellbarkeitsfragen. Beispielsweise duferte Pierre de Fermat, dass jede
Primzahl p =1 mod 4 als Summe von zwei Quadratzahlen darstellbar sei, allerdings
ohne einen Beweis zu hinterlassen, was jedoch von Leonhard Euler mithilfe der Fer-
matschen Abstiegsmethode nachgeliefert wurde (siehe [43]). Da Quadrate modulo 4
entweder den Rest 0 oder den Rest 1 lassen, ist fiir ungerade p die Kongruenzbedin-
gung notwendig (und also weder 3 noch 7 eine Summe von zwei Quadraten). Hier
zeigt sich bereits durch die modulare Arithmetik, wie die urspriingliche Frage der
Losbarkeit bzw. Unlosbarkeit einer Gleichung wie etwa

13=X%+Y? bzw. 19=Xx2%+Y?

in ganzen Zahlen durch lokale Betrachtungen (modulo 2%) eingeschrinkt werden.
Weitaus schwieriger ist zu entscheiden, welche ganzen (oder allgemeiner rationalen)
Zahlen m sich durch die quadratische Form 3X 2 _5y2 _ 772 Jarstellen lassen, ob
es also rationale (oder gar ganze) Zahlen x, y, z gibt mit beispielsweise

3x2 —5y2 —772=2022 ?

Quadratische Formen wurden systematisch von Joseph-Louis Lagrange, Adrien-
Marie Legendre und natiirlich Carl Friedrich Gauf} untersucht. Letztgenannter hat in
seinen 1801 veroffentlichten Disquisitiones Arithmeticae [7] mit seiner Genustheo-
rie und dem Begriff des Charakters wesentliche Beitrége fiir nachfolgende Arbeiten
geleistet.

Betrachten wir allgemeiner eine diophantische Gleichung, gegeben durch

f(X1,..., X)) =0

mit einem iiber Z definierten Polynom f. Mit dem chinesischen Restsatz wird man
direkt auf die Kongruenzen

f(le"‘7Xn)Eom0d pk

fiir alle Primzahlen p und natiirlichen Zahlen k gefiihrt. Tatsdchlich ist letztere Kon-
gruenz mit beliebigem k genau dann 16sbar, wenn die vorangegangene Gleichung
in ganzen p-adischen Zahlen losbar ist. Dieser Zusammenhang findet sich bereits
implizit in Hensels Untersuchungen (siehe [22], Kapitel 12, S. 294) und wird auch
in dessen Gutachten der Hasseschen Dissertation erwihnt, welche wir im folgenden
Abschnitt im Original wiedergeben.
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Abb.2 Die erste Seite des
fiinfseitigen Henselschen
Gutachtens der Hasseschen
Dissertation
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3 Der Inhalt der Hasseschen Dissertation

Nachstehend Hensels Gutachten zu der Dissertation [10] von Hasse (in der nach-
stehenden grau unterlegten Box; siche auch Abb. 2 und 3). Man beachte bei der Lek-
tiire, dass Hensels Notation K (1) den rationalen Zahlenkorper @Q meint und R(1)

dessen Ganzheitsring Z.!

Bei der Frage nach der Darstellbarkeit einer gegebenen Zahl m durch ei-
ne gegebene quadratische Form f(x1, ... x,) ist historisch zuerst der Fall der
ganzzahligen Darstellung ganzer Zahlen m durch ganzzahlige (speziell binire)
Formen f(x;) in den Vordergund gestellt worden. Erst nach der noch immer
sehr unvollstiandigen Erledigung dieser Probleme wurde das Problem der ratio-

1 Auch haben wir fiir eine bessere Lesbarkeit dieses Textes und weiterer Dokumente dieser Zeit die Inter-
punktion den heutigen Regeln angepasst. Die Rechtschreibung ist unveréindert.
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nalzahligen Darstellung der rationalen Zahlen m durch rationalzahlige Formen
f(x;) in Angriff genommen. Auf der ersten Fragestellung beruhte die Eintei-
lung der f(x;) in Klassen, die zweite fiihrte auf die Einteilung derselben in
Genera oder Geschlechter.

Bei der Losung dieser beiden Aufgaben ist nun der umgekehrte Gang ge-
danklich sehr viel einfacher, denn die vollstindigen Bedingungen fiir die ra-
tionalzahlige Darstellung von m durch f (x;) sind ja notwendige Bedingungen
fiir ihre ganzzahlige Darstellung. Ausserdem ist die Auflosung einer Gleichung
m = f(x;) in rationalen Zahlen, d.h. im Zahlkorper K (1), wesentlich einfacher
als in ganzen Zahlen, deren Gesamtheit eben nur einen Ring R(1) bildet.

Dieses einfache Problem lédsst nun eine vollstindige und einfache Losung
zu, deren Darstellung die vorliegende sehr wertvolle Arbeit gewidmet ist. Sie
beruht wesentlich auf der folgenden Ueberlegung, welche ich zuerst in mei-
ner Zahlentheorie (Berlin 1913) angegeben habe: Damit eine Gleichung m =
f(x;) im Korper K (1) moglich ist, ist sicher notwendig, dass dieselbe Glei-
chung in jedem grosseren, K (1) enthaltenden Korper K (p) aller p-adischen
Zahlen eine Losung besitzt, wenn p =2, 3,5, ..., p alle den einzelnen Prim-
zahlen zugeordneten Stellen durchlduft und ausserdem noch K (poo) den Kor-
per aller reellen Zahlen bedeutet.

Jede dieser unendlich vielen Forderungen liefert so eine leicht angebbare
notwendige Bedingung fiir die rationale Darstellbarkeit von m durch f(x;) in-
nerhalb K (1), welche ich a.a.O. im XII. Kapitel fiir bindre Formen f (x1, x2)
vollstindig angegeben habe, und die in dieser Arbeit nun auch fiir ternire und
hohere quadratische Formen vollstandig und hochst einfach dargestellt wur-
den. Von ihnen sind stets nur eine endliche Zahl nicht von selbst erfiillt; nur sie
brauchen also weiter betrachtet zu werden.

Sehr wesentlich ist es nun, dass die so gefundenen notwendigen Bedingun-
gen auch hinreichend fiir die rationale Darstellbarkeit von m durch f(x;) sind.
Durch Anwendung einer Lagrangeschen Reduktionsmethode beweist ndmlich
der Verfasser dieser Arbeit, zuerst fiir bindre, dann aber auch fiir terndre und
allgemeine quadratische Formen f(xy,...x,), dass m stets und nur dann fiir
den Bereich K (p) einer jeden Stelle p = 2,3, 5, ..., pso, d.h. tiberall im Klei-
nen, durch f(x;) darstellbar ist, wenn auch innerhalb K (1), d.h. im Grossen,
die Gleichung m = f(x;) eine Losung besitzt. Hiernach bilden also die end-
lich vielen Bedingungen fiir die Auflosbarkeit der obigen Gleichung in den
p-adischen Korpern K (p) die notwendige und hinreichende Bedingung fiir
ihre Losbarkeit im Korper der rationalen Zahlen.

Nur fiir die bindren und ternidren Formen wird durch diese Bedingungen die
Natur derselben tiberhaupt wesentlich beschrinkt. Fiir quaternédre und hohere
Formen f(xp,...x,) ergibt sich niamlich in dieser Arbeit der einfache Satz,
dass sie alle rationalen Zahlen m rational darstellen, wenn sie indefinit sind,
und dass sie alle rationalen Zahlen eines und desselben Zeichens darstellen,
wenn sie definit sind. Es ist hiernach jetzt nur noch weiter zu untersuchen,
welche Zahlen m durch eine beliebige binire oder terndre Form rationalzahlig
darstellbar sind.
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Zu diesem Zweck habe ich im Kapitel XII meiner Zahlentheorie fiir bini-
re Formen f(x1,x2) aus dem obigen Principe heraus ein vollstindiges Sys-
tem (Cp, Cpy, ...) von s.g. Charakteren hergeleitet, welche zusammengenom-
men diese Frage vollstindig entscheiden; und es gelingt hier dem Verfasser
auch fiir die terndren Formen f (x1, x2, xo) ein sehr dhnliches Charakterystem
Cp = (f(x1, x2, x0)/ p) aufzustellen, dessen Elemente C,, gleich +1 oder —1
sind, gemif dem durch die Form f fiir den Bereich von p die Null darstellbar
oder nicht darstellbar ist. In beiden Fillen ergiebt sich, dass eine Zahl m stets
und nur dann durch f rational darstellbar ist, wenn ihr quadratfreier Kern mg
gewissen arithmetischen Reihen angehort, die durch den Diskriminantenkern
von f und durch jene Charaktere Cp, C,, ... eindeutig bestimmt sind.

Die hier gefundenen Ergebnisse stehen nun in ganz nahem Zusammenhang
mit der Einteilung der n-dren Formen f (x1, ...x;) in Genera oder Geschlech-
ter. Wenn wir namlich im Anschluss an die letzten grundlegenden Arbeiten von
Minkowski alle rationalzahlig umkehrbar in einander transformirbaren Formen
in dasselbe Formengeschlecht rechnen, so ergiebt sich nun aus den soeben dar-
gelegten Ergebnissen fiir die bindren und terndren Formen das folgende wich-
tige Resultat:

Alle und nur die bindren und terniren Formen, welche dieselben Zah-
len rational darstellen, gehoren demselben Geschlechte an. Alle For-
men desselben Diskriminantenkernes d zerfallen in genau so viele
Formengeschlechter, als es verschiedene mogliche Charaktersysteme
(Cp, Cp/, Cp//, ) giebt.

Von grossem Interesse sind endlich die Ausfiihrungen des fiinften Abschnit-
tes dieser Arbeit, in welchem Herr Hasse die Verwandschaft und die wesentli-
chen Unterschiede seiner Untersuchungen und den allgemeinen Problemstel-
lungen von Minkowski sowie den weniger tief gehenden von Stephen Smith
giebt.

Auch die Geschlechter der allgemeinen n-dren Formen vermag nidmlich
Minkowski durch ein System von Invarianten vollstindig zu charakterisieren,
namlich durch ihren Grad #n, ihren Diskriminantenkern d und durch die Cha-
raktere einer gewissen ternidren Restform von f, welche zwar von den Hasse-
schen Charakteren im Allgemeinen verschieden sind, die aber natiirlich auch
durch diese sehr viel einfacheren Charaktere ersetzt werden konnen. Die orga-
nische Einfiihrung dieser neuen Charaktersysteme ohne Benutzung der Min-
kowskischen sehr schwierigen und tief liegenden Deduktionen wiirde das The-
ma einer weiteren Arbeit sein, auf die der Verfasser am Schluss nur hinweist,
deren Vollendung hier durch die durchgefiihrten Untersuchungen wesentlich
erleichtert werden wiirde.

Die vorliegende Arbeit besitzt einen hohen wissenschaftlichen Wert und
lasst fiir die Zukunft Bedeutendes von ihrem Verfasser erhoffen. Die in ihr be-
handelten Probleme sind in ihrer vollen Allgemeinheit erfasst und in grosster
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Abb. 3 Die fiinfte und letzte
Seite des Gutachtens. Neumann
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Anschaulichkeit und Einfachheit dargestellt. Der Aufbau der ganzen Theorie
ist von vorbildlicher Klarheit, der Stil ist kurz und deutlich.

Ich beantrage, diese Arbeit mit dem Pridikate Vorziiglich als Dissertation
anzunehmen und den Kandidaten zum Rigorosum zuzulassen.

Marburg, d. 30. Mirz K. Hensel
1921

Neben Hensel unterzeichneten weitere Ordinarien der philosophischen Fakultit das
Gutachten. Der unterzeichnende Ernst Richard Neumann war Inhaber des ersten
Lehrstuhls fiir Mathematik in Marburg und forschte u.a. zur Potentialtheorie und
erweiterte Ergebnisse seines Onkels Carl Friedrich Neumann. Eine weiterere Unter-
schrift des Gutachtens stammt von dem Chemiker und damaligen Rektor der Marbur-
ger Universitit Johannes Gadamer; sein bekannter Sohn Hans-Georg Gadamer war
ein bedeutender Philosoph des zwanzigsten Jahrhunderts. Die letzte Unterschrift auf
dem Gutachten gehort dem Geodit Friedrich von Dalwigk, der Hasse im spiteren
Rigorosum zur angewandten Mathematik priifte.

Die Sprechweise im Kleinen bzw. im Grofien, die wir in Hensels Gutachten fin-
den, war iibrigens nicht ungewohnlich zu dieser Zeit, insbesondere in der Funktionen-
theorie im Kontext der lokalen Darstellung einer analytisch fortgesetzten Funktion.
Das Lokal-Global-Prinzip fiir quadratische Formen und Verallgemeinerungen hier-
von werden in der zahlentheoretischen Literatur auch Hasse-Prinzip genannt. Tat-
sédchlich treten derartige Kategorisierungen ab der Jahrhundertwende vermehrt und
in unterschiedlichen Formen und Disziplinen auf; fiir weiterfiihrende Literatur ver-
weisen wir auf [5].
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4 Ein Brief und eine Postkarte — die Vorgeschichte

Die bereits angesprochene Arbeit [29] von Minkowski aus dem Jahr 1890 enthilt
folgende von Adolf Hurwitz verfasste Fu3note:

Bei der Untersuchung der terndren diophantischen Gleichungen vom Ge-
schlechte Null wurden Herr Hilbert und ich auf diese Frage gefiihrt. Wenn
zwei diophantische Gleichungen durch rationale eindeutig umkehrbare Trans-
formationen ineinander iiberfiihrt werden konnen, so lassen sich offenbar die
Losungen einer jeden dieser Gleichungen aus den Losungen der anderen ablei-
ten; beide Gleichungen reprisentiren also im Wesentlichen dieselbe Aufgabe.
Wir rechnen deshalb alle diophantischen Gleichungen, welche aus einer durch
die genannten Transformationen hervorgehen, in eine Klasse. Unsere Unter-
suchung, welche demnichst in den Acta mathematica erscheinen wird, ergab
nun, dass in jeder Klasse ternirer diophantischer Gleichungen vom Geschlecht
Null auch quadratische Gleichungen enthalten sind. Die sich ankniipfende Fra-
ge nach den Invarianten einer solchen Klasse findet daher durch die allgemei-
nen Sétze, welche Herr Minkowski aufstellt und beweist, ihre Erledigung.

Diese FuBnote ([29], S. 5) riihrt von eimem leider verloren gegangenen Briefwechsel
her;? die von Hurwitz angesprochene gemeinsame Arbeit [23] mit David Hilbert er-
schien mit einer kleinen Verzogerung. Auf Gau3’ Vorarbeiten aufbauend gelang Her-
mann Minkowski in seiner bemerkenswerten Untersuchung tatsdchlich — bereits drei
Jahrzehnte vor Hasses Dissertation — die Charakterisierung der Aquivalenz quadra-
tischer Formen (geméaB der im obigen Zitat genannten Klasseneinteilung). Weiterhin
beschrieb Minkowski die durch ebensolche dargestellten rationalen Zahlen, jeweils
abhiingig von verschiedenen Invarianten. Das liefert im konkreten Fall die Erledi-
gung der gestellten Aufgabe, insgesamt allerdings ein recht technisches Resultat. Es
sind die zwischenzeitlich eingefiihrten p-adischen Zahlen (und auch das Hilbertsche
Restsymbol aus dessen Zahlbericht anstelle der Minkowskischen Einheiten C,,, wel-
ches bereits Hensel in seinem Buches [22] in diesem Kontext eingefiihrt hatte), die
ein klares Bild erlauben. Heutzutage wird das Ergebnis, dass eine iiber Q definierte
quadratische Form f eine rationale Zahl m genau dann darstellt, wenn dies in al-
len p-adischen Korpern Q, sowie in R der Fall ist, als Satz von Hasse—Minkowski
bezeichnet.

Eine alternative Formulierung und wesentliche technische Vereinfachung erlaubt
der Begriff der Isotropie, der auch in Hensels Gutachten anklingt: Eine Form f heif3t
isotrop, wenn sie nicht-trivial die Null darstellt, d.h.

FG e x) =0 mit (xpy....x0) %, ...,0).

2Diese Briefe sind leider verschollen, weil sie womoglich im Zuge der Publikation der Minkowskischen
Arbeit als Druckvorlage von weiteren Briefen getrennt wurden. Zu finden ist allerdings ein Brief von Min-
kowski an Hurwitz, datiert vom 24. Februar 1890, in dem von ersten Untersuchungen berichtet wird. Die
Autor_innen dieses Artikels arbeiten an einer kommentierten Herausgabe des umfangreichen Briefwech-
sels zwischen Hurwitz, Hilbert und Minkowski.
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Tatsédchlich ist der Riickzug auf die Darstellbarkeit der Null eine sinnvolle Vereinfa-
chung, die sich fiir 0.B.d.A. x1 # 0 leicht aus der Substitution

yi=x1(1+1) und yi=xj(1—-1 fir j=2,...,n

ergibt: Gilt namlich

2=
> 4% =0,

1<j<n
dann auch
2 2 2 2 2 2 2
Z ajyjza]yl—alxl(l—t) + Z ajxj(l—t) =4daxit,
1<j<n 1<j<n

und mit Variation des Parameters ¢ lisst sich jedes rationale m darstellen. Insofern ist
eine Form also genau dann global isotrop, wenn sie lokal isotrop ist.

Fiir die bereits angesprochene Form 3X? — 5Y2 — 7Z? zeigt sich, dass die Glei-
chung

3x2-5Y2-77%>=0

nicht-trivial in rationalen Zahlen ist, denn sie ist mit der Indefinitheit der quadra-
tischen Form (auf der linken Seite) sicherlich reell 16sbar und auch Iosbar in allen
p-adischen Korpern. Dabei ist nur Losbarkeit in Q, fiir die Primteiler p der Koeffi-
zienten 3, —5, —7 nicht leicht einsichtig; in diesen verbleibenden Fillen p = 3,5,7
gilt fiir die Quotienten jedoch, dass die jeweiligen Potenzreihenentwicklungen mit
einem Quadrat als konstantem Term beginnen:

7
—— =124 Za,ﬁ" in Q%,

5
n>1

7 .

3= 22 4+ ZbHS” in Q%,
n>1

5 .

3= 224 Zcﬂ” in Q%.
n>1

Hier steht Q?, fiir die Menge der Quadrate in Q).
Tatséchlich lieBe sich die oben gestellte Frage der nicht-trivialen Losbarkeit der

terndren quadratischen Gleichung bereits mit einem klassischen Satz von Adrien-
Marie Legendre [25] von 1830 zu terndren Formen beantworten: Die Gleichung

aX?>+bY?+¢Z*=0

mit paarweise teilerfremden, quadratfreien Koeffizienten a, b, c € Z, abc # 0 und
nicht alle gleichen Vorzeichens, ist genau dann ganzzahlig losbar, wenn die Kongru-
enzen

X>=—bcmod |a|, Y?’=—camod |b|, Z>=—abmod |c|
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losbar sind. Hier sind die lokalen Quadrate des obigen Beispiels in den quadratischen
Resten der Koeffizienten versteckt; mit dem chinesischen Restsatz ergeben sich stets
quadratische Kongruenzen zu Primzahlmoduln. Dieser ternédre Fall ist im Satz von
Hasse-Minkowski enthalten, ebenso wie ein Ergebnis von Arnold Meyer [28] aus
dem Jahr 1884 zum Fall von mehr als vier Variablen. Hierfiir sowie zu der von Hensel
in seinem Gutachten angedeuteten Reduktionsmethode von Joseph-Louis Lagrange
(eine Art iterierte quadratische Ergénzung), zur Rolle des Henry John Stephen Smith,
wie auch zu weiteren Konsequenzen (so etwa die Charakterisierung der Summen
von drei Quadraten von Carl-Friedrich GauB3 und der Vierquadratesatz von Lagrange)
verweisen wir der Kiirze halber auf [30, 42, 43]. Unser Interesse liegt hier mehr auf
dem Aspekt des p-adischen Blickwinkels.

Den ,,entscheidende[n] Anstofs* zu seiner Dissertation, wie Hasse in [17] selbst
schreibt, gab ihm Hensel 1920 in einer Postkarte mit folgenden Worten (cf. [17], S.
4):

Ich habe immer die Idee, dal da eine ganz bestimmte Frage zu Grunde liegt.
Wenn ich immer von einer analytischen Funktion weif}, daf sie an allen Stellen
rationalen Charaker hat, so ist sie rational. Wenn ich bei einer Zahl dasselbe
weil}, daf} sie fiir den Bereich jeder Primzahl p und fiir po, p-adisch ist, so
weil} ich noch nicht, ob sie eine rationale Zahl ist. Wie ist das zu ergénzen?

Hierbei bezeichnet po, die reelle Bewertung von Q. In seinem riickblickenden Arti-
kel [17], S. 4, fdhrt Hasse fort:

Es war die Frage am Schluf} dieser Mitteilung, die mir die Augen geoffnet hat:
Die Bedingung des Lagrangeschen Satzes liefen sich ja dahingehend formu-
lieren, daf die ternire Form fiir jede Primstelle p eine nicht-triviale p-adische
Nulldarstellung zuldBt. Und der Satz selbst besagt, dafi sie dann auch eine nicht-
triviale rationale Nulldarstellung zulift.

Insofern ist neben dem Briefwechsel zwischen Hurwitz und Minkowski ein zwei-
tes Mal der Postverkehr der auf der Schwelle zur modernen Mathematik stehenden
Protagonisten, diesmal Hensel und Hasse, von mafgeblicher Bedeutung.

5 Wie Hasse nach Marburg kam

Zum Zeitpunkt seiner Disputation war Hasse 22 Jahre jung. Nachstehend sein zum
Zwecke der Promotion eingereichter Lebenslauf (siehe Abb. 4):

Ich, Helmut Hasse, evangelisch-lutherischer Konfession, Sohn des Amtsge-
richtsrates Paul Hasse und seiner Frau Margarete, geb. Quentin, wurde am 25.
August 1898 zu Cassel (Preufien) geboren.

Im Juni 1915 legte ich die Notreifepriifung am Fichte-Gymnasium zu
Berlin-Wilmersdorf ab und trat als Anwirter fiir das hohere Marinebaufach
bei der Kaiserlichen Marine ein. Bis zur Beendigung des Krieges stand ich
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Abb.4 Der von Hasse verfasste
Lebenslauf
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Unter den in Gottingen genannten Lehrern findet sich mit Peter Debye, Professor
fiir Mathematik, Theoretische Physik und Experimentalphysik, librigens ein spaterer
Nobelpreistrager (1936 fiir Chemie).

Interessant ist u.a. wie Hasse nach Marburg kam. Hierzu schrieb er in [17], S. 3:

Als im Friihjahr 1920 mein hauptsidchlicher Gottinger Lehrer Erich Hecke ei-
nem Ruf an die neugegriindete Hamburger Universitidt gefolgt war, hatte ich
mich entschlossen, mein Studium in Marburg unter Kurt Hensel fortzusetzen
und durch Examina zum Abschluf} zu bringen; denn dessen 1913 erschiene-
nes Zahlentheoriebuch, das ich in einem Goéttinger Antiquariat entdeckt und
sofort erworben hatte, war mir vom ersten Augenblick an wegen seiner vollig
neuartigen Methoden besonders reizvoll und eines griindlichen Studiums wert
erschienen. Obwohl erst im siebten Studiensemester stehend, erhielt ich von
Hensel schon nach kurzer Zeit ein Thema fiir eine Staatsexamensarbeit, das
meinem Wunsche entsprechend gleich im Hinblick auf den eventuellen spite-
ren Ausbau zu einer Doktordissertation gestellt war.
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6 Die Doktorpriifung

Das Rigorosum fand am Nachmittag des 11. Mai 1921 statt (sieche Abb. 7). Zunichst
wurde Hasse von Professor Clemens Schaefer in der Physik zu u.a. ,,Maxwellsche
Gleichungen* gepriift. Anschlieend folgte die angewandte Mathematik, worin u.a.
die Themen ,,Praxis des Rechenschiebers. Methoden zur Auflosung von numerischen
Gleichungen. Graphische Integration behandelt wurden, aber auch Nautik, was wohl
Hasses Erfahrung bei der Marine geschuldet war; seine Leistung wurde mit sehr gut
bewertet (siche Abb. 5, 6).

Im Examen zur reinen Mathematik wurden ,,Gauss Entdeckungen im Gebiete
der Mathematik und Algebra“ behandelt, insbesondere das zentrale ,,Reziprocitits-
gesetz®, aber auch die Theorie der quadratischen Formen, Kreisteilung und mit der
,Primzahltheorie* auch ein analytisches Thema. Ferner wurden behandelt ,,Riemanns
Entdeckungen und die sich anschlieBenden neueren Untersuchungen® sowie ,,Inte-
gralgleichungen im Anschluss an das Beispiel der schwingenden Saite*. Hierfiir er-
hielt Hasse eine Auszeichnung (siehe Abb. 6).
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7 Was dann geschah

Man kann natiirlich bereits Minkowskis Resultat als ein Lokal-Global-Prinzip wer-
ten; es ist allerdings Hasses Umformulierung, die ohne irgendwelche Invarianten
auskommt und insofern einfacher zu lesen ist und letztlich weiterfithrende Konse-
quenzen erlaubt. Diese liess plotzlich die bis dato kiinstlich in Szene gesetzten p-
adischen Zahlen in einem neuen Licht erscheinen. Hensel selbst hat in seinem Schaft-
fen nach einer relevanten Anwendung derselben gesucht. Nach einem missgliickten
Beweisversuch der Transzendenz von e und r mit p-adischen Methoden (siehe hier-
zu [33, 34]), tritt in seinem (von Hasse oben erwihnten) Lehrbuch [22] von 1913 das
Thema der quadratischen Formen mit ersten Ergebnissen (den im Gutachten ange-
sprochenen notwendigen Bedingungen) auf; im fiinf Jahre &dlteren Werk [21] finden
sich diese noch nicht. Und tatsidchlich liefert, wie von Hasse bewiesen, die Anwen-
dung der p-adischen Zahlen auf quadratische Formen und verwandte Themen bemer-
kenswerte Entwicklungsmoglichkeiten, wie wir hier auch kurz skizzieren wollen.

Hasse veroffentlichte die Inhalte seiner Dissertation erst 1923 als [11]; die im Gut-
achten erwihnte organische Einfiihrung, die in der Dissertation nur angedeutet wur-
de, beschiftigte ihn wohl bis ins Jahr 1922 hinein und fiihrte zu dem weiteren Artikel
[12]. Minkowski und seine Vorarbeit [29] werden nicht in Hasses Arbeit [11] zur
Darstellbarkeit erwidhnt, wohl aber in der zur Aquivalenz [12]. In den anschlieBenden
Arbeiten [13, 14], die aus Hasses Habilitationsschrift aus dem Jahr 1922 hervorge-
gangen sind, lieferte er dann die Verallgemeinerungen seiner Theorie auf endliche
algebraische Erweiterungen von Q (Zahlkorper). Damit 16ste er das elfte von Hilbert
in seinem beriihmten Pariser Vortrag fiir das zwanzigste Jahrhundert vorgeschlage-
ne Problem. FEine geometrische Erweiterung der Hasseschen Untersuchungen unter-
nahm Hasses Assistent Ernst Witt in seiner Habilitationsschrift [44]. Dass diese und
viele weitere Artikel aus diesem Kontext im Crelle-Journal erschienen sind, erklirt
sich daraus, dass Hensel in der Zeit 1903-1936 und Hasse 1929-1980 (mit einem
kurzen Intermezzo durch zusitzlich Ludwig Schlesinger (1929-1933) und einem lén-
geren durch zusitzlich Hans Rohrbach (1952-1977)) die geschiftsfiihrende Heraus-
geberschaft innehatten. Eine analytische Theorie der quadratischen Formen lieferte
Carl Ludwig Siegel in einer Reihe von Abhandlungen und Lehrbiichern [41]. Zwi-
schen Siegel und Hasse bestand iiber Jahrzehnte hinweg ein unschoner Zwist, der
bestenfalls mit deren mathematischen Rivalitit, unterschiedlichen mathematischen
Methoden und Ansichten sowie divergierenden politischen Uberzeugungen zu erkli-
ren ist; fiir Details verweisen wir hier auf die lesenswerten Quellen [4, 36].

In der Folgezeit beschiftigte sich Hasse zunehmend mit der Klassenkorpertheo-
rie, und mit einer Erweiterung seines Lokal-Global-Prinzips gelang ihm eine wichti-
ge Umformulierung derselben. Mit dem darauf aufbauenden Brauer-Hasse-Noether—
Theorem [3] fanden schlielich Richard Brauer, Hasse und Emmy Noether 1932 ein
Lokal-Global-Prinzip fiir Algebren. Hasse hat sich in dieser Zeit auch um eine Un-
terstiitzung von Emmy Noether im Zuge ihrer Suspendierung 1933 bemiiht; siehe
hierzu [19, 26, 38].

Was Formen hoheren Grades anbelangt, so zeigte Ernst Selmer [40], dass das
Lokal-Global-Prinzip sich nicht ohne weiteres verallgemeinern lésst. Beispielsweise
ist die Gleichung

3x34+4Y3-573=0
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iiberall lokal 16sbar, aber nicht global. Selbiges gilt zum Beispiel fiir die Gleichung
(X* —2)(X*-3)(X* - 6) =0,

wobei hier jedoch einfach mit der Theorie der quadratischen Reste argumentiert wer-
den kann. Die bereits erwéhnten elliptischen Kurven stehen zwischen den quadrati-
schen Formen mit dem giiltigen Lokal-Global-Prinzip und den Formen hoheren Gra-
des, bei denen ein solches nicht oder nur eingeschrinkt besteht (siehe [42]); insofern
ist die zu Beginn erwihnte, offene Millenniumsvermutung von Bryan Birch und Pe-
ter Swinnerton-Dyer [2] trotz erheblicher Fortschritte in den letzten Jahren weiterhin
offen. Mit zunehmender Anzahl der Variablen wird die Darstellbarkeit einer gegebe-
nen ganzen Zahl m durch eine entsprechende quadratische Form jedoch zunehmend
wahrscheinlicher (was sich auch bereits in dem erwihnten Satz von Meyer [28] an-
deutet); quantitative Resultate hierzu gelangen zuerst Donald J. Lewis [27] und (un-
abhingig) Birch [1] 1957. In diesem Zusammenhang ist die etwa zeitgleich zu Hasses
Promotion von Godfrey H. Hardy, Srinivasa Ramanujan [8] und John E. Littlewood
u.a. in [9] entwickelte sogenannte Kreismethode von Interesse. Deren analytischer
Ansatz zeigt oft genug nicht nur die Losbarkeit einer diophantischen Gleichung an,
sondern erlaubt auch Aussagen iiber die Anzahl der Losungen; dabei enthilt die sin-
guldre Reihe (der bestimmende Koeffizient in der Asymptotik) lokale Informationen
(siehe [6, 42]).

Die p-adischen Zahlen und insbesondere Lokal-Global-Prinzipien spielen mitt-
lerweile in nahezu allen Teilgebiete der Zahlentheorie und verwandter Disziplinen
eine wichtige Rolle; ein aktuelles Beispiel sind hier die Arbeiten von Peter Scholze
(z.B. [37] zur lokalen Langlands-Vermutung). Fiir weitere Konsequenzen und Er-
weiterungen des Lokal-Global-Prinzips verweisen wir auf [31, 38]. Eine aktuelle
Darstellung der oben angerissenen Theorie findet sich in dem Lehrbuch [30]. Wir be-
schlieen die mathematische Diskussion mit einer Losung einer oben aufgeworfenen

Frage:
345\ 2 329\ ? 329\
3(==) —5(==) —7(=2) =2022.
4 8 8

8 Was dann geschah - jenseits der Mathematik

Wir schliefen mit einem kurzen biographischen Abriss der Lebensldufe von Hensel
und Hasse. Der iltere Erstgenannte hatte den zweiten Lehrstuhl fiir Mathematik in
Marburg von 1902 bis zu seiner Emeritierung 1929 inne. Wihrend des Naziregimes
verlor der getaufte Jude Hensel im Rahmen des Reichsbiirgergesetzes vom 16. Sep-
tember 1935 seine venia legendi. Hasses Karriere hingegen florierte. Nach kurzen
Gastspielen in Kiel, wo er den wichtigen Kontakt mit Emil Artin aufbaute, und Hal-
le wurde Hasse 1930 Hensels Nachfolger in Marburg, stand mit diesem aber auch
nach seinem Wechsel 1934 nach Géttingen in engem Kontakt; tatsdchlich waren sie
beide iiber die Musiker_innenfamilie Mendelssohn entfernt verwandt, woran vermut-
lich Hasses Versuch des Beitritts in die NSDAP scheiterte. Der rechtsnationale Hasse
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muss mindestens als Mitldufer des Naziregimes eingestuft werden. In seine erfolg-
reiche Gottinger Periode fillt ibrigens auch Hasses wichtiger Beweis des Analogons
der Riemannschen Vermutung fiir elliptische Kurven (1936) mit seinen unmittelbaren
Konsequenzen fiir die Formulierung der Birch & Swinnerton-Dyer—Vermutung.

In dieser Zeit wird Hensel auch gezwungen, seine Herausgeberschaft des Crelle-
Journals zu beenden. In einem Brief an seinen ehemaligen Schiiler und Mitherausge-
ber Hasse vom 11. Juni 1936 schrieb Hensel wehmiitig:

Das Beste und Liebste, was mir diese lange Arbeit gegeben hat, war aber in
den langen letzten Jahren die Zusammenarbeit mit Thnen, der Sie so manche
Wiinsche und Hoffnungen, die ich in meinem langen Leben hegte, so schon
erfiillt haben.

(siche [18], S. 198). Hensel verstarb 194 1. In seinem nach dem Krieg veroffentlichten
Nachruf [15] auf seinen verehrten Lehrer erwdhnt Hasse weder diesen Ausschluss
noch das frithere Unrecht der Aberkennung der Lehrbefugnis.

Im Zuge der Entnazifizierung wurde Hasse 1945 entlassen, weil félschlich ange-
nommen wurde, er sei Mitglied der NSDAP gewesen. Ab 1946 war Hasse an der
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neugegriindeten (Ost-) Berliner Akademie tétig, wo er bis 1949 wirkte und u.a. sein
Lehrbuch [16] mit p-adischen Inhalten verfasste; die zweite Auflage war Kurt Hensel
zum einhundertsten Geburtstag 1961 gewidmet, erschien aber zwei Jahre verzogert.
In der Zwischenzeit, genauer 1948, wurde Hasse als ,,nicht betroffen* entnazifiziert,
was ihm dann 1949 ermoglichte, Ordinarius an der Humboldt-Universitit in (Ost-)
Berlin zu werden. Bereits 1950 wechselte er an die Universitdt in Hamburg, wo er
bis zu seiner Emeritierung 1966 arbeitete und 1979 verstarb. Fiir weitere Informa-
tionen zum Leben der beiden Protagonisten wihrend des Nationalsozialismus ver-
weisen wir hier auf die lesenswerten Quellen [4, 26, 34-36, 39]. Tatséchlich wéren
diese Biographien einen eigenen Artikel wert; wir haben uns hier bewusst auf das
Lokal-Global-Prinzip beschrinkt.
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