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Zusammenfassung Grundvorstellungen stellen Richtlinien fiir die Gestaltung von
Lernprozessen sowie fiir eine strukturierte Erforschung mentaler Reprisentationen
bereit. Wie jedoch die Herleitung von Grundvorstellungen vorgenommen werden
kann, wird in der Literatur unterschiedlich beschrieben oder nur teilweise expliziert.

Im vorliegenden Beitrag wird ein Verfahrensrahmen fiir die Herleitung von
Grundvorstellungen als normative Leitlinien vorgeschlagen. Dieser umfasst fiinf
Schritte: (1) Festlegung zentraler Konzepte, zu denen Grundvorstellungen for-
muliert werden sollen, sowie weiterer Richtlinien fiir den Herleitungsprozess,
(2) sachanalytisch begriindete Klassenbildung auf Basis relevanter mathematischer
Definitionen, der Begriffsphanomenologie sowie empirischer Ergebnisse, (3) Formu-
lierung konkreter Grundvorstellungen anhand der gebildeten Klassen und Analyse
ihrer Beziehungen untereinander, (4) Bestimmung von Grundkenntnissen und Ana-
lyse der Beziehungen zu anderen Grundvorstellungen, (5) Kldrung der didaktischen
Relevanz.

Die Herleitung von Grundvorstellungen mit diesem Verfahrensrahmen wird an-
hand des Sinus- und Bruchzahlbegriffs exemplifiziert.
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Deriving Basic Ideas as Prescriptive Guidelines—Description of
a Theory-Based Framework

Abstract Basic ideas (Grundvorstellungen) are guidelines for the conception of
learning processes. They also structure empirical research aiming at analyzing in-
dividual mental representations. However, it is often not exactly described how
content-specific formulations of basic ideas are carried out.

In this paper, we propose a framework for deriving basic ideas as prescriptive
guidelines. It comprises five steps: (1) selection of the central mathematical con-
cepts for which basic ideas should be formulated and a preliminary determination of
further guidelines, (2) class formation based on subject-matter analyses of relevant
definitions, their phenomenology and empirical findings, (3) formulation of basic
ideas based on the previously formed classes and analyses of the relationships be-
tween the formulated basic ideas (4) specification of the relevant basic knowledge
and analyses of further basic ideas, (5) assessment of the didactical relevance.

The derivation of basic ideas with the proposed framework is carried out exem-
plarily for the concepts of sine and fractional numbers.

Keywords Basic mental representations - Grundvorstellungen - Subject-matter
didactics - Phenomenology - Sine

1 Einleitung

Welche ,,Vorstellungen®, ,,Anschauungen und ,,Verinnerlichungen Schiilerinnen
und Schiiler mit mathematischen Begriffen verbinden, beschiftigt seit langer Zeit
Mathematikdidaktik, Padagogik und Psychologie (vom Hofe 1995; vom Hofe und
Blum 2016). Im Kern der Forschungsvorhaben steht die Motivation, das Lernen ma-
thematischer Konzepte genauer zu verstehen. Ziel ist es, Verstindnisschwierigkeiten
durch die Ausbildung adidquater Vorstellungen zu begegnen und die Begriffsbildung
zu unterstiitzen (z.B. Bender 1991; Prediger 2008). Ankniipfend an die genannten
Begriffe arbeitet vom Hofe (1995) die Herkunft des Begriffs ,,Grundvorstellung*
auf; Grundvorstellungen stehen fiir inhaltliche Deutungen mathematischer Begriffe
und gelten als ,,Elemente der Vermittlung [...] zwischen der Welt der Mathematik
und der individuellen Begriffswelt des Lernenden* (vom Hofe 1995, S. 98; s. auch
Greefrath et al. 2016a).

Seit dieser Begriffslegung hat das Grundvorstellungskonzept eine enorme Popu-
laritdt und Ausgestaltung erfahren. Zum einen konnten in einer Vielzahl empirischer
Studien Leistungsunterschiede von Schiilerinnen und Schiiler mithilfe des Grund-
vorstellungskonzeptes erklirt werden (z.B. Prediger 2008; vom Hofe et al. 2005;
Wartha 2007).

Zum anderen spielen Grundvorstellungen auf schulpraktischer Ebene eine wich-
tige Rolle: In Bildungsstandards und Lehrpldnen findet das Grundvorstellungskon-
zept explizite Beriicksichtigung (z.B. Bildungsstandards fiir die Allg. Hochschul-
reife, Stindige Konferenz der Kultusminister der Lénder in der Bundesrepublik
Deutschland 2015; Nds. Kerncurriculum fiir das Gymnasium — gymn. Oberstufe,
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Niedersichsisches Kultusministerium 2018). Auch Schulbiicher und fachdidaktische
Grundlagenwerke greifen Grundvorstellungen als Leitlinien fiir den Mathematikun-
terricht auf (z.B. Greefrath et al. 2016a; Padberg und Wartha 2017; vom Hofe et al.
2014).

Zentraler Ausgangspunkt fiir die genannten Rezeptionen ist die Konkretisierung
von Grundvorstellungen in verschiedenen Inhaltsbereichen (Prediger 2010). Dabei
wird die Herleitung der Grundvorstellungen in unterschiedlicher Weise und Ausfiihr-
lichkeit dargestellt: Grundvorstellungen werden entweder anhand der grundlegenden
mathematischen Objekte, ihrer Definitionen sowie relevanter Anwendungskontexte
hergeleitet (z.B. Greefrath et al. 2016a; Weber 2016), mit Verweis auf fach- und
stoffdidaktische Beitrdge formuliert (z. B. Hafner 2012; Stolting 2008) oder — oftmals
im Rahmen unterrichtspraktischer Beitrdge — ohne weitere Explikation der vorge-
nommenen Herleitung angegeben (z. B. Malle 2003; Salle und Frohn 2017). Welche
konkreten Uberlegungen bei der Konstruktion der jeweiligen Grundvorstellungen
ausgefiihrt wurden, bleibt hdufig implizit. Bisher existiert kein explizierter Rahmen,
in dem notige bzw. mogliche Schritte fiir eine Herleitung von Grundvorstellungen
dargelegt werden.

Basierend auf der bisherigen Forschung zu Grundvorstellungen wird in diesem
Artikel ein solcher theoretisch fundierter Verfahrensrahmen vorgeschlagen. Dieses
Rahmenmodell kann einen wichtigen Beitrag fiir die Herleitung neuer Grundvor-
stellungen zu mathematischen Begriffen leisten. Weiterhin konnen anhand dieses
Rahmens die Herleitungsprozesse bereits formulierter Grundvorstellungen expli-
ziert und nachvollzogen werden. Der vorliegende Beitrag verfolgt somit vor allem
ein methodologisches Anliegen. Die in diesem Beitrag vorgestellten Schritte stel-
len keinen ,,Algorithmus® zur Herleitung von Grundvorstellungen dar (vgl. Bender
1991, S. 56); vielmehr werden essenzielle Begriffe geklart und Schritte angegeben,
die fiir eine Herleitung von Grundvorstellungen grundlegend sind.

Nach der Darstellung des Grundvorstellungskonzeptes (Abschn. 2) wird basie-
rend auf Uberlegungen zu stoffdidaktisch orientierten Sachanalysen, zur Phino-
menologie mathematischer Begriffe sowie zu bisher formulierten Grundvorstellun-
gen (Abschn. 3) ein Verfahrensrahmen fiir die Herleitung von Grundvorstellungen
vorgeschlagen (Abschn. 4). Dieses Verfahren wird exemplarisch fiir ausgewéhlte
Grundvorstellungen zum Sinus- und Bruchzahlbegriff dargestellt (Abschn. 5). Ab-
schlieBend werden Perspektiven des Herleitungsverfahrens aufgezeigt (Abschn. 6).

2 Grundvorstellungen mathematischer Inhalte
2.1 Begriffsdefinition

Grundvorstellungen konzeptualisieren ,,idealtypische mentale Reprisentationen*
(Griesel et al. 2019, S. 129) mathematischer Objekte und Sachverhalte und werden
somit zundchst als stofflich basierte Leitlinien fiir Lernprozesse formuliert. Men-
tale Reprisentationen werden kognitionspsychologisch als ,,geistige Abb[ildungen]
von Wahrnehmung, Gedichtnisinhalten o[der] Denkprozessen* (Stiddtler 2003,
S. 676) spezifiziert. In Bezug auf das Grundvorstellungskonzept sind diese geistigen
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Abbildungen nicht ausschlieBlich bildhaft zu verstehen; vielmehr sind enaktive
(z.B. Addition reprisentiert als Zusammenfassen oder Hinzufiigen von Elementen,
Hasemann und Gasteiger 2014), ikonische (z.B. Integral reprisentiert als der Fli-
cheninhalt zwischen Graph und x-Achse, Greefrath et al. 2016a) oder symbolische
(z.B. Logarithmus représentiert als die um eins verminderte Stellenzahl einer Zahl,
Weber 2013) Reprisentationsformate ,,denkbar® (Bruner 1964; Lorenz 2017).

Das ,,Idealtypische* der mentalen Reprisentationen bezieht sich bei Grundvorstel-
lungen, die an der Schnittstelle von Mathematik und Realitit verortet sind, sowohl
auf Strukturiibereinstimmungen zwischen den Représentationen und dem betrach-
teten mathematischen Konstrukt als auch auf Strukturiibereinstimmungen zwischen
den Reprisentationen und dem betrachteten realitdtsnahen Sachverhalt (Griesel et al.
2019; Kleine et al. 2005). Im Sinne des Verkiirzungsmerkmals von Modellen nach
Stachowiak (1973) weisen die idealtypischen Reprisentationen in beiden Féllen hin-
reichend strukturelle Ubereinstimmungen auf und sind nicht als vollstindig struk-
turgleich zu verstehen.!

Grundvorstellungen erfiillen drei Eigenschaften: Die erste Eigenschaft betrifft ei-
ne den Grundvorstellungen inhdrente inhaltliche Deutung mathematischer Begrifte
(Greefrath et al. 2016a, 2016b; vom Hofe 1995). Grundvorstellungen leisten somit
einen Beitrag zu einem sinnstiftenden Mathematiktreiben, indem sie auf Anwen-
dungen der Begriffe, auf die historische Begriffsgenese und auf fundamentale Ideen
Bezug nehmen (Leuders et al. 2011; Vohns 2005). Insbesondere sollen Grundvorstel-
lungen den Lernenden eine Sinnkonstituierung der Begriffe durch eine entsprechen-
de Ankniipfung an deren Vorwissen ermdglichen (vom Hofe 1995). Dabei konnen
sich diese Erfahrungen sowohl auf die unmittelbare Lebenswelt der Lernenden (sog.
primdre Grundvorstellungen) als auch auf gedankliche Operationen mit mathemati-
schen Darstellungsmitteln (sog. sekunddre Grundvorstellungen) beziehen (vom Hofe
und Blum 2016).

Die Adéquatheit der inhaltlichen Deutungen ist vor dem Hintergrund des Giiltig-
keitsbereichs des betrachteten mathematischen Begriffs und des Bezugsrahmens der
Grundvorstellung charakterisiert (s. auch Reinhold 2019; Roos 2020). Der Giiltig-
keitsbereich eines Begriffs gibt dessen (mathematische) Reichweite an. Beispiels-
weise kann die Multiplikation im Giiltigkeitsbereich der natiirlichen Zahlen addquat
als wiederholte Addition des Multiplikanden gedeutet werden, in den rationalen Zah-
len jedoch nur noch in Sonderfillen (Padberg und Wartha 2017). Weitet man den
Giiltigkeitsbereich eines Begriffs aus, so konnen Anpassungen bzw. Erweiterungen
von Grundvorstellungen und deren Bezugsrahmens erforderlich sein. Die erforder-
lichen Anpassungen werden als Grundvorstellungsumbriiche beschrieben (Padberg
und Wartha 2017; Wartha 2007; s. auch Abschn. 2.3). Im Bezugsrahmen einer
Grundvorstellung werden diejenigen Kenntnisse, Kompetenzen und (Grund-)Vor-
stellungen zusammengefasst, die notwendig fiir den Aufbau dieser Grundvorstellun-
gen sind. Die Kenntnis der Addition natiirlicher Zahlen ist damit beispielsweise im
Bezugsrahmen der oben betrachteten Grundvorstellung zur Multiplikation verortet.

U Welche Ubereinstimmungen in den konkreten Fillen hinreichend sind, wird dabei in erster Linie vom
Forschenden entschieden. Dieser Umstand wird im vorgestellten Verfahren (s. Abschn. 4) expliziert.
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Das in der ersten Eigenschaft des Grundvorstellungskonzeptes verankerte Ziel,
einem bedeutungslosen Mathematiktreiben durch eine Ankniipfung der mathemati-
schen Konzepte an die Vorerfahrungen der Lernenden entgegenzuwirken, ist eben-
falls Ausgangsgedanke der Prototypen nach Dérfler (1990) und der Kernideen nach
Gallin und Ruf (1993). Verglichen mit Grundvorstellungen sind die Ausrichtungen
der Konzepte jedoch unterschiedlich: Um ,,bedeutungskonstitutive Handlungen* mit
dem Begriff zu ermoglichen, hebt Dorfler (1990, S. 104) die Entwicklung sche-
matisierter Vorstellungen, sogenannter Prototypen, hervor und betont damit ,.die
Rekonstruktion und Abstraktion der zentralen und ,definierenden‘ Eigenschaften
und Beziehungen des entsprechenden Begriffs®. Mit dem Konzept der Kernideen
wird die Bedeutungskonstruktion bei der Unterrichtsplanung herausgestellt (Gallin
und Ruf 1993). Im Rahmen des dialogischen Lernmodells werden hierbei nicht nur
die Sichtweisen und Erfahrungen der Lernenden, sondern insbesondere auch die der
Lehrperson bedacht (Ruf 2008).

Neben der Sinnkonstituierung mathematischer Begriffe werden zwei weitere
Kerngedanken in der Grundvorstellungsidee fokussiert: Die zweite Eigenschaft von
Grundvorstellungen driickt aus, dass sie iiber die Ankniipfung an verschiedene
Handlungen und Operationen ein ,,operatives Handeln auf der Vorstellungsebene*
(vom Hofe 1995, S. 98) ermoglichen sollen. Uber die ,,Verinnerlichung* von Hand-
lungen im Piagetschen Sinne sollen die Lernenden befdhigt werden, flexibel mit
gedanklichen Konstrukten zu arbeiten. Dies steht in enger Verbindung mit dem be-
weglichen Denken nach Roth (2005, S. 38), bei dem es ebenfalls um ,,das bewusste,
aktive Verindern einer evtl. zunichst statischen Konfiguration einschlieBlich der
Reflexion der Konsequenzen dieser Verdnderung* geht.

Die dritte Eigenschaft von Grundvorstellungen bezieht sich auf ihre zentrale Rol-
le bei der Anwendung mathematischer Begriffe. Durch die sich in Grundvorstel-
lungen widerspiegelnde inhaltliche Deutung mathematischer Begriffe sowie deren
Ankniipfung an bekannte Sach- und Handlungssituationen nehmen sie eine Vermitt-
lungsfunktion bei Ubersetzungsprozessen ein (Stolting 2008; vom Hofe und Blum
2016). Dies zeigt sich im Modellierungskreislauf bei primidren Grundvorstellun-
gen vorrangig in ihrer Bedeutung beim Mathematisieren eines realen Modells bzw.
beim Interpretieren der mathematischen Ergebnisse in einem Sachzusammenhang;
beim Ubersetzen von einer Darstellung in eine andere konnen vor allem sekund:re
Grundvorstellungen genutzt werden.

Um Grundvorstellungen in Ubersetzungsprozessen nutzbar zu machen, sollte zu-
dem auf bestimmte Wissensbestinde bei Lernenden zuriickgegriffen werden kon-
nen (Stolting 2008). Diese sogenannten Grundkenntnisse umfassen ,,Kenntnisse zu
Auswirkungen von Eigenschaften mathematischer Konzepte bei Ubersetzungspro-
zessen* (Stolting 2008, S. 39). Grundkenntnisse konnen jedoch nicht nur Vorausset-
zung fiir eine Verwendung von Grundvorstellungen sein, sondern auch ,,als konkrete
Auspragungen von Grundvorstellungen aufgefasst werden* (Stolting 2008, S. 39);
in diesem Fall ergeben sich die Grundkenntnisse aus der Arbeit mit Grundvorstel-
lungen.
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2.2 Normativer, deskriptiver und konstruktiver Aspekt

Die bereits beschriebene Bedeutung von Grundvorstellungen fiir Fachdidaktik und
Mathematikunterricht kann unter anderem auf die Vielseitigkeit des Konzeptes zu-
riickgefiihrt werden, die sich durch den normativen, den deskriptiven und den kon-
struktiven Aspekt der Grundvorstellungsidee ausdriickt.

Der normative Charakter von Grundvorstellungen als inhaltlich addquate Deutun-
gen ergibt sich aus stoffdidaktischen und stoffanalytischen Uberlegungen (Greefrath
et al. 2016a; vom Hofe 1995); ,,normativ* bezeichnet hier demnach nicht die will-
kiirliche Setzung einer Norm, sondern eine auf mathematischen Inhalten basierende
Formulierung.

In einer Vielzahl von Arbeiten werden Grundvorstellungen zu mathematischen
Begriffen formuliert, die relevant fiir inhaltliche Kernbereiche des schulischen Ma-
thematikunterrichts der Primar- und Sekundarstufe sind (Prediger 2010). Darun-
ter sind Grundvorstellungen zu Grundrechenarten natiirlicher Zahlen (Wartha und
Schulz 2018), zum Proportionalitits- und Prozentbegriff (Hafner 2012), zum Messen
von GroBen (Griesel 2016), zum Bruchzahlbegriff (Blum und Wiegand 1998; Malle
2004; Wartha 2007), zum Funktionsbegriff (Greefrath et al. 2016a; Malle 2000; Stol-
ting 2008), zum Logarithmus (Weber 2013, 2016), zur Ableitung und zum Integral
(Blum und Kirsch 1979; Greefrath et al. 2016a), zum Wahrscheinlichkeitsbegriff
(Malle und Malle 2003), u.a.

In diesen Arbeiten wird deutlich, dass es zu einem mathematischen Begriff in
den meisten Fillen nicht nur genau eine Grundvorstellung gibt; vielmehr existieren
verschiedene inhaltlich verbundene Grundvorstellungen, die eine Art semantisches
Netz bilden. Die Kenntnis der Grundvorstellungen und ihrer Verbindungen wird
auch als Grundverstindnis des jeweiligen Begriffs bezeichnet (Bender 1991; vom
Hofe 2003a).

Weiterhin greift das Grundvorstellungskonzept auch auf einer deskriptiven Ebe-
ne: Auf der Basis von Schiilerinnen- und Schiilerdokumenten und -aussagen werden
individuelle Lernendenvorstellungen rekonstruiert. Hierbei steht nicht die Frage im
Zentrum, ob eine Grundvorstellung ausgebildet wurde, sondern wie individuelle
Vorstellungen detailliert beschrieben werden konnen (vom Hofe 1995). Die aus nor-
mativer Perspektive formulierten Grundvorstellungen werden hier als theoretischer
Hintergrund und Orientierung fiir eine Einordnung und Bewertung der individuellen
Vorstellungen herangezogen (vom Hofe 1995; vom Hofe und Blum 2016).2 So kann
erhoben werden, inwieweit Schiilerinnen und Schiiler tiber tragfihige Vorstellungen
verfiigen und auf welche Weise individuelle Vorstellungen der Lernenden Erklidrun-
gen fiir systematische Fehler darstellen (z.B. Hafner 2012; Stolting 2008; Wartha
2007; Wessel 2015). In solchen Arbeiten wird insbesondere deutlich, inwieweit nor-
mativ formulierte Grundvorstellungen tatsidchliche Relevanz fiir die Erkldrung von
Lern- und Denkprozessen haben (Weber 2013). Andersherum kdnnen die analysier-
ten Lernendenvorstellungen Impulse fiir eine Um- oder Neuformulierung weiterer

2 Im Sinne einer deutlicheren Trennung dieser zwei Ebenen ist in der Physikdidaktik der Begriff ,,Schii-
lervorstellung® verbreitet (z. B. Schecker und Duit 2018). Fiir eine kritische Betrachtung der deskriptiven
Ebene sei z. B. auf Hanke und Schifer (2017), Schacht (2012) und Vogel (2016) verwiesen.
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Grundvorstellungen sein (Wartha 2007). Fiir diese Formulierungen kann im Rahmen
der Grundvorstellungsidee auf das Konzept der Subjektiven Erfahrungsbereiche nach
Bauersfeld (1983) zuriickgegriffen werden (vom Hofe 1995). Diese beriicksichtigen
»individuelle und situationsspezifische Aspekte” der Lernendenvorstellungen und
gelten damit als ,,Mittel zur deskriptiven Analyse* (vom Hofe 1995, S. 112), wobei
in vom Hofes Interpretation Erfahrungsbereiche einer grofleren Lernendengruppe
hinsichtlich einer intersubjektiven Nachvollziehbarkeit der Lernendenerfahrungen
erweitert werden.

Der Vergleich der deskriptiv ermittelten individuellen Vorstellungen und der nor-
mativ hergeleiteten Richtlinien ermoglicht die Gestaltung mathematischer Lerngele-
genheiten, die die Differenzen zwischen Ist-Stand und wiinschenswerten inhaltlichen
Deutungen aufgreifen. In dieser gemeinsamen Betrachtung zeigt sich der konstruk-
tive Aspekt des Grundvorstellungskonzeptes (vom Hofe 1995). Wie die Ausbildung
tragfahiger Vorstellungen umgesetzt werden kann, wird in Fachzeitschriften mit
Arbeitsmaterialien (z.B. vom Hofe 2003b; Frohn und Salle 2017) oder bei der Ent-
wicklung digitaler Lernumgebungen (z. B. Etzold 2019; Reinhold 2019) in den Blick
genommen.

Vorstellungen zu mathematischen Objekten und Sachverhalten nicht nur aus einer
deskriptiven, sondern zunéchst auch aus einer normativen Perspektive zu analysie-
ren, grenzt das Grundvorstellungskonzept von vielen in der internationalen Dis-
kussion verbreiteten Theorien ab, insbesondere von der héufig rezipierten Theorie
des concept image. Im Folgenden wird das Grundvorstellungskonzept diesbeziiglich
eingeordnet.

2.3 Concept image, concept definition, conceptual change und deren
Einordnung in das Grundvorstellungskonzept

Das Grundvorstellungskonzept hat seinen Ursprung in der Rechendidaktik der Volks-
schule und den Bemiihungen um Versténdnisorientierung im Gymnasium (vom Hofe
1995; vom Hofe und Blum 2016) und préigt damit vor allem die deutschsprachige
Stoffdidaktik. Die Forschung zu Lernendenvorstellungen hat linderiibergreifend eine
lange Tradition, die dazu fiihrte, dass sich international verschiedene Konzepte zur
Beschreibung von Vorstellungen entwickelt haben. Besondere Popularitit hat hierbei
die von Vinner und Hershkowitz (1980) sowie Tall und Vinner (1981) entwickel-
te Theorie von concept image und concept definition erlangt.* Neben Definitionen
— den concept definitions — fiir mathematische Lernprozesse, betrachten Tall und
Vinner (1981) mit dem concept image samtliche kognitiven Strukturen, die mit ei-
nem mathematischen Begriff verbunden werden, beispielsweise Darstellungen und
Eigenschaften der Begriffe sowie insbesondere ausgebildete Vorstellungen (Klinger
2019).

Sowohl die Grundvorstellungstheorie als auch die Theorie zum concept image
ermoglichen die Fokussierung auf Verdnderungen von bereits ausgebildeten Vor-
stellungen (Klinger 2019). Neben der Identifizierung zentraler Vorstellungen zu

3 Fiir eine ausfiihrliche Erlduterung zentraler Gemeinsamkeiten und Unterschiede beider Theorien sei auf
Klinger (2019) und Greefrath et al. (2016b) verwiesen.
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mathematischen Begriffen aus normativer oder deskriptiver Perspektive wird der
Ubergang zwischen verschiedenen Stadien der Begriffsbildung thematisiert (z.B.
Reinhold 2019). Mit diesen Ubergiingen verbundene Verinderungen von Vorstel-
lungen werden bisher vor allem mit Hilfe der conceptual change-Theorie erklart
(z.B. Juter 2010; Vosniadou und Verschaffel 2004). In diesen Studien wird ein con-
ceptual change nicht als Austausch, sondern als Reorganisation der vorhandenen
Vorstellungen aufgefasst (Duit und Treagust 2003); je nach Einordnung der bereits
bei den Lernenden vorhandenen Vorstellungen ldsst sich demnach ein conceptual
change zum einen mit dem Umbruch (Wartha 2007) und zum anderen mit dem
Ausbilden von Grundvorstellungen (Kleine et al. 2005; vom Hofe und Blum 2016;
Wartha 2007) in Beziehung setzen (Prediger 2008; Reinhold 2019). Im zweiten Fall
wird conceptual change als der Ubergang von vorunterrichtlichen Vorstellungen zu
wissenschaftlich fundierten Vorstellungen — den Grundvorstellungen als normativen
Leitlinien — verstanden.

Obwohl die normativ-inhaltliche Komponente das Grundvorstellungskonzept von
vielen Konzepten zur Beschreibung von Vorstellungen abgrenzt, besteht oftmals die
Frage, auf welche Weise konkrete normative Uberlegungen zum Grundvorstellungs-
konzept vorgenommen werden. Zwar wird in einigen Arbeiten der Herleitungspro-
zess in Teilen beschrieben, explizit dargestellt oder kommentiert (z.B. Greefrath
et al. 2016a; Weber 2013, 2016), ein theoretisch fundiertes Rahmenmodell mit einer
allgemeinen Einordnung des Herleitungsprozesses in die Grundvorstellungstheorie
liegt jedoch nicht vor. Um solch einen Verfahrensrahmen vorzuschlagen, betrachten
wir im Folgenden zunéchst Grundlagen bisheriger Herleitungen.

3 Theoretische Grundlagen fiir die Herleitung von Grundvorstellungen
3.1 Didaktisch orientierte Sachanalysen und Didaktische Phiinomenologie

Um mathematische Inhalte fiir unterrichtliche Vorgehensweisen zu konkretisieren
und mathematische Lernprozesse zu organisieren, setzen viele Arbeiten, insbeson-
dere aus den 70er- und 80er-Jahren, didaktisch orientierte mathematische Sach-
analysen ein (Griesel 1971; Vollrath 1987). Das Grundanliegen stoffdidaktischer
Analysen im Sinne Kirsch (2000) besteht im Zuginglichmachen mathematischer
Inhalte. Dies kann nach Kirsch (2000) vor allem durch eine Konzentration auf den
mathematischen Kern, durch die Beriicksichtigung der Begriffsgeschichte oder von
Alltagsbeziigen, durch das Anerkennen und Aktivieren von Vorwissen oder durch ein
Wechseln der Reprisentationsform gelingen. Sachanalysen konnen iiber die Analyse
einzelner Unterrichtsgegenstdnde hinaus auch auf die inhaltliche Strukturierung und
Durchdringung groferer mathematischer Themenfelder gerichtet sein (z.B. Griesel
1970, 2016; Holland 1974; Kirsch 1987).

Wihrend in den oben aufgefiihrten Beispielen oftmals konkrete unterrichtliche
Ziele im Mittelpunkt stehen, hebt Vollrath (1987) die Sachanalyse auch explizit als
mogliches Instrument zur Erforschung des mathematischen Lernens an sich heraus.
Dies kann fiir ihn vor allem durch eine Einbettung in die didaktische Phdnomeno-
logie nach Freudenthal (1983) gelingen. Zentrale Phanomene werden dabei auf das
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Lehren und Lernen von Mathematik bezogen (Freudenthal 1983; Humann und Pre-
diger 2016). Es wird dabei hinterfragt, wo und wie Begriffe, Strukturen und Ideen in
mathematischen oder alltdglichen Zusammenhingen (Phianomenen) in Erscheinung
treten und wo die Begriffe urspriinglich angewendet wurden.

Zentral im Hinblick auf Grundvorstellungen ist bei Freudenthal (1983) zum einen
das Manipulieren mentaler Objekte, die er als intuitions nach Fischbein (1987) auf-
fasst, und die einer tragfihigen Begriffsbildung vorausgehen. Zum anderen werden
diese mentalen Objekte durch die Anwendung mathematischer Konzepte geprigt.
Ausgewdhlte mentale Objekte im Sinne Freudenthals (1983) konnen demnach auch
Ankniipfungspunkte fiir eine Ausbildung von Grundvorstellungen sein.

Der Sachanalyse kommt nach Vollrath (1987, S. 251) im Rahmen einer didak-
tischen Phdnomenologie zusammenfassend die Aufgabe zu, auszubildende menta-
le Objekte und Vorstellungen zu mathematischen Sachverhalten herzuleiten, ihre
.mathematische Tragfihigkeit zu iiberpriifen und diese in ein Netz von Zusam-
menhéngen zu stellen; sie stellt so eine generelle Leitlinie fiir die Herleitung von
Grundvorstellungen bereit (Weigand 2015).

Ein Analyseverfahren, das in dhnlicher Weise versucht, tragfihige mentale Re-
prisentationen zu identifizieren, ist die conceptual analysis (Thompson 2008). Auch
hier wird nach der Festlegung von Begriffen das Ineinandergreifen von empiri-
schen und sachanalytischen Erkenntnissen bei der praskriptiven Formulierung von
zentralen Ideen betont. Ein dhnliches Zusammenwirken von Empirie und Theorie
findet sich im Bereich der fachdidaktischen Entwicklungsforschung, wobei hier die
Konzeption fundierter Lehr-Lern-Arrangements, die empirische Erforschung von
Lernprozessen und die Theorieentwicklung noch stirker im Rahmen eines Kreis-
laufmodells verzahnt sind (Prediger et al. 2015).

3.2 Herleitung von Grundvorstellungen in der Literatur

Arbeiten, in denen eine ausfiihrliche Herleitung von Grundvorstellungen als nor-
mative Leitlinien dargestellt wird, nehmen im Sinne der obigen Ausfiihrungen eine
Analyse mathematischer Inhalte und korrespondierender Phinomene vor (z. B. Gree-
frath et al. 2016a; Roos 2020; Weber 2013, 2016). Dabei stehen insbesondere die
Betrachtung zentraler Begriffsanwendungen sowohl in Sach- als auch in mathema-
tischen Kontexten, Verbindungen zu anderen mathematischen Konzepten und die
Betrachtung der Begriffsgeschichte im Fokus (vom Hofe und Blum 2016).

Ein Bereich, in dem bereits relativ friih konkrete Grundvorstellungen formuliert
wurden, ist die elementare Bruchrechnung. Den Kern bilden hier drei Grundvorstel-
lungen zum Bruchzahlbegriff (Blum und Wiegand 1998; Wartha 2007). Basierend
auf einem historischen Abriss zur didaktischen Erforschung der Bruchrechnung so-
wie einer strukturierten Betrachtung der Verwendungssituationen von Briichen leitet
Wartha (2007) die Anteilsvorstellung, die Verhéltnisvorstellung und die Operator-
vorstellung her. Mit der Analyse von Schiilerlosungen und insbesondere dem Her-
ausarbeiten von typischen fehlerhaften Vorstellungen werden hier zudem empirische
Studien einbezogen.
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Bei Weber (2013) wird ein sachanalytisches Vorgehen zur Herleitung von Grund-
vorstellungen zum Logarithmus dargestellt.* Uber die Beriicksichtigung der Begriffs-
historie und alltdglichen sowie innermathematischen Kontexten und Anwendungen
werden Grundvorstellungen abgeleitet. Dieses Vorgehen ,,ist von vornherein auf ein
didaktisches Ziel gerichtet, sollte sich an der Anwendungsdimension des mathema-
tischen Inhalts und am Erfahrungshorizont des Schiilers orientieren und stellt somit
eine grundsitzliche didaktische Entscheidung dar* (vom Hofe 1995, S. 123f.). Hier
wird deutlich, dass es sich bei der Herleitung von Grundvorstellungen um einen
konstruktiven Prozess handelt, bei dem die resultierenden Grundvorstellungen durch
Entscheidungen der Forschenden geprigt sind. Im Anschluss an die Formulierung
der Grundvorstellungen schildert Weber (2013, S. 94) mittels analysierter Schiiler-
duBerungen ,Indizien fiir die Tragfihigkeit der genannten Grundvorstellungen®.

Bei der Analyse der mathematischen Inhalte kann auch iiber sogenannte Aspekte
eines mathematischen Begriffs vorgegangen werden (Greefrath et al. 2016a; Roos
2020). Als Aspekt eines mathematischen Begriffs sehen Greefrath et al. (2016a,
S. 17) ,einen Teilbereich des Begriffs, mit dem dieser fachlich charakterisiert wer-
den kann“ Die Aspekte werden auf Basis einer Analyse verschiedener Begriffs-
definitionen abgeleitet. Uber Anwendungen von Begriffen in der Mathematik oder
in Situationen mit Umweltbezug sowie einer Analyse der historischen Begriffs-
entwicklung ordnen Greefrath et al. (2016a, 2016b) den Aspekten verschiedene
Grundvorstellungen zu.

HufBfmann und Prediger (2016, S. 34) schlagen einen umfassenden Ansatz zur
Spezifizierung und Strukturierung mathematischer Lerninhalte* vor: Im Rahmen
des specifying — der generellen Identifikation inhaltlicher Aspekte — werden Grund-
vorstellungen als wichtiger Bestandteil der semantischen Ebene, die die Bedeutung
der zu lernenden Konzepte aufgreift, aufgefiihrt. Zwar werden bei HuBmann und
Prediger (2016) keine neuen Grundvorstellungen hergeleitet; in der konkreten Iden-
tifikation von Grundvorstellungen zu exponentiellem Wachstum zeigen Autor und
Autorin jedoch auf, wie die Beziehungen zwischen Anwendungen, Grundvorstel-
lungen und den formalen mathematischen Grundlagen zentraler Bestandteil einer
Auswahl und Anordnung von Grundvorstellungen als Leitlinien fiir den Unterricht
sein konnen. Zudem wird auch die Bedeutung empirischer Studien im Rahmen des
specifying herausgearbeitet: Das Rekonstruieren der Perspektiven von Lernenden
ermoglicht fundamentale Beitridge zu epistemologisch ausgerichteten Analysen von
Lernprozessen.

Auch bei Wessel (2015) werden keine neuen Grundvorstellungen zur Subtrak-
tion formuliert, jedoch Hinweise zur Herleitung von Grundvorstellungen gegeben.
Bevor die in der Literatur bereits beschriebenen Grundvorstellungen dargestellt wer-
den, wird auf den Aufbau und die Struktur von Subtraktionsaufgaben (syntaktische
Struktur) sowie auf die den Aufgaben zugrundeliegenden Sachsituationen (seman-

4 Die beschriebene Herleitung wird in Weber (2016) um eine operationale bzw. strukturelle Perspektive
erweitert.

5 Die verwendete Bezeichnung ,,Aspekt wird in der Literatur unterschiedlich ausgelegt. Greefrath et al.
(2016b) nehmen auf diese verschiedenen Auslegungen Bezug und erldutern dies zudem in Greefrath et al.
(20164, S. 254) u.a. exemplarisch an der Integralrechnung.
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tische Struktur) eingegangen. Im Anschluss an die Analysen wird angemerkt, dass
,.die Identifikation beziehungsweise Klassifikation der syntaktischen und semanti-
schen Strukturen der Operationen dazu dienen kann Grundvorstellungen zu diesen
zu bestimmen* (Wessel 2015, S. 37f.).

3.3 Zusammenfassung

Allen genannten Arbeiten ist ein sachanalytisches Vorgehen gemeinsam, in dem die
Phinomenologie der jeweiligen Begriffe und die mathematischen Definitionen den
Kern des Verfahrens darstellen. Die Schwerpunktsetzung, mit der innermathemati-
sche Anwendungen, Anwendungen mit Umweltbezug sowie die Begriffsentwick-
lung einbezogen werden, variiert in den aufgefiihrten Beitrigen. Als grundlegend
didaktisch zielgerichtetes Vorgehen wird bei der Analyse der ,,Erfahrungshorizont*
(vom Hofe 1995, S. 123) bzw. die ,,Erfahrungswelt™ (Weber 2013, S. 88) der Ler-
nenden beriicksichtigt.

In den dargelegten Arbeiten wird neben den ausgefiihrten normativen Analy-
sen zudem deutlich, welche Rolle empirische Ergebnisse bei der Formulierung von
Grundvorstellungen einnehmen konnen. Zum einen konnen deskriptive Untersu-
chungen gemeinsam mit einem sachanalytischen Vorgehen Grundlage fiir Neu- und
Umformulierungen sein. Zum anderen stellen empirische Ergebnisse zentrale Ele-
mente einer nachgelagerten Bewidhrung der konkretisierten Grundvorstellungen dar.
Dabei konnen sowohl Hinweise, dass die hergeleiteten Grundvorstellungen Gemein-
samkeiten mit den Vorstellungen der Lernenden aufweisen, als auch die Identifika-
tion von Fehlstrategien, die mit den neu formulierten Leitlinien Zusammenhznge
aufweisen, wichtige Relevanzkriterien sein (Wartha 2007; Weber 2013).

4 Ein Vorgehen zur Herleitung von Grundvorstellungen als normative
Leitlinien

Die Betrachtungen aus Abschn. 3 zeigen, dass Sachanalysen und insbesondere
der Formulierung von Grundvorstellungen eine Eingrenzung der Inhalte vorausgeht
(Greefrath et al. 2016a; HuBmann und Prediger 2016; Vollrath 1987; Weber 2013).
Somit sind die zentralen mathematischen Konzepte, deren Giiltigkeitsbereich und
der Bezugsrahmen der abzuleitenden Grundvorstellungen in einem ersten Schritt zu
bestimmen.

Das folgende sachanalytische Vorgehen, eingebettet in die Phinomenologie Freu-
denthals (1983), ist geprégt von einem steten Aufeinanderbeziehen von Mathematik
und Phidnomenen (s. Abschn. 3.1). Die zentralen Bestandteile der mathematischen
Definitionen, die im Rahmen dieses Prozesses herausgeschilt werden, fassen wir im
Folgenden als Kernelemente des jeweils betrachteten mathematischen Begriffs auf.
Diese Kernelemente ergeben sich aus einer Zuordnung von zentralen mathemati-
schen Bestandteilen einer Definition (Objekte, Operationen, Eigenschaften ...) und
zentralen Bestandteilen von Phinomenen (Begriffsanwendungen, -entwicklung ...).
Kernelemente sind jene zentralen Elemente des mathematischen Begriffs, die sich
in den korrespondierenden Phdnomenen wiederfinden. Auf dieser Basis werden ide-
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altypische mentale Reprisentationen — also Grundvorstellungen — als vermittelnde
Elemente zwischen Mathematik und den Anwendungen, identifiziert. Die durch den
Zuordnungsprozess ermoglichte Identifikation von Kernelementen im Abgleich mit
empirischen Ergebnissen sehen wir demnach als zweiten Schritt, welcher das Herz-
stiick des vorgeschlagenen Verfahrens darstellt.

Den theoretischen Ausfiihrungen folgend (s. Abschn. 2) bilden solche Zuordnun-
gen die Basis fiir die Formulierung von Grundvorstellungen; diese Formulierung
stellt demnach den folgenden dritten Schritt dar. An dieser Stelle sind zudem die
Beziehungen zwischen den Grundvorstellungen zu kldren, um letztere beispielsweise
hinsichtlich moglicher Grundvorstellungsumbriiche und ihr Zusammenwirken bzgl.
des Grundverstindnisses des Begriffs zu untersuchen (Bender 1991; Wartha 2007,
s. Abschn. 2.1).

Sind die Ergebnisse dieser Schritte aus Sicht der Forschenden (vorerst) zufrie-
denstellend, kann der Bezugsrahmen der hergeleiteten Grundvorstellungen wieder
aufgegriffen und weiter prézisiert werden; dies stellt den vierten Schritt dar. Wie in
Abschn. 3.2 und 3.3 beschrieben schliefit eine Bewertung der didaktischen Relevanz
den Herleitungsprozess ab; diese ist demnach im fiinften Schritt vorzunehmen.

Die beschriebenen Schritte sind als flexibel zu durchlaufender Kreislauf zu verste-
hen. So kann die ndhere Untersuchung hergeleiteter Grundvorstellungen (Schritt 3)
zu einer erneuten sachanalytischen Analyse (Schritt 2) fiihren oder eine Verianderung
der Festlegungen bedingen (Schritt 1). Zudem konnten empirische Studien zu indi-
viduellen Vorstellungen der Lernenden oder zur Eignung grundvorstellungsbasierter
Unterrichtskonzeptionen, die im Rahmen der Relevanzkldrung durchgefiihrt werden
(Schritt 5), eine neue Durchfiihrung des beschriebenen Verfahrens unter verénderten
Grundbedingungen veranlassen.

Zusammengefasst besteht das vorgeschlagene Vorgehen aus fiinf Schritten:

1. Bestimmung von Richtlinien fiir den Herleitungsprozess

2. Sachanalyse des mathematischen Begriffs und seiner Phinomene sowie Einbezug
empirischer Ergebnisse

3. Formulierung konkreter Grundvorstellungen und Analyse des Grundverstind-
nisses

4. Prazisierung des Bezugsrahmens

5. Feststellung und Bewertung der didaktischen Relevanz

4.1 Erster Schritt: Bestimmung von Richtlinien fiir den Herleitungsprozess

Zu Beginn des Herleitungsprozesses werden einige Richtlinien festgelegt, die die
folgenden Schritte fokussieren.

Bestimmung der zentralen mathematischen Konzepte und ihrer Giiltigkeitsbe-
reiche Zunichst werden die mathematischen Begriffe festgelegt, zu denen Grund-
vorstellungen formuliert werden sollen. Zusétzlich wird bestimmt, welcher Giiltig-
keitsbereich der Begriffe im Folgenden betrachtet werden soll (s. Abschn. 2.1). Dies
kann insbesondere zu einer Einschrinkung der inhaltlichen Reichweite fiir weitere
Analysen fiihren.
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Erste Bestimmung des Bezugsrahmens Damit Lernende Grundvorstellungen zu
mathematischen Begriffen aufbauen konnen, sind Kenntnisse, Kompetenzen und
Vorstellungen zu anderen Begriffen notwendig. Somit wird in diesem Schritt der
Bezugsrahmen der zu formulierenden Grundvorstellung abgesteckt (s. Abschn. 2.1).
Auf dieser Basis kann beispielsweise in Schritt 2 entschieden werden, welche Defini-
tionen und Phidnomene in die weiteren Analysen einbezogen und welche verworfen
werden konnen.®

Da das Grundvorstellungskonzept im Ursprung ein auf den schulischen Mathema-
tikunterricht ausgerichtetes Konzept ist (vom Hofe 1995), konnen die den Lernenden
bekannte Inhalte auch durch curriculare Vorgaben mitbestimmt werden. Generell ist
die Bestimmung des Bezugsrahmens jedoch auch ausschlieBlich auf Basis fachlich-
inhaltlicher Uberlegungen moglich, wie beispielsweise entlang fundamentaler Ideen
oder der Begriffsgeschichte sowie unter Einbezug einschldgiger empirischer Studien
(Greefrath et al. 2016a; Vohns 2005).

Der in diesem Schritt abgesteckte Bezugsrahmen kann in den folgenden Schritten
erweitert oder eingeschrinkt werden (s. Schritt 4).

4.2 Zweiter Schritt: Sachanalyse des mathematischen Begriffs und seiner
Phiinomene sowie Einbezug empirischer Ergebnisse

In diesem Schritt werden zunichst die fiir die Herleitung von Grundvorstellun-
gen notwendigen mathematischen Grundlagen (Abschn. 4.2.1) und die dazugehori-
gen Phinomene (Abschn. 4.2.2) mittels einer Sachanalyse in den Blick genommen
(s. Abschn. 3.1). Diese Analysen werden als zwei ineinandergreifende Komponenten
immer wieder aufeinander bezogen (Abschn. 4.2.3). Den Rahmen dieser Analysen
legen die Richtlinien aus Schritt 1 fest, auf deren Basis Definitionen und Phinomene
ausgewdhlt, spezifiziert oder verworfen werden. Weiterhin werden diese inhaltlich
gewonnenen Ergebnisse zu Ergebnissen empirischer Untersuchungen in Beziehung
gesetzt, wobei letztere sowohl Ergénzung als auch Ausgangspunkt fiir diesen zweiten
Schritt sein konnen.

4.2.1 Analyse der mathematischen Konzepte

Identifikation, Analyse und Auswahl von geeigneten Definitionen Es werden
verschiedene Definitionen der zentralen Begriffe zusammengetragen. Anschlieend
wird analysiert, welche mathematischen Objekte, Verfahren etc. fiir das Verstiandnis
der identifizierten Definitionen benétigt werden. Die Auswahl geeigneter Defini-
tionen wird nicht vor dem Hintergrund einer konkreten Unterrichtsstrukturierung
vorgenommen; vielmehr werden alle vor dem Hintergrund des Bezugsrahmens po-
tenziell relevanten Definitionen beibehalten. AuBerdem werden die zentralen mathe-
matischen Bestandteile einer Definition (Objekte, Operationen ...) herausgearbeitet,

6 s.z.B. bei Padberg und Wartha (2017) zum Ausschluss des Aquivalenzklassenkonzeptes bei der Analyse
von Grundvorstellungen rationaler Zahlen.
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die im Folgenden durch Einbettung in die Phinomene als Kernelemente charakteri-
siert werden (s. Abschn. 4.2.4).7

Herausarbeiten des Zusammenhangs von Definitionen Die analysierten Defini-
tionen werden auf Zusammenhinge und Unterschiede hin analysiert. Es empfiehlt
sich, leicht unterschiedliche Definitionen zunichst getrennt zu betrachten, da sich
auch kleine Unterschiede durch die Einbettung in die Phdnomene als wichtige Di-
stinktionsmerkmale herausstellen und so unterschiedliche Grundvorstellungen ent-
stehen konnen.

4.2.2 Sammlung und Analyse relevanter Phinomene

Identifikation und Analyse von Anwendungen Kernfragen dieser Analyse be-
ziehen sich auf typische Situationen, in denen die mathematischen Inhalte in Er-
scheinung treten (s. Abschn. 3.1). So muss geklidrt werden, wo in der Umwelt, in
verwandten Disziplinen oder in innermathematischen Zusammenhéngen (z.B. bei
bestimmten mathematischen Operationen, beim Beweisen und Problemlosen) die
ausgewdhlten Konzepte wirksam werden. Auch Aufgaben oder Losungsbeispiele in
Lehrwerken liefern Hinweise (s. Abschn. 3.2). AbschlieBend muss die Rolle der
mathematischen Konzepte in den identifizierten Phinomenen im Hinblick auf die
spétere Klassenbildung und die Herausarbeitung der Kernelemente analysiert wer-
den.

Analyse der Begriffsgenese und historischen Entwicklung Zur Analyse der Pha-
nomene gehoren ebenfalls die Fragen, auf welchen Konzepten die ausgewdhlten
Konzepte in ihrer Entwicklung aufbauten, welche Anwendungsfelder und Diszi-
plinen Motivation zur Entwicklung der Konzepte waren und welche Etappen der
Begriffsentwicklung sich identifizieren lassen (s. Abschn. 3.1).

Analyse typischer Darstellungen Darstellungen spielen fiir die Ausbildung von
Grundvorstellungen und damit fiir die hier betrachtete Analyse eine zentrale Rolle
(Bruner 1964; Stolting 2008). Insbesondere bei Ubersetzungen von einer Darstellung
in eine andere werden Grundvorstellungen benétigt bzw. ausgebildet. Demnach ist
zentral,

e welche Darstellungen eines Begriffs auf welche Weise beim mathematischen Ar-
beiten und in zentralen Phidnomenen auftreten,

e welche Ubersetzungsprozesse diesbeziiglich wichtig sind,

o welche Darstellungen in der Begriffsentwicklung fundamental waren (Padberg
und Wartha 2017; Weber 2013).

7 An dieser Stelle ist zudem eine Analyse von Aspekten mathematischer Konzepte im Sinne einer fach-
lichen Charakterisierung moglich, falls solche vorliegen oder formuliert werden sollen (Greefrath et al.
2016b).

@ Springer



Herleitung von Grundvorstellungen als normative Leitlinien — Beschreibung eines... 567

4.2.3 Einbezug empirischer Ergebnisse

Da der Einbezug der Lernendenperspektive grundlegend fiir die Formulierung von
Grundvorstellungen ist, miissen Ergebnisse entsprechender Studien beriicksichtigt
werden (HuBmann und Prediger 2016; Thompson 2008; Weber 2013). Empirische
Ergebnisse konnen Hinweise darauf geben, welche Bedeutung Phianomene fiir Schii-
lerinnen und Schiiler haben. Weiterhin sind auch Forschungsarbeiten zu beriicksich-
tigen, die mentale Reprisentationen z. B. im Rahmen der Theorie des concept image
oder des conceptual change fokussieren.

Um zu bestimmen, welche Implikationen empirische Studien fiir den Herlei-
tungsprozess von Grundvorstellungen haben, ist zu beriicksichtigen, iiber welches
Vorwissen die Probandinnen und Probanden in diesen Studien verfiigen, wie weit
der Giiltigkeitsbereich der zentralen Konzepte gefasst ist und wie eventuelle Inter-
ventionen konzipiert wurden.

4.2.4 Zusammenschau

Zuordnung von Definitionen und Phiinomenen sowie Identifikation von Kern-
elementen Die ausgewihlten und analysierten Definitionen und Phdnomene wer-
den immer wieder geordnet und miteinander in Zusammenhang gebracht. Durch
einen Vergleich der Bestandteile der mathematischen Definitionen und ihrer jewei-
ligen Einbettung in die zugeordneten Phinomene konnen sogenannte Kernelemente
der mathematischen Konzepte gefunden und formuliert werden, die ausschlaggebend
fiir die folgende Klassenbildung sind.

Klassenbildung Die Formulierung der neuen Grundvorstellungen basiert auf der
Bildung von Klassen, in denen sowohl die mathematischen Objekte als auch die
Phénomene unter Beriicksichtigung empirischer Ergebnisse gemeinsam betrachtet
werden.

Als verbindende Elemente zwischen den Definitionen und den Phinomenen wer-
den die identifizierten Kernelemente zur Charakterisierung der Klassen genutzt. Eine
Klasse wird gebildet, indem die im vorherigen Teilschritt getroffenen Zuordnungen
und damit die identifizierten Kernelemente gruppiert werden. Ein Kernelement des
mathematischen Konzeptes kann in unterschiedlichen Phdnomenen und damit auch
in verschiedenen Klassen wirksam werden.

Die Auswahl, welche Kernelemente ausschlaggebend fiir das Bilden einer Klasse
sind, ist eine Entscheidung, die auf Basis der zu Beginn formulierten Richtlinien, der
Ergebnisse der obigen Analysen und empirischen Ergebnissen von den Forschenden
getroffen werden muss. Empirische Ergebnisse konnen zudem auch Ausgangspunkt
fiir die Bildung der Klassen sein, wenn beispielsweise bereits vor der sachanalyti-
schen Prizisierung Vorschlige fiir empirisch gewonnene Vorstellungen vorliegen.

Die besagten Klassen bilden sich weder kanonisch noch eindeutig; es sind ver-
schiedene Klassenbildungen denkbar, wenngleich das konsequente Arbeiten mit den
beschriebenen Richtlinien grundsitzlich eine deutliche Einschrinkung von Freiheits-
graden bei der Formulierung bedeutet.
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Auswahl relevanter Klassen Um relevante Klassen zu identifizieren, sind mehrere
Kriterien entscheidend. Es muss eingeschitzt werden,

o welche Ergebnisse fiir empirisch gewonnene individuelle Vorstellungen bereits
vorliegen,

e ob sich die Klasse auf hinreichend reichhaltige bzw. relevante Phinomene bezieht,

e inwieweit bisher gebildete Klassen zusammengefasst werden konnen oder in meh-
rere Klassen zerfallen.

Das Entstehen und Verwerfen von Klassen sind Entscheidungen, die auf Grund-
lage der schon vorliegenden Klassen und vor dem Hintergrund der bisherigen Fest-
legungen aus Schritt 1 getroffen werden miissen.

4.3 Dritter Schritt: Formulierung konkreter Grundvorstellungen und Analyse
des Grundverstindnisses

Die formulierten Klassen sind Grundlage fiir die Formulierung der Grundvorstel-
lungen.

Formulierung der Grundvorstellungen Um eine (neue) Grundvorstellung for-
mulieren zu konnen, werden die Kernelemente fiir jede in Schritt 2 herausgearbei-
tete Klasse als Gesamtes betrachtet und die dahinterliegende idealtypische Repré-
sentation des betrachteten Begriffs festgehalten. Die Namen der Grundvorstellungen
konnen u. a. auf Basis der Kernelemente gewihlt werden.®

Durch eine Beriicksichtigung des hier vorgeschlagenen Verfahrens geniigen die
(neu) formulierten Vorstellungen auf normativer Ebene den drei zentralen Eigen-
schaften des Grundvorstellungskonzeptes (s. Abschn. 2.1): Indem in den ersten
beiden Schritten der Erfahrungshorizont der Lernenden durch den Bezugsrahmen
grundlegend beachtet wurde, konnen die neu formulierten Leitlinien den Lernen-
den eine Ankniipfung an ihnen bekannte Handlungszusammenhénge und somit eine
Sinnkonstituierung des Begriffs ermoglichen (erste Eigenschaft). Durch die An-
kniipfung der Definitionen an analysierte Phanomene wird bedacht, dass die neuen
Leitlinien zum mentalen Operieren auf Vorstellungsebene (zweite Eigenschaft) und
zur Anwendung der mathematischen Objekte (dritte Eigenschaft) befidhigen sollen.

Analyse des auszubildenden Grundverstindnisses und Identifikation von
Grundvorstellungsumbriichen Um ein Grundverstindnis eines Begriffs aus-
zubilden, sollten nach vom Hofe (2003a) neben den zugehorigen Grundvorstel-
lungen auch deren Verbindungen untereinander in den Blick genommen werden
(s. Abschn. 2.2).

Je nachdem, wie Grundvorstellungen bei einer Vermittlung angeordnet werden
(ob beispielsweise eine Grundvorstellung aufbauend auf einer anderen thematisiert

8 Waurden bei der mathematischen Analyse ,,Aspekte* mathematischer Begriffe mit einbezogen, kénnen
diese bei einer entsprechenden Passung ebenfalls fiir die Benennung einer Grundvorstellung in Frage kom-
men (beispielsweise Zuordnungsaspekt und Zuordnungsvorstellung bei Folgen, Greefrath et al. 2016a;
Vollrath 1989).
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wird), konnen Grundvorstellungsumbriiche auftreten (s. Abschn. 2.1). Die Bezie-
hungen der neu formulierten Grundvorstellungen sind zentral fiir eine spétere unter-
richtliche Nutzung.

4.4 Vierter Schritt: Prizisierung des Bezugsrahmens

Im Anschluss an die Formulierung der neuen Grundvorstellungen kann ihr bereits
vorlaufig bestimmter Bezugsrahmen priziser abgesteckt werden.

Bestimmung von Grundkenntnissen zu den formulierten Grundvorstellungen
Es werden Grundkenntnisse analysiert, die fiir eine Verwendung dieser Grundvor-
stellungen und damit insbesondere fiir das mentale Operieren und zur Anwendung
des mathematischen Begriffs benotigt werden (s. Abschn. 2.1). Uber den bereits
vorldufig bestimmten Bezugsrahmen (s. Schritt 1) kann prizisiert werden, welche
Grundkenntnisse vorhanden sein konnten bzw. sollten.

Bestimmung der Zusammenhénge zu anderen Grundvorstellungen aus dem Be-
zugsrahmen Basierend auf dem Bezugsrahmen (s. Schritt 1) werden Grundvor-
stellungen zu weiteren zentralen Begriffen identifiziert, die Voraussetzungen fiir die
Tragfahigkeit und Anwendung der formulierten Grundvorstellungen darstellen.

4.5 Fiinfter Schritt: Feststellung und Bewertung der didaktischen Relevanz

Die tatsdchliche Relevanz der formulierten Grundvorstellungen sollte auf mehreren
Ebenen bewertet werden (s. Abschn. 3.2 und 3.3).

Identifikation der Vorstellungen bei Lernenden sowie Identifikation von Fehl-
vorstellungen Inwieweit sich die normativ formulierten Leitlinien auch bei Ler-
nenden als individuelle Vorstellungen identifizieren lassen und inwieweit sie Erkla-
rungsmodelle fiir deren Handeln darstellen, sind wichtige zu kldrende Fragen fiir
die Relevanz der formulierten Grundvorstellungen (s. Abschn. 3.2 und 3.3).

Zum einen sollten in empirischen Studien individuelle Vorstellungen rekonstruiert
werden und anschlieffend evaluiert werden, inwieweit diese Vorstellungen Gemein-
samkeiten mit formulierten Grundvorstellungen aufweisen. Auch kann sich heraus-
stellen, dass die formulierten Leitlinien einer weiteren Ausdifferenzierung bediirfen,
da sich beispielsweise bisher unbeachtete Phinomene im Erfahrungshorizont der
Lernenden als grundlegend fiir ihre Bedeutungsankniipfung erweisen. Zum anderen
konnen durch Analysen von Fehlern bzw. Fehlermustern, basierend auf den herge-
leiteten Grundvorstellungen, Fehlvorstellungen formuliert und identifiziert werden,
die im Sinne vom Hofes (1995) inadiquate inhaltliche Deutungen der Begriffe
darstellen. Obgleich empirische Ergebnisse im beschriebenen Herleitungsprozess
beriicksichtigt werden, sind die hier beschriebenen Untersuchungen zentral fiir die
Evaluation der normativen Leitlinien und deren notwendige Ankniipfung an die
Denkprozesse der Lernenden (z. B. Hafner 2012; Stolting 2008; Wartha 2007).
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Bewiihrung in der Unterrichtsgestaltung Uber deskriptive Studien hinaus ist der
Nutzen der neu formulierten Leitlinien in Lehr-Lern-Situationen eine weitere wichti-
ge Bewihrungsebene. Kernfragen sind hier, inwieweit die Grundvorstellungen Leitli-
nien fiir Unterrichtsgestaltung sein konnen bzw. in bestehende Unterrichtskonzepte
eingebettet werden konnen (s. auch Hufmann und Prediger 2016) und inwieweit
ein konstruktiver Umgang mit individuellen Vorstellungen realisiert werden kann
(s. Abschn. 2.2).

5 Zwei Beispiele fiir die Herleitung von Grundvorstellungen

In den folgenden Abschnitten wird das Herleitungsverfahren exemplarisch an zwei
Begriffen vorgestellt. Zuerst wird fiir den Sinusbegriff gezeigt, wie neue Grundvor-
stellungen zu einem Begriff hergeleitet werden, der im Rahmen von Grundvorstel-
lungen bisher nicht betrachtet wurde. Anschliefend wird fiir den Bruchzahlbegriff
dargestellt, wie mit dem Herleitungsverfahren etablierte Grundvorstellungen rekon-
struiert werden konnen. Hier wird ebenfalls deutlich gemacht, wie Formulierungen
der Grundvorstellungen durch Entscheidungen der Forschenden beeinflusst und so
gegebenenfalls ausdifferenziertere Grundvorstellungen formuliert werden kénnten.

5.1 Grundvorstellungen zum Sinusbegriff

5.1.1 Festlegungen, Sachanalyse des mathematischen Begriffs und seiner
Phdnomene sowie Einbezug empirischer Ergebnisse

Fiir den ausgewdhlten Sinusbegriff wird zunéchst ein Giiltigkeitsbereich festgelegt,
indem nur reelle Zahlen bzw. Winkel als Argumente zugelassen werden; diese Ent-
scheidung und der weitere vorlaufige Bezugsrahmen werden durch typische Inhalte
der Sekundarstufe I bestimmt. Relevant sind hier unter anderem die Bruchrechnung,
die Dreieckslehre, funktionale Zusammenhinge und elementare Gleichungsumfor-
mungen.

Die im Rahmen der obigen Festlegungen relevanten Definitionen sind

e Sinus eines Winkels o im rechtwinkligen Dreieck als Seitenverhiltnis von Ge-
genkathete und Hypotenuse. Grundlegende Bestandteile dieser Definition sind ein
rechtwinkliges Dreieck, der Winkel «, die Seitenldngen von Gegenkathete und
Hypotenuse, sowie das Verhiltnis dieser Seitenléngen, ausgedriickt durch einen
Quotienten bzw. eine reelle Zahl.

e Sinus eines Winkels o als y-Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis.
Grundlegende Bestandteile dieser Definition sind der Winkel «, der Strahl, der
durch o zusammen mit der x-Achse den Punkt QO auf dem Einheitskreis festlegt,
und die y-Koordinate von Q. Auf dieser Grundlage wird auf Basis des Bogenma-
Bes die trigonometrische Funktion sin : R — [—1; 1] definiert.

Weitere Definitionen werden in den folgenden Analysen nicht beriicksichtigt, da
sie deutlich iiber den festgelegten Bezugsrahmen hinausgehen. In der ersten Defini-
tion werden fiir @ nur Werte zwischen 0 und 90° betrachtet. In diesem Zusammen-
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hang sind die einbeschriebenen Dreiecke Sonderfille, da ausschlieBlich Dreiecke
mit einer Hypotenusenldnge von eins betrachtet werden. Ein zentraler Unterschied
der Definitionen ist, dass Sinus von « in der ersten Definition als Verhiltnis von
Seitenldngen entsteht, wihrend Sinus im zweiten Fall der Wert einer Koordinate ist.

Aufgrund des Umfangs der Analysen beschrianken wir uns im Weiteren auf sol-
che relevanten Phdnomene, die sich auf die Definition des Sinus eines Winkels an
rechtwinkligen Dreiecken beziehen. Dies sind beispielsweise Triangulation bei der
Vermessung der Erde oder bei Computergrafiken, Bestimmung von Schattenwiirfen
sowie Bestimmung von Winkeln und Strecken in Dreiecken, von Flussbreiten oder
Baumhohen (Filler 2006, 2018; Frohn 2020; Funk 2013; Malle 2001).

Die historische Begriffsentwicklung des Sinuskonzeptes hat ihren Ursprung in
der Landvermessung und Architektur der Agypter und Babylonier. Weitere wichti-
ge Etappen dieser Entwicklung sind: Berechnungen von Schattenlédngen und deren
Verhiltnisse in verschiedenen Kulturen in der Antike; Einbettung von Dreiecken in
Kreise mit festen Radien zur Bestimmung der Sehnenlidngen bei den alten Griechen;
Erstellung trigonometrischer Tafeln mit verschiedenen Methoden; (Weiter-)Entwick-
lung der Konzepte formalerer trigonometrischer Funktionen in astronomischen An-
wendungen, Navigation und Kalendarien, vom 17.-19. Jh. (z. B. Merzbach und Boy-
er 2011; Rogers und Pope 2016; WuBing 2008).

Typische Darstellungen sind die folgenden:

e Symbolisch: Das Verhiltnis zweier entsprechender Seiten a und ¢ wird durch
sin (@) = % berechnet. In der Gleichung c-sin (&) = a ist der Sinus eines Winkels
der Faktor, der als Operator auf die Lange der Hypotenuse wirkt.

e Graphisch: Dreiecke in zwei- oder dreidimensionalen Koordinatensystemen, Drei-
ecke im Einheitskreis, Darstellungen von Funktionsgraphen.

e Tabellarisch: Tabellen konkreter Sinuswerte zu Winkeln bzw. Kreisbogen, Tabel-
len als Darstellungen trigonometrischer Funktionen.

Empirische Ergebnisse geben verschiedene Hinweise fiir die Bedeutung von Sei-
tenverhiltnissen beim Verstdndnis des Sinus eines Winkels im rechtwinkligen Drei-
eck. In Fallstudien konnte gezeigt werden, dass Lernende mithilfe solcher Seitenver-
hiltnisse argumentieren (z. B. Brown 2005). Schwierigkeiten zeigen sich beispiels-
weise bei dem Umgang mit Verhiltnissen und der Bruchrechnung (Blackett und Tall
1991; Kendal und Stacey 1996) sowie bei der Zuordnung der Gleichungsbestandteile
und dem Bestimmen von Ldsungen in trigonometrischen Beziehungen (Kendal und
Stacey 1996; Miiller 1997).

Durch eine Zuordnung von Definitionen und Phinomenen sowie durch eine Ein-
ordnung der Analysen in die Empirie lassen sich mehrere Kernelemente des Sinus-
konzeptes in Bezug auf rechtwinklige Dreiecke identifizieren. Auf diesen Elementen
aufbauend konnen zwei Klassen identifiziert werden:

Erste Klasse: Seitenverhiiltnis in rechtwinkligen Dreiecken (ohne Projektion)
Der Sinus eines Winkels dient hier der Berechnung von Seitenverhéltnissen in beste-
henden rechtwinkligen Dreiecken (z.B. bei der Vermessung von Hohen und anderen
MaBen, bei der Bestimmung fehlender Grofen in Dreiecken, etc.).

Entscheidende Kernelemente sind:
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e das rechtwinklige Dreieck als gegebene Dreiecksfigur, die nicht aus einer Projek-
tion hervorgeht,

e die Hypotenuse, die eine Seitenlinge darstellt,

die Gegenkathete, die eine weitere Seitenldnge darstellt,

o der Ausdruck sin(«) als Verhiltnis der Seitenlédngen von Gegenkathete und Hypo-
tenuse.

Zweite Klasse: Projektionsfiguren bei orthogonaler Projektion Der Sinus eines
Winkels dient hier zur Berechnung von Projektionsfaktoren bzw. projizierten Lin-
gen durch spezifische orthogonale Projektionen von Objekten und Seiten in einer
durch die Projektion entstehenden rechtwinkligen Dreiecksfigur (z.B. bei der Be-
rechnung von Schattenldngen und Lichtintensitéten, bei der Koordinatenbestimmung
im Einheitskreis, bei der Interpretation von Kugelkoordinaten etc.).

Entscheidende Kernelemente sind:

das rechtwinklige Dreieck als Projektionsfigur einer orthogonalen Projektion,

die Hypotenuse als zu projizierende Seite,

die Gegenkathete als projizierte Strecke,

der Ausdruck sin () als Faktor, der die Linge der zu projizierenden Strecke auf
die Linge der projizierten Strecke verkiirzt.

Zwar wird auch in der zweiten Klasse mathematisch das Verhiltnis zweier Stre-
cken genutzt, die Dreiecksfiguren sind jedoch in den Phanomenen nicht ,,gegeben®;
vielmehr geht die eine (die entsprechende Kathete) aus einer Projektion der anderen
(der Hypotenuse) hervor.

5.1.2 Formulierung konkreter Grundvorstellungen

Es werden folgende Grundvorstellungen formuliert (fiir eine ausfiihrlichere Be-
schreibung mit Aufgabenbeispielen s. Salle und Frohn 2017).

e Seitenverhdltnisvorstellung: Sinus eines Winkels als Seitenverhiltnis von Gegen-
kathete und Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck.

® Projektionsvorstellung: Sinus eines Winkels als Projektionsfaktor, der angibt, wie
sich in einem rechtwinkligen Dreieck die Linge der Hypotenuse bei Projektion
auf die durch die Gegenkathete festgelegte Gerade verringert.

Die Seitenverhiltnis- und die Projektionsvorstellung lassen einen unterschiedli-
chen Zugang zum Einheitskreis zu. Die konsequente Verfolgung der Seitenverhilt-
nisvorstellung fiihrt zum Einschreiben eines rechtwinkligen Dreiecks in den Ein-
heitskreis, wihrend die Projektionsvorstellung zu einer Projektion des rotierenden
Kreisradius auf die Koordinatenachsen fiihrt.

In Bezug auf das Grundverstindnis zam Sinus bei rechtwinkligen Dreiecken kom-
men die bereits beschriebenen Zusammenhinge und Unterschiede der beiden Grund-
vorstellungen zum Tragen. Fiir ausfiihrlichere Analysen, insbesondere hinsichtlich
moglicher Grundvorstellungsumbriiche, miissen zudem zwei weitere neu formulierte
Grundvorstellungen — die Einheitskreis- und die Oszillationsvorstellung — beriick-
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sichtigt werden, die sich auf periodische Phinomene beziehen, hier jedoch nicht
explizit dargestellt werden (s. hierfiir Salle und Frohn 2017).

5.1.3 Prdzisierung des Bezugsrahmens und Bewertung der didaktischen Relevanz

Grundkenntnisse werden exemplarisch fiir die Anwendung der Seitenverhéltnisvor-
stellung formuliert; sie beziehen sich beispielsweise auf die Bestandteile der For-
meldarstellung sin (o) = ¢ fiir ein rechtwinkliges Dreieck AABC:

1. a und c geben die Seitenlédngen der Gegenkathete und der Hypotenuse des recht-
winkligen Dreiecks an.

2. « ist der Winkel, den Hypotenuse und Ankathete einschlieen.

3. Die Hypotenuse ist die ldngste Seite im rechtwinkligen Dreieck, daher ist das
Verhiltnis & immer kleiner als 1.

4. Je linger die Gegenkathete a bei gleicher Hypotenuse c¢ ist, desto groBer ist

sin (@) = 2.

. Je grofier der Winkel o, desto groBer ist sin («).

6. Sind zwei Dreiecke dhnlich zueinander, so ist der Sinus der sich entsprechenden
Winkel gleich.

9]

Grundkenntnisse ,,als konkrete Ausprigungen von Grundvorstellungen (Stolting
2008, S. 39) konnen sich hier beispielsweise zeigen, wenn beim mentalen Variieren
eines rechtwinkligen Dreiecks gefolgert wird, dass bei Beibehaltung des rechten
Winkels die Hypotenuse stets grofSer bleibt als die Gegenkathete, das Verhéltnis der
beiden demnach immer zugunsten der Hypotenuse ausfillt und demnach kleiner
als 1 bleibt.

Die didaktische Relevanz der formulierten Grundvorstellungen wird aktuell auf
verschiedenen Ebenen iiberpriift (Salle und Frohn 2017, 2020).

5.2 Grundvorstellungen zum Bruchzahlbegriff

In der fachdidaktischen Literatur werden fiir den Bruchzahlbegriff drei Grundvorstel-
lungen unterschieden: Bruch als Anteil, Bruch als Operator und Bruch als Verhdiltnis
(Blum und Wiegand 1998; Wartha 2007). Im Folgenden werden diese Grundvor-
stellungen mit dem vorgestellten Verfahren rekonstruiert und hinsichtlich moglicher
Ausdifferenzierungen kommentiert.

Als zentrales Konzept wird der Bruchzahlbegriff mit dem Giiltigkeitsbereich der
positiven rationalen Zahlen festgelegt. Dementsprechend ergibt sich ein vorlaufi-
ger Bezugsrahmen, der beispielsweise Kompetenzen zu den natiirlichen Zahlen,
insbesondere deren Multiplikation und Division, sowie ein kardinales Verstindnis
von natiirlichen Zahlen enthilt. Zudem greifen Kreis- oder Rechteck-Darstellungen
Kompetenzen zur elementaren Geometrie auf.

Die drei Kernpunkte des zweiten Schrittes sind eine Sachanalyse, eine Analyse
relevanter Phanomene und der Einbezug empirischer Ergebnisse. Zunéchst kénnen
zwei zentrale Definitionen identifiziert werden: die des Bruchs und die der Bruchzahl

@ Springer



574 A. Salle, T. Cliiver

(Padberg et al. 1995). Ein Bruch ist das geordnete Paar (a, b), wobei a,b € IN. Eine
Bruchzahl 7 ist die Klasse der Briiche (a’,b") mit a’,b" € IN, d.h.:
% = {(a’.b')|a’ b’ € Nmita-b' =a'-b}

Die Menge aller Bruchzahlen wird bezeichnet mit O (oder auch B). Alternative
Definitionen fiir die zentralen Konzepte werden aufgrund der bestimmten Richtlinien
aus Schritt 1 im Weiteren nicht berticksichtigt, weshalb auch keine Zusammenhénge
zwischen verschiedenen Definitionen analysiert werden.

Hinsichtlich der Identifikation und Analyse von Anwendungen listen Padberg und
Wartha (2017) eine Vielzahl von Verwendungsweisen von Briichen auf, die in War-
tha (2007) auch als ,,Bruchzahlaspekte* benannt werden. Diese Aspekte ordnen und
beschreiben Verwendungsweisen sowohl im alltidglichen Leben als auch in der Ma-
thematik und strukturieren folglich die relevanten Phdnomene (Padberg und Wartha
2017). Formuliert werden beispielsweise der Anteilsaspekt, der Maf3zahlaspekt, der
Operatoraspekt, der quasikardinale Aspekt, der Skalenwertaspekt, etc. Die Auswahl
von Anwendungen und Phdnomenen wird zudem vor dem Hintergrund der betrach-
teten mathematischen Operationen getroffen, die beim Umgang mit Bruchzahlen in
den entsprechenden Kontexten relevant werden.

Die genannten Phidnomene lassen sich zum Teil auch in der historischen Be-
griffsentwicklung nachzeichnen. Briiche wurden bereits in den frithen Hochkulturen
mehrere Jahrtausende vor Christus zur Teilung von Groflen, zur Bestimmung der
Giite von Nahrungsmitteln im Sinne eines Anteils oder zur Angabe von Seiten-
verhiltnissen genutzt. Systematisch wurde die Lehre der Zahlverhiltnisse erstmalig
bei Euklid betrachtet (WuBling 2008). Die Entwicklung der Briiche resultiert dabei
,urspriinglich aus dem Bediirfnis, das Problem des Messens auf das des Zihlens
zuriickzufiihren* (Hefendehl-Hebeker und Schwank 2015, S. 101).

Zentrale Darstellungen beim mathematischen Arbeiten mit Briichen sind enak-
tive (z.B. durchgefiihrte Teilungen von Gegenstidnden), ikonische (z.B. bildliche
Darstellungen von Kreisen, Rechtecken, Strecken oder Messbechern) und symboli-
sche Darstellungen (z.B. Bruchschreibweise, Dezimalbriiche, Divisionsausdriicke)
(z.B. Malle 2004; Padberg und Wartha 2017; Schink 2013).

In zahlreichen empirischen Analysen werden vor allem typische Fehler von Schii-
lerinnen und Schiilern und die entsprechenden Ursachen in den Blick genommen
(z.B. Eichelmann et al. 2012; Prediger 2011). Solche Studien zeigen insbesondere
auf, welche Relevanz verschiedene Phianomene im Rahmen individueller Vorstellun-
gen haben und wie sie dadurch die folgende Klassenbildung beeinflussen konnen.

Auf Basis dieser Betrachtungen wird die Klassenbildung vorgenommen.

Erste Klasse: Bruch als Anteil einer Grundmenge Die erste Klasse vereint u.a.
Phianomene, in denen Briiche als Malizahlen bei abstrakten Mengen verwendet und
Anteile einzelner bzw. mehrerer konkreter Objekte beschrieben werden (Wartha
2007). Die Kernelemente sind:
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o der Nenner, der die Gesamtzahl der gleichgroien Einheiten einer Einteilung angibt
(z.B. Stiicke oder Mengen),

e der Zihler, der die Zahl der gewihlten Einheiten der durch den Nenner festgeleg-
ten Einteilung angibt,

e das Ganze, das die Grundmenge bzw. Mafleinheit angibt (einzelne Gegensténde,
Zusammenfassungen konkreter Gegenstinde oder abstrakte Grofien)

e der Bruch, der mit Zihler und Nenner den Anteil am Ganzen angibt.

Zweite Klasse: Bruch als (zusammengesetzter) Operator In der zweiten Klasse
werden Phinomene gegliedert, in denen der operationale Charakter eines Bruchs
eine zentrale Rolle spielt: Ein Bruch wirkt hier auf Zahlen, Mengen oder Gréfien
und veridndert diese auf eine spezifische Weise (Postel 1981; Wartha 2007); hier
wird auf den Prozess fokussiert, nicht auf den Anteil. Entscheidende Kernelemente
sind:

e der Nenner, der angibt, in wie viele gleichgroe Teile eine Bezugsgrofie geteilt
wird (Divisionsoperator)

e der Zihler, der angibt, wie oft eine BezugsgroBe vervielfacht wird (Multiplikati-
onsoperator),

o die Bezugsgrofle, auf die die Operatoren bzw. der zusammengesetzte Operator
wirkt,

e der Bruch, der den zusammengesetzten Operator darstellt.

Dritte Klasse: Bruch als Verhiiltnis von Zahlen und Grofien Eine dritte Klasse
schliet Phinomene zusammen, in denen Briiche Verhiltnisse darstellen. Hier ist
ein Bruch ein Vergleichsindex, eine ,,ratio number* (Kieren 1976, S. 111) mit oder
ohne Dimension (Wartha 2007). Entscheidende Kernelemente sind:

e der Nenner, der eine Grofle (oder Zahl) angibt,
e der Zihler, der eine Grofie (dieselbe wie im Nenner oder eine andere) angibt,
e der Bruch, der das Verhiltnis zwischen den beiden Verglichenen quantifiziert.

Im Rahmen der Herleitung werden von den Forschenden Entscheidungen getrof-
fen, die beispielsweise die Auswahl einbezogener Definitionen und Phinomene oder
die Rolle empirischer Ergebnisse betreffen. Im Folgenden wird exemplarisch aufge-
zeigt, wie abweichende Entscheidungen zu ausdifferenzierteren Grundvorstellungen
fiihren konnen.

o Erweiterte Auswahl der einbezogenen Phdnomene: In der durchgefiihrten Herlei-
tung wurden mit Blick auf den Bezugsrahmen und den von Anwendungen ge-
prigten Sekundarstufenunterricht kaum Phdnomene beriicksichtigt, die bei einer
Thematisierung von Briichen als Aquivalenzklassen eine Rolle spielen (Wartha
2007). Nimmt man solche Phinomene hinzu, die sich auf den Umgang mit ma-
thematischen Strukturen und Relationen beziehen, konnte dies zu einer weiteren
Klasse ,.Bruch als Aquivalenzklasse* fiihren, was zudem die obige mathematische
Definition der Bruchzahl aufgreifen wiirde.

o Mogliche Ausdifferenzierung der Klasse , Bruch als Anteil“: Auf der mathema-
tisch-sachanalytischen Ebene lieSe sich die Anteilsbildung an mehreren Ganzen

@ Springer



576 A. Salle, T. Cliiver

als eigene Klasse von den Phidnomenen der Anteilsbildung an einem Ganzen ab-
grenzen (z.B. Schink 2013). Dies wiirde durch empirische Belege gestiitzt, da
Schiilerinnen und Schiiler im ersten Fall deutlich mehr Schwierigkeiten zeigen
(z.B. Padberg und Kriiger 1997).

Auf Basis der ausgefiihrten Klassen konnen nun die drei Grundvorstellungen
formuliert werden, die als ,,Bruch als Anteil®, ,,Bruch als Operator” und ,,Bruch als
Verhiltnis“ ausfiihrlich bei Wartha (2007) beschrieben werden.

6 Perspektiven

Im vorliegenden Beitrag wird ein Verfahrensrahmen fiir die Herleitung von Grund-
vorstellungen als normative Leitlinien vorgeschlagen. Die vorgestellten Schritte stel-
len keinen rigiden Algorithmus dar: Der Gefahr einer Algorithmisierung wird be-
gegnet, indem immer wieder zu vorigen Schritten zuriickgegangen werden kann und
damit ein flexibles Geriist zur Herleitung von Grundvorstellungen beschrieben wird.
Innerhalb dieses Gertists miissen Spezifika einzelner mathematischer Begriffe stets
bedacht und konkretisiert werden. Die vorgestellten Schritte sind aus unserer Sicht
zentraler Kern jedweder Analysen, die die Neu-Formulierung oder das Nachvollzie-
hen konkreter Grundvorstellungen zum Ziel haben.

Die Ausfiihrungen sollen zum Ausdruck bringen, dass Grundvorstellungen Ka-
tegorien sind, die von Forscherinnen und Forschern konstruiert werden. Sie basie-
ren zwar auf mathematischen und phanomenologischen Grundlagen, sind in ihrer
Formulierung jedoch auf Basis unterschiedlich gewdhlter Bezugsrahmen, Giiltig-
keitsbereiche, Definitionen und Phdnomene immer auch durch Entscheidungen der
Forschenden geprigt; alternative Entscheidungen konnen daher zu abweichenden
Konkretisierungen und Ausdifferenzierungen von Grundvorstellungen fiihren. Je-
doch ermdglicht erst die Explikation solcher Entscheidungen und des generellen
Vorgehens eine Diskussion der formulierten Leitlinien und ihrer Entstehung. Wenn
auch eine Darstellung aller konkret durchgefiihrten Schritte — gerade in Praxisbei-
trigen — oftmals nicht moglich ist, gibt ein grundlegender Rahmen auch in kiirzeren
Darstellungen eine Orientierung, um zentrale Entscheidungen zu prézisieren und so
die Nachvollziehbarkeit zu gewihrleisten.

Neben den grundlegenden Schritten 1-4 stellen die in Schritt 5 beschriebenen
Bewihrungsebenen wichtige Mittel zur Weiterentwicklung der hergeleiteten Grund-
vorstellungen dar. Indem neu formulierte Grundvorstellungen beispielsweise Gegen-
stand empirischer Studien werden, kann ihre didaktische Relevanz iiberpriift werden.
Obgleich in diesem Spannungsfeld bereits einige didaktisch gewinnbringende Arbei-
ten vorliegen, sind insbesondere die theoretische Auskleidung (vgl Reinhold 2019)
und die Anbindung der deskriptiven Ebene an die normativen Uberlegungen sowie
die damit zusammenhingende Verankerung des Grundvorstellungsbegriffs in kogni-
tionspsychologischen Grundlagentheorien Desiderata fiir weitere Forschungsarbei-
ten (vgl. Hanke und Schifer 2017; Schacht 2012; Vogel 2016). Weiterhin konnen
Impulse aus der Unterrichtspraxis zur Ausdifferenzierung bestehender Grundvor-
stellungen anregen.
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Der vorgestellte Verfahrensrahmen leistet einen Beitrag zur Weiterentwicklung
der Grundvorstellungsidee: Wir hoffen, dass durch die Systematisierung der Herlei-
tung mathematisch-inhaltlicher Leitlinien die produktive Verschrinkung normativer
Analysen, deskriptiver Untersuchungen und konstruktiver Lehrgangsgestaltung im
Sinne eines vielseitigen und praxisrelevanten Grundvorstellungskonzeptes intensi-
viert werden kann.
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