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Zusammenfassung In diesem Beitrag wird die Probevorlesung vorgestellt, die
Adolf Hurwitz anlésslich seiner Habilitation 1882 gehalten hat. Er gibt darin einen
bemerkenswerten Uberblick zur Lage der Geometrie zu dieser Zeit.

Am 13. Mai 1882 hielt in Gottingen ein junger vielversprechender Mathematiker
seine Probevorlesung im Rahmen der Habilitation. Es handelte sich um Adolf Hur-
witz (Abb. 1; 1859-1919), der am 26. Mirz 1882 seinen 23. Geburtstag begangen
hatte. Der Titel des Vorlesung lautete: ,,Uber die Methoden der neueren Geometrie*.!
Den heutigen Leser mag das Thema erstaunen, bringt man doch Hurwitz vor allem
mit analytischer Zahlentheorie und Funktionentheorie in Verbindung. Das Interesse
an der Geometrie erklirt sich neben der Tatsache, dass Hurwitz ein sehr vielseitiger
Mathematiker gewesen ist, aus seinem Werdegang. Hurwitz hatte in Hildesheim den
Realschulzweig des Andreanums besucht, wo Herrmann Caesar Hannibal Schubert
sein Mathematiklehrer wurde. In seinem, der Dissertation beigefiigte Lebenslauf
schreibt Hurwitz?:

»In Tertia erhielt ich bei Herrn Oberlehrer Dr. Schubert (jetzt an der Gelehr-
tenschule des Johanneums in Hamburg) Unterricht in der Mathematik, und seinem

! Das von Hurwitz handschriftlich verfasste Originalmanuskript findet sich im Hochschularchiv der ETH
Ziirich: ETH-Bibliothek Hochschularchiv Hs 592: 97. Ich danke Nicola Oswald (Wuppertal) fiir den Hin-
weis auf diese Quelle, sie und Jorn Steuding (Wiirzburg) haben mir viele Informationen zu Hurwitz zukom-
men lassen. SchlieBlich danke ich Frau Evelyn Boesch vom Hochschularchiv der ETH fiir die Beschaffung
des Textes.

Zu den Einzelheiten von Hurwitz’ Habilitation vgl. man Tobies [9, S. 209-210].

2 Vgl. https://www.ma.tum.de/de/fakultaet/hurwitz- gesellschaft.html (letzter Aufruf am 12.05.2020).
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2 K. Volkert

Abb. 1 Adolf Hurwitz in jun-
gen Jahren (ETH Ziirich e-pics)

anregenden Einfluss war es zu verdanken, dass bald die Mathematik mein Lieblings-
fach wurde. Von Secunda ab trat Herr Schubert mit mir in personlichen Verkehr und
fiihrte mich in die neuere (synthetische) Geometrie ein, vor allem aber auch in seine
eigenen Untersuchungen iiber abzihlende Geometrie, die mich bald zu selbsténdi-
gem Forschen anregten.

Aus der Zusammenarbeit mit Schubert ergab sich Hurwitz’ erste Publikation ,,Ue-
ber den Chaslesschen Satz ap+ v — verfasst zusammen mit seinem Lehrer, wobei
aber Hurwitz’ Anteil eigens hervorgehoben wird. Ostern 1879 ging Hurwitz nach
bestandenem Abitur nach Miinchen, um bei F. Klein an der Technischen Hochschule
zu studieren. Das geschah — wie Hilbert berichtet? — auf Anregung seines Lehrers
und entsprach durchaus dem, was zu einem Absolventen einer Realanstalt passte.
In diesem Jahr veroffentlichte Hurwitz seine erste eigenstindige Arbeit, wieder zu
einem geometrischen Thema ,,Ueber unendlich vieldeutige geometrische Aufgaben,

3 Vgl. Hilbert [3, S. 161].
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Adolf Hurwitz, Geometer 3

insbesondere iiber die SchlieBungsprobleme*“. Er blieb nur ein Semester, in dem
er bei Klein Zahlentheorie horte, um sich dann fiir drei Semester nach Berlin zu
begeben — ins Mekka der damaligen Mathematik. In Berlin war die Konkurrenz
gro3 und Hurwitz war sehr jung — meistens wechselte man nach Berlin erst in
hoheren Semestern’ — aber dennoch vermochte er im Mathematischen Verein zu
beeindrucken:

,Ich erinnere mich noch wie heute, mit welcher Auszeichnung der erst 18jdhrige
Hurwitz, der uns gegeniiber ja noch ein Fuchs war (...), von seinen dlteren Kommi-
litonen aufgenommen wurde, als diese sahen, mit welchem Ernste und mit welcher
Uberlegenheit er in das wissenschaftliche Leben des Vereins eingriff, das gerade zu
jener Zeit besonders rege war.*“¢ [8, S. 859].

Wenig iiberraschend sprach Hurwitz im Mathematischen Verein iiber geome-
trische Themen: ,,Ueber Schliessungsprobleme®’, ,,Ueber geometrische Verwandt-
schaften* und ,,Ueber Charakteristiken-Theorien®.

1879 kehrte Hurwitz nach Miinchen zuriick, musste allerdings im Sommerse-
mester 1880 krankheitsbedingt pausieren. Von Miinchen ging er 1880 mit Klein
nach Leipzig. Dort promovierte er 1881 mit einer Arbeit iiber elliptische Modul-
funktionen, hatte also die Hinwendung zur Funktionentheorie vollzogen. Wie aber
kam Hurwitz nach Géttingen? Das lag an einer universitétspolitischen Widrigkeit:
In Leipzig durften nur solche Bewerber habilitieren, die das Abitur eines humanisti-
schen Gymnasiums vorzuweisen hatten. Mit Miihe und nach einigen Kdmpfen hatte
Klein fiir W. Dyck, ebenfalls ein Absolvent einer Realanstalt, anfangs 1882 eine Aus-
nahmeregelung durchgesetzt — aber im Falle Hurwitz schien das wohl hoffnungslos.
Also musste eine Alternative her. Da eine derartige Vorschrift an preuBischen Uni-
versitdten nicht existierte, war der Weg nach dort vorgezeichnet — warum also nicht
Gottingen, wo Klein selbst ja auch habilitiert hatte? In Gottingen war Hermann
Amandus Schwarz, der 1875 vom Polytechnikum Ziirich gekommen war, der ton-
angebende Mann. Da passte Hurwitz’ Wende zur Funktionentheorie natiirlich gut.
Neben Schwarz wirkte Moritz Abraham Stern als Mathematiker in Géttingen. Auch
das konnte fiir Hurwitz nur von Vorteil sein, war Stern doch der erste nicht-konver-
tierte jiidische Mathematikprofessor im deutschen Reich. Zudem war er Klein seit
dessen Gottinger Zeit freundschaftlich verbunden; es ist anzunehmen, dass Klein
ihn in Vorbereitung der Hurwitzschen Habilitation vorab einschaltete. Hurwitz, der
nie konvertierte, ist in seiner Laufbahn mehrmals mit antisemitischen Vorbehalten
konfrontiert worden.® Bei Stern konnte er sich in dieser Hinsicht Unterstiitzung er-
hoffen. Aber auch Schwarz selbst wurde Hurwitz empfohlen, zumindest wenn man
seiner Frau glaubt: ,,Kronecker und Klein empfahlen ihm auf’s eindringlichste den

4 Abgebildet ist ein Ponceletsches Polygon — dem inneren Kegelschnitt umbeschrieben, dem #uferen ein-
beschrieben.

5 In Mathematik wurden dort gar kaum fiir Anfiinger geeignete Vorlesungen angeboten.

6 Rudio [8, S. 859]. F. Rudio sollte ein enger Freund von Hurwitz in Ziirich werden, wo beide am Poly-
technikum wirkten.

7 Die entsprechende Abhandlung ist in Berlin entstanden, datiert ist sie Berlin 18. Dezember 1878.

8 Vgl. Rowe [6], chap. 14. In Leipzig war um diese Zeit der Astronom F.K. Zollner aktiv, der sich offen
antisemitisch duflerte. Ich danke D. Rowe (Mainz) fiir den Hinweis auf M.A. Stern.
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4 K. Volkert

damaligen Gottinger Ordinarius H.A. Schwarz zur Habilitation daselbst, wihrend
er selber schon mit dem éltesten Ordinarius M.A. Stern in Korrespondenz getreten
war.*® [4, S. 6]. Offensichtlich gab es zu diesem Zeitpunkt noch keine Abneigung
zwischen Schwarz und Klein.

Hurwitz legte eine funktionentheoretische, von Weierstral3, seinem ,,hochverehr-
ten Lehrer”, angeregte Arbeit als Habilitationsschrift!® vor, die von Schwarz sehr
giinstig beurteilt wurde. Da die Habilitation in der philosphischen Fakultit ange-
siedelt war, also auch Nicht-Mathematiker unter den Zuhorern zu erwarten waren,
war Hurwitz’ Themenwahl sicher geschickt. Tatsidchlich waren anwesend: die be-
reits genannten Schwarz und Stern, der Physiker Eduard Riecke, Freund von Klein
aus Gottinger Tagen, Johann Benedikt Listing, Mathematiker und Physiker, sowie
Wilhelm Weber, Physiker. Laut Protokoll dauerte Hurwitz Vortrag nur 20 min.

Eine groBe Herausforderung, mit der sich die Geometrie in der zweiten Hilfte
des 19. Jhs. konfrontiert sah, war die Vielfalt geometrischer Gebiete, die das alte
fast monolithische Gebédude der Euklidischen Geometrie abgeldst hatte. 1859 ver-
offentlichten die ,,Nouvelles annales““!!, eine franzosische Fachzeitschrift, die sich
hauptsichlich an die Mathematiklehrer der Vorbereitungsklassen wandte, eine Liste
von ,,acht Geometrien, die sich untereinander durch verschiedene Logiken unter-
scheiden.” [1, S. 449], darunter beispielsweise die projective und die infinitesimale
Geometrie. Dazu kommen noch die Geometrie der Lage (hier im Sinne von Topolo-
gie gemeint) und die Geometrie der Disposition (von J.J. Sylvester), deren Entwick-
lungsstand eine Einordnung nach Meinung des Verfassers noch nicht zulie8. Kurz:
Zehn Geometrien gibt es und nicht mehr nur eine.

In seiner Probevorlesung gibt Hurwitz ein interessantes Panorama der Geometrie
zu einem Zeitpunkt, zu dem vieles im Umbruch war. Hurwitz selbst nennt vor
allem die projective Geometrie, kurz erwihnt er auch die nichteuklidische. Daneben
hatte die algebraische, damals meist analytische Geometrie genannt, sich enorm
entwickelt — nicht zuletzt durch die Verwendung Riemannscher Ideen, aufgegriffen
von A. Clebsch und vermittelt von seinen Schiilern wie A. Brill, M. Noether und
F. Klein. Die Theorien von A. Cayley und G. Salmon waren im deutschsprachigen
Raum bekannt geworden vermoge der deutschen Bearbeitungen der Salmonschen
Lehrbiicher durch W. Fiedler, auch die Werke italienischer Geometer, vor allem
natiirlich von Luigi Cremona, waren bekannt und teilweise iibersetzt.

Eigentlich mutig von einem jungen Mathematiker, sich dieser Fiille von Material
im Versuch, grofe Prinzipien darin zu benennen, zu stellen. Das macht ein Interesse
der Ausfiihrungen von Hurwitz’ aus. Man sieht in ihnen aber auch schon sein grof3es
didaktischen Geschick, sie sind immer klar und deutlich, Beispiele helfen dem Ver-
stindnis. Hurwitz hat mit grofem Einsatz jahrzehntelang Vorlesungen gehalten am
Eidgenossischen Polytechnikum in Ziirich, es storte ihn auch nicht, fiir ein breites

9 Samuel-Hurwitz 1984, S. 6 zitiert bei Oswald [5, S. 22-23]. In der Dissertation von N. Oswald finden
sich im Kapitel zwei viele weitere sehr interessante Informationen zu Hurwitz’ Leben und Karriere.

10 Ueber die Perioden solcher eindeutiger 2n-fach periodischer Functionen, welche im Endlichen iiberall
den Charakter rationaler Functionen besitzen und reell sind fiir reelle Werthe ihrer n Argumente* (Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik 94 (1883), 1-20).

11 Anonym [1]. Eine deutsche Ubersetzung der Liste findet sich in Volkert [12, S. 10].
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Publikum einschlieBlich zukiinftiger Ingenieure iiber Differential- und Integralrech-
nung zu lessen und dabei Nachsicht zu iiben. Davon zeugen viele Vorlesungsskripte
von Hurwitz, die sich im ETH-Hochschularchiv befinden. Anders als Freund Min-
kowski sah er es als Herausforderung an, auch weniger begabte oder interessierte
Studierende zu unterrichten und zu fordern.!

Die Kernpunkte in Hurwitz’ Vortrag sind, wie wir sehen werden: Allgemein-
heit, organischer Aufbau und Einheitlichkeit gestiftet durch die neuen Methoden;
die Werkzeuge hierfiir sind Abbildungen, insbesondere die Projektionen, und Er-
zeugungsprinzipien im Sinne von Jakob Steiner; mit einem ldngeren Zitat die-
ses groBen Geometers schloss Hurwitz seinen Vortrag. All das prisentiert er in
groBer Klarheit und bester Verstindlichkeit in seinem kleinen ,,Meisterwerk der
Darstellungskunst*“!®. Interessant ist ein Vergleich mit der historischen Einleitung'4,
die Hankel seinem Lehrbuch der projektiven Geometrie voranstellte, vermutlich eine
Quelle, die Hurwitz kannte. Dabei fillt auf, wie prizise Hurwitz die Dinge auf den
Punkt bringt und wie sachlich er bleibt.

Hurwitz blieb noch zwei Jahre in Gottingen als Privatdozent, um dann auf ein neu
eingerichtetes bezahltes Extraordinariat in Konigsberg zu wechseln. Dieses hatte
F. Lindemann bei seiner Berufung ausgehandelt und F. Klein hatte den passenden
Personalvorschlag. In Konigsberg entstand das bemerkenswerte Trio Hurwitz-Hil-
bert-Minkowski, das fortan in verschiedenen ortlichen Konstellationen sein Wirken!s
entfalten sollte. 1892 folgte Hurwitz einem Ruf als Nachfolger von G. Frobenius auf
die erste Lehrstelle fiir hohere Mathematik in deutscher Sprache ans Polytechnikum
in Ziirich, wo er bis zu seinem Tod 1919 wirkte.

12 Zu Minkowski vgl. man seine Briefe an Hilbert aus der Ziiricher Zeit (1896-1902) in Riidenberg und
Zassenhaus [7, S. 85-151].

13 Hilbert [3, S. 167].
14 Hankel [2, S. 1-33].

15 Dieses in der Mathematikgeschichte wohl einmalige Trio ist bislang leider nur partiell, vor allem durch
die Veroffentlichung der Briefe von Minkowski an Hilbert, aufgearbeitet worden.
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Offensichtlich handelt es sich um das Manuskript, das Hurwitz fiir seinen Vortrag
tatsdchlich verwandte. Das zeigen u. a. die darin verwandten Abkiirzungen, Randbe-
merkungen und Hervorhebungen durch farbiges Unterstreichen. Die Schreibweise
und Zeichensetzung des Originals wurden in der untenstehenden Transkription bei-
behalten.

Uber die Methoden der neueren Geometrie

Als zu Anfang des 17. Jahrhunderts Descartes die analytische Geometrie schuf,
boten sich den Mathematikern eine Reihe von Fragen dar, welche bekanntlich zu
der folgenschweren Entdeckung der Differential- und Integral-Rechnung hinfiihrten.
Wenn nun auch in dieser Hinsicht die Ideen Descartes’ die schonsten Friichte trugen,
so erfiillten sie doch andererseits vorab nicht die berechtigten Hoffnungen, welche
die reine Geometrie als solche an dieselben kniipfen durfte. Vielmehr war noch
immer im Wesentlichen das System Euklid’s die mustergiiltige Geometrie.

Die Wissenschaft war gleich wie ein Dornroschen in dem Zauber der Jahre er-
starrt, die Jiinger der Wissenschaft waren in ihrem Anblick versunken und keiner
hatte den Muth sie zu erlosen und ihr neues Leben einzuhauchen. Gegen Ende des
vorigen Jahrhunderts sollte sich der Bann 16sen. Es traten in kurzer Aufeinander-
Folge eine Reihe ausgezeichneter Mathematiker hervor, die gidnzlich abstrahirend
von den {iiberlieferten Untersuchungs-Mitteln, geometrische Probleme in Angriff
nahmen und in Verfolg dieser Probleme eine ganz neue Disziplin, die neuere oder
projectivische Geometrie'¢ erschufen. Der grofle Erfolg aber, von welchem die Un-

16 Projectivisch® war eine Wortschopfung der 1870er Jahre, vgl. etwa den Titel von H. Hankel ,,Vor-
lesungen® [2] und diverse Arbeiten von F. Klein. Erst spiter biirgerte sich das grammatikalisch richtige
projektiv* ein.
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Adolf Hurwitz, Geometer 7

tersuchungen dieser Ménner begleitet waren, beruht auf einem unterscheidenden
Merkmale ihrer Methoden von denen der alten Geometrie.

Wihrend namlich die letztere fiir jedes einzelne Problem einen besonderen Ansatz
erfordert, giebt die neuere Geometrie eine kleine Zahl von Vorschriften, nach denen
die umfassendsten Classen von Problemen gelost werden konnen.

Wir wollen versuchen diese Behauptung durch eine nihere Betrachtung der
Methoden der neueren Geometrie zu rechtfertigen. Hierbei werden sich meine Aus-
fiihrungen naturgemif in drei Abschnitte gliedern, von denen der erste die Methode
der Abbildung, der zweite die der Erzeugung und der dritte die der Ubertragung
des Projectivischen in’s Metrische behandeln soll.
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Indem wir uns der Methode der Abbildung zuwenden, soll uns zunichst der specielle
Fall dieser Methode, ndmlich die Lehre von der Projection, beschéftigen.

Im Jahr 1795 veroffentlichte der franzosische Mathematiker Monge seine
Géométrie descriptive. Hier wurde ein ganz neuer Gedanke vorgetragen, wel-
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8 K. Volkert

Abb. 2 Zeichnung von Hurwitz
zur Zentralprojektion

cher urspriinglich aus praktischen Bediirfnissen entsprungen, fiir die Ausbildung
neuer geometr. Theorien bahnbrechend wurde.

Monge lehrte ndmlich rdumliche Gebilde vollstindig durch Zeichnungen darzu-
stellen. Zwei Zeichnungen, der Grund-Rif3 und der Auf-RiB, das sind die orthogona-
len Proj. auf zwei zu einander senkrechte Ebenen, reichen hin, um jedes raumliche
Gebilde vollstindig zu charakterisieren.!” Bei der nidheren Ausfiihrung dieses Ge-
danken ergab sich nun hiufig, dal Eigenschaften, die an dem rdumlichen Gebilde
keines Beweises bedurften andere Eigenschaften der Projectionen zur Folge hatten,
die an sich nicht so evident waren. Von diesem Umstand veranlaft, sah Ponc.!® ganz
ab von der praktischen Anwendbarkeit der Projections-Methode, um dieselbe zu ei-
nem rein theoretischen Hilfsmittel der Untersuchung geometr. Figuren auszubilden.
Als russischer Kriegs-Gefangener in Saratow (1812—-14) legte er die Grundlagen zu
seinen tiefgreifenden Untersuchungen, die 1822 in dem Werke ,,Traité des propriétés
projectives des figures” zusammen gefaf3t erschienen.

Zunichst ersetzt Poncelet die Orthogonal-Projection durch die allgemeinere Cen-
tral-Projection (vgl. Abb. 2; K. V.).

Man denke sich im Raum einen festen Punkt C, das Projections-Centrum, und
zwei Ebenen E und E’. Dann heit der Punkt P’ der zweiten Ebene die Projection
des Punktes P der ersten Ebene vom Punkte C aus, wenn C P P’ in gerader Linie
liegen. Beschreibt der Punkt P in der Ebene E eine Figur F so beschreibt der Punkt P’
entsprechend eine Figur F' in der Ebene E’; F’ heifit die Projection der Figur F.

Poncelet nennt nun alle diejenigen Eigenschaften einer Figur projectivisch,
welche sich nothwendig in allen Projectionen dieser Figur wiederfinden. Um ein
Beispiel einer solchen projectivischen Eigenschaft anzufiihren, sei in der Ebene E
eine Curve und eine sie beriihrende Gerade angenommen, die Projection dieser
Figur von irgend einem Punkte aus auf irgendeine zweite Ebene besteht wieder aus
einer Curve und einer diese beriihr. Geraden. Deshalb wird man also die Beriihrung

17 Das ist nur dann richtig, wenn das Objekt konvex ist.

18 Lies: Poncelet.
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Adolf Hurwitz, Geometer 9

einer Curve mit einer Geraden als eine projectivische Eigenschaft des aus Curve
und Geraden constituirten Gebildes zu bezeichnen haben.
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Man zeigt leicht, daf} zwei sich nicht treffende Kegelschnitte allemal in 2 sich nicht
schneidende Kreise projicirt werden kénnen. Daraus folgt, dafl jede projectivische
Eigenschaft zweier Kreise unverdndert giiltig bleibt, wenn wir an die Stelle der
Kreise zwei Kegelschnitte setzen. So ergibt sich z.B. aus einer von Euler herriih-
renden Formel leicht, dal wenn ein Dr."® existirt, welches einem von 2 Kreisen ein-,
dem andern umbeschrieben ist, dal dann unzéhlig vieler solcher Dreiecke gefunden
werden konnen (vgl. Abb. 3; K. V.). Aus der Methode der Projection folgt nun

19 Lies: Dreieck.
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10 K. Volkert

Abb. 3 Figur von Hurwitz zum
SchlieBungsproblem

also sofort, dafl dieselbe Eigenschaft fiir zwei sich nicht schneidende Kegelschnitte
ausgesprochen werden darf.

Die Methode der Projection hat, was ich nicht mit Stillschweigen iibergehen kann,
eine Anschauung begriindet, welche der modernen Geometrie im Gegenzug zur Eu-
klidischen eigenthiimlich ist. Diese Anschauung ist die AuffaBung des Parallelismus
als einer speciellen Form des Schneidens (vgl. Abb. 4; K. V.). Der Ausspruch: paral-
lele Geraden einer Ebene schneiden sich in einem unendlich fernen Punkte, bedeutet
weiter nichts, als daf} eine Schaar paralleler Geraden durch Projection in eine andere
Schaar durch einen Punkt laufende Geraden verwandelt werden kann (,,kann‘ wohl
versehentlich durchgestrichen; K. V.).

Ahnlicherweise ist der Ausdruck zu verstehen, daB die unendlich fernen Punkte
einer Ebene in gerader Linie liegen. Diese Bedeutung der modernen Ausdrucksweise
des Parallelismus ist beildufig bemerkt in neuerer Zeit hiaufig verkannt worden, so
dafl gelegentlich dariiber gestritten wurde, ob die unendlich ferne Gerade wirklich
existire oder ob sie ein eingebildetes Ding sei.?’ Die Entscheidung ist nach dem
Gesagten nicht zweifelhaft.

Der Fortschritt von der Projection zu dem allgemeinen Begriff der Abbildung
hat sich verhiltnismifBig langsam und durch verschiedene Zwischen-Glieder voll-
zogen. Erst Mobius hat in seinem klassischen Werke ,,der barycentrische Calcul*?!
den Begriff der Abbildung in allgemeiner Weise aufgefalit. Verstehen wir der Kiirze
halber unter einem geometr. System eine gesetzmifBig bestimmte Gesamtheit von
endlich oder unendlich vielen geometr. Gebilden und nennen wir jedes einzelne Ge-

20 Hurwitz spielt hier auf eine hitzige Diskussion in den ersten Binden der ,,Zeitschrift fiir den mathema-
tischen und naturwissenschaftlichen Unterricht” an, die einiges Aufsehen erregte. Vgl. Volkert [11].

21 1827 erschienen.
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Abb. 4 Verwandlung einer
Schar von Parallelen in eine
Schar von sich in einem Punkte
schneidenden Geraden

bilde ein Element des Systems, so konnen wir die allgemeine Abbildungs-Methode
folgendermalien charakterisieren:

Man denke sich daB in irgend welcher gesetzmiBiger Weise die Elemente eines
geometr. Systems auf die Elemente eines zweiten bezogen seien, so darf einem
Elemente des ersten Systems ein oder mehrere (auch unendlich viele) Elemente
des zweiten entsprechen. Dann wird man aus den Eigenschaften der Gebilde des
ersten Systems Sétze fiir die entsprechenden Gebilde des zweiten Systems herleiten
konnen. Unter dieses allgemeine Schema der Abbildung fallen aufer der Projections-
Methode erstens die Theorie der Polaren von Curven und Flachen, welche die Punkte
einer Ebene des Raumes auf Curven- bzw. Flichen-Schaaren abbildet; ferner das
Princip der Dualitit, welches aus einer gewissen Abbildung der Punkte des Raumes
auf die Ebenen des Raumes entspringt; hierher gehort (weiter) die Untersuchung
alg. Flichen durch ihre Abbildung auf die Ebene, wobei die Fliache 2. Ordn. ein
sehr interessantes Bespiel liefert.

(Randbemerkung. Ich mufl darauf Verzicht leisten weitere Beispiele von Abbil-
dungs-Methoden anzufiihren.)

Hat so die Methode der Projection durch ihren begriffl. Kern zu weit allgemeine-
ren Methoden hingefiihrt, so hingt mit ihr aufs Innigste auch die Idee der Erzeugung
zusammen, deren Einfiihrung in die Geometrie eins der unsterblichen Verdienste des
groflen Jacob Steiner’s ist. Wenn wir in einer Ebene irgend eine Gerade G und einen
Punkt S haben, so ist die denkbar einfachste Vorstellung, wenn man jeden Strahl
durch S den auf ihm liegenden Punkt von P [Schreibfehler: sollte G heilen] zuweist.
Man sagt dann, daf die Gerade G und das Strahlbiischel S perspect.?? [vgl. Abb. 5;
K. V.]. liegen oder persp. aufeinander bezogen sind. Desgleichen heiflen zwei Gera-

22 Lies: perspectivisch.
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12 K. Volkert

Abb. 5 Zeichnung von Hurwitz
zu projectiv liegenden Geraden

den perspectivisch, wenn sie zu demselben Strahlbiischel, zwei Strahlbiischel, wenn
sie zu der selben Geraden perspectivisch sind. Liegen in einer Reihe von Geraden
und Strahlbiischel je 2 aufeinander Glieder der Reihe perspectivisch, so sagt man,
dal zwei beliebige Elemente der Reihe projectiv. aufeinander bezogen sind, die
Perspectivitiit erscheint dabei offenbar als ein specieller Fall der Projectiv.?

Hat man nun projective Strahbiischel hergestellt, die nicht perspect. liegen, so
erzeugen dieselben durch die Gesammtheit der Punkte in welchen je 2 entsprechende
Strahlen sich treffen einen Kegelschnitt (vgl. Abb. 6; K. V.). Auf diese Art ist also in
wahrhaft synthetischer Weise der Kegelschnitt ein Gebilde hoherer Art aus einfachen
Gebilden, den Strahlbiischeln, hergeleitet.

Wie der Kegelschnitt so entstehen analog alle complicirteren geometr. Gebilde aus
bekannten einfacheren Gebilden durch einen Erzeugungs-Process und es offenbart
sich die groBe Fruchtbarkeit der Ideen-Bildung in der spielenden Leichtigkeit, mit
welcher sich die Eigenschaften complicirter Gebilde aus den Eigenschaften der sie
erzeugenden Gebilde ergeben. So sind z.B. die Sitze liber Kegelschnitte, welche
Desargues, Pascal, Brianchon und andere mit kiinstlichen Mitteln entdeckten, ein
unmittelbarer Ausflul der erwédhnten Erzeugungs-Weise der Kegelschnitte.

Es darf aber ein Mangel dieser Methode nicht verschwiegen werden, da sie nim-
lich die Gebilde synthetisch entwickelt, so bleibt sie immer beim Speciellen stehen.
Allgemeines, wie z.B. Eigenschaften aller algebr. Curven, ist ihr nur schwer zu-
ginglich.

Der einzige Weg, der hier zum Ziele fiihren kann, ist der Schlu} von n auf
n+1: Ein allgemeiner Satz ist bewiesen, wenn man zeigt daf} derselbe fiir Curven
1. Grades, d.h. fiir die gerade Linie, gilt und fiir Curven n+1% Ordnung richtig
ist, wenn er fiir Curven n' Art als bewiesen vorausgesetzt wird. Diese Beweis-
methode ist jedoch einigermaBen beschwerlich und kann sich nicht messen mit den
bequemen analytisch-geometrischen Methoden, die von Monge, Bobillier, Pliicker,
Hesse u. anderen ausgebildet sind.

23 Lies: Projectivitit.
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Abb. 6 Zeichnung von Hur-

witz zur Erzeugung eines Ke-

gelschnitts durch projektive

Strahlenbiischel f

Die Idee der Erzeugung ergiebt bei consequenter Durchfithrung einen vollkom-
men organischen Aufbau der Geometrie; alles entwickelt sich aus wenigen einfachen
Betrachtungen, welche die Keime aller geometrischen Sétze ausmachen. In grofierer
methodologischer Vollendung und Reinheit als bei Steiner findet sich eine entspre-
chende Darstellung der Geometrie bei von Staudt. In seinen Schriften ,,Geometrie
der Lage*?* und Beitrige zur Geom. der Lage® baut von Staudt die Geometrie ganz
auf Anschauung, indem er den Begriff der Grofle vollkommen aus seiner Darstel-
lung verbannt. Jedoch treten dabei in den Elementen Schwierigkeiten auf iiber die
mehrfach discutirt worden ist, aber die wie es scheint noch nicht von allen Mathem.
als erledigt angesehen werden.?¢ Wenn es nun anfangs den Anschein hatte, als soll-
ten der neueren Geometrie alle Sitze, die sich auf GroBen-Verhiltnisse beziehen,
unzuginglich bleiben, so zeigte sich spiter vielmehr, daf} die ganze Lehre der Metrik
nur ein specieller Fall der projectivischen Geometrie bildet. Diese Auffaung und
die damit verbundene Methode zur Herleitung metrischer Sétze aus projectiv. und
umgekehrt, gilt als eine der schonsten Leistungen des franzés. Mathemat. Michel
Chasles.

Es ist ein auffallendes Paradoxon, dal zwei Kugeln eine Durchschnitts-Curve
2. Grades, ndmlich einen Kreis und nicht, wie zwei Flichen 2. Grades im Allgemei-
nen eine Durchschnitts-Curve 4. Grades bestimmen. Dieses Paradoxon 16st sich in

24 1847.
25 In drei Heften 1856—1860.

26 Es geht hier um so genannte Stetigkeitsannahmen, die von Staudt beim Beweis des Fundamentalsatzes
der projektiven Geometrie verwendet hatte, Klein hatte hierauf 1872 hingewiesen, was dann eine intensive
Diskussion ausloste; vgl. Voelke [10].
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14 K. Volkert

der Weise, daf} alle Kugeln durch einen unverinderlichen imaginédren Kreis gehen,
der in der unendlich fernen Ebene gelegen ist und als Kugelkreis bezeichnet wird.?’

Chasles hat nun gezeigt, daf} alle metrischen Eigenschaften einer Figur weiter
nichts sind als projectivische Eigenschaften des aus dem Kugelkreis und jener Figur
zusammengesetzten Gebildes.

Cayley und andere haben von dieser Auffassung ausgehend eine Geometrie®
entwickelt, bei der eine feste Fliche 2. Grades ausgezeichnet wird. Diese Geometrie
stimmt im Wesen der Sache mit der sogenannten nicht-Euclid. Geometrie iiberein.
Sie geht tiber in die gewohnliche Maf-Geometrie, wenn man die zu Grunde liegende
Flache 2. Grades in den Kugelkreis degeneriren 14f3t.

In der Vorrede zu Steiners Hauptwerke: ,,der systematischen Entwicklung der
Abhingigkeit geometrischer Gestalten von einander*?, findet sich folgende Stelle:
»Wenn Jemand alle bis jetzt bekannt gewordenen Sitze und Aufgaben nach den
bisher iiblichen Vorschriften beweisen und zu 16sen sich vornehmen wollte, so wire
dazu viel Zeit und Miihe erforderlich und am Ende hitte man doch nur eine Samm-
lung von auseinanderliegenden wenn auch scharfsinnigen Kunst-Stiicken aber kein
organisch zusammenhédngendes Ganze zu Stande gebracht.”

Im AnschluB} an diese Worte kénnen wir am besten den groBen Erfolg der neueren
Geometrie kennzeichnen: Heutzutage bietet es gar keine Schwierigkeiten dar das
ganze Gebiet der unzihlig vielen geometrischen [Sitze; K. V.] zu beherrschen; denn
wer sich die kleine Zahl von fruchtbaren Methoden angeeignet hat, welche die neuere
Geometrie aufstellt, der ist im Stande alle jene Sitze ohne Aufwand sonderlichen
Scharfsinns zu entwickeln.
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27 Man komplexifiziert also die Situation.
28 Man spricht heute von den so genannten Cayley-Klein-Geometrien.
29 1832.
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