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Abstract. We extend Pollard's uniform central limit theorem for
empirical processes indexed by families of functions F to b-mixing
empirical processes. Under some suitable universal entropy conditions
on F, we prove a functional central limit theorem for stationary and
b-mixing sequences under the minimal sommability condition on the
b-mixing coe�cients

P
n bn <1.
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ReÂ sumeÂ . Nous eÂ tendons le theÂ oreÁ me limite central fonctionnel de
Pollard pour les processus empiriques indexeÂ s par des familles de
fonctions F d'entropie universelle inteÂ grable aux suites d'observa-
tions absolument reÂ gulieÁ res et stationnaires. Sous des conditions
d'entropie universelles sur F raisonnables, nous montrons un theÂ o-
reÁ me limite central uniforme pour les suites de variables aleÂ atoires
absolument reÂ gulieÁ res et stationnaires sous la condition minimale de
sommabiliteÂ des coe�cients de b-meÂ lange

P
n bn <1.

1. Introduction

Soit �Xi�i2Z une suite de variables aleÂ atoires aÁ valeurs dans X espace
polonais muni de sa tribu boreÂ lienne B�X�, strictement stationnaire.
Soit P la loi commune des observations, Pn � nÿ1�dX1

� � � � � dXn� la
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probabiliteÂ empirique, et Zn � ���
n
p �Pn ÿ P� la mesure empirique cen-

treÂ e et normaliseÂ e. Soit F une classe de fonctions mesurables de X
dans R, de carreÂ inteÂ grable sous P .

1.1. Observations indeÂpendantes

Supposons les variables Xi indeÂ pendantes. La theÂ orie des theÂ oreÁ mes
limites centraux (TLC) uniformes pour le processus empirique nor-
maliseÂ fZn�f � : f 2Fg a commenceÂ par l'eÂ tude de la convergence
uniforme du processus empirique sur certaines classes de parties. Le
premier reÂ sultat est celui de Donsker (1952) pour la classe
F � fI�ÿ1;t� : t 2 Rg. Dans son article fondateur, Dudley (1978) a
donneÂ une deÂ ®nition rigoureuse de la notion de TLC uniforme en
termes de convergence faible du processus empirique Zn dans l'espace
de Banach (pas toujours seÂ parable) L1�F�. Il a aussi donneÂ deux
conditions su�santes pour le TLC uniforme dans le cas des classes de
parties. La premieÁ re est une condition portant sur l'inteÂ grabiliteÂ de
l'entropie avec crochets dans L1�P �. La seconde est la proprieÂ teÂ
combinatoire de Vapnik et Chervonenkis, veÂ ri®eÂ e par un certain
nombre de classes de parties usuelles, telles que la classe des inter-
valles, la classe des polygones aÁ nombre de faces borneÂ , la classe des
boules euclidiennes, etc... Dans ce cas le TLC uniforme est veÂ ri®eÂ pour
toute probabiliteÂ P . Depuis la theÂ orie des TLC uniformes pour les
processus empiriques a eÂ teÂ deÂ veloppeÂ e dans la direction des classes de
fonctions. Dudley (1984) a eÂ tendu son reÂ sultat sur les classes de parties
d'entropie avec crochets dans L1�P� inteÂ grable aux classes de fonct-
ions borneÂ es. Puis, en tronquant les fonctions de facË on adaptative,
Ossiander (1987) a eÂ tendu ce reÂ sultat aux classes de fonctions d'en-
tropie avec crochets dans L2�P � inteÂ grable. Nous renvoyons aÁ An-
dersen et al. (1988) pour des reÂ sultats plus reÂ cents et une bibliographie
deÂ tailleÂ e. Une autre approche possible est de consideÂ rer des classes de
fonctions d'entropie universelle inteÂ grable. Pour ces classes, Kol-
chinskii (1981) et Pollard (1982) ont obtenu un TLC uniforme sous
des conditions sur l'entropie universelle L1 et sur l'entropie universelle
L2, eÂ tendant ainsi le TLC uniforme de Dudley pour les classes de
parties de Vapnik-Chervonenkis aux classes de fonctions.

1.2. Observations faiblement deÂpendantes

Il existe de nombreuses notions de deÂ pendance faible [voir Doukhan
(1994)]. Nous allons ici consideÂ rer ici celles qui s'expriment en termes
de coe�cients de meÂ lange entre des tribus engendreÂ es par le passeÂ et le
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futur de la suite �Xi�i2Z. Nous renvoyons aÁ Doukhan et al. (1995) pour
une breÁ ve historique des reÂ sultats de convergence des processus em-
piriques connus sous diverses conditions de meÂ lange. Nous nous
inteÂ ressons ici aux suites dites absolument reÂ gulieÁ res ou encore b-
meÂ langeantes, pour lesquelles les coe�cients de meÂ lange sont deÂ ®nis
en termes de convergence en variation de la loi du futur apreÁ s l'instant
n conditionnellement au passeÂ avant l'instant 0 vers sa limite. Cette
notion de deÂ pendance est bien adapteÂ e aÁ l'eÂ tude des processus em-
piriques, car elle permet l'utilisation de techniques de couplage, qui
sont l'analogue non markovien des techniques de renouvellement
pour les chaõÃ nes de Markov irreÂ ductibles, apeÂ riodiques et positive-
ment reÂ currentes.

Les premieÁ res extensions des TLC fonctionnels geÂ neÂ raux con-
cernent les chaõÃ nes de Markov. Levental (1988) a eÂ tendu le TLC
uniforme de Pollard (1982) aux chaõÃ nes de Markov stationnaires,
ayant une unique loi invariante et dont les temps de renouvellement
ont un moment d'ordre 2� d ®ni. Le fait remarquable est que la
condition sur la fonction d'entropie universelle est la meÃ me que dans
le cas indeÂ pendant. Ces chaõÃ nes sont souvent absolument reÂ gulieÁ res et
la vitesse de deÂ croissance de leurs coe�cients de reÂ gulariteÂ est lieÂ e aux
proprieÂ teÂ s d'inteÂ grabiliteÂ de leurs temps de renouvellement [voir
Bolthausen (1980, 1982), Tuominen et Tweedie (1994)]: dans certains
cas l'existence d'un moment d'ordre 2� d des temps de renouvelle-
ment est eÂ quivalente aÁ la condition

P
ndbn <1, et les coe�cients de

meÂ lange fort sont alors du meÃ me ordre de grandeur ceux de b-meÂ -
lange.

Les suites b-meÂ langeantes comprennent cependant d'autres ex-
emples d'inteÂ reÃ t que les chaõÃ nes de Markov. Par exemple les processus
lineÂ aires sont b-meÂ langeants sous certaines conditions [Gorodetskii
(1982), Pham et Tran (1985) ou Doukhan (1994)]. ReÂ cemment, Ar-
cones et Yu (1994) ont obtenu un TLC fonctionnel pour les suites b-
meÂ langeantes geÂ neÂ rales, mais en se restreignant aÁ des familles de
fonctions un peu moins geÂ neÂ rales, appeleÂ es classes sous-graphes de
Vapnik-Chervonenkis. Les conditions de meÂ lange imposeÂ es sont
toujours un peu plus fortes que celles impliquant le TLC usuel pour les
sommes partielles normaliseÂ es. Le second TLC fonctionnel geÂ neÂ ral est
l'extension de Doukhan et al. (1995) du theÂ oreÁ me d'Ossiander (1987)
aux suites b-meÂ langeantes. LaÁ encore, les conditions de meÂ lange de-
mandeÂ es ne sont pas minimales (voir Doukhan et al. (1995), pages
403±405) sauf pour les classes plongeÂ es dans L1�P� et d'entropie
dans L1�P� inteÂ grable.
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Dans cet article, nous allons donner une extension des theÂ oreÁ mes
de Kolchinskii et de Pollard aux suites d'observations b-meÂ langeantes.
Nous reÂ ussissons ici partiellement: la condition de b-meÂ lange requise
est identique aÁ celle du TLC usuel pour les sommes normaliseÂ es mais
la condition sur l'entropie universelle L2 de la classeF est un peu plus
forte que dans le cas indeÂ pendant.

Pour obtenir ce reÂ sultat, nous nous servons d'une ineÂ galiteÂ de
variance de Viennet (1997), eÂ tablie aÁ partir de l'ineÂ galiteÂ de covariance
de Delyon (1990), qui montre l'existence d'une mesure positive et
borneÂ e Q pour laquelle l'eÂ cart-type de Zn�f � est majoreÂ par la norme
de f dans L2�Q�. Cette mesure positive Q joue le roÃ le que P jouait
dans le cas indeÂ pendant, et sert donc de mesure de reÂ feÂ rence dans le
chaõÃ nage restreint. La seconde innovation technique reÂ side dans
l'utilisation d'un theÂ oreÁ me de couplage maximal de Goldstein (1979),
qui nous permet de remplacer la suite de variables initiales succes-
sivement par des suites de variables de plus en plus proches d'une suite
indeÂ pendante au fur et aÁ mesure que nous consideÂ rons des reÂ seaux de
maille de plus en plus petite.

Dans la section 2, nous donnons le reÂ sultat principal, ainsi que
quelques applications. La section 3 est consacreÂ e au theÂ oreÁ me de
couplage maximal et aÁ ses conseÂ quences. En®n nous montrons la
tension du processus empirique dans la section 4.

2. DeÂ ®nitions et reÂ sultats

Dans la suite, l'espace probabiliseÂ sous-jacent �X;T;P� est supposeÂ
contenir une variable aleÂ atoire U de loi uniforme sur �0; 1�, indeÂ pen-
dante de la suite �Xi�i2Z. On suppose de plus l'existence d'une fonction
positive et mesurable F de X dans R telle que jf j � F pour tout
eÂ leÂ ment f de F.

DeÂ ®nition 2.1. Pour toute mesure positive Q et toute fonction numeÂrique
f inteÂgrable sous Q, on pose EQ�f � �

R
f dQ. Pour tout reÂel r � 1, on

note Lr�Q� l'espace des fonctions numeÂriques f telles que jf jr soit
inteÂgrable sous Q et on le munit de la norme usuelle k : kr;Q, deÂ®nie par
kf kr

r;Q �
R jf rjdQ. On note L1�Q� l'espace des fonctions essentielle-

ment borneÂes sous Q.

DeÂ ®nition 2.2. Soit d un eÂcart sur F et soit d > 0. Une partie G de F
est dite d-eÂcarteÂe pour d si, pour tout couple �f ; g� d'eÂleÂments distincts
de G, on a d�f ; g� > d. Une partie d-eÂcarteÂe est dite maximale si il
n'existe pas de partie d-eÂcarteÂe la contenant strictement.
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DeÂ ®nition 2.3. Soit r � 1 et d dans �0; 1�. Pour Q loi sur X telle que F
soit dansLr�Q�, on note NF

r �d;F;Q� la borne supeÂrieure des cardinaux
des parties ®nies G deF qui sont dkF kr;Q -eÂcarteÂes pour l'eÂcart associeÂ aÁ
k : kr;Q. On deÂ®nit la fonction d'entropie HF

r �d;F;Q� comme le loga-
rithme de NF

r �d;F;Q� _ 2. Soit A�X� l'ensemble des lois de pro-
babiliteÂs de support ®ni sur X. On pose

HF
r �d;F� � supfHF

r �d;F;Q� : Q 2A�X�g :
Cette fonction est appeleÂ e fonctionde �r�-entropie universelle de �F; F �.

Comme pour les suites indeÂ pendantes, la classe F doit satisfaire aÁ
une condition de mesurabiliteÂ . Nous supposerons donc que la classe
F est l'image admissible d'un espace localement compact aÁ base
deÂ nombrable Y muni de sa tribu boreÂ lienne B�Y�.
DeÂ ®nition 2.4. Soit F est dite image admissible si il existe un espace
localement compact aÁ base deÂnombrable Y muni de sa tribu boreÂlienne
B�Y� et une application surjective T de Y sur F telle que l'application
de �X�Y;B�X� 
B�Y�� dans R muni de sa tribu boreÂlienne qui aÁ
�x; y� associe T �y��x� soit mesurable.

Rappelons la notion de deÂ pendance faible utiliseÂ e ici.

DeÂ ®nition 2.5. Soient A et B deux sous-tribus de �X;T;P�. Le coef-
®cient de b-meÂlange (ou d'absolue reÂgulariteÂ) de Volkonskii et Rozanov
(1959) est deÂ®ni par

b�A;B� � 1

2
sup

X
i2I

X
j2J

P Ai \ Bj
ÿ �ÿ P�Ai�P�Bj�

�� ��( )
;

le maximum eÂtant pris sur toutes les partitions ®nies �Ai�i2I et �Bj�j2J de
X composeÂes respectivement d'eÂleÂments de A et de B.

DeÂ ®nition 2.6. Pour k et l dans Z, on pose Fk � r�Xi : i � k� et
Gl � r�Xi : i � l�. Les coe�cients �bn�n�0 de b-meÂlange de la suite sta-
tionnaire �Xi�i2Z sont deÂ®nis par b0 � 1 et bn � b�F0;Gn� pour n > 0.

Rappelons que la variance d'un processus empirique associeÂ aÁ une
suite d'observations b-meÂ langeantes peut di�eÂ rer fortement de la
variance d'un processus empirique associeÂ aÁ des observations indeÂ -
pendantes. En particulier la distance usuelle surL2�P � ne majore pas
la distance induite par la covariance du processus empirique. Cepen-
dant les ineÂ galiteÂ s de variance de Viennet (1997), reÂ sumeÂ es dans la
proposition ci-dessous, montrent l'existence d'une mesure positive Q
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de masse totale ®nie telle que la distance induite par la covariance du
processus empirique soit majoreÂ e par la distance usuelle sur L2�Q�.
Proposition 1. Pour la suite �bn�n�0 des coe�cients de b-meÂlange de la
suite �Xi�i2Z deÂ®nie ci-dessus, il existe une suite �bi�i>0 de fonctions
mesurables de X dans �0; 1�, telle que EP �bi� � bi et, pour tout i > 0 et
toute fonction f dans L2�P�,

jCov�f �X0�; f �Xi��j � 2

Z
X

bif 2 dP :�a�

Supposons que
P

bn converge et posons B � 1� 4
P

i>0 bi. Alors B est
dans L1�P � et Q � BP est une mesure positive de masse ®nie telle que,
pour toute f dans L2�Q�,

Var Zn�f � � Var f �X0� � 2
X
i>0

jCov�f �X0�; f �Xi��j �
Z
X

f 2dQ :�b�

Soit C�f ; f � � Var f �X0� � 2
P

i>0 Cov�f �X0�; f �Xi��. Alors, pour f
dans L2�Q�,

lim
n!1Var Zn�f � � C�f ; f � et C�f ; f � � kf k22;Q :�c�

Bien que cette proposition soit montreÂ e dans Viennet (1997), il est
important pour nous d'avoir une forme explicite des variables bi aÁ
l'aide du theÂ oreÁ me de couplage maximal. Nous construirons donc les
variables bi dans la section 3. Les reÂ sultats ci-dessous seront eÂ tablis
uniquement pour les variables bi deÂ ®nies dans la section 3 par (3.5).

Sous la contrainte de b-meÂ lange
P

n bn <1 le TLC d'Ibragimov et
Linnik (1971) entraõÃ ne la convergence marginale dans L1�P � (voir
Hall et Heyde (1980) pour une preuve compleÁ te de ce TLC). Soit F
une classe de fonctions incluse dans L2�Q�. En partant de la propo-
sition 1 et en appliquant la meÂ thode de troncature d'Ibragimov et
Linnik (1971), il est facile de montrer la convergence des marginales de
dimension ®nie de fZn�f � : f 2Fg vers celles d'un vecteur gaussien de
fonction de covariance C. La question naturelle est donc de savoir si il
est possible d'eÂ tendre le TLC uniforme de Pollard (1982) pour les
suites indeÂ pendantes aux classes de fonctions d'entropie universelle L2

inteÂ grable ayant une fonction enveloppe F dansL2�Q�. Cependant un
tel reÂ sultat semble assez di�cile d'acceÁ s. Comme Doukhan et al.
(1995), nous demanderons aÁ F d'eÃ tre dans le sous-espace de L2�Q�
deÂ ®ni ci-dessous.

DeÂ ®nition 2.7. Supposons que
P

n bn <1. Soit bÿ1�u� �
inffk 2 N : bk � ug la fonction inverse de la fonction b : x! b�x�. On
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note Qf la fonction de quantile de jf �X0�j, qui est l'inverse caÁdlaÁg de la
fonction t! P�jf �X0�j > t�. Soit L2;b�P � l'espace des fonctions
numeÂriques f telles que

kf k22;b �
Z 1

0

bÿ1�u�Q2
f �u�du <1 :�2:1�

Notons kf k2;b le reÂ el positif deÂ ®ni par (2.1). Alors �L2;b�P �; k : k2;b� est
un espace vectoriel normeÂ contenant L1�P � (voir Doukhan et al.
(1995) pour plus de deÂ tails). Si Q est la mesure deÂ ®nie dans la pro-
position 1, alors (voir Viennet (1997) lemme 2.2.2)

kf k2;Q � 2kf k2;b et par cons�equent L2;b�P � �L2�Q� :�2:2�
Donnons maintenant un TLC uniforme sous une condition d'entropie
universelle L2 pour des classes de fonctions non borneÂ es. Ce theÂ oreÁ me
est la conseÂ quence d'une majoration des ¯uctuations donneÂ e dans la
section 4. Cette majoration permet aussi d'obtenir un TLC uniforme
sous la condition d'entropie universelle de Pollard, quitte aÁ renforcer
les hypotheÁ ses sur les coe�cients de meÂ lange et la fonction enveloppe.

TheÂ oreÁ me 1. Soit �Xi�i2Z une suite stationnaire de variables aleÂatoires de
loi P , satisfaisant la condition de meÂlange

P
n>0 bn <1. Soit F une

classe de fonctions numeÂriques image admissible. Supposons qu'il existe
une fonction F dansL2;b�P � pour laquelle jf j � F pour toute f dansF
et que Z 1

0

�������������������������������������
HF
2 �x;F� log�1=x�

q
dx <1 :

Alors il existe une suite �Z�n��n>0 de processus gaussiens indexeÂs parF,
de fonction de covariance C et aÁ trajectoires p.s. uniformeÂment continues
pour la meÂtrique induite sur F par L2�Q�, telle que

sup
f2F

Zn�f � ÿ Z�n��f ��� �� !P 0 quand n!1 :

Nous allons maintenant comparer ce theÂ oreÁ me avec les reÂ sultats ex-
istants.

Supposons que F � fIS : S 2Sg pour une certaine classe de
partiesS et que la fonction H1

2 � : ;F� est ®nie au voisinage de 0. Alors
S est une classe de parties posseÂ dant la proprieÂ teÂ combinatoire de
Vapnik et Chervonenkis. Un reÂ sultat de Dudley (1978) assure alors
que H1

2 �x;F� � O�log�1=x�� quand x! 0. Le theÂ oreÁ me 1 s'applique
donc dans ce cas, et ameÂ liore des reÂ sultats anteÂ rieurs de Arcones et Yu
(1994) et de Doukhan et al. (1995) pour les classes de parties.
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Prenons maintenant l'exemple des classes de sous-graphes Vapnik-
Chervonenkis, dont la fonction enveloppe F est dans L2;b�P �. Pour
ces classes HF

2 �x;F� � O�log�1=x�� quand x! 0. Le theÂ oreÁ me 1
donne donc le TLC uniforme sous des conditions de meÂ lange plus
faibles que celles proposeÂ es par Arcones et Yu (1994): si F est dans
Lr�P �, alors la condition de meÂ lange s'eÂ crit

P
n n2=�rÿ2�bn <1 et, si

les coe�cients de b-meÂ lange deÂ croissent geÂ omeÂ triquement, alors F est
dans L2;b�P� deÁ s que EP �F 2 log� F � <1.

Soit maintenant une classe de fonctions F plongeÂ e dans L1�P�,
dont la fonction d'entropie dansL1�P � satisfait la condition inteÂ graleZ 1

0

��������������������������������������
H1�x;F� log�1=x�

p
dx <1 :

Alors F satisfait TLC uniforme. Cependant le theÂ oreÁ me 1 dans
Doukhan et al. (1995) donne le meÃ me reÂ sultat sous une condition
d'entropie plus faible. En fait la sous-optimaliteÂ du theÂ oreÁ me 1 pour
l'entropie dansL1�P� provient d'un choix inadeÂ quat des parameÁ tres
du chaõÃ nage et non de la technique de couplage maximal.

3. Couplage maximal

Le TLC fonctionnel reÂ sulte de la convergence des marginales de di-
mension ®nie, qui est une conseÂ quence du TLC de Doukhan et al.
(1994) et de la tension du processus empirique sous la meÂ trique induite
sur F par L2�Q� (voir Pollard (1990), theÂ oreÁ me 10.2).

Pour eÂ tablir la tension, nous allons utiliser le theÂ oreÁ me de couplage
maximal (Goldstein (1979), theÂ oreÁ me 3.3) ci-dessous.

TheÂ oreÁ me 2. Soit �ni�i2Z une suite de variables aleÂatoires aÁ valeurs dans
un espace polonais X. Supposons que �X;T;P� contient une variable U
de loi uniforme sur �0; 1�, indeÂpendante de �ni�i2Z. Alors on peut cons-
truire une suite �n�i �i2Z de meÃme loi que la suite �ni�i2Z, indeÂpendante de
A0 � r�ni : i � 0�, mesurable pour la tribu engendreÂe par U et �ni�i2Z,
et coupleÂe avec la suite initiale ainsi. Soit Bn � r�ni : i � n�. Pour tout
entier n > 0,

P�nk � n�k pour tout k � n� � 1ÿ b�A0;Bn� :
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3.1. Couplage maximal et processus empiriques

Les criteÁ res de tension reÂ cents pour les processus empiriques b-
meÂ langeants sont fondeÂ s sur une forme a�aiblie du theÂ oreÁ me 2: la
suite �Xi�i2Z est remplaceÂ e par une suite de variables ayant des
proprieÂ teÂ s d'indeÂ pendance convenables. On majore alors l'erreur due
aÁ la substitution ainsi que les ¯uctuations du processus empirique
associeÂ aÁ la nouvelle suite. Comme les auteurs preÂ ceÂ dents, nous allons
commencer par cette substitution en un coup.

Soit K un entier naturel aÁ deÂ battre et q0 � 2K . En appliquant
reÂ cursivement le theÂ oreÁ me 2, il est facile de constuire une suite �X 0

i �i>0
de variables aleÂ atoires ayant les proprieÂ teÂ s suivantes. Si q � q0, alors

1. Pour tout i positif, U0
i � �X 0

iq�1; . . . ;X 0
iq�q� a meÃ me loi que

Ui � �Xiq�1; . . . ;Xiq�q�.
2. Les blocs �U0

2i�i�0 sont indeÂ pendants ainsi que les blocs �U0
2i�1�i�0.

3. De plus P�Ui 6� U0
i � � bq pour tout i � 0.

L'erreur de substitution se majore alors graÃ ce au lemme suivant
dans le cas des classes de fonctions borneÂ es (voir Doukhan et al.
(1995) pages 407±408 pour la preuve).

Lemme 1. Posons S0n�f � � f �X 0
1 � � � � � � f �X 0

n � et Z0
n�f � � nÿ1=2�S0n�f �

ÿnEP �f ��. Soit FM une classe de fonctions de X dans �ÿM ;M �, image
admissible. Alors

E sup
f2FM

Zn�f � ÿ Z0
n�f �

�� �� !
� 2

���
n
p

Mbq :

Pour un choix convenable de q (voir section 4), le majorant du lemme
1 tendra vers 0 quand n tend vers l'in®ni, et nous serons donc rameneÂ s
au module de continuiteÂ de Z0

n .
La di�eÂ rence essentielle avec le cas indeÂ pendant reÂ side dans les

controÃ les exponentiels pour les variables jZ0
n�f � ÿ Z0

n�g�j pour f et g
borneÂ es par M et proches dans L2�Q�. Pour les variables indeÂ pen-
dantes, l'ineÂ galiteÂ de Bernstein (voir Pollard (1984) pages 191±194)
s'applique avec M comme borne commune des variables et donc
l'oscillation du processus Zn sur des reÂ seaux de petite maille est
convenablement majoreÂ e (voir Pollard (1984) pour une description
deÂ tailleÂ e de la meÂ thode de chaõÃ nage restreint utiliseÂ e dans le cas in-
deÂ pendant). Par contre, pour le processus Z0

n obtenu dans le cas b-
meÂ langeant, l'ineÂ galiteÂ de Bernstein s'applique avec q0M comme borne
commune des variables. Ce nombre peut eÃ tre treÁ s proche de

���
n
p

. Une
application sans discernement de la meÂ thode de chaõÃ nage restreint
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donne alors de trop grandes erreurs sur les reÂ seaux de petite maille.
Pour remeÂ dier aÁ cet inconveÂ nient, nous allons utiliser le theÂ oreÁ me 2
pour remplacer progressivement le processus empirique Z0

n par des
processus Zk

n associeÂ s aÁ des suites de blocs indeÂ pendants de largeur
qk � q02ÿk au fur et aÁ mesure que nous prendrons des reÂ seaux de
maille plus en plus petite. Nous pourrons alors utiliser l'ineÂ galiteÂ de
Bernstein avec Mqk comme borne commune des variables aÁ la k-ieÁ me
eÂ tape du chaõÃ nage et obtenir ainsi la tension sous des conditions moins
restrictives.

Nous devons donc construire de proche en proche des suites
�X k

i �i>0 de variables posseÂ dant des proprieÂ teÂ s analogues aux proprieÂ teÂ s
1, 2 et 3 avec q � q02ÿk. Pour ce faire, nous allons nous placer
dans un bloc U0

i � �X 0
iq�1; . . . ;X 0

iq�q� et construire les variables
�X k

iq�1; . . . ;X k
iq�q� par induction sur k aÁ partir du bloc initial U0

i et d'un
stock d'innovations indeÂ pendantes de loi uniforme sur �0; 1�. Le
proceÂ deÂ de construction sera identique aÁ l'inteÂ rieur de chaque bloc. Il
nous su�t donc de deÂ tailler la construction e�ectueÂ e dans le premier
bloc.

Soit q � q0. Prenons i � 0 et construisons la suite �X 1
1 ; . . . ;X 1

q � aÁ
partir de U0

0 et de variables auxiliaires. Soit �ui�i>0 une suite de vari-
ables indeÂ pendantes de loi uniforme sur �0; 1�, indeÂ pendante des suites
de v.a. ci-dessus. D'apreÁ s le lemme de Skorohod (1976), il existe une
suite �X 0�

i �i2Z ayant meÃ me loi que �Xi�i2Z, telle que les variables de
cette suite sont des fonctions mesurables de �u0;X 0

1 ; . . . ;X 0
q � et

�X 0
1 ; . . . ;X q

1 � � �X 0�
1 ; . . . ;X 0�

q � p.s. En appliquant le theÂ oreÁ me 2 de
couplage maximal nous allons remplacer la seconde moitieÂ de la suite
�X 0

1 ; . . . ;X 0
q � par une suite de variables ne deÂ pendant pas des variables

deÂ ®nies anteÂ rieurement. Appliquons le theÂ oreÁ me 2 aux variables
ni � X 0�

iÿq1 . Nous obtenons ainsi une suite �n�i �i2Z de variables aleÂ a-
toires indeÂ pendante de la suite X 0�. La suite �X 1�

i �i2Z est alors deÂ ®nie
par X 1�

i � n�i�q1 pour tout i 2 Z. Pour ®nir, on pose X 1
i � X 0

i pour i
dans �1; q1� et X 1

i � X 1�
i pour i 2 �q1 � 1; 2q1�.

Comme les suites ®nies �X 1
i �i2�1;q1� et �X 1

i�q1�i2�1;q1� sont indeÂ pen-
dantes et ont meÃ me loi que �X 0

i �i2�1;q1�, nous pouvons reprendre ce
proceÂ deÂ pour la suite �X 1

i �i sur les deux sous-intervalles de longueur
q1 � q0=2 aÁ l'aide de nouvelles variables auxiliaires indeÂ pendantes de
toutes les variables ci-dessus. En proceÂ dant par induction, on montre
aiseÂ ment la proposition suivante.

Proposition 2. Soit K entier naturel et q0 � 2K . On peut construire une
famille �X k

i �i>o de suites de variables aleÂatoires par induction sur k dans
�0;K� ayant les proprieÂteÂs suivantes:
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(i) Soit q � q0. Posons Wi � �X k
iq�1; . . . ;X k

iq�q�k2�0;K�. Alors les blocs
�Wi�i�0 sont eÂquidistribueÂs. De plus les blocs �W2i�i�0 sont indeÂ-
pendants ainsi que les �W2i�1�i�0.

(ii) Posons W k
i � �X kÿ1

2iqk�1; . . . ;X kÿ1
�2i�2�qk

;X k
2iqk�1; . . . ;X k

�2i�2�qk
�. Alors

les �W k
i �i�0 sont eÂquidistribueÂs. De plus, si �X �i �i2Z est la suite

construite aÁ partir de �Xi�i2Z aÁ l'aide du theÂoreÁme 2, ces blocs ont
meÃme loi que �X1ÿqk ; . . . ;Xqk ;X1ÿqk ; . . . ;X0;X �1 ; . . . X �qk

�.
(iii) Les blocs W k

1 ; . . . ;W k
2kÿ1 sont indeÂpendants.

Cette proposition est aÁ la base du calcul de tension de la section 4.

3.2. Couplage maximal et ineÂgaliteÂs de variance

Montrons (a) de la proposition 1 en appliquant le theÂ oreÁ me 2 de
couplage maximal aÁ la suite �Xi�i2Z. Soit �X �i �i2Z la suite ainsi cons-
truite. Pour tout i > 0, les variables X �i et X0 sont indeÂ pendantes. Par
conseÂ quent

Cov�f �X0�; f �Xi�� � E�f �X0��f �Xi� ÿ f �X �i ��IXi 6�X �i � :�3:1�
Donc

jCov�f �X0�; f �Xi��j � E� �jf �X0�f �Xi�j � jf �X0�f �X �i �j�IXi 6�X �i � ;
puis, en notant que 2jf �x�f �y�j � f 2�x� � f 2�y�,

2jCov�f �X0�; f �Xi��j � E�2f 2�X0�IXi 6�X �i

� f 2�Xi�IXi 6�X �i � f 2�X �i �IXi 6�X �i � :�3:2�
Soient b0i, bi0 et b�i0 les fonctions mesurables de X dans �0; 1� deÂ ®nies
par

b0i�X0� � E�IXi 6�X �i jX0�; bi0�Xi� � E�IXi 6�X �i jXi�;
b�i0�X �i � � E�IXi 6�X �i jX �i � :�3:3�

Ces fonctions ont une moyenne sous P infeÂ rieure ou eÂ gale aÁ bi, d'apreÁ s
(b) du theÂ oreÁ me 2. De plus onmontre facilement en partant de (3.2) que

2jCov�f �X0�; f �Xi��j � EP �f 2�2b0i � bi0 � b�i0�� :�3:4�
Par conseÂ quent la variable bi deÂ ®nie par

bi � �2b0i � bi0 � b�i0�=4�3:5�
satisfait (a) de la proposition 1. Dans la suite, les variables bi sont
deÂ ®nies par (3.5).
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4. Tension des processus empiriques b-meÂ langeants

Pour montrer le theÂ oreÁ me 1, nous devons montrer l'eÂ quicontinuiteÂ
asymptotique de Zn pour la meÂ trique induite par L2�Q�. Quitte aÁ
diviser les fonctions par une constante, on peut supposer que
kF k2;b � 1=2, auquel cas kF k2;Q � 1.

Notation 4.1. On pose d�f ; g� � kf ÿ gk2;Q et H�x� � HF
2 �x;F�.

La fonction H�x� ainsi deÂ ®nie est un majorant de la fonction d'en-
tropie de �F; d�. Pour montrer la tension, nous allons remplacer H
par une fonction H plus reÂ gulieÁ re aÁ l'aide du lemme suivant (voir
Doukhan et al. (1995), page 410).

Lemme 2. Soit H une fonction deÂcroissante de �0; 1� dans R�. Alors il
existe une fonction deÂcroissante H majorant H , telle que x! x4H�x�
soit croissante et, pour tout v positif,

u�v� �
Z v

0

�����������
H�x�

p
dx � 4

Z v

0

����������
H�x�

p
dx :

Nous allons deÂ ®nir des fonctions tronqueÂ es ainsi.

Notation 4.2. Soit M � 1, fM � f IF�M et FM � ffM : f 2Fg.
A®n de mettre en oeuvre la technique de chaõÃ nage restreint, nous
allons deÂ ®nir des projections sur les reÂ seaux ®nis de maille d et de
cardinal au plus H�d� comme suit.
DeÂ ®nition 4.1. Soit d dans �0; 1� et Fd une partie de F d-eÂcarteÂe
maximale pour d. Soit Pd une application de F dans Fd telle que
d�f ;Pdf � � d pour toute f dans F, ayant la proprieÂteÂ de mesurabiliteÂ
suivante: l'application de �X�Y;B�X� 
B�Y�� dans R muni de sa
tribu boreÂlienne qui aÁ �x; y� associe PdT �y��x� est mesurable (une telle
selection mesurable existe: voir Dudley (1984), page 120). On note
PdfM � �Pdf �M

Le theÂ oreÁ me 1 s'obtient aÁ partir de l'eÂ valuation suivante du module
de continuiteÂ du processus empirique tronqueÂ par des arguments
identiques aÁ ceux donneÂ s dans Doukhan et al. (1995) pour passer du
cas borneÂ au cas non borneÂ . Nous nous contenterons donc de montrer
l'analogue suivant du theÂ oreÁ me 2 de Doukhan et al. (1995).

Proposition 3. Soit L�x� � log�x _ e�. Sous les hypotheÁses du theÂoreÁme 1
et sous l'hypotheÁse suppleÂmentaire kF k2;b � 1=2, il existe une constante
universelle C0, telle que pour tout entier q dans �1; n� puissance de 2 et
tout d dans �0; 1�,
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E sup
f2F
jZn�fM ÿPdfM�j

 !
� C0 1� qMH�d�

d
���
n
p

� �Z d

0

������������������������
H�x�L�d=x�

p
dx

� 4
���
n
p

Mbq :

Preuve. Pour montrer ce reÂ sultat, nous allons nous servir d'un chaõÃ -
nage restreint.

DeÂ ®nition 4.2. Soit K > 0 entier et q � q0 � 2K . On pose
Sk

n�f � � f �X k
1 � � � � � � f �X k

n � et Zk
n�f � � nÿ1=2�Sk

n�f � ÿ nP�f ��, les
variables X k

i eÂtant celles de la proposition 2. Soit dk � d2ÿk=3. On pose
PK � PdK et on deÂ®nit reÂcursivement les projections �Pk�k2�0;K� par
Pk � Pdk �Pk�1.

Un calcul eÂ leÂ mentaire montre que

Zn�fM ÿP0fM� � �Zn ÿ Z0
n��fM ÿP0fM� � ZK

n �fM ÿPKfM�

�
XK

l�1
Zlÿ1

n �PlfM ÿPlÿ1fM�

�
XK

k�1
�Zkÿ1

n ÿ Zk
n��fM ÿPkfM� :�4:2�

Donc, en appliquant le lemme 1 (rappelons que q0 � 2K),

E sup
f2F

Zn fM ÿPdfM� �j j
 !

� 4
���
n
p

Mbq0 �E1 �E2 �E3 ;�4:3�

ouÁ

E1 �
XK

l�1
E sup

f2F
Zlÿ1

n PlfM ÿPlÿ1fM� ��� �� !
;

E2 � E sup
f2F

ZK
n �fM ÿPKfM�

�� �� !
et

E3 �
XK

k�1
E sup

f2F
Zkÿ1

n ÿ Zk
n

ÿ �
fM ÿPkfM� ��� �� !

:

Notons que, puisqueF est image admissible, il reÂ sulte de la deÂ ®nition
2.4, de la proprieÂ teÂ de mesurabiliteÂ de la deÂ ®nition 4.1 et du theÂ oreÁ me
T32, page 17, dans Dellacherie (1972) que les v.a. ci-dessus sont ef-
fectivement mesurables: on peut donc consideÂ rer leurs espeÂ rances.
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4.1. Majoration de E1

Majorons

E1;l � E sup
f2F
jZl

n�Pl�1fM ÿPlfM�j
 !

pour l dans �0;K ÿ 1� ®xeÂ . D'apreÁ s la proposition 2, Les blocs
�X l

iql�1; . . . ;X l
�i�1�ql

�i2�1;2l� sont indeÂ pendants et chaque bloc a pour loi
jointe la loi jointe de ql variables conseÂ cutives de la suite �Xi�i2Z. En
appliquant (i) de la proposition 2, nous pouvons ainsi deÂ composer la
mesure empirique Zl

n en une somme de deux mesures empiriques Zl
n;1 et

ZL
n;2 obtenues aÁ partir de blocs indeÂ pendants de variables de largeur ql,
chaque bloc ayant la loi de �X1; . . . ;Xql� (sauf le dernier).

Posons g � Pl�1fM ÿPlfM pour l'instant. La somme Sl
n�g� se

deÂ compose en somme de deux sommes de variables aleÂ atoires indeÂ -
pendantes de meÃ me loi que g�X1� � � � � � g�Xql�, sauf la variable
relative au dernier bloc, qui a la loi de g�X1� � � � � � g�Xnÿql�n=ql��. En
tout cas, ces variables sont borneÂ es par 2Mql et de variance majoreÂ e
par la largeur du bloc multiplieÂ e par kgk22;Q, d'apreÁ s la proposition 1.
Or, par deÂ ®nition des projections Pk,

kgk22;Q � EQ�IF�M�Pl�1f ÿPlf �2� � d2l pour tout f 2F :

Donc, en appliquant deux fois le corollaire A.1 de l'annexe et en
notant que la famille fPl�1fM ÿPlfM : f 2Fg est de cardinal in-
feÂ rieur aÁ exp�H�dl�1��,

E1;l � 4dl

�����������������
H�dl�1�

p
� 4nÿ1=2qlMH�dl�1� :�4:4�

Le premier terme de (4.4) est une contribution in®niteÂ simale aÁ l'int-
eÂ grale d'entropie. Comparons le second terme au premier terme:

qlH�dl�1�
dl

�������������������
nH�dl�1�

p � ql

dld
2
l�1

d2l�1
�����������������
H�dl�1�

p ���
n
p :

Comme dk � d02ÿk=3 et qk � q02ÿk, le premier rapport du terme de
droite est constant. Comme la fonction x! x2

�����������
H�x�p

est croissante le
second rapport est deÂ croissant en l. Donc le rapport du terme de
droite sur le terme de gauche dans (4.4) deÂ croit quand l croit. Il en
reÂ sulte que

598 E. Rio



E1 � 4 1� nÿ1=2q0Mdÿ10
�������������
H�d1�

p� �
d0

�������������
H�d1�

p
� � � � � dKÿ1

�������������
H�d1�

p� �
:�4:5�

Comme les reÂ els dk sont en progression geÂ omeÂ trique de raison 2
ÿ1=3 et

x! x2
�����������
H�x�p

croit,
�������������
H�d1�

p � 22=3
�������������
H�d0�

p
. Puisque d0 � d, il est

aiseÂ d'en deÂ duire que

E1 � 25 1� 2nÿ1=2qMdÿ1
�����������
H�d�

p� �
u�d� :�4:6�

4.2. Majoration de E3

Notation 4.3. Soit Sk
n;1�f � la variable obtenue en sommant les variables

f �X k
i � sur l'ensemble des indices i dans �1; n� tels que ��iÿ 1�=q0� soit

pair et Sk
n;2�f � � Sk

n�f � ÿ Sk
n;1�f �.

Fixons k dans �1;K� et majorons le k-ieÁ me terme de la somme
constituant E3. Pour majorer ce terme, il su�t de majorer les deux
quantiteÂ s suivantes seÂ pareÂ ment:

Es
3;k � nÿ1=2E�sup

f2F
�j�Skÿ1

n;s ÿ Sk
n;s��fM ÿPkfM�j� avec s � 1 ou s � 2 :

�4:7�
Posons Ij � ��2j� 1�qk; �2j� 2�qk ^ n� \N. Soit

V k
j �h� �

X
i2Ij

�h�X k
i � ÿ h�X kÿ1

i � � :�4:8�

Alors �Skÿ1
n;s ÿ Sk

n;s��h� �
P

j V k
j �h�, la somme eÂ tant prise sur les indices

j tels que �j2ÿk� soit de la meÃ me pariteÂ que sÿ 1. Fixons s. La pro-
position 2 assure que les variables fV k

j �fM ÿPkfM� : f 2Fg sont
indeÂ pendantes dans leur ensemble quand j deÂ crit l'ensemble d'indices
deÂ crit ci-dessus. Puisque la classeF est image admissible, les ineÂ galiteÂ s
de symeÂ trisation s'appliquent (voir Dudley (1984) pour la mesurabiliteÂ
des v.a. consideÂ reÂ es) et donc, si �ej�j est une suite de signes symeÂ triques
indeÂ pendants, indeÂ pendante de la tribu engendreÂ e par toutes les
variables deÂ ®nies auparavant,

Es
3;k � 2nÿ1=2E sup

f2F

���X ejV k
j �fM ÿPkfM�

��� !
� 2wk�dk� :�4:9�
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Il su�t donc de majorer wk�dk�. Pour cela, nous allons appliquer la
meÂ thode de chaõÃ nage conditionnellement aÁ la tribu engendreÂ e par les
variables �X k

i ;X
kÿ1
i �.

Donnons-nous des suites �xk
i �i>0 et �xkÿ1

i �i>0 d'eÂ leÂ ments de X et
posons

vk
j �h� �

X
i2Ij

�h�xk
i � ÿ h�xkÿ1

i �� :

Soit G une famille de fonctions, pouvant deÂ pendre de
�xk

1; . . . ; xk
n; x

kÿ1
1 ; . . . ; xkÿ1

n �), de cardinal exp�H�. En appliquant le le-
mme A.1. avec L�t� � 1

2 t2 supfP�vk
j �g��2 : g 2 Gg, on obtient

E sup
g2G

���X ejvk
j �g�

��� !
� 2

����
H
p

sup
g2G

�����������������������X
�vk

j �g��2
q

:�4:10�

Notons que la somme constituant vk
j �h� peut eÃ tre restreinte aÁ l'en-

semble Bj des entiers i de Ij tels que xk
i 6� xkÿ1

i . Si Bj est de cardinal nj,

alors, par l'ineÂ galiteÂ de Cauchy-Schwarz,X
j

�vk
j �g��2 �

X
j

2nj

X
i2Bj

�g2�xk
i � � g2�xkÿ1

i �� :�4:11�

La mesure de reÂ feÂ rence Qk
n choisie pour le chaõÃ nage sera donc

Qk
n � nÿ1

X
j

2nj

X
i2Bj

�dxk
i
� dxkÿ1

i
� :�4:12�

Soit Gk une partie de F, dkkF k2;Qk
n
-eÂ carteÂ e maximale pour k : k2;Qk

n

(noter que Gk est de cardinal exp�H�dk�� au plus). Soit P0k une ap-
plication de F dans Gk telle que

kf ÿP0kf k2;Qk
n
� dkkF k2;Qk

n
pour toute f 2F :�4:13�

D'apreÁ s l'ineÂ galiteÂ triangulaire,

E sup
f2F

���X ejvk
j �fM ÿPkfM�

��� !

� E sup
f2F

���X ejvk
j ��f ÿP0kf �IF�M�

��� !

�E sup
f2F

���X ejvk
j �P0kfM ÿPkfM�

��� !
:�4:14�
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En appliquant la meÂ thode de chaõÃ nage usuelle (voir Pollard (1990),
theÂ oreÁ me 3.5 page 12) au premier terme, il est facile de montrer que

E sup
f2F

���X ejvk
j ��f ÿP0kf �IF�M�

��� !
� 9

���
n
p kF k2;Qk

n
u�dk=2� :�4:15�

Pour le second terme, on note que la famille fP0kfM ÿPkfM : f 2Fg
est ®nie et de cardinal exp�2H�dk�� au plus. Par conseÂ quent, d'apreÁ s le
lemme A.1 appliqueÂ comme preÂ ceÂ demment,

E sup
f2F

���X ejvk
j �P0kfM ÿPkfM�

��� !
� 4

�����������������������������������������������������������������������
H�dk� sup

f2F

X
�vk

j �P0kfM ÿPkfM��2
r

:�4:16�

Mais, par l'ineÂ galiteÂ triangulaire suivie de (4.11) et (4.13)

sup
f2F

�������������������������������������������������X
�vk

j �P0kfM ÿPkfM��2
q
� dk

���
n
p kF k2;Qk

n
� sup

f2F

�������������������������������������������X
�vk

j �fM ÿPkfM��2
q

:�4:17�

Donc

E sup
f2F

���X ejvk
j �fM ÿPkfM�

��� !
� 9

���
n
p kF k2;Qk

n
u�dk�

� 4
�������������
H�dk�

p
sup
f2F

�������������������������������������������X
�vk

j �fM ÿPkfM��2
q

:�4:18�

Des arguments identiques aÁ ceux apreÁ s la deÂ composition (4.3) mon-
trent que l'application

xk
1; . . . ; xk

n; x
kÿ1
1 ; . . . ; xkÿ1

n

ÿ � ÿ! sup
f2F

X
vk

j fM ÿPkfM� �
� �2

est mesurable pour la tribu compleÂ teÂ e pour la loi de
�X k

1 ; . . . ;X k
n ;X

kÿ1
1 ; . . . ;X kÿ1

n � de la tribu boreÂ lienne. Donc, en inteÂ grant
(4.18) sous cette loi,
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wk�dk� � 9E�kF k2;Qk
n
�u�dk�

� 4

������������������������������������������������������������������������������������
H�dk�E sup

f2F
nÿ1

X
�V k

j �fM ÿPkfM��2
 !vuut ;�4:19�

ouÁ Qk
n deÂ signe maintenant la mesure aleÂ atoire obtenue en prenant

xk
i � X k

i et xkÿ1
i � X kÿ1

i dans (4.12). Pour controÃ ler la quantiteÂ sous le
radical, on applique encore l'ineÂ galiteÂ de symeÂ trisation (voir Pollard
(1990), theÂ oreÁ me 2.2) suivie de la majoration

�����������
a� b
p � ���

a
p � ���

b
p

, ce
qui donne: ����������������������������������������������������������������

E sup
f2F

X
�V k

j �fM ÿPkfM��2
 !vuut
�

��������������������������������������������������������������
sup
f2F

E
X
�V k

j �fM ÿPkfM��2
� �s

�
��������������������������������������������������������������������������
2E sup

f2F

��X ej�V k
j �fM ÿPkfM��2

�� !vuut :�4:20�

Pour achever la majoration, nous allons faire apparaõÃ tre une ineÂ -
quation du second degreÂ dans laquelle intervient wk�dk� aÁ l'aide d'un
theÂ oreÁ me de comparaison. Comme

jV k
j �fM ÿPkfM�j � qkkfM ÿPkfMk1 � 2qkM p.s.

et comme la fonction x! x2 est lipschitzienne de rapport 4Mqk sur
�ÿ2Mqk; 2Mqk�, le theÂ oreÁ me 4.12 de comparaison dans Ledoux et
Talagrand (1991) (appliqueÂ conditionnellement aux variables X k

i et
X kÿ1

i ) assure que

E sup
f2F

���X ej�V k
j �fM ÿPkfM��2

��� !
� 8qkM

���
n
p

wk�dk� :�4:21�

Majorons l'autre terme de (4.20). D'apreÁ s (4.11),
P�V k

j �g��2
� nQk

n�g2�. Donc
E
X
�V k

j �g��2
� �

�2qk

X
j

X
i2Ij

E �g2�X k
i � � g2�X kÿ1

i ��IX k
i 6�X kÿ1

i

� �
;�4:22�

car nj � qk. Notons jIjj le cardinal de Ij. D'apreÁ s (ii) de la proposition
2 et (3.3),
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X
i2Ij

E �g2�X k
i � � g2�X kÿ1

i ��IX k
i 6�X kÿ1

i

� �

�
XjIjj

i�1
E �g2�X �i � � g2�Xi��
ÿ �

IXi 6�X �i

�
�
X
i>0

E�b�i0�X �i �g2�X �i � � bi0�Xi�g2�Xi� �

� 4
X
i>0

EP �big2� � EQ�g2� ;�4:23�

si les fonctions bi sont deÂ ®nies par (3.5). Donc, pour la mesure positive
Q du theÂ oreÁ me 1,

E
X

j

�V k
j �g��2

 !
�
X

j

2qkEQ�g2� � nEQ�g2��4:24�

(rappelons que q0 � n et que la sommation porte sur les entiers j tels
que �j2ÿk� ait meÃ me pariteÂ que sÿ 1). De plus, si g � fM ÿPkfM alors

EQ�g2� � EQ��f ÿPkf �2IF�M� � EQ��f ÿPkf �2� � d2k :�4:25�

En mettant bout aÁ bout (4.19), (4.20), (4.21), (4.24) et (4.25), nous
obtenons l'ineÂ quation du second degreÂ en

��������������
wk�dk�

p
suivante:

wk�dk� � wk � 16�nÿ1=2qkMH�dk��1=2
��������������
wk�dk�

p
;�4:26�

ouÁ

wk � 9E�kF k2;Qk
n
�u�dk� � 4dk

�������������
H�dk�

p
:

L'eÂ tude du signe du trinoÃ me montre alors que��������������
wk�dk�

p
� 8

��������������������������������
nÿ1=2qkMH�dk�

q
�

������������������������������������������������
wk � 64nÿ1=2qkMH�dk�

q
:�4:27�

En eÂ levant au carreÂ , nous en deÂ duisons que

wk�dk� � 28nÿ1=2qkMH�dk� � 2wk

� 27�nÿ1=2qkÿ1MH�dk� � dkÿ1
�������������
H�dk�

p
� � 18E�kF k2;Qk

n
�u�dk� :�4:28�

Les coe�cients de meÂ lange interviennent dans (4.28) aÁ travers
E�kF k2;Qk

n
�. Pour majorer cette quantiteÂ , on note d'abord que

E�kF k2;Qk
n
� � �E�kF k22;Qk

n
� �1=2, puis on applique (ii) de la proposition

2. Ainsi
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E�kF k2;Qk
n
�

� �2
� 2

qk

Xqk

i�1

Xqk

j�1
E IXi 6�X �i IXj 6�X �j �F 2�Xi� � F 2�X �i ��
� �

� 4

qk

Xqk

i�1

Xqk

j�1

Z bi^bj

0

Q2
F �u�du ;�4:29�

puisque P�Xi 6� X �i ;Xj 6� X �j � � bi ^ bj. Donc

E�kF k2;Qk
n
�

� �2
� 4

qk

Z 1

0

�bÿ1�u� ^ qk�2Q2
F �u�du :�4:30�

En sommant en k, il est facile d'en deÂ duire queXK

k�1
E�kF k2;Qk

n
�

� �2
� 16

Z 1

0

bÿ1�u�Q2
F �u�du :�4:31�

Le premier terme de (4.28) est, aÁ un facteur 25 preÁ s, le majorant
obtenu pour E1;kÿ1 dans (4.4). La somme en k est donc majoreÂ e co-
mme E1 dans (4.6), aÁ un facteur 25 preÁ s. Pour majorer la quantiteÂ
obtenue en sommant en k le second terme, on applique l'ineÂ galiteÂ de
Cauchy-Schwarz suivie de (4.31). AinsiXK

k�1
wk�dk� � 800 1� 2nÿ1=2qMdÿ1

�����������
H�d�

p� �
u�d�

� 72kF k2;b
XK

k�1
u2�dk�

 !1=2

:�4:32�

En®n, d'apreÁ s (4.9), E3 est infeÂ rieur ou eÂ gal aÁ 4w1�d1� �� � � � 4wK�dK�.

4.3. Fin de la preuve de la proposition 3

La majoration de E2 est identique aÁ celle du module de continuiteÂ du
processus empirique dans le cas indeÂ pendant et est donc laisseÂ e au
lecteur. Comme kF k2;b � 1=2, Nous deÂ duisons donc de (4.6) et (4.32)
que

E1 �E2 �E3 � 6425 1� 2nÿ1=2qMdÿ1
�����������
H�d�

p� �
u�d�

� 288
XK

k�1
u2�dk�

 !1=2

:�4:33�

Pour conclure, il nous reste aÁ montrer que

604 E. Rio



XK

k�1
u2�dk�

 !1=2

� 9

Z d

0

������������������������
H�x�L�d=x�

p
dx :�4:34�

En appliquant le theÂ oreÁ me de Fubini et ensuite le lemme 2,XK

k�1
u2�dk� � 16

Z d

0

Z d

0

��������������������
H�x�H�y�

p XK

k�1
Idk>x_y dx dy :

Or XK

k�1
Idk>x_y � 3

log 2
L

d
x _ y

� �
� 3

log 2

���������������������������
L�d=x�L�d=y�

p
puisque dk � d2ÿk=3, et une seconde application du theÂ oreÁ me de Fu-
bini donne (4.34). Par conseÂ quent, la proposition 3 est eÂ tablie pour
C0 � 60000.

4.4. Un TLC uniforme sous la condition d'entropie universelle de Pollard

Revenons sur la majoration de E3. L'ineÂ galiteÂ (4.32) provient de (4.28)
et (4.30) via l'ineÂ galiteÂ de Cauchy-Schwarz. Supposons seulement
u�1� <1. Alors l'ineÂ galiteÂ de Cauchy-Schwarz est ine�cace, et nous
pouvons seulement montrer aÁ partir de (4.28) et (4.30) que

E3 � 3200u�d� 2qM
�����������
H�d�p

d
���
n
p �

XK

l�0
2ÿl
Z 1

0

bÿ1�u� ^ 2lÿ �2
Q2

F �u�du
� �1=2

�1
 !

:

�4:35�
Cette majoration conduit aÁ la proposition suivante.

Proposition 4. Sous la contrainte de b-meÂlangeX
n>0

QF �bn��bn=n�1=2 <1 ;�a�

il existe une constante C deÂpendant uniquement des coe�cients de b-
meÂlange et de F , telle que pour tout entier q dans �1; n� puissance de 2 et
tout d dans �0; 1�,

E sup
f2F
jZn�fM ÿPdfM�j

 !
� C�1� nÿ1=2qMdÿ1H�d� �u�d� � 4

���
n
p

Mbq :

Preuve. La proposition 4 reÂ sulte de (4.3), (4.6) et (4.35), en notant que
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X1
l�0

2ÿl=2
Z 1

0

�bÿ1�u� ^ 2l�2Q2
F �u�du

� �1=2

<1

si la condition (a) de la proposition 4 est reÂ aliseÂ e. j

Sous la condition de b-meÂ lange (a), cette proposition conduit au
TLC uniforme suivant.

TheÂ oreÁ me 3. Soit �Xi�i2Z une suite stationnaire de variables aleÂatoires de
loi P , satisfaisant la condition de meÂlange

P
n>0�bn=n�1=2 <1. Soit F

une classe de fonctions numeÂriques image admissible, de fonction en-
veloppe F veÂri®ant (a) de la proposition 4 et de fonction d'entropie
universelle H telle que

R 1
0

����������
H�x�p

dx <1. Alors les conclusions du
theÂoreÁme 1 sont valides.

Remarque. SiF est une classe de fonctions numeÂ riques uniformeÂ ment
borneÂ es, la condition (a) de la proposition 4 sera reÂ aliseÂ e deÏ s queP

n>0�bn=n�1=2 <1. En particulier la condition de b-meÂ lange
bn � O�nÿ1�log n�ÿ2ÿe� pour un certain e > 0 est su�sante pour le
TLC uniforme. Si la fonction enveloppe F est telle que P �F > x� �
O�xÿr�, alors (a) sera reÂ aliseÂ e deÏ s que bn � O�nÿr=�rÿ2��log n�ÿ2ÿe� pour
un certain e > 0.

Annexe: une version d'un lemme de Pisier

Dans cette annexe1, nous donnons un majorant du maximum d'un
nombre ®ni de variables aleÂ atoires reÂ elles ayant une transformeÂ e de
Laplace uniformeÂ ment majoreÂ e.

Lemme A.1. ConsideÂrons N variables aleÂatoires reÂelles Z1; . . . ;ZN .
Supposons qu'il existe une fonction convexe L ®nie et croissante sur un
voisinage aÁ droite de 0, telle que logE�exp�tZi�� � L�t� pour tout t
positif et tout i dans �1;N �. Soit hL sa transformeÂe de Young. Alors
E�maxfZ1; . . . ;ZNg� � hÿ1L �logN�.

Preuve. D'apreÁ s l'ineÂ galiteÂ de Jensen, pour tout t positif,

tE�maxfZ1; . . . ;ZNg� � ÿ L�t� � logE�exp�tmaxfZ1; . . . ;ZNg� � ÿ L�t�

� log
XN

i�1
E�exp�tZi��

 !
ÿ L�t�� logN :

1Je remercie P. Massart de m'avoir suggeÂ reÂ la forme preÂ sente du lemme A.1.
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Donc, en maximisant en t, hL�E�maxfZ1; . . . ; ZNg� �� � logN , ce qui
acheÁ ve la preuve. j

Corollaire A.1. Soient Y1; . . . ; Yn des v.a. indeÂpendantes, aÁ valeurs dans
X. Soit G une famille ®nie de fonctions mesurables de X dans �ÿC;C�,
de cardinal exp�H�. Posons Tn�g� � g�Y1� � � � � � g�Yn� et
V � supfE�g2�Y1� � � � � � g2�Yn�� : g 2 Gg Alors

E�supfTn�g� ÿE�Tn�g�� : g 2 Gg� �
���������
2VH
p

� �CH=3� :
Preuve. Le lemme A.1 s'applique avec L�t� � Vt2=�2ÿ 2Ct=3�. Si
k � hÿ1L �z�, alors la droite d'eÂ quation y � kxÿ z est tangente aÁ l'hy-
perbole y � L�x�, et donc l'eÂ quation 2�kxÿ z��1ÿ Cx=3� � Vx2 a une
racine double en x. Donc D � �kÿ Cz=3�2 ÿ 2zV � 0, et par con-
seÂ quent k � �������

2Vz
p � Cz=3, ce qui acheÁ ve la preuve.

ReÂ feÂ rences

Andersen, N.T., GineÂ , E., Ossiander, M., Zinn, J.: The central limit theorem and the

law of iterated logarithm for empirical processes under local conditions. Probab.
Th. Rel. Fields 77, 271±305 (1988)

Arcones, M.A. and Yu, B.: Central limit theorems for empirical and U-processes of
stationary mixing sequences. J. Theoret. Prob. 7, 47±71 (1994)

Bolthausen, E.: The Berry-Esseen theorem for functionals of discrete Markov chains.
Z. Wahrsch. verw. Gebiete 54, 59±73 (1980)

Bolthausen, E.: The Berry-Esseen theorem for strongly mixing Harris recurrent

Markov chains. Z. Wahrsch. verw. Gebiete 60, 283±289 (1982)
Dellacherie, C.: CapaciteÂ s et processus stochastiques. Ergebnisse der mathematik und

ihrer grenzgebiete. Springer, Berlin (1972)

Delyon, B.: Publication interne IRISA Rennes (1990)
Donsker, M.: Justi®cation and extension of Doob's heuristic approach to the

Kolmogorov-Smirnov's theorems. Ann. Math. Stat. 23, 277±281 (1952)

Doukhan, P.: Mixing. Properties and Examples. Lecture Notes in Statistics 85. Berlin.
Springer 1994

Doukhan, P., Massart, P., Rio, E.: The functional central limit theorem for strongly
mixing processes. Annales inst. H. PoincareÂ Probab. Statist. 30, 63±82 (1994)

Doukhan, P., Massart, P., Rio, E.: Invariance principles for absolutely regular
processes. Ann. Inst. H. PoincareÂ Probab. Statist. 31, 393±427 (1995)

Dudley, R.M.: Central limit theorems for empirical measures. Ann. Probab. 6. 899±

929 (1978)
Dudley, R.M.: A course on empirical processes. Ecole d'eÂ teÂ de probabiliteÂ s de Saint-

Flour XII-1982. Lectures Notes in Math. 1097, 1±142. Berlin: Springer (1984)

Goldstein, S.: Maximal coupling. Z. Wahrsch. verw. Gebiete 46, 193±204 (1979)
Gorodetskii, V.V.: On the strong mixing property for linear sequences. Theory

Probab. Appl. 22, 411±413 (1982)
Hall, P., Heyde, C.C.: Martingale limit theory and its applications. Academic Press

1980

Processus empiriques absolument reguliers 607



Ibragimov, I.A., Linnik, Y.V.: Independent and stationary sequences of random

variables. Amsterdam: Wolters-Noordho� 1971
Kolchinskii, V.I.: On the central limit theorem for empirical measures (In Russian).

Teor. vero. i. mat. stat. (Kiev) 24, 63±75 (1981)

Ledoux, M., Talagrand, M.: Probability in Banach spaces. Isoperimetry and
Processes. Berlin: Springer 1991

Levental, E.: Uniform limit theorems for Harris recurrent Markov chains. Probab.

Th. Rel. Fields 80, 101±118 (1988)
Ossiander, M.: A central limit theorem under metric entropy with L2-bracketing.

Ann. Probab. 15, 897±919 (1987)

Pham, T.D., Tran, L.T.: Some mixing properties of time series models. Stochastic
Process. Appl. 19, 297±303 (1985)

Pollard, D.: A central limit theorem for empirical processes. J. Aust. Math. Soc. Ser.
A 33, 235±248 (1982)

Pollard, D.: Convergence of stochastic processes. Berlin: Springer 1984
Pollard, D.: Empirical processes : theory and applications. NSF-CBMS Regional

Conference Series in Probability and Statistics. Hayward-Alexandria: IMS-ASA

1990
Skorohod, A.V.: On a representation of random variables. Theory Probab. Appl. 21,

628±632 (1976)

Tuominen, P., Tweedie, R.L.: Subgeometric rates of convergence of f-ergodic
Markov chains. Adv. Appl. Prob. 26, 775±798 (1994)

Viennet, G.: Inequalities for absolutely regular sequences: application to density
estimation. Prob. Th. Rel. Fields 107, 467±492 (1997)

Volkonskii, V.A., Rozanov, Y.A.: Some limit theorems for random functions I.
Theory Probab. Appl. 4, 178±197 (1959)

608 E. Rio


