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Résumé. Nous étendons le théoréme limite central fonctionnel de
Pollard pour les processus empiriques indexés par des familles de
fonctions # d’entropie universelle intégrable aux suites d’observa-
tions absolument régulieres et stationnaires. Sous des conditions
d’entropie universelles sur # raisonnables, nous montrons un théo-
réme limite central uniforme pour les suites de variables aléatoires
absolument réguli¢res et stationnaires sous la condition minimale de
sommabilité des coefficients de f-mélange >, f, < oco.

1. Introduction

Soit (X;);cz une suite de variables aléatoires a valeurs dans 2 espace
polonais muni de sa tribu borélienne #(Z), strictement stationnaire.
Soit P la loi commune des observations, P, = n~!(dy, + -+ dx,) la
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probabilité empirique, et Z, = v/n(P, — P) la mesure empirique cen-
trée et normalisée. Soit % une classe de fonctions mesurables de 2
dans R, de carré intégrable sous P.

1.1. Observations indépendantes

Supposons les variables X; indépendantes. La théorie des théorémes
limites centraux (TLC) uniformes pour le processus empirique nor-
malis¢ {Z,(f):f € Z} a commencé par I’¢tude de la convergence
uniforme du processus empirique sur certaines classes de parties. Le
premier résultat est celui de Donsker (1952) pour la classe
F ={lj_,, :t € R}. Dans son article fondateur, Dudley (1978) a
donné une définition rigoureuse de la notion de TLC uniforme en
termes de convergence faible du processus empirique Z, dans I’espace
de Banach (pas toujours séparable) ¥ (). 1l a aussi donné deux
conditions suffisantes pour le TLC uniforme dans le cas des classes de
parties. La premicre est une condition portant sur 'intégrabilité de
I’entropie avec crochets dans #;(P). La seconde est la propriété
combinatoire de Vapnik et Chervonenkis, vérifiée par un certain
nombre de classes de parties usuelles, telles que la classe des inter-
valles, la classe des polygones a nombre de faces borné, la classe des
boules euclidiennes, etc... Dans ce cas le TLC uniforme est vérifié pour
toute probabilité P. Depuis la théorie des TLC uniformes pour les
processus empiriques a été¢ développée dans la direction des classes de
fonctions. Dudley (1984) a étendu son résultat sur les classes de parties
d’entropie avec crochets dans % (P) intégrable aux classes de fonct-
ions bornées. Puis, en tronquant les fonctions de fagon adaptative,
Ossiander (1987) a étendu ce résultat aux classes de fonctions d’en-
tropie avec crochets dans %, (P) intégrable. Nous renvoyons a An-
dersen et al. (1988) pour des résultats plus récents et une bibliographie
détaillée. Une autre approche possible est de considérer des classes de
fonctions d’entropie universelle intégrable. Pour ces classes, Kol-
chinskii (1981) et Pollard (1982) ont obtenu un TLC uniforme sous
des conditions sur I’entropie universelle L' et sur I’entropie universelle
L?, étendant ainsi le TLC uniforme de Dudley pour les classes de
parties de Vapnik-Chervonenkis aux classes de fonctions.

1.2. Observations faiblement dépendantes

Il existe de nombreuses notions de dépendance faible [voir Doukhan
(1994)]. Nous allons ici considérer ici celles qui s’expriment en termes
de coefficients de mélange entre des tribus engendrées par le passé et le
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futur de la suite (X;),.z. Nous renvoyons a Doukhan et al. (1995) pour
une bréve historique des résultats de convergence des processus em-
piriques connus sous diverses conditions de mélange. Nous nous
intéressons ici aux suites dites absolument réguliéres ou encore f-
mélangeantes, pour lesquelles les coefficients de mélange sont définis
en termes de convergence en variation de la loi du futur apres l'instant
n conditionnellement au passé avant I'instant 0 vers sa limite. Cette
notion de dépendance est bien adaptée a 1’étude des processus em-
piriques, car elle permet I'utilisation de techniques de couplage, qui
sont I’analogue non markovien des techniques de renouvellement
pour les chaines de Markov irréductibles, apériodiques et positive-
ment récurrentes.

Les premieres extensions des TLC fonctionnels généraux con-
cernent les chaines de Markov. Levental (1988) a étendu le TLC
uniforme de Pollard (1982) aux chaines de Markov stationnaires,
ayant une unique loi invariante et dont les temps de renouvellement
ont un moment d’ordre 2 + ¢ fini. Le fait remarquable est que la
condition sur la fonction d’entropie universelle est la méme que dans
le cas indépendant. Ces chaines sont souvent absolument régulieres et
la vitesse de décroissance de leurs coefficients de régularité est liée aux
propriétés d’intégrabilité de leurs temps de renouvellement [voir
Bolthausen (1980, 1982), Tuominen et Tweedie (1994)]: dans certains
cas I’existence d’un moment d’ordre 2 4+ 6 des temps de renouvelle-
ment est équivalente a la condition > n°B, < oo, et les coefficients de
mélange fort sont alors du méme ordre de grandeur ceux de f-mé-
lange.

Les suites f-mélangeantes comprennent cependant d’autres ex-
emples d’intérét que les chaines de Markov. Par exemple les processus
linéaires sont f-mélangeants sous certaines conditions [Gorodetskii
(1982), Pham et Tran (1985) ou Doukhan (1994)]. Récemment, Ar-
cones et Yu (1994) ont obtenu un TLC fonctionnel pour les suites f-
mélangeantes générales, mais en se restreignant a des familles de
fonctions un peu moins générales, appelées classes sous-graphes de
Vapnik-Chervonenkis. Les conditions de meélange imposées sont
toujours un peu plus fortes que celles impliquant le TLC usuel pour les
sommes partielles normalisées. Le second TLC fonctionnel général est
I’extension de Doukhan et al. (1995) du théoréme d’Ossiander (1987)
aux suites f-mélangeantes. La encore, les conditions de mélange de-
mandées ne sont pas minimales (voir Doukhan et al. (1995), pages
403-405) sauf pour les classes plongées dans ¥ (P) et d’entropie
dans % (P) intégrable.
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Dans cet article, nous allons donner une extension des théorémes
de Kolchinskii et de Pollard aux suites d’observations S-mélangeantes.
Nous réussissons ici partiellement: la condition de f-mélange requise
est identique a celle du TLC usuel pour les sommes normalisées mais
la condition sur I’entropie universelle L> de la classe .Z est un peu plus
forte que dans le cas indépendant.

Pour obtenir ce résultat, nous nous servons d’une inégalité de
variance de Viennet (1997), établie a partir de I'inégalité de covariance
de Delyon (1990), qui montre ’existence d’'une mesure positive et
bornée Q pour laquelle I'écart-type de Z,(f) est majoré par la norme
de f dans #,(Q). Cette mesure positive Q joue le role que P jouait
dans le cas indépendant, et sert donc de mesure de référence dans le
chalnage restreint. La seconde innovation technique réside dans
I'utilisation d’un théoréeme de couplage maximal de Goldstein (1979),
qui nous permet de remplacer la suite de variables initiales succes-
sivement par des suites de variables de plus en plus proches d’une suite
indépendante au fur et a mesure que nous considérons des réseaux de
maille de plus en plus petite.

Dans la section 2, nous donnons le résultat principal, ainsi que
quelques applications. La section 3 est consacrée au théoréme de
couplage maximal et a ses conséquences. Enfin nous montrons la
tension du processus empirique dans la section 4.

2. Définitions et résultats

Dans la suite, I’espace probabilisé sous-jacent (Q, 7 ,IP) est supposé
contenir une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1], indépen-
dante de la suite (X;),.z. On suppose de plus I'existence d’une fonction
positive et mesurable F de 2 dans R telle que |f| < F pour tout
élément f de 7.

Définition 2.1. Pour toute mesure positive Q et toute fonction numérique
f intégrable sous O, on pose Eo(f) = [ fdQ. Pour tout réel r > 1, on
note %.(Q) lespace des fonctions numériques [ telles que |f|" soit
intégrable sous Q et on le munit de la norme usuelle || .||, ,, définie par
1fll.o = [1f1dQ. On note £(Q) l'espace des fonctions essentielle-
ment bornées sous Q.

Définition 2.2. Soit d un écart sur F et soit 6 > 0. Une partie 9 de F
est dite d-écartée pour d si, pour tout couple (f,g) d’éléments distincts
de 4, on a d(f,g) > 5. Une partie -écartée est dite maximale si il
n’existe pas de partie d-écartée la contenant strictement.
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Définition 2.3. Soit r > 1 et 6 dans |0, 1]. Pour Q loi sur X telle que F
soit dans ¥ ,(Q), on note NF (6, 7, Q) la borne supérieure des cardinaux
des parties finies G de F qui sont 0||F||, o -écartées pour I'écart associé d
-1l o- On définit la fonction d’entr ople HE(8,7,0) comme le loga-
rithme de NY(8,7,0)V 2. Soit </ (X) I'ensemble des lois de pro-
babilités de support fini sur . On pose

HY (6, 7) = sup{H] (3, 7,0): Q € A ()} .

Cette fonction est appelée fonction de (7)-entropie universelle de (, F).

Comme pour les suites indépendantes, la classe .# doit satisfaire a
une condition de mesurabilité. Nous supposerons donc que la classe
Z est I'image admissible d’un espace localement compact a base
dénombrable % muni de sa tribu boré¢lienne %4(%).

Définition 2.4. Soit F est dite image admissible si il existe un espace
localement compact a base dénombrable % muni de sa tribu borélienne
B(W) et une application surjective T de % sur F telle que I'application
de (X x %, B(X)® B(%¥)) dans R muni de sa tribu borélienne qui a
(x,y) associe T(y)(x) soit mesurable.

Rappelons la notion de dépendance faible utilisée ici.

Définition 2.5. Soient </ et # deux sous-tribus de (Q, 7 ,IP). Le coef-
ficient de p-mélange (ou d’absolue régularité) de Volkonskii et Rozanov
(1959) est défini par

B, %) ——sup{ZZ\IPA nB)) P(A)IP(B»\} :

iel jeJ

le maximum étant pris sur toutes les partitions finies (4;);; et (B;) ., de

Q composées respectivement d’éléments de o/ et de .

Définition 2.6. Pour k et | dans Z, on pose Fy=oa(X;:i<k) et
Y1 =0(X;:i>1). Les coefficients (B,),~, de p-mélange de la suite sta-
tionnaire (X,)ieZ sont définis par o, =1 et , = p(Fo,%9,) pour n > 0.

jeJ

Rappelons que la variance d’un processus empirique associé a une
suite d’observations fS-mélangeantes peut différer fortement de la
variance d’un processus empirique associé¢ a des observations indé-
pendantes. En particulier la distance usuelle sur #;(P) ne majore pas
la distance induite par la covariance du processus empirique. Cepen-
dant les inégalités de variance de Viennet (1997), résumées dans la
proposition ci-dessous, montrent 1’existence d’une mesure positive O
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de masse totale finie telle que la distance induite par la covariance du
processus empirique soit majorée par la distance usuelle sur #»(Q).

Proposition 1. Pour la suite (f,),~, des coefficients de f-mélange de la
suite (X;),c, définie ci-dessus, il ‘existe une suite (bi);~o de fonctions
mesurables de X' dans [0, 1], telle que IEp(b;) < p; et, pour tout i > 0 et
toute fonction f dans &> (P),

() ICov(f (Xo), £(X0))] < 2 / bif>dP |

Supposons que ) f, converge et posons B=144%"._b;. Alors B est
dans ¥ (P) et Q = BP est une mesure positive de masse finie telle que,
pour toute f dans ¥»(Q),

(6) Var Z,(f) < Var f(x) + 23 [Cov(r(X0). /()| < [ fa0
i>0 z

Soit T'(f,f) = Var f(Xo) +2>,.0Cov(f(Xo), f(X;)). Alors, pour f

dans %»(Q),

(c) nangoVar Z,(f) =T, f) et T(f,f) < ”fH%Q :

Bien que cette proposition soit montrée dans Viennet (1997), il est
important pour nous d’avoir une forme explicite des variables b; a
I’aide du théoréme de couplage maximal. Nous construirons donc les
variables b; dans la section 3. Les résultats ci-dessous seront établis
uniquement pour les variables b; définies dans la section 3 par (3.5).

Sous la contrainte de f-mélange ), f5, < oo le TLC d’Ibragimov et
Linnik (1971) entraine la convergence marginale dans % (P) (voir
Hall et Heyde (1980) pour une preuve compléte de ce TLC). Soit F#
une classe de fonctions incluse dans #»(Q). En partant de la propo-
sition 1 et en appliquant la méthode de troncature d’Ibragimov et
Linnik (1971), il est facile de montrer la convergence des marginales de
dimension finie de {Z,(f) : f € & } vers celles d’un vecteur gaussien de
fonction de covariance I'. La question naturelle est donc de savoir si il
est possible d’¢tendre le TLC uniforme de Pollard (1982) pour les
suites indépendantes aux classes de fonctions d’entropie universelle L
intégrable ayant une fonction enveloppe F dans #,(Q). Cependant un
tel résultat semble assez difficile d’acces. Comme Doukhan et al.
(1995), nous demanderons a F d’étre dans le sous-espace de ¥»(Q)
défini ci-dessous.

Définition 2.7. Supposons que ), f, < oo. Soit B () =
inf{k € N : B, <u} la fonction inverse de la fonction ff:x — Brq- On
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note Qy la fonction de quantile de |f(Xo)|, qui est l'inverse cadlag de la
Sfonction t — P(|f(Xo)| > t). Soit Lp(P) [l'espace des fonctions
numeriques f telles que

@.1) HNM—/ﬁ u)d < oo .

Notons ||f |, 4 le réel positif défini par (2.1). Alors (ZL25(P), || - |l 5) est
un espace vectoriel normé contenant #,(P) (voir Doukhan et al.
(1995) pour plus de détails). Si O est la mesure définie dans la pro-
position 1, alors (voir Viennet (1997) lemme 2.2.2)

(22)  |[fllag < 2Ifll2y et par conséquent £24(P) € £(Q) -

Donnons maintenant un TLC uniforme sous une condition d’entropie
universelle L pour des classes de fonctions non bornées. Ce théoréme
est la conséquence d’une majoration des fluctuations donnée dans la
section 4. Cette majoration permet aussi d’obtenir un TLC uniforme
sous la condition d’entropie universelle de Pollard, quitte a renforcer
les hypothéses sur les coefficients de mélange et la fonction enveloppe.

Théoréme 1. Soit (X;),., une suite stationnaire de variables aléatoires de
loi P, satisfaisant la condition de mélange Y, . f, < co. Soit F une
classe de fonctions numériques image admissible. Supposons qu’il existe
une fonction F dans &> g(P) pour laquelle |f| < F pour toute f dans F
et que

/ \/HFx, )log(1/x)dx < oo .

Alors il existe une suite (Z) )n>0 de processus gaussiens indexés par F ,
de fonction de covariance I et a trajectoires p.s. uniformément continues
pour la métrique induite sur F par ¥,(Q), telle que

sup|Z,(f) —Z(")(f)‘ Lo quand n — oo .

feF
Nous allons maintenant comparer ce théoréme avec les résultats ex-
istants.

Supposons que # = {llg:S € .9} pour une certaine classe de
parties ¥ et que la fonction H} (., 7) est finie au voisinage de 0. Alors
& est une classe de parties possédant la propriété combinatoire de
Vapnik et Chervonenkis. Un résultat de Dudley (1978) assure alors
que Hl(x,#) = O(log(1/x)) quand x — 0. Le théoréme 1 s’applique
donc ddns ce cas, et améliore des résultats antérieurs de Arcones et Yu
(1994) et de Doukhan et al. (1995) pour les classes de parties.
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Prenons maintenant I’exemple des classes de sous-graphes Vapnik-
Chervonenkis, dont la fonction enveloppe F est dans %5 3(P). Pour
ces classes HI'(x,7#) = O(log(1/x)) quand x — 0. Le théoréme 1
donne donc le TLC uniforme sous des conditions de mélange plus
faibles que celles proposées par Arcones et Yu (1994): si F est dans
Z,(P), alors la condition de mélange s’écrit Y., n*"=2B, < oo et, si
les coefficients de f-mélange décroissent géométriquement, alors F est
dans % 3(P) dés que Ep(F*log" F) < oo.

Soit maintenant une classe de fonctions # plongée dans ¥ (P),
dont la fonction d’entropie dans % (P) satisfait la condition intégrale

/\/H x, 7 )log(1/x)dx < oo .

Alors # satisfait TLC uniforme. Cependant le théoréme 1 dans
Doukhan et al. (1995) donne le méme résultat sous une condition
d’entropie plus faible. En fait la sous-optimalité du théoreme 1 pour
’entropie dans Z(P) provient d’un choix inadéquat des paramétres
du chainage et non de la technique de couplage maximal.

3. Couplage maximal

Le TLC fonctionnel résulte de la convergence des marginales de di-
mension finie, qui est une conséquence du TLC de Doukhan et al.
(1994) et de la tension du processus empirique sous la métrique induite
sur # par %»(Q) (voir Pollard (1990), théoreme 10.2).

Pour établir la tension, nous allons utiliser le théoréeme de couplage
maximal (Goldstein (1979), théoréme 3.3) ci-dessous.

Théoréme 2. Soit (&;),.4 une suite de variables aléatoires a valeurs dans
un espace polonais X . Supposons que (Q, 7 ,P) contient une variable U
de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de (&;);.5. Alors on peut cons-
truire une suite (&;),., de méme loi que la suite (&;),.,, indépendante de
oy =0( i <0), mesurable pour la tribu engendrée par U et (&;),.4,
et couplée avec la suite initiale ainsi. Soit B, = a(&; 1 i > n). Pour tout
entier n > 0,

P(& = & pour tout k> n)=1— p(Ly, B,) .
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3.1. Couplage maximal et processus empiriques

Les critéres de tension récents pour les processus empiriques [-
mélangeants sont fondés sur une forme affaiblie du théoréme 2: la
suite (X;),.z est remplacée par une suite de variables ayant des
propriétés d’indépendance convenables. On majore alors 'erreur due
a la substitution ainsi que les fluctuations du processus empirique
associé a la nouvelle suite. Comme les auteurs précédents, nous allons
commencer par cette substitution en un coup.

Soit K un entier naturel a débattre et go = 2X. En appliquant
récursivement le théoréme 2, il est facile de constuire une suite (X?),.,

1

de variables aléatoires ayant les propriétés suivantes. Si g = g, alors

1. Pour tout i positif, UY = (X7 ..., X0,
l]i = (AX}q+17 s 7‘Xviq+q)'

2. Les blocs (Uy)),-, sont indépendants ainsi que les blocs (US;_ ) ,~q-

3. De plus IP(U; # UP) < B, pour tout i > 0.

) a méme loi que

L’erreur de substitution se majore alors grace au lemme suivant
dans le cas des classes de fonctions bornées (voir Doukhan et al.
(1995) pages 407-408 pour la preuve).

Lemme 1. Posons S°(f) = f(X?) + - + f(X°) et Z°(f) = n1/2(SO(f)
—nEp(f)). Soit F y une classe de fonctions de X dans [—M , M|, image
admissible. Alors

€Ty

(s - 201) <2,

Pour un choix convenable de ¢ (voir section 4), le majorant du lemme
1 tendra vers 0 quand » tend vers I'infini, et nous serons donc ramenés
au module de continuité de Z°.

La différence essentielle avec le cas indépendant réside dans les
contrdles exponentiels pour les variables |Z°(f) — Z%(g)| pour f et g
bornées par M et proches dans #»(Q). Pour les variables indépen-
dantes, I'inégalité de Bernstein (voir Pollard (1984) pages 191-194)
s’applique avec M comme borne commune des variables et donc
loscillation du processus Z, sur des réseaux de petite maille est
convenablement majorée (voir Pollard (1984) pour une description
détaillée de la méthode de chainage restreint utilisée dans le cas in-
dépendant). Par contre, pour le processus Z° obtenu dans le cas -
melangeant, I'inégalité de Bernstein s’applique avec goM comme borne
commune des variables. Ce nombre peut étre trés proche de y/n. Une
application sans discernement de la méthode de chainage restreint
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donne alors de trop grandes erreurs sur les réseaux de petite maille.
Pour remédier a cet inconvénient, nous allons utiliser le théoréme 2
pour remplacer progressivement le processus empirique Z° par des
processus Z* associés a des suites de blocs indépendants de largeur
gr = qo2~% au fur et 4 mesure que nous prendrons des réseaux de
maille plus en plus petite. Nous pourrons alors utiliser I'inégalité de
Bernstein avec Mg, comme borne commune des variables a la k-ieme
étape du chainage et obtenir ainsi la tension sous des conditions moins
restrictives.

Nous devons donc construire de proche en proche des suites
(XF),., de variables possédant des propriétés analogues aux propriétés
1, 2 et 3 avec ¢ = qo2~*. Pour ce faire, nous allons nous placer
dans un bloc Ul = (x? , X2 ) et construire les variables

ig+1o i
(Xig1:- - Xigg) par - induction sur £ & partir du bloc initial U et d’un
stock d’ 1nnovat1ons indépendantes de loi uniforme sur [O, 1]. Le
procédé de construction sera identique a I'intérieur de chaque bloc. 11
nous suffit donc de détailler la construction effectuée dans le premier
bloc.

Soit ¢ = go. Prenons i = 0 et construisons la suite (X|,...,X,) a
partir de U] et de variables auxiliaires. Soit (i;),-, une suite de vari-
ables indépendantes de loi uniforme sur [0, 1], indépendante des suites
de v.a. ci-dessus. D’apres le lemme de Skorohod (1976), il existe une
suite (X*),. ayant méme loi que (X;),.z. telle que les variables de
cette suite sont des fonctions mesurables de (ug,X7,...,X]) et
(X7, .., X)) = (x7*,...,X2*) p.s. En appliquant le théoréme 2 de
couplage maximal nous allons remplacer la seconde moitié de la suite
X,....Xx qo ) par une suite de variables ne dépendant pas des variables
définies antérieurement. Appliquons le théoréme 2 aux variables
& =X, . Nous obtenons ainsi une suite ()., de variables aléa-
toires 1ndependante de la suite X**. La suite (X;'*),., est alors définie
par X" = &, ~pour tout i € Z. Pour finir, on pose X! = X pour i
dans [1 q1] et X! = X" pour i € [q1 + 1,2q1].

Comme les suites finies (Xl.l)l.e[lm et (X}\,); e[l Sont indépen-
dantes et ont méme loi que (X; )le[l > Dous pouvons reprendre ce
procédé pour la suite (X}'); sur les deux sous-intervalles de longueur
q1 = qo/2 a I'aide de nouvelles variables auxiliaires indépendantes de
toutes les variables ci-dessus. En procédant par induction, on montre

aisément la proposition suivante.

Proposition 2. Soit K entier naturel et gy = 2X. On peut construire une
Samille (X¥) i>o de suites de variables aléatoires par induction sur k dans

[0,K] ayant les propriétés suivantes:
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(i) Soit q = qo. Posons W; = (X* g1 7Xi]§1+q)ke[o,1<]- Alors les blocs

(W:);»o sont équidistribués. De plus les blocs (Wa;);~, sont indé-
pendants ainsi que les (%i+1)i>0'

. k_ (yk-1 k-1 3 ;
(it) Posons Wi = (X515 s Xy 00 Xaigei1s - X(ipa,, ) Alors

les (W)~ sont équidistribués. De plus, si (X;'),c5 est la suite

construite a partir de (X;),.5 d l'aide du théoréme 2, ces blocs ont
méme loi que (Xi_q,,- .., Xg0, Xi—gss - - - X0, X7, - - X*)

(iii) Les blocs WE, ... Wk, sont indépendants.

Cette proposition est a la base du calcul de tension de la section 4.

3.2. Couplage maximal et inégalités de variance

Montrons (a) de la proposition 1 en appliquant le théoreme 2 de
couplage maximal a la suite (X;),.z. Soit (X;*),. la suite ainsi cons-
truite. Pour tout i > 0, les variables X/ et X, sont indépendantes. Par
conséquent

(3.1) Cov(f(Xo),f(X:)) = E(f (Xo)(f (X;) — f (X)) Lxs) -
Donc
| Cov(f (Xo), f(Xi)| < E((Lf (Xo)Sf (X[ + [f (Xo)f (X))
puis, en notant que 2|/ (x)f (v)| < f*(x) + f*(»),
2| Cov(f (Xo), £ (X)) < (21 (Xo) Ly x;
(32) + X x4+ 2 (X ) ;) -

Soient by, by et b}, les fonctions mesurables de Z dans [0, 1] définies
par

boi(Xo) = E(LLx2x; | X0); bio(X;) = E(ILyx: | Xi);
(3.3) by (X) = E(ILyex: | X]7)

Ces fonctions ont une moyenne sous P inférieure ou égale a f3;, d’apres
(b) du théoréme 2. De plus on montre facilement en partant de (3.2) que

(3.4) 2| Cov(f (Xo), /(X0)| < Ep(f*(2bo; + bio + bjy)) -
Par conséquent la variable b; définie par
(3.5) b; = (2bo; + bip + by) /4

satisfait (a) de la proposition 1. Dans la suite, les variables b; sont
définies par (3.5).
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4. Tension des processus empiriques S-mélangeants

Pour montrer le théoréme 1, nous devons montrer I’équicontinuité
asymptotique de Z, pour la métrique induite par ¥»(Q). Quitte a
diviser les fonctions par une constante, on peut supposer que
|F[l, 5 = 1/2, auquel cas ||[F[|,, < 1.

Notation 4.1. On pose d(f,g) = lf — gl et H(x) = Hj (x, 7).

La fonction H(x) ainsi définie est un majorant de la fonction d’en-
tropie de (#,d). Pour montrer la tension, nous allons remplacer H
par une fonction H plus réguliére a 'aide du lemme suivant (voir
Doukhan et al. (1995), page 410).

Lemme 2. Soit H une fonction décroissante de [0, 1] dans R*. Alors il
existe une fonction décroissante H majorant H, telle que x — x*IH(x)
soit croissante et, pour tout v positif,

o) = [ VEGIdr< 4 [ VA

Nous allons définir des fonctions tronquées ainsi.

Notation 4.2. Soit M > 1, fyy = flpcyy et Fyy ={fu: f € F}.

Afin de mettre en oeuvre la technique de chainage restreint, nous
allons definir des projections sur les réseaux finis de maille ¢ et de
cardinal au plus H(0) comme suit.

Définition 4.1. Soit 6 dans 10,1[ et F s une partie de F J-écartée
maximale pour d. Soit Ils une application de & dans F s telle que
d(f,Isf) < 0 pour toute f dans F, ayant la propriété de mesurabilité
suivante.: l'application de (X X ¥, B(X) @ B(¥)) dans R muni de sa
tribu borélienne qui a (x,y) associe I1;T(y)(x) est mesurable (une telle
selection mesurable existe: voir Dudley (1984), page 120). On note

HéfM = (H(3f)M

Le théoréme 1 s’obtient a partir de ’évaluation suivante du module
de continuité du processus empirique tronqué par des arguments
identiques a ceux donnés dans Doukhan et al. (1995) pour passer du
cas borné au cas non borné. Nous nous contenterons donc de montrer
I’analogue suivant du théoréme 2 de Doukhan et al. (1995).

Proposition 3. Soit L(x) = log(x \V e). Sous les hypothéses du théoreme 1
et sous I'hypothése supplémentaire ||F||, ; = 1/2, il existe une constante
universelle Cy, telle que pour tout entier q dans [1,n] puissance de 2 et
tout o dans 10, 1],
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IE(sup ‘Zn(fM—H(sfMﬂ) Sco(l qM]H >/ VH(x)L(6/x) dx
feF
~|—4\/EM[>’q )

Preuve. Pour montrer ce résultat, nous allons nous servir d’un chai-
nage restreint.

Définition 4.2. Soitr K >0 entier et q=qo=2%X. On pose
SE) = (0 -+ SXE) et ZE() = m A(SK(F) — nP(f)), s
variables X* étant celles de la proposition 2. Soit 6 = 827*3 . On pose
IIx =I5, et on définit récursivement les projections (Hk)ke[o,K[ par
I, =I5, o Iy

Un calcul élémentaire montre que

Zy(fu — Mofur) = (Zo — Z9)(fur — Mofur) + ZX (fu — Ok fur)
+ZZI NI for — T fr)

K

(4.2) +) (25 = 2 (fu — Tifu) -
=1

Donc, en appliquant le lemme 1 (rappelons que gy = 2X),

(43) IE(sup|Zn(fM — H(;fM)|> < 4ﬁMﬁq0 + I+, +IE; ,

feF
ou

ZE(sup\z“ I/ — T, m)\)

1 feF

IEZ = IE(sup’Zf(fM — HKfM)|> et
eF

Z]E<Sup‘(zk1 Z8) (fur — kaM)‘)'

1 fez

Notons que, puisque # est image admissible, il résulte de la définition
2.4, de la propriété de mesurabilité de la définition 4.1 et du théoréme
T32, page 17, dans Dellacherie (1972) que les v.a. ci-dessus sont ef-
fectivement mesurables: on peut donc considérer leurs espérances.
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4.1. Majoration de IE,

Majorons

E ;= (SUP|Z (M1 o — HlfM)|>

feF

pour [ dans [0,K — 1] fixé. D’apres la proposition 2, Les blocs
(Xigs15 - -+ X(ip1)0,)iep 2 sont indépendants et chaque bloc a pour loi
jointe la loi jointe de ¢; variables consécutives de la suite (X;),.,. En
appliquant (i) de la proposition 2, nous pouvons ainsi décomposer la
mesure empmque Z! en une somme de deux mesures empiriques Z! 1€t
7k > obtenues a partir de blocs indépendants de variables de largeur q1
chaque bloc ayant la loi de (X,...,X,,) (sauf le dernier).

Posons g = Il 1/ — I, /i pour instant. La somme S'(g) se
décompose en somme de deux sommes de variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi que g(X;)+---+g(X,,), sauf la variable
relative au dernier bloc, qui a la loi de g(X1) + - - 4 g(X,—g,(n/q])- En
tout cas, ces variables sont bornées par 2Mg; et de variance majorée
par la largeur du bloc multipliée par Hg||§,Q, d’aprés la proposition 1.
Or, par définition des projections Iy,

91130 = Eo(Tr<n (T f — T, f)*) < 8 pour tout f € F

Donc, en appliquant deux fois le corollaire A.1 de I’annexe et en
notant que la famille {I1,; /) — I1;fy : f € #} est de cardinal in-
ferieur a exp(H(d,11)),

(44) IE[J < 40,/ H(5]+1) + 4n*1/2q1M]H(51+1) .

Le premier terme de (4.4) est une contribution infinitésimale a I'int-
¢grale d’entropie. Comparons le second terme au premier terme:

qiH(d141) a1 vV/H(O)
51\/11]1-1(51“) 5151+] \/ﬁ

Comme J; = §p27%/3 et ¢, = q¢27*, le premier rapport du terme de
droite est constant. Comme la fonction x — x*1/IH(x) est croissante le
second rapport est décroissant en [. Donc le rapport du terme de
droite sur le terme de gauche dans (4.4) décroit quand / croit. Il en
résulte que
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E, < 4(1 n n—1/2q0M551\/1H(51))

(4.5) (50 TH(S1) + -« + 6k 1 ]H(c31)>.

Comme les réels J; sont en progression géométrique de raison 2-'/3 et
x — x%/H(x) croit, \/H(d;) < 2*3,/H(dy). Puisque ) =9, il est
aisé d’en déduire que

(4.6) E, < 25(1 + 2 V2gmo H(9) )q) 5

4.2. Majoration de IE;

Notation 4.3. Soit S* 1(f) la variable obtenue en sommant les variables
f(X") sur I'ensemble des indices i dans [1,n] tels que [(i — 1)/qo] soit

pair et S;,(f) = S;(f) — S;1 (/).

Fixons k dans [1,K] et majorons le k-iéme terme de la somme
constituant IE;. Pour majorer ce terme, il suffit de majorer les deux
quantités suivantes séparément:

E3, =n 1/ZIE(sup(\(S,’j;1 - S,’;Y)(fM —Ilifu)|) avecs=1lous=2 .

feF
(4.7)
Posons I; = [(2/ + 1)gx, (27 + 2)gx A n] "IN. Soit
48) P = SO — )
iel;
Alors (Sy5' = Sk )(h) = >,V (h), la somme étant prise sur les indices

j tels que [j2 ] soit de la meme parité que s — 1. Fixons s. La pro-
position 2 assure que les variables {V]"( v —ifu) - f € F} sont
indépendantes dans leur ensemble quand ; décrit I'ensemble d’indices
décrit ci-dessus. Puisque la classe & est image admissible, les inégalités
de symétrisation s’appliquent (voir Dudley (1984) pour la mesurabilité
des v.a. considérées) et donc, si (s]) est une suite de signes symeétriques
indépendants, indépendante de la tribu engendrée par toutes les
variables définies auparavant,

(49) By, <2n'E (Sup ‘ AU kaM)D = 2wy (k) -

fez
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11 suffit donc de majorer wy(dx). Pour cela, nous allons appliquer la
méthode de chainage conditionnellement a la tribu engendrée par les
variables (X}, X¥-1).

Donnons-nous des suites (x¥),_, et (xf~
posons

D,wo d’¢léments de 2 et

1

ie[,’

Soit ¥ une famille de fonctions, pouvant dépendre de

ek, xh A Xk, de cardinal exp( ). En appliquant le le-

Y Vn?

mme A.l. avec L(¢ ) 12 sup{> (v j( ))* : g € %}, on obtient

(4.10) (sup ng )) < 2V/H sup Z( kg)? .

geY gevy

Notons que la somme constituant vf(h) peut étre restreinte a 1’en-
semble B; des entiers i de I; tels que x¥ # x4~1. Si B; est de cardinal n;,
alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(4.11) > (W <22n12 + ()

J i€B;

La mesure de référence O choisie pour le chainage sera donc

(4.12) Zznjz S+ 01)

i€B;

Soit %, une partie de 7, &||F||, pi-€cartée maximale pour ||. || o

(noter que ¥ est de cardinal exp(IH(Jx)) au plus). Soit IT, une ap-
plication de & dans ¥ telle que

(4.13) If = T/ .g: < 6klIFll, g pour toute f € 7

D’aprés I'inégalité triangulaire,

(fer
<E
fer

(4.14) +IE<

fez

Vi (fur — kaM)’)

H= ka)]IF<M)‘>

kaM i fr) ’) .
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En appliquant la méthode de chainage usuelle (voir Pollard (1990),
théoreme 3.5 page 12) au premier terme, il est facile de montrer que

(4.15) IE(sup

feF

S eh((f - n;f>nF<M>\> < OVilF Ly 0(64/2) -

Pour le second terme, on note que la famille {IT, fiyy — Iy fy : f € F}
est finie et de cardinal exp(2IH(d,)) au plus. Par conséquent, d’apres le
lemme A.1 appliqué comme précédemment,

E (?ulj Z SjUf(HZfM — i fur) D
(4.16) < 4¢1H<5k> sup S (AT fr — Mifan))®

Mais, par I'inégalité triangulaire suivie de (4.11) et (4.13)

sup \/S (T for — Thefi)?

fez

@11 < aalFlg + sup /S0~ Tefi)’

Donc

E (fsgg Z &0y (fur — efr) ‘)
< 9\/ﬁ||F||2,Q’;;§0(5k)
@18) + 4V sup \/S0 e — Tfun))”

fe7

Des arguments identiques a ceux apres la décomposition (4.3) mon-
trent que I’application

2
(b ) — sup S (o (s — M)
JeF
est mesurable pour la tribu complétée pour la loi de
(XF, . xR xFL 0 XFT) de la tribu borélienne. Donc, en intégrant
(4.18) sous cette loi,
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wi(0x) < IB(||F|l5,0¢) ()

fezF

(4.19) +4, | H(5 <supn P (v kaM))> :

ou OF désigne maintenant la mesure aléatoire obtenue en prenant
xF = Xt et xF=1 = X}~1 dans (4.12). Pour contréler la quantité sous le
radical, on applique encore I'inégalité de symétrisation (voir Pollard
(1990), théoréme 2.2) suivie de la majoration va + b < \/a + b, ce
qui donne:

J (?EE Z V(i — i far)) )
< \/suEIE(Z(V}k(fM - kaM))2>

feF

(4.20) +\I2IE<suszj K — i fur) |> .

=

Pour achever la majoration, nous allons faire apparaitre une iné-
quation du second degré dans laquelle intervient wy(d;) a I'aide d’un
théoréme de comparaison. Comme

VEfr = Tefar)| < qellfor — TSl o < 2q4M s

et comme la fonction x — x? est lipschitzienne de rapport 4Mg; sur
[—2Mgqy.,2Mgy ], le théoreme 4.12 de comparaison dans Ledoux et
Talagrand (1991) (appliqué conditionnellement aux variables X* et
X*-1) assure que

(4.21) 15(

feF

& (V) (fur — kaM))2’> < 8qM/nwi(3k) -

Majorons Pautre terme de (4.20). D’apres (4.11), > (V] ())2
< nQ%(g%). Donc

(422) E(Z( )<zqkzzm( (XF) + PNy )

car n; < gx. Notons |/;| le cardinal de /;. D’apres (ii) de la proposition
2 et (3.3),
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S E((P0F) + 200 ) My )

icl;
||
= ZIE (X)) + 7 (X)) My x7)

<21Eb,*o X)) (X7) + bio(Xi)g* (X))

i>0

(4.23) <4) Er(bg’) <Eolg’) .

i>0
si les fonctions b; sont définies par (3.5). Donc, pour la mesure positive
O du théoreme 1,

(4.24) E(Z ) < qukEQ ) < nEg(g®)

J

(rappelons que gy < n et que la sommation porte sur les entiers j tels
que [;27*] ait méme parité que s — 1). De plus, si g = fy — I fir alors

(425)  Eolg®) < Eo((f — flreus) < Eo((f — Tef)’) < 87 |

En mettant bout a bout (4.19), (4.20), (4.21), (4.24) et (4.25), nous
obtenons I'inéquation du second degré en /wy(dx) suivante:

(4.26) we(0x) < W + 16(n~ g MTH(8,))" >/ wi (50)
ou
Vi = OE([|F 5,00 ) 0(Sk) + 40/ H(0%) -

L’étude du signe du trindbme montre alors que

(4.27) Vwi(0k) < 8\/”‘1/2%M]H(5k) + \/‘Pk + 64n~12q M (0%) -

En ¢élevant au carré, nous en déduisons que

wi () < 2850712 MH(0;) + 24,
(4.28) < 27(n P 1 MH(S4) + 651/ TH(S4) ) + I8IE(||F |, 00)0(Sk) -

Les coefficients de mélange interviennent dans (4.28) a travers
E(||F||l, ). Pour mdjorer cette quantité, on note d’abord que
E(|F|l,0) < (E(|IF]|5))"?. puis on applique (ii) de la proposition

2. Ainsi
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dk dk

(E(1Fg)) < ZZ]E(HMHX#X*( 2(0) + F(x))))

i=1 j=
4 q BAB; ,
(4.29) —> > /O 02 (u)du

ql‘tl}l

puisque P(X; # X', X; £ X7) < B, A B;. Donc

(4.30) (E(1F ) <

1
= [ w0 A ) G
dk Jo

En sommant en %, il est facile d’en déduire que

K

@3 S (EFlg)) <16 [ 5 b

k=1

Le premier terme de (4.28) est, 4 un facteur 2° prés, le majorant
obtenu pour E; ;_; dans (4.4). La somme en k est donc majorée co-
mme IE; dans (4.6), a un facteur 2° prés. Pour majorer la quantité
obtenue en sommant en k le second terme, on applique 'inégalité de
Cauchy-Schwarz suivie de (4.31). Ainsi

XK:wk(ék) < 800(1 + 2n_1/2qM5_1\/]H(5))q0(5)

k=1

k=1

P 1/2
(4.32) + 72||F |l (Z ¢2(5k)> :

Enfin, d’apres (4.9), [E; est inférieur ou égal a 4wy (d1) +- - - + dwg (dk).

4.3. Fin de la preuve de la proposition 3

La majoration de [E; est identique a celle du module de continuité du
processus empirique dans le cas indépendant et est donc laissée au
lecteur. Comme ||F[|, ; = 1/2, Nous déduisons donc de (4.6) et (4.32)
que

E + E + E; < 6425(1 o 2gmo! \/11{(5))@(5)

% 1/2
(4.33) + 288 <Z (p2(5k)> :
k=1

Pour conclure, il nous reste 4 montrer que
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K 1/2 5
(4.34) (Z @2(5k)) <9 /0 VH(x)L(5/x) dx .
k=1

En appliquant le théoreme de Fubini et ensuite le lemme 2,

K o po K
> @ (6) < 16 / / VHOH) Y Tooryy dedy .
k=1 0./0 k=1

Or

> B < jorg(55) < oy VEGILETY
— log2 \xVy log?2

puisque 9, = 027%/3_ et une seconde application du théoréme de Fu-
bini donne (4.34). Par conséquent, la proposition 3 est établie pour
Co = 60000.

4.4. Un TLC uniforme sous la condition d’entropie universelle de Pollard

Revenons sur la majoration de IE;. L’inégalité (4.32) provient de (4.28)
et (4.30) via l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Supposons seulement
@(1) < oo. Alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz est inefficace, et nous
pouvons seulement montrer a partir de (4.28) et (4.30) que

1/2
3 < 3200 ¢(3) (2"MV Z( /1(ﬁ1(u)A21)2Q,%(u)du) +1> .
0

1=0
(4.35)

Cette majoration conduit a la proposition suivante.
Proposition 4. Sous la contrainte de [-mélange

(a) ZQF B/ < o0,

n>0

il existe une constante C dépendant uniquement des coefficients de p-
mélange et de F, telle que pour tout entier q dans [1,n| puissance de 2 et
tout o dans 10, 1],

IE (sup \Z(fur — Han>|) < C(1+n""2gM5™"H(3) )p(6) + 4v/n MB,

feF

Preuve. La proposition 4 résulte de (4.3), (4.6) et (4.35), en notant que
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1/2

22—1/2 (/()l(ﬁ_1(u) A 21)2Qi~(u)du> .

si la condition (a) de la proposition 4 est réalisée. B
Sous la condition de f-mélange (a), cette proposition conduit au
TLC uniforme suivant.

Théoréme 3. Soit (X;),., une suite stationnaire de variables aléatoires de
loi P, satisfaisant la condition de mélange Zn>0(ﬁn/n)l/2 < oo. Soit F
une classe de fonctions numériques image admissible, de fonction en-
veloppe F vérifiant (a) de la proposition 4 et de fonction d’entropie
universelle H telle que fol VH(x)dx < co. Alors les conclusions du
théoreme 1 sont valides.

Remarque. Si & est une classe de fonctions numériques uniformément
bornées, la condition (a) de la proposition 4 sera réalisée dés que

Y ons0(Bu/ n)'/? < co. En particulier la condition de f-mélange

B, = O(n~"(logn)*~%) pour un certain ¢ > 0 est suffisante pour le
TLC uniforme. Si la fonction enveloppe F est telle que P(F > x) =
O(x"), alors (a) sera réalisée d&s que §, = O(n~"/(logn)~*~*) pour
un certain ¢ > 0.

Annexe: une version d’un lemme de Pisier

Dans cette annexe!, nous donnons un majorant du maximum d’un

nombre fini de variables aléatoires réelles ayant une transformée de
Laplace uniformément majorée.

Lemme A.l1. Considerons N variables aléatoires reelles Zy,...,Zy.
Supposons qu’il existe une fonction convexe L finie et croissante sur un
voisinage a droite de 0, telle que logIE(exp(tZ;)) < L(t) pour tout t
positif et tout i dans [1,N]. Soit hy sa transformée de Young. Alors
E(max{Z,...,Zy}) < h;'(logN).

Preuve. D’apres 'inégalité de Jensen, pour tout ¢ positif,

tE(max{Z,...,Zy})) — L(¢) < logE(exp(tmax{Z,...,Zy})) — L(¢)

< 10g< Y IE(exp(tZ,-))) —L(t)<logN .
i1

!Je remercie P. Massart de m’avoir suggéré la forme présente du lemme A.1.
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Donc, en maximisant en ¢, i (E(max{Z,...,Zy}))) <logN, ce qui
achéve la preuve. l

Corollaire A.1. Soient Yi,...,Y, des v.a. indépendantes, a valeurs dans
Z. Soit G une famille finie de fonctions mesurables de X dans [—C, C],
de cardinal exp(H). Posons T,(9)=gM)+---+g(¥,) et
V =sup{[E(¢*(V1) + -+ ¢*(Y,)) : g € 4} Alors

E(sup{T,(9) — E(T.(9)) : g € 9}) < V2VH + (CH/3) .

Preuve. Le lemme A.l s’applique avec L(t) = V¢*/(2 —2Ct/3). Si
. = h;!(z), alors la droite d’équation y = Jx — z est tangente a I’hy-
perbole y = L(x), et donc I’équation 2(Ax — z)(1 — Cx/3) = Vx> a une
racine double en x. Donc A = (4 — Cz/3)* —2zV =0, et par con-
séquent A < v/2Vz + Cz/3, ce qui achéve la preuve.
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