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Summary. We study a Stochastic Partial Di�erential Equation, of
parabolic type, set on Rd , with d 2 N. This equation is driven by a
Poisson random measure, either compensated or not. The ®rst part of
this work shows existence and uniqueness of a progressively measur-
able solution. The technics involved are close to those used to deal
with analogous equations driven by a Gaussian noise. The second part
gives some criterions on the intensity of the Poisson random measure,
in order to ensure some smoothness, either in space or in time, for the
solution of this equation.

Mathematics Subject Classi®cation (1991): 60H15, 35R60

ReÂ sumeÂ . Nous eÂ tudions une eÂ quation aux deÂ riveÂ es partielles
stochastique (EDPS), de type parabolique, poseÂ e sur Rd , d entier, et
conduite par un bruit poissonnien, compenseÂ ou non. La premieÁ re
partie de ce travail montre l'existence et l'uniciteÂ d'une solution pro-
gressivement mesurable. Les techniques employeÂ es sont proches de
celles utiliseÂ es pour reÂ soudre les eÂ quations analogues conduites par un
bruit blanc. La seconde partie donne des conditions, portant sur
l'intensiteÂ du bruit poissonnien, et permettant d'assurer certaines
reÂ gulariteÂ s, en espace ou bien en temps, pour le processus solution.
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Introduction

L'eÂ tude des eÂ quations aux deÂ riveÂ es partielles stochastiques (E.D.P.S.)
paraboliques intervient dans des probleÁ mes aussi varieÂ s que la theÂ orie
du ®ltrage, l'eÂ tude de l'eÂ volution du potentiel eÂ lectrique d'un reÂ seau de
neurones ou la description de modeÁ les de pollution atmospheÂ rique. La
plupart des travaux e�ectueÂ s dans ce domaine concernent des
E.D.P.S. avec bruit blanc. Ainsi, dans son cours aÁ l'eÂ cole de pro-
babiliteÂ s de St.-Flour en 1984 [6], Walsh preÂ sente-t-il une eÂ tude
deÂ tailleÂ e de l'eÂ quation:

@V
@t
� @

2V
@x2
ÿ V � f �V ; t� _W t > 0; 0 < x < L

@V
@x
�0; t� � @V

@x
�L; t� � 0 t > 0;

V �x; 0� � V0�x�; t > 0;

8>>>>><>>>>>:
�0:1�

ouÁ _W est un bruit blanc baseÂ sur �0;1� � �0; L�. Cette eÂ quation
intervient en neurophysiologie, lors de l'eÂ tude de l'eÂ volution d'un
potentiel eÂ lectrique neuronique. La reÂ solution est baseÂ e sur la re-
cherche d'une solution par une iteÂ ration de Picard.
Plus geÂ neÂ ralement, il est possible d'eÂ tudier des E.D.P.S. conduites par
une semi-martingale quelconque. Une meÂ thode pour cela, consiste aÁ
rechercher une solution Xt comme une fonction du temps aÁ valeurs
dans un espace de distributions. Une E.D.P.S. se rameÁ ne alors aÁ une
eÂ quation di�eÂ rentielle stochastique aÁ valeurs dans un espace vectoriel
de dimension in®nie, geÂ neÂ ralement un espace de Hilbert ou de Banach
(cf. [4]). C'est cette ideÂ e qui est aÁ la base de la reÂ solution par Kal-
lianpur et al., dans [5] de l'E.D.P.S.:

Xt � X0 �
Z t

0

A�s;Xs� ds�
Z t

0

Z
U

G s;Xsÿ ; u� � ~N �du ds� : �0:2�

Dans la relation ci-dessus, �U ;Y; l� est un espace mesureÂ r-®ni,
N�du ds� deÂ signe une mesure de Poisson aleÂ atoire sur R� � U ,
d'intensiteÂ l�du� ds, et ~N�du ds� deÂ signe la mesure aleÂ atoire comp-
enseÂ e: d ~N � dN ÿ l�du� ds. L'eÂ quation (0.2) est poseÂ e dans le dual
U0 d'un espace nucleÂ aire deÂ nombrablement hilbertien U. Les
fonctions A et G sont des fonctions: A: R� � U0 7!U0 et
G: R� � U0 � U 7!U0. Sous des hypotheÁ ses de continuiteÂ et de
monotonie pour A et G, l'eÂ quation (0.2) posseÁ de une unique solu-
tion forte dans U0. Cette solution est une fonctionnelle aÁ valeurs
dans un espace de distributions. Les fonctions A et G ci-dessus
doivent eÃ tre deÂ ®nies et continues sur tous les Hilbert inclus dans U0,
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ce qui est assez contraignant. En outre, les hypotheÁ ses utiliseÂ es
semblent di�ciles aÁ veÂ ri®er pour un probleÁ me poseÂ sur tout Rd ouÁ
un opeÂ rateur elliptique comme le laplacien n'est plus coercif.

Nous consideÂ rons ici une eÂ quation aux deÂ riveÂ es partielles
stochastique parabolique poseÂ e sur Rd , et conduite par un bruit
poissonnien sur R� �Rd � U , ouÁ U est un espace mesureÂ muni d'une
fonction j � j: U 7!R�, qui y jouera le roÃ le d'une norme. Soit donc
l'eÂ quation:

V �t; x� � u0�x� �
Z t

0

1

2
DV �s; x� ds�

Z t

0

g�V �s; x�; s; x� ds

�
Z t

0

Z
h2U

f �Vÿ�s; x�; s; x; h�� dk��s; x; h� ; �0:3�

ouÁ k� est un bruit poissonnien d'intensiteÂ kÿ. On suppose, pour eÂ tu-
dier (0.3), que dkÿ � ds
 dy 
 dl, avec

R
U jhjdl�h� ®nie. Les pro-

cessus consideÂ reÂ s sont alors aÁ variation ®nie. Les fonctions f et g sont
des fonctions de R�R� �Rd � U et R�R� �Rd respectivement,
aÁ valeurs dans R. L'inteÂ grale par rapport aÁ k� est alors une inteÂ grale
stochastique deÂ ®nie pour des processus X progressivement mesur-
ables, et tels que la norme:

kXkE � sup
R��Rd

eÿatE�jX �t; x�j�

soit ®nie. On appelle E l'espace vectoriel de ces processus.
On appelle x-particule de k�, ou simplement particule, tout point
�s; y; h� tel que k��s; y; h� � 1. Le cas le plus simple rentrant dans notre
cadre d'eÂ tude est celui ouÁ f � f �h�, et g � 0, et ouÁ il n'y a qu'un
nombre ®ni Nt�x� de particules �si; yi; hi� sur �0; t� �Rd . La solution de
(0.3) s'eÂ crit alors:

V �t; x;x� �
XNt�x�

i�1
f �hi� e

ÿkxÿyik2
2�tÿsi�

�2p�t ÿ si��d=2
: �0:4�

Toutefois, il y aura en geÂ neÂ ral une in®niteÂ de particules, qui consti-
tueront un ensemble dense dans �0; t� �Rd . Or, comme on le voit sur
(0.4), la solution de (0.3) devient non borneÂ e au voisinage de chaque
particule. Il n'y aura donc pas, en geÂ neÂ ral, de fonction dans
C1;2�R� �Rd� qui veÂ ri®e (0.3). Il faut envisager une solution au sens
faible, aÁ valeurs dans un espace de distributions sur Rd . Pour deÂ ®nir
f �X �sÿ; y�; s; y; h�� et g�X �s; y�; s; y�ds, il faut que cette solution soit
presque suÃ rement une mesure absolument continue par rapport aÁ la
mesure de Lebesgue. On assimile alors Xt aÁ sa densiteÂ , noteÂ e X �t; x;x�
(ou X �t; x� comme ci-dessus.)
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Dans la premieÁ re partie, nous montrons que, moyennant un bon
choix de a dans la deÂ ®nition de E, l'eÂ quation (0.3) admet une solution
unique dans cet espace. Il est eÂ galement possible de reÂ soudre une
eÂ quation analogue en remplacË ant le bruit poissonnien k� par le bruit
compenseÂ k � k� ÿ kÿ. L'inteÂ grale stochastique devient alors une
inteÂ grale par rapport aÁ une mesure martingale, deÂ ®nie dans un espace
de variables aleÂ atoires Lp. On consideÁ re dans ce cas l'eÂ quation:

W �t; x� � u0�x� �
Z t

0

D
2

W �s; x� ds�
Z t

0

�g�W �s; x�; s; x� ds

�
Z t

0

Z
U

f �Wÿ�s; x�; s; x; h� dk�s; x; h� : �0:5�

Cette eÂ quation se reÂ sout de manieÁ re identique aÁ (0.3), en remplacË ant
l'hypotheÂ se

R
U jhj dl�h� ®nie, par l'hypotheÁ se RU jhjpdl�h� ®nie, qui

autorise un plus grand nombre de particules avec jhj petit. Les pro-
cessus consideÂ reÂ s ne sont alors plus aÁ variation ®nie.

Dans la seconde partie, nous eÂ tudions les reÂ gulariteÂ s partielles de la
solution V de (0.3). Comme les particules du bruit poissonnien for-
ment en geÂ neÂ ral un ensemble dense dans R� �Rd , il est exclu d'en-
visager des continuiteÂ s ou des deÂ rivabiliteÂ s globales en temps et en
espace. On eÂ tudie donc les reÂ gulariteÂ s partielles: continuiteÂ et
deÂ rivabiliteÂ presque suÃ res en espace, aÁ un instant t ®xeÂ , ou bien con-
tinuiteÂ et deÂ rivabiliteÂ en temps, en un point x ®xeÂ dans Rd . Nous
eÂ tudions ensuite la reÂ gulariteÂ de l'eÂ quation poseÂ e en dimension 1, avec
un bruit poissonnien compenseÂ . Ce cas est en e�et celui qui permet le
plus aiseÂ ment des comparaisons avec l'eÂ tude des E.D.P.S. conduites
par un bruit blanc. Cette eÂ tude ne se geÂ neÂ ralise pas en dimension plus
grande.
Des lemmes techniques utiles dans les deÂ monstrations sont preÂ senteÂ s
dans un appendice, aÁ la ®n de ce travail.

1 ReÂ solution de l'eÂ quation

1.1 PreÂsentation du probleÁme

1.1.1 Le bruit poissonnien

Dans l'ensemble de ce travail, le triplet �U ;U;l� deÂ signe un espace
mesureÂ r-®ni, pour lequel on dispose d'une application j � j ! R�,
telle que

R
U jhj dl�h� <1. Si U est un espace vectoriel normeÂ , on

prendra en geÂ neÂ ral j � j � k � kU . On notera X l'ensemble des mesures
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sur R� �Rd � U , aÁ valeurs entieÁ res, F la tribu
Bor�R�� 
 Bor�Rd� 
U sur R� �Rd � U ( les notations Bor�R��
et Bor�Rd� repreÂ sentant respectivement les tribus boreÂ liennes sur R�

et Rd). L'application k� sur F� X est deÂ ®nie, pour A quelconque
dans F, et x quelconque dans X, par:

k��A;x� � x�A�
Soit d~kÿ�y; h� une mesure sur �Rd � U ; Bor�Rd� 
U�, et P la pro-
babiliteÂ sur �X;F� sous laquelle la variable aleÂ atoire k��A; �� deÂ ter-
mine un bruit poissonnien sur R� �Rd � U , d'intensiteÂ kÿ, avec
dkÿ � ds
 d~kÿ�y; h�. Un point �s; y; h� tel que k��s; y; h� � 1, est ap-
peleÂ une x-particule. On dit aussi qu'on a, au point �s; y� 2 R� �Rd

une particule d'amplitude h, (de masse jhj.) Le point y est alors le point
ouÁ apparaõÃ t cette particule, l'instant s est son instant d'apparition.
Nous ferons en geÂ neÂ ral sur ~kÿ une hypotheÁ se de la forme:

�H1��p� : d~kÿ�y; h� � Mdy dl�h� et
Z

U
jhjp dl�h� <1 ;

pour un reÂ el positif M , et pour un p < 1� 2=d, p � 1. Cette hypotheÁ se
signi®e que les particules de k� apparaissent de manieÁ re uniforme en
espace, et que la masse totale des particules apparaissant dans un
domaine borneÂ pendant un temps ®ni, n'est pas trop grande.

1.1.2 DeÂ ®nition de l'inteÂ grale stochastique

On appelleFt la tribu engendreÂ e sur X par les variables aleÂ atoiresF-
mesurables qui s'eÂ crivent:Z

R�

Z
Rd

Z
U

H�s; y; h�dk��s; y; h�

pour H aÁ support dans �0; t� �Rd � U . Ceci donne donc une ®ltration
sur F, pour laquelle on dispose d'une tribu preÂ visible P�Ft� deÂ ®nie
sur R� � X. Un processus Y �s; y;x� deÂ pendant de la variable d'espace
y sera alors dit preÂ visible s'il est mesurable pour la tribu
P�Ft� 
 Bor�Rd�. Si Y deÂ pend de h, il sera encore dit preÂ visible s'il
est mesurable pour P�Ft� 
 Bor�Rd� 
U. On appellera processus
progressifs les processus mesurables par rapport, respectivement, aÁ la
tribu Prog�Ft� 
 Bor�Rd�, ou aÁ la tribu Prog�Ft� 
 Bor�Rd� 
U.
Ces deÂ ®nitions sont analogues aÁ celles utiliseÂ es dans [1].

Pour les processus Y , positifs ou dkÿ 
 dP inteÂ grables, et qui sont
P�Ft� 
 Bor�Rd� 
U-mesurables, on dispose d'une ``formule
d'inteÂ gration preÂ visible'':
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E
Z

R�

Z
Rd

Z
U

Y �s; y; h� dk��s; y; h�
� �
�
Z

R�

Z
Rd

Z
U

E�Y �s; y; h�� dkÿ�s; y; h� ; �1:1�

(Voir par exemple aÁ ce sujet [2], pp. 448 et suiv.), ouÁ l'inteÂ grale du
membre de gauche est deÂ ®nie par:Z

R�

Z
Rd

Z
U

Y �s; y; h;x� dk��s; y; h� �
X
R��
Rd�U

Y �s; y; h;x�k��s; y; h� :

�1:2�
Ceci nous donne alors une variable aleÂ atoire positive ou inteÂ grable.
On peut encore deÂ ®nir cette inteÂ grale si Y est un processus preÂ visible,
®ni dkÿ 
 dP presque partout, et tel que jY j ^ 1 2 L1�dkÿ 
 dP�. En
e�et, on a alors:

E
Z

R�

Z
Rd

Z
U
�jY j�s; y; h;x� ^ 1� dk��s; y; h�

� �
� kjY j ^ 1kL1 dkÿ
dP� � <1 :

Par suite, l'inteÂ grale contre k� du processus 1fY<1gY est ®nie, et il n'y
a, P-presque suÃ rement, qu'un nombre ®ni de particules �s; y; h� pour
lesquelles jY �s; y; h;x�j est supeÂ rieur aÁ 1.

Cette deÂ ®nition de l'inteÂ grale stochastique par rapport aÁ k�, ne
permet d'inteÂ grer que des processus preÂ visibles. Elle peut s'eÂ tendre aux
processus Y progressivement mesurables et tels que, pour tout y 2 Rd ,
Y ��; y� est dans L1loc�ds�. En e�et, il existe alors un processus Yÿ qui est
une version preÂ visible de Y , c'est-aÁ -dire tel que: Y � Yÿ, dkÿ 
 dP
presque partout. On deÂ ®nit donc alors:Z

R�

Z
Rd

Z
U

Y �s; y; h� dk��s; y; h� �
Z

R�

Z
Rd

Z
U

Yÿ�s; y; h� dk��s; y; h� :
�1:3�

La formule d'inteÂ gration preÂ visible permet de montrer que cette
deÂ ®nition ne deÂ pend pas de la version preÂ visible Yÿ choisie pour Y . En
outre, elle montre que, les processus Y et Yÿ eÂ tant eÂ gaux dkÿ 
 dP
presque partout, si on note I�Y � l'inteÂ grale ainsi deÂ ®nie, on a,

E�I�Y �� �
Z

R�

Z
Rd

Z
U

E�Y �s; y; h�� dkÿ�s; y; h� : �1:4�

Pour eÂ tudier l'eÂ quation (0.3), on utilise l'espace vectoriel E des classes
de processus progressivement mesurables pour lesquels:
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sup
R��Rd

eÿatE�jX �t; x�j� � kXkE <1 ; �1:5�

pour une constante a > 0, ®xeÂ e. Si Xn est une suite de Cauchy de E,
alors il existe une suite extraite Xni telle que, pour tout couple �t; x�, la
suite Xni�t; x� converge presque suÃ rement. La limite de Xn, pour k � kE
admet donc une version progressivement mesurable, et l'espace
vectoriel E est donc un espace de Banach.

Soit 1 � p � 2. Nous deÂ ®nissons aÁ preÂ sent une inteÂ gration
stochastique contre dk pour des processus de Lp�dkÿ 
 dP�. Lorsque
Y �s; y; h;x� 2 Lp�dkÿ 
 dP� est un processus preÂ visible, graÃ ce aÁ l'in-
eÂ galiteÂ de Burkholder-Davis-Gundy (cf. [3]), on a:

E
Z

R�

Z
Rd

Z
U

Y �s; y; h� dk

���� ����p� �
� CpE

Z
R�

Z
Rd

Z
U

Y �s; y; h�2 dk�
� �p=2

 !
:

Pour p � 2, l'exposant p=2 dans le terme de droite est infeÂ rieur aÁ 1. En
rentrant, par sous-additiviteÂ , cet exposant dans la somme, et en ut-
ilisant la formule d'inteÂ gration preÂ visible (1.1), on obtient:

E
Z

R�

Z
Rd

Z
U

Y �s; y; h�dk

���� ����p� �
� Cp

Z
R�

Z
Rd

Z
U

E jY �s; y; h�jp� �dkÿ:

�1:6�
La formule ainsi obtenue, qu'on appellera formule d'inteÂ gration
preÂ visible Lp, permet de deÂ ®nir une inteÂ gration stochastique contre dk
pour des processus de Lp�dkÿ 
 dP�. On appelle Ep l'espace vectoriel
des classes de processus progressivement mesurables pour lesquels,
pour un T > 0 ®xeÂ arbitrairement:

sup
�0;T ��Rd

E jX �t; x;x�jp� �1=p� kXkp <1 : �1:7�

Dans la suite de ce travail, on parlera simplement de processus, sans
preÂ ciser en geÂ neÂ ral qu'il s'agit de processus de E (resp. de Ep), et on
notera Xÿ une version preÂ visible de X dans E (resp. dans Ep).

1.1.3 L'eÂ quation

On eÂ tudie dans cette partie l'eÂ quation (0.3). Dans toute la suite, la
fonction u0 est une fonction reÂ elle mesurable et borneÂ e sur Rd . Le
processus V est chercheÂ dans E, et la troisieÁ me inteÂ grale de (0.3) est
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une inteÂ grale stochastique par rapport aÂ k�, au sens deÂ ®ni dans (1.2).
Les fonctions f �Vÿ�s; y;x�; s; y; h� et g�V �s; y�; s; y� seront aÁ preÂ sent
noteÂ es f �Vÿ��s; y; h� et g�V ��s; y� respectivement ; nous preÂ senterons
plus loin les hypotheÁ ses faites sur ces fonctions.

Pour donner un sens aÁ l'eÂ quation (0.3), on en eÂ crit une formulation
faible pour la dualiteÂ entre S�Rd�, espace des fonctions C1 aÁ
deÂ croissance rapide sur Rd , et S0�Rd�, espace des distributions
tempeÂ reÂ es. Notre approche reprend point par point celle de Walsh
dans [6].

Notons d'abord que, si X est un processus de E, alors X �t; �� est
dans S0�Rd�. En e�et, pour tout t positif, et pour toute fonction /
reÂ gulieÁ re et aÁ deÂ croissance rapide sur Rd :

E
Z

Rd
X �t; x�/�x� dx

���� ����� �
� eatkXkE

Z
Rd
j/�x�j dx :

On deÂ ®nit alors une solution de �0:3�, comme eÂ tant un processus tel
que, pour toute fonction / de S�Rd�, on ait:

V �t; �� ÿ u0;/h i �
Z t

0

V �s; ��;D/
2

� �
ds�

Z t

0

g�V ���; s�;/h i ds

�
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Vÿ��s; y; h�/�y� dk��s; y; h� : �1:8�

Les meÂ thodes classiques (cf. [6]) permettent de montrer que, si le
processus V veÂ ri®e (1.8), alors

V �t; �� �
Z

Rd
u0�y�Gt��; y� dy �

Z t

0

Z
Rd

g�V ��s; y�Gtÿs��; y� dy ds

�
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Vÿ��s; y; h�Gtÿs��; y� dk��s; y; h� ; �1:9�

ouÁ Gt�x; y� deÂ signe la fonction de Green associeÂ e aÁ l'opeÂ rateur @
@t ÿ D

2:

Gt�x; y� � eÿ
kxÿyk2

2t

�2pt�d=2
:

Pour un processus X de E, on pose alors:

U�X ��t; x� �
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Xÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y� dk��s; y; h�

�
Z t

0

Z
Rd

g�X ��s; y�Gtÿs�x; y� dy ds ; �1:10�

et on recherche une solution de �0:3� comme limite dans E, de l'iteÂ -
ration:
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V 0�t; x� �
Z

Rd
u0�y�Gt�x; y� dy

V n�1�t; x� � V 0�t; x� � U�V n��t; x� :

8<: �1:11�

Pour assurer l'existence des deux inteÂ grales apparaissant dans (1.10),
et la convergence du systeÁ me iteÂ ratif ci-dessus, on fait sur f et g les
hypotheÁ ses suivantes:

9K; t.q. 8 v; v1; v2; t; x; h� � 2 R�R�R�R� �Rd � U ;

on ait:

�H2�
jf �v; t; x; h�j � K�1� jvj�jhj

jf �v1; t; x; h� ÿ f �v2; t; x; h�j � Kjv1 ÿ v2jjhj ;

(
et:

�H3�
jg�v; t; x�j � K�1� jvj�

jg�v1; t; x� ÿ g�v2; t; x�j � Kjv1 ÿ v2j :

(
Sous ces hypotheÁ ses, et pour un bon choix de a dans la deÂ ®nition
de E, l'application U est une contraction aÁ valeurs dans E, ce qui
permet d'exhiber une solution de (0.3) dans cet espace. C'est l'objet
de la partie suivante. Dans l'ensemble des calculs, �t; x� deÂ signera en
geÂ neÂ ral le point de R� �Rd ouÁ sera calculeÂ e la valeur d'un pro-
cessus, et le triplet �s; y; h� 2 R� �Rd � U repreÂ sentera le triplet
des variables par rapport auxquelles seront e�ectueÂ es les inteÂ gra-
tions.

1.2 Calcul de la solution

TheÂ oreÁ me 1.2.1 Nous supposons que la mesure kÿ veÂri®e (H1)(1), que
les fonctions f et g veÂri®ent respectivement (H2) et (H3). Alors, si on
choisit a assez grand dans la deÂ®nition de E, la fonction U est k-
contractante sur E, avec un k < 1. La suite �Vn� converge donc dans
E vers un processus V , qui est l'unique solution de �0:3� dans cet
espace.

DeÂmonstration. La deÂ monstration de ce theÂ oreÁ me se fait en deux
eÂ tapes. On montre d'abord que, si a est choisi su�samment grand,
l'application U est une contraction. Ceci entraõÃ ne la convergence de la
suite V n, construite par l'iteÂ ration (1.11), vers un processus de E, noteÂ
V . On montre alors que V est bien une solution de (0.3), au sens
preÂ ciseÂ dans (1.8).
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A®n de simpli®er les eÂ critures dans ce qui suit, on supprimera
souvent les deÂ pendances de f et g en s et y, pour ne garder que celle en
X , qui est la plus importante dans nos calculs.

Remarquons d'abord que, graÃ ce aux hypotheÁ ses �H1��1�, �H2� et
�H3�, si X est un processus de E, alors U�X � est encore un processus de
E. La suite V n est donc bien deÂ ®nie.

On pose maintenant, U � U1 � U2, avec:

U1�X ��t; x� �
Z t

0

Z
Rd

g�X ��s; y�Gtÿs�x; y� dy ds ; �1:12�

et

U2�X ��t; x� �
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Xÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y� dk��s; y; h� : �1:13�

On a alors le reÂ sultat suivant.

Lemme 1.2.1 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et �H3� sont veÂri®eÂes,
alors, quels que soient X et X 0, deux processus de E,

kU2�X � ÿ U2 X 0� �kE �
KM

R
U jhj dl�h�

a
kX ÿ X 0kE ; �1:14�

et

kU1�X � ÿ U1 X 0� �kE � K
akX ÿ X 0kE : �1:15�

Preuve du lemme. On note:

D2�t; x� � U2�X ��t; x� ÿ U2 X 0� ��t; x� ; �1:16�
et

D1�t; x� � U1�X ��t; x� ÿ U1 X 0� ��t; x� : �1:17�
Or, les fonctions f et g eÂ tant lipschitziennes et aÁ croissance lineÂ aire, on
a:

jD2�t; x�j �
Z t

0

Z
Rd

Z
U

K X ÿ X 0j j�s; y�jhjGtÿs�x; y� dk��s; y; h� ;

et

D1�t; x�j j �
Z t

0

Z
Rd

KjX ÿ X 0j�s; y�Gtÿs�x; y� ds dy :

GraÃ ce aÁ la formule d'inteÂ gration preÂ visible , E�jD2�t; x�j� est majoreÂ
selon:
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E D2�t; x�j j� � � K
Z t

0

Z
Rd

Z
U
easkX ÿ X 0kEGtÿs�x; y�jhj dkÿ�s; y; h� ;

et donc,

kD2kE �
KM
a

Z
U
jhj dl�h�

� �
kX ÿ X 0kE :

De meÃ me kD1kE � sup
R��Rd

eÿatE�jD1j�, et on a donc:

kD1kE �
K
a
kX ÿ X 0kE ;

ce qui acheÁ ve la deÂ monstration du lemme. (

Montrons aÁ preÂ sent que la suite V n converge dans E. Du lemme
1.2.1, on deÂ duit que, pour une constante C positive,

kU�X � ÿ U X 0� �kE �
C
a
kX ÿ X 0kE :

En particulier, si l'on choisit a > C, et que l'on note k � C=a, l'ap-
plication U est une k-contraction sur E, avec k < 1.
Par conseÂ quent, la suite V n, construite graÃ ce aÁ (1.11), converge dans E.
Notons V sa limite. Il faut encore montrer que V est solution de (0.3).
C'est l'objet du lemme suivant.

Lemme 1.2.2 Supposons veÂri®eÂes les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et �H3�,
et soit / 2S�Rd�, alors, le processus V veÂri®e (1.8).

Preuve du lemme. Par construction, le processus V veÂ ri®e:

V �t; x� � V 0�t; x� �
Z t

0

Z
Rd

g�V ��s; y�Gtÿs�x; y� dy ds

�
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Vÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y� dk��s; y; h� ; �1:18�

ce qui permet donc d'eÂ crire, pour toute fonction / 2S�Rd�:

V �t; ��;/h i � V 0�t; ��;/
 �� Z t

0

Z
Rd

g�V ��s; y� Gtÿs��; y�;/h idy ds

�
X

�0;t��Rd�U

f �V ��s; y; h� Gtÿs��; y�;/h ik��s; y; h� : �1:19�

Or, V 0 veÂ ri®e:

V 0�t; ��;/
 � � u0;/h i �
Z t

0

V 0�s; ��;D/
2

� �
ds ; �1:20�

et, de la meÃ me facË on:
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Gtÿs��; y�;/���h i � /�y� �
Z t

u�s
Guÿs��; y�;D/

2

� �
du : �1:21�

En reportant (1.20) et (1.21) dans (1.19), nous obtenons:

V �t; �� ÿ u0;/h i �
Z t

0

V �u; ��;D/
2

� �
du�

Z t

0

g�V ��s; ��/h i ds

�
X

�0;t��Rd�U

f �Vÿ��s; y; h�/�y�k��s; y; h� :

qui est exactement l'eÂ galiteÂ (1.8). Le processus V est donc bien une
solution de l'eÂ quation di�eÂ rentielle (0.3). La preuve du lemme est donc
compleÁ te. (

De plus, comme l'application U est une k-contraction sur E, pour
un k < 1, le processus V est l'unique processus dans E qui veÂ ri®e
(1.18). C'est donc l'unique solution de (0.3) dans E, ce qui acheÁ ve la
deÂ monstration du theÂ oreÁ me. (

Remarques. 1) La deÂ monstration reste valable en supposant simple-
ment que, pour un reÂ el M indeÂ pendant de y, on a:
dm�y� � RU jhjd~kÿ�y; h� � M dy.

2) Il est encore possible de reÂ soudre (0.3), en rajoutant aÁ ~kÿ une
mesure ~kÿ2 , ®nie sur Rd � U , et telle que, pour tout a > 0, il existe une
constante Ma, telle que:Z

jhj�a
jhjd~kÿ2 �y; h� � Ma dy : �1:22�

Pour le faire, on reÂ sout d'abord, par la meÃ me meÂ thode que ci-dessus,
l'eÂ quation (0.3) sous la probabiliteÂ Pm, pour laquelle k� est un bruit
poissonnien d'intensiteÂ ds d~kÿ � 1fjhj�mgds d~kÿ2 �y; h�, et on fait ensuite
tendre m vers1, pour obtenir un processus V qui est une solution de
(0.3), P-presque suÃ rement. Si les particules apparaissent sur un
domaine borneÂ de Rd , on peut donc reÂ soudre (0.3), en supposant
simplement que, pour tout a > 0,

R
U �jhj ^ a� d~kÿ�y; h� � Ma dy.

3) Le coe�cient K doit eÃ tre choisi indeÂ pendant de s et y. Cette
meÂ thode ne permet pas de traiter directement le cas ouÁ les fonctions f
et g sont localement lipschitziennes.

4) On deÂ montre ici la convergence de la suite construite graÃ ce aÁ
(1.11), pour la norme k � kE, deÂ ®nie dans (1.5). Pour que l'iteÂ ration
(1.11) soit bien deÂ ®nie dans E, il faut en particulier que cette norme
soit ®nie pour V0, donc que u0 soit borneÂ . On peut toutefois faire une
deÂ monstration analogue en remplacË ant k:kE par:
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kXkn � sup
�0;T ��Rd

E�jX �t; x;x�j�
�1� kxk�n ;

pour un T positif ®xeÂ . La convergence de la suite V n se montre alors en
utilisant le lemme de Walsh (lemme 1.3.1 dans ce travail.) Ceci permet
d'envisager des donneÂ es initiales aÁ croissance polynoÃ miales de degreÂ
� n .

1.3 Etude de l'eÂquation compenseÂe dans Lp�X�

On consideÁ re dans cette partie l'eÂ quation (0.5) poseÂ e sur Rd , et dans
laquelle on utilise l'inteÂ grale stochastique par rapport aÁ dk deÂ ®nie
dans (1.6), pour des processus de Lp�dkÿ 
 dP�. On suppose donc que
la mesure kÿ satisfait l'hypotheÁ se �H1��p�, pour un p ®xeÂ ,
1 < p < 1� 2=d, p � 2. La fonction �g, apparaissant dans (0.5) est
supposeÂ e telle que, pour tout t; x; v; v1; v2:

�H4�
j�g�v; t; x�j � K�1� jvj�

j�g�v1; t; x� ÿ �g�v2; t; x�j � Kjv1 ÿ v2j :

(
On cherche une solution de (0.5) dans l'espace Ep, deÂ ®ni dans (1.7). Si
Y est un processus de Ep, on pose:

W1�Y � �
Z t

0

Z
Rd

�g�Y ��s; y�Gtÿs�x; y� dy ds ;

et

W2�Y � �
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Yÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y� dk�s; y; h� :

TheÂ oreÁ me 1.3.1 Si la mesure kÿ veÂri®e �H1��p�, pour un
1 < p < 1� 2=d, p � 2, que les fonctions f et �g veÂri®ent respectivement
�H2� et �H4�, alors l'eÂquation (0.5) admet une solution unique W dans
l'espace Ep.

DeÂmonstration. On cherche une solution de (0.5) graÃ ce aÁ l'iteÂ ration:

W 0�t; x� �
Z

Rd
u0�y�Gt�x; y� dy

W n�1�t; x� � W 0�t; x� �W1 W n� ��t; x� �W2 W n� ��t; x� :

8<: �1:23�

Soit Hn la fonction reÂ elle croissante deÂ ®nie sur �0; T �, par:
Hn�t� � sup

�0;t��Rd
E W n�1�s; y� ÿ W n�s; y��� ��p� 	

: �1:24�
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Alors

Hn�t� � C Hn;1�t� � Hn;2�t�
ÿ �

;

avec:

Hn;1�t� � sup
�0;t��Rd

E W1 W n� ��s; y� ÿW1 W nÿ1ÿ ��s; y��� ��p� 	
; �1:25�

la fonction Hn;2 eÂ tant deÂ ®nie de manieÁ re analogue avec W2 aÁ la place
de W1. Alors, graÃ ce aÁ la lipschitzianiteÂ de �g:

W1 W n�1ÿ ��t; x� ÿW1 W n� ��t; x��� ��p
� C

Z t

0

Z
Rd

W n�s; y� ÿ W nÿ1�s; y��� ��Gtÿs�x; y� ds dy
� �p

;

donc, par l'ineÂ galiteÂ de HoÈ lder :

W1 W n�1ÿ ��t; x� ÿW1 W n� ��t; x��� ��p
� C

Z t

0

Z
Rd

W n�s; y� ÿ W nÿ1�s; y��� ��pGtÿs�x; y� ds dy :

Pour t � T , il existe donc une constante CT , telle que, pour tout n 2 N:

Hn;1�t� � CT

Z t

0

Hnÿ1�s� ds : �1:26�

Nous eÂ tudions maintenant Hn;2�t�. GraÃ ce aÁ la formule d'inteÂ gration
preÂ visible Lp (1.6), on a:

W2 W n�1ÿ ��t; x� ÿW2 W n� ��t; x��� ��p
� C

Z t

0

Z
Rd

Z
Rd
jhjp W n�s; y� ÿ W nÿ1�s; y��� ��pGp

tÿs�x; y� ds dy dl�h�
� �p

;

et donc,

Hn;2�t� � CT

Z
U
jhjp dl�h�

� �Z t

0

Hnÿ1�s� ds

�t ÿ s��pÿ1�d=2
; �1:27�

pour une constante positive CT eÂ ventuellement di�eÂ rente de la
preÂ ceÂ dente, et pour tout entier n. On obtient donc, pour la fonction
Hn � Hn;1 � Hn;2:

Hn�t� � CT

Z t

0

Hnÿ1�s� ds

�t ÿ s��pÿ1�d=2
: �1:28�

Et il est alors possible d'appliquer aÁ cette suite de fonctions le lemme
suivant, duÃ aÁ Walsh:
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Lemme 1.3.1 Soit Hn�t� une suite de fonctions deÂ®nies sur �0; T �, pour
un T > 0, telles que H0 est borneÂe sur �0; T �, et qu'il existe une constante
C indeÂpendante de n, et un reÂel a > ÿ1, pour lesquels:

Hn�t� � C
Z t

0

Hnÿ1�s��t ÿ s�a ds :

Alors, il existe un entier k, tel que, pour tout n et tout m entiers:

Hn�mk�t� � C0m
Z t

0

Hn�s� �t ÿ s�m
�mÿ 1�! ds :

En particulier, pour tout c > 0, la seÂrie de fonctions de terme geÂneÂral
H c

n�t� converge alors uniformeÂment sur �0; T �, d'apreÁs le criteÁre de
Cauchy.

GraÃ ce aÁ ce lemme, X1
m�0

H1=p
m �T � <1 ;

et la suite W n converge donc dans Ep vers un processus W qui sera une
solution de (0.5). Sur ce dernier point, nous renvoyons aÁ la
deÂ monstration analogue e�ectueÂ e dans la partie preÂ ceÂ dente. (

Remarque. Soit V un processus solution de (0.3). Si la mesure kÿ

veÂ ri®e aÁ la fois �H1��1� et �H1��p�, alors, en posant:

�g�v; t; x� � g�v; t; x� �
Z

U
f �v; t; x; h�l�x; h� dl�h� ; �1:29�

avec l�y; h� � d~kÿ�y; h�=dy dl�h�, on voit que les eÂ quations (0.3) et
(0.5) sont eÂ quivalentes. Ceci conduit au:

Corollaire 1.3.1 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H1��p�, �H2�, et �H3� sont
veÂri®eÂes, alors la solution V de (0.3) construite dans le theÂoreÁme 1.2.1 est
dans l'espace vectoriel Ep.

Le reÂ sultat d'inteÂ grabiliteÂ donneÂ par ce Corollaire semble optimal.
On ne peut avoir une puissance p-ieÁ me de V inteÂ grable pour un p plus
grand que 1� 2=d, car la fonction de Green Gs�x; y� n'est plus dans
Lp��0; T � �Rd�, si p � 1� 2=d.

1.4 Etude du cas d � 1

Dans ce cas, on montre que, si
R

U jhjp dl�h� et RU jhj2 dl�h� sont ®nies,
pour un 2 < p < 3, alors la solution W �t; x� de (0:5) est dans Lp�X�,
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pour tout �t; x� 2 R� �Rd . Nous reprenons les meÃ mes notations que
dans la partie 1.3. En particulier les fonctions Hn, Hn;1 et Hn;2 sont
deÂ ®nies comme dans (1.24) et (1.25), et l'espace vectoriel Ep est deÂ ®ni
comme dans (1.7), en modi®ant la valeur de p.

TheÂ oreÁ me 1.4.1 Soit 2 < p < 3. Si les hypotheÁses �H4� et �H2�, �H1��p�
et �H1��2� sont veÂri®eÂes, alors la suite W n construite graÃce aÁ (1.28)
converge dans l'espace Ep.

DeÂmonstration. Nous deÂ signerons dans cette preuve par C une
constante positive, deÂ pendant de T et p. La valeur de C pourra
changer d'une ligne aÁ l'autre.

La fonction Hn;1 veÂ ri®e, pour t � T :

Hn;1�t� � CT

Z t

0

Hnÿ1�s� ds : �1:30�

Par l'ineÂ galiteÂ de Burkholder-Davis Gundy, on a, pour Hn;2:

E W2 W n�1ÿ ��t; x� ÿW2 W n� ��t; x��� ��p� 	
� CpE

Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhj2Gtÿs�x; y�2 W n

ÿ ÿ W nÿ1
ÿ

�� ��2�s; y� dk��s; y; h�
� �p

2

( )
Notons Sn�t; x� la somme ci-dessus, sur les particules de k�. Ici
2 < p < 3, donc p=2 � 1, et il n'est pas possible de rentrer, par sous-
additiviteÂ , l'exposant p=2 dans la somme sur les particules de k�. On
reÂ eÂ crit donc Sn�t; x� comme:

Sn�t; x� �
Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhj2Gtÿs�x; y�2 W n

ÿ�s; y� ÿ W nÿ1
ÿ �s; y�ÿ �2

dk�s; y; h�

�
Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhj2Gtÿs�x; y�2

ÿ
W n
ÿ�s; y�ÿW nÿ1

ÿ �s; y��2 dkÿ�s; y; h� :

Notons alors In�t; x� et Jn�t; x� les deux termes du membre de droite.
En appliquant une nouvelle fois l'ineÂ galiteÂ de Burkholder-Davis-
Gundy , on obtient, pour In�t; x�:

E jIn�t; x�jp=2
� �
� CE

Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhj4Gtÿs�x; y�4 W n

ÿ ÿW nÿ1
ÿ

�� ��4�s; y� dk��s; y; h�
� �p=4
 !

:

� CE
Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhjpGtÿs�x; y�p W n

ÿ ÿW nÿ1
ÿ

�� ��p�s; y� dk��s; y; h�
� �

:
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Nous utilisons maintenant la formule d'inteÂ gration preÂ visible L1, qui
fournit:

E In�t; x�j jp=2
� �

� C
Z t

0

Hnÿ1�s�
�t ÿ s�pÿ12

ds : �1:31�

Nous majorons aÁ preÂ sent E�jJn�t; x�jp=2� en utilisant l'ineÂ galiteÂ de
HoÈ lder. On a donc, pour t � T ,

E Jn�t; x�j jp=2
� �

� C
Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhj2E W n�s; y� ÿ W nÿ1�s; y��� ��pÿ �

� G2
tÿs�x; y� ds dy dl�h�

�
Z t

0

Z
Rd

Z
U
jhj2G2

tÿs�x; y� ds dy dl�h�
� �p

2ÿ1
:

Or, comme
R

U jhj2dl�h� est ®nie, on a, pour t � T :

E Jn�t; x�j jp=2
� �

� C
Z t

0

Hnÿ1�s� ds : �1:32�

En additionnant les ineÂ galiteÂ s (1.30), (1.31), et (1.32), nous obtenons
donc:

Hn�t� � C
Z t

0

Hnÿ1�s�
�t ÿ s�pÿ12

ds :

Il su�t d'appliquer de nouveau le lemme 3.1 pour conclure. (

2 ReÂ gulariteÂ s partielles de la solution

2.1 Introduction

On eÂ tudie aÁ preÂ sent les reÂ gulariteÂ s partielles de la solution V de �0:3�
construite dans la partie preÂ ceÂ dente. En geÂ neÂ ral, les particules de k�

forment un ensemble dense dans R� �Rd , et V est non-borneÂ e au
voisinage de celles-ci. Il est donc impossible d'obtenir des reÂ gulariteÂ s
presque suÃ res, conjointes en �t; x�. On va donc chercher aÁ eÂ tablir des
conditions presque suÃ res de reÂ gulariteÂ partielle. Par exemple, nous
allons exhiber une condition sur kÿ permettant d'assurer, aÁ un instant
t ®xeÂ , la continuiteÂ de la fonction V �t; �� sur Rd . De la meÃ me manieÁ re,
on pourra assurer, la continuiteÂ de la fonction V ��; x� sur R�, en un
point x ®xeÂ dans Rd . Les meÃ mes questions sont eÂ tudieÂ es pour les
deÂ rivabiliteÂ s.

Par construction, le processus V veÂ ri®e:
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V � V 0 � U1�V � � U2�V � ;
ouÁ V 0,U1 etU2 sont deÂ ®nies respectivement dans (1.11), (1.12), et (1.13).
L'eÂ tude des reÂ gulariteÂ s de V se rameÁ ne donc aÁ celle des reÂ gulariteÂ s,
respectivement, deU2�V � etU1�V �. Nous allons eÂ tudier celles-ci dans les
deux premiers paragraphes de cette partie. Nous preÂ senterons ensuite
le cas unidimensionnel de l'eÂ quation compenseÂ e. Ce cas preÂ sente peu de
reÂ gulariteÂ , mais est inteÂ ressant comme eÂ tant le plus proche des eÂ quat-
ions analogues eÂ tudieÂ es pour le bruit blanc (cf. [6]).

2.2 Etude des reÂgulariteÂs de U2�V �

Dans cette partie, on va eÂ tudier la reÂ gulariteÂ de U2�V �, en utilisant la
deÂ ®nition de U2 comme inteÂ grale stochastique par rapport aÁ k�. On
suppose donc vraie l'hypotheÁ se �H1��1�, a®n d'assurer l'existence de
cette inteÂ grale. Les reÂ sultats ainsi trouveÂ s s'appliqueront en particulier
au cas ouÁ la fonction g est identiquement nulle.

Pour a un nombre reÂ el positif strictement, on appelle pa la fonction
sur U deÂ ®nie par:

pa�h� � jhja si 0 < a < 1

pa�h� � jhjj log�jhj�j si a � 1

pa�h� � jhj si a > 1 ;

et on note �H5��a�, l'hypotheÁ se:

H5� ��a� :

Z
U

pa�h� dl�h� <1 :

Nous allons utiliser dans cette partie les estimations du Lemme A1,
dont l'eÂ nonceÂ se trouve en appendice.

2.2.1 ReÂ gulariteÂ en espace

TheÂ oreÁ me 2.2.1 Supposons veÂri®eÂes les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et
�H3�. Alors, si, pour un entier l 2 N, la mesure l satisfait aÁ l'hypotheÁse
�H5�� 2

d�l�, il existe un sous-ensemble Nt de X, P-neÂgligeable, tel que:
pour tout x 2 Xÿ Nt, l'application U2�V ��t; �;x� est de classe Cl

sur Rd .

DeÂmonstration. L'ensemble de la deÂ monstration repose sur les ma-
jorations de Gtÿs�x; y�, eÂ nonceÂ es dans le lemme A1.
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Soit A un ouvert borneÂ de Rd , et t un reÂ el positif ®xeÂ . Nous allons
montrer que, sous chacune des conditions eÂ nonceÂ es ci-dessus, il existe
un ensemble Nt;A tel que P�Nt;A� � 0, et que, pour x j2Nt;A, la fonction
V �t; �;x� posseÁ de la reÂ gulariteÂ voulue.

Soit x0 un point de A, et r0, un reÂ el strictement positif et tel que,
pour un d > 0, on ait:

A � B�x0; r0 ÿ d� ;
ouÁ B�x; r� repreÂ sente la boule ouverte de centre x et de rayon r dans
Rd . On note dans la suite de cette preuve B � B�x0; r0�. Alors, pour
tout y j2B, et tout x dans A, on a :

ky ÿ x0k ÿ r0 � d � ky ÿ xk � ky ÿ x0k � r0 : �2:1�
Dans la suite, pour simpli®er les eÂ critures, on prendra x0 � 0. Pour
eÂ tudier la reÂ gulariteÂ de U2�V �, on va consideÂ rer seÂ pareÂ ment les par-
ticules situeÂ es en dehors de B et celles inteÂ rieures aÁ B. Soit donc:

S�t; x� �
X

�0;t��Bc�U

f �Vÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y�k��s; y; h� :

Le lemme suivant donne la reÂ gulariteÂ de la fonction S sur R� � A.

Lemme 2.2.1 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et �H3� sont veÂri®eÂes, la
fonction: �t; x� 7! S�t; x� est presque suÃrement de classe C1 sur R� � A.
Plus preÂciseÂment, il existe un ensemble NA, qui est P-neÂgligeable, et tel
que:

�x j2NA� �) ��t; x� 7! S�t; x� estC1 sur R� � A�

Preuve du lemme. On montre en fait que, pour tout T � 0, il existe un
ensemble P-neÂ gligeable NT ;A tel que, si x j2NT ;A, la fonction S��; �;x�
est C1 sur �0; T � � A. La conclusion du lemme en deÂ coule naturelle-
ment. Soit Dt;x un opeÂ rateur de deÂ rivation sur R� �Rd . On envisage
alors la somme:

S�D��t; x� �
X

�0;t��Bc�U

f �Vÿ��s; y; h�Dt;x�Gtÿs�x; y��k��s; y; h� ;

et on montre que, presque suÃ rement, elle converge normalement sur
�0; T � �Rd . Pour cela, il faut consideÂ rer, pour un y de Bc:

sup
t�T
x2A

Dt;x Gt�x; y�� ��� �� :
Comme, kxÿ yk � d, et t � T , il existe une constante C, et des reÂ els n1
et n2, tels que:
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Dt;x Gt�x; y�� ��� �� � C
kxÿ ykn1

tn2
eÿ
kxÿyk2

2t :

Or, la fonction u deÂ ®nie par:

u�t� � eÿ
r2
2t

tn2

est une fonction majoreÂ e sur R� par C=r2n2 , et croissante sur
�0; r2=2n2�, deÂ croissante sur �r2=2n2;�1�. On a donc,

Dt;x�Gt�x; y�� � Ckxÿ ykn1ÿ2n2 si kxÿ yk �
����������
2Tn2

p
Dt;x�Gt�x; y�� � Ckxÿ ykn1 e

ÿkxÿyk2
2T

T n2
si kxÿ yk �

����������
2Tn2

p
:

Quitte aÁ modi®er la valeur de la constante C, on a donc, graÃ ce aÁ
l'encadrement de kxÿ yk donneÂ dans (2.1),

sup
t�T
x2A

Dt;x Gt�x; y�� � � C kyk � r0� �n1e
ÿ�kykÿr0�d�2

2T

T n2
: �2:2�

Et, par suite:X
�0;t��Bc�U

jf �Vÿ��s; y; h�j sup
x2A
t�T

Dt;x Gtÿs�x; y�� ��� �� k��s; y; h�
�

X
�0;t��Bc�U

C f �Vÿ��s; y; h�j j kyk � r0� �n1e
ÿ�kykÿr0�d�2

2T

T n2
k��s; y; h� :

Or, le membre de droite de cette ineÂ galiteÂ est d'espeÂ rance ®nie, graÃ ce
aux hypotheÁ ses �H1��1� et �H2�. La conclusion du lemme s'ensuit
donc: la fonction S est presque suÃ rement C1 sur �0; T � �Rd . (

Le lemme 2.2.1 permet de ne consideÂ rer, pour l'eÂ tude de la reÂ -
gulariteÂ partielle en espace sur A, que les particules apparaissant dans
un cylindre �0; t� � B, pour un instant t positif ®xeÂ .

Lemme 2.2.2 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et �H3� sont veÂri®eÂes, et
qu'on a, pour un entier l:Z t

0

Z
jhj�1

jhj
�t ÿ s��d�l�=2 ^ 1
 !

ds dl�h� <1 �2:3�

alors la fonction U2�V ��t; �� est presque suÃrement de classe Cl sur A.
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Preuve du lemme. Fixons d'abord quelques notations. Pour un
d-uplet m � �m1; . . . ;md� 2 Nd , on pose jmj � m1 � � � � � md , et

@m � @jmj

@xm1

1 � � � @xmd
d

:

GraÃ ce au lemme 2.2.1, il su�t donc de prouver que, si la condition
(2.3) est veÂ ri®eÂ e, alors la fonction H deÂ ®nie selon:

H: x #
X

�0;t��B�U

f �Vÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y�k��s; y; h� ; �2:4�

est presque suÃ rement de classe Cl sur A. Pour cela, nous allons
montrer que, si m 2 Nd est tel que jmj � l, alors la seÂ rie donneÂ e par:X

�0;t��B�U

f �Vÿ��s; y; h�j j sup
x2A

@m
x Gtÿs�x; y�� �

���� ����k��s; y; h� ; �2:5�

converge, sous la condition (2.3). Remarquons d'abord qu'on peut
supprimer dans cette somme les particules de masse jhj � 1, celles-ci
eÂ tant en nombre ®ni dans �0; t� � B. Par ailleurs, graÃ ce au Lemme A1,
on a, pour tout d-uplet m d'entiers, tel que jmj � l,

@m
x Gtÿs�x; y�� ��� �� � C

�t ÿ s��d�l�=2 ;

pour une certaine constante C. La seÂ rie (2.5) convergera donc uni-
formeÂ ment sur A si:X

�0;t��B
�fjhj�1g

jhj�1� jVÿ�s; y�j�
�t ÿ s��d�l�=2 ^ 1

 !
k��s; y; h� <1 :

Or, si X est une variable aleÂ atoire positive, E�X ^ 1� � E�X � ^ 1. DeÁ s
lors, en utilisant la formule d'inteÂ gration preÂ visible:

E
X
�0;t��B
�fjhj�1g

jhj�1� jVÿ�s; y�j�
�t ÿ s��d�l�=2 ^ 1

 !
k��s; y; h�

8>>><>>>:
9>>>=>>>; � M 1� eatkV kE� �

�
Z t

0

Z
B

Z
jhj�1

jhj
�t ÿ s��d�l�=2 ^ 1
 !

ds dy dl�h� : �2:6�

De plus, la boule B est de mesure de Lebesgue ®nie. Donc, sous la
condition (2.3), la fonction H est de classe Cl sur A. La preuve du
lemme est donc compleÁ te. (
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Pour achever la deÂ monstration du theÂ oreÁ me 2.2.1, nous allons
prouver que l'hypotheÁ se �H5�� 2

d�l� implique la condition su�sante
donneÂ e dans le lemme 2.2.2.

ConsideÂ rons d'abord le cas l � 0, c'est-aÁ -dire l'eÂ tude de la con-
tinuiteÂ de U2�V � en la variable d'espace. On a:Z t

0

Z
jhj�1

jhj
�t ÿ s�d=2

^ 1
 !

ds dl�h�

�
Z
jhj�1
jhj
Z t

s�jhj2=d

ds
sd=2

dl�h� �
Z
jhj�1

Z jhj2=d

s�0
ds dl�h� :

L'eÂ tude de la premieÁ re inteÂ grale impose de seÂ parer les cas d 6� 2 et
d � 2.

Pour d > 2, si Z
jhj�1
jhj2=ddl�h� <1 ;

alors la fonction U2�V ��t; �;x� est presque suÃ rement continue sur A.
Pour d � 2, si Z

jhj�1
jhjj log�jhj�j dl�h� <1 ;

alors la fonction U2�V ��t; �;x� est presque suÃ rement continue sur A.
En dimension 1, on obtient:Z t

0

Z
jhj�1

jhj
�t ÿ s�d=2

^ 1
 !

ds dl�h� � ��
t
p
=2

Z
jhj�1
jhj dl�h� <1 ;

sous la seule hypotheÁ se �H1��1�, qui su�t pour conclure aÁ la con-
tinuiteÂ en espace. Ceci deÂ montre donc le theÂ oreÁ me 2.2.1. pour l � 0.

L'eÂ tude du caracteÁ re Cl, pour l > 0, se fait de la meÃ me manieÁ re. Il
faut consideÂ rer: Z t

0

Z
jhj�1

jhj
s�d�l�=2 ^ 1
� �

ds dl�h� :

Si d � l 6� 2, cette inteÂ grale sera ®nie si:Z
jhj�1
jhj2=�d�l� dl�h� <1 :

Si d � l � 1, il faut imposerZ
jhj�1
jhjj log�jhj�j dl�h� <1 :
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Le theÂ oreÁ me est donc deÂ montreÂ . (

2.2.2 ReÂ gulariteÂ en temps

On eÂ tudie dans cette partie la reÂ gulariteÂ sur R� de la fonction
U2�V ���; x�, x eÂ tant ®xeÂ dans Rd .

TheÂ oreÁ me 2.2.2 On suppose que les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et �H3�
sont veÂri®eÂes, et que la mesure l veÂri®e �H5�� d

d�2l�, pour un entier positif
l. Alors, pour tout x de Rd , il existe un sous-ensemble Nx de X, qui est
P-neÂgligeable, et tel que: pour tout x j2Nx, la fonction U2�V ���; x� est de
classe Cl sur R�.

DeÂmonstration. Soient A et B comme dans la partie preÂ ceÂ dente. Dans
la suite, et pour simpli®er les eÂ critures, nous supposerons que x � 0, et
x 2 A. De meÃ me que dans l'eÂ tude de la reÂ gulariteÂ en espace, on peut se
restreindre, graÃ ce au lemme 2.2.1 aÁ l'eÂ tude de l'in¯uence des seules
particules apparaissant dans �0; T � � B.

De plus, graÃ ce au lemme A1, on a la majoration uniforme:

sup
t2R�

@lGtÿs�0; y�
@tl

���� ���� � C0l
kykd�2l ;

qui conduit aÁ la proprieÂ teÂ suivante, analogue au lemme 2.2.2:

Lemme 2.2.3 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, et �H3� sont veÂri®eÂes, et
qu'on a, pour un entier l:Z

B

Z
jhj�1

jhj
kykd�2l ^ 1

 !
dy dl�h� <1 �2:7�

alors la fonction U2�V ���; 0� est presque suÃrement de classe Cl sur �0; T �.

Montrons aÁ preÂ sent le theÂ oreÁ me. Pour la continuiteÂ en temps, on
eÂ tudie donc la ®nitude deZ

B

Z
jhj�1

jhj
kykd ^ 1

 !
dy dl�h� :

Cette inteÂ grale se majore selon:Z r0

0

Z
jhj�1

jhj
rd ^ 1

� �
rdÿ1 dr dl�h� � �j log�r0�j � 1=d�

Z
jhj�1
jhj dl�h�

� 1

d

Z
jhj�1
jhjj log�jhj�j dl�h� :
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Par hypotheÁ se
R
jhj�1 jhj dl�h� <1. Si, de plus,R

jhj�1 jhjj log�jhj�j dl�h� <1, la fonction U2�V ���; 0;x� sera donc
continue sur �0; T �.
Pour montrer que V est de classe Cl en temps, on consideÁ re, graÃ ce aÁ la
condition (2.7), l'inteÂ grale:Z

A

Z
jhj�1

jhj
rd�2l ^ 1
� �

rdÿ1 dr dl�h� ;

qui sera ®nie si: Z
jhj�1
jhj d

d�2l dl�h� <1 :

La deÂ monstration du theÂ oreÁ me est donc compleÁ te. (

2.3 Etudes des reÂgulariteÂs de U1�V �

Nous eÂ tudions aÁ preÂ sent les reÂ gulariteÂ s de U1�V �, en espace, puis en
temps. Les meÂ thodes employeÂ es dans cette partie di�eÁ rent de celles
utiliseÂ es dans l'eÂ tude de U2�V �: on emploie les lemmes A2 et A3 de
l'appendice, et le criteÁ re de Kolmogoro�. Chaque partie preÂ sente deux
reÂ sultats di�eÂ rents, suivant que la fonction g est supposeÂ e borneÂ e ou
non.

2.3.1 ReÂ gulariteÂ en espace de U1�V �

On obtient, sous l'hypotheÁ se que g est borneÂ e, une continuiteÂ et une
deÂ rivabiliteÂ partielle en espace, et une continuiteÂ en espace en
dimension 1 et 2, lorque g est aÁ croissance lineÂ aire.

TheÂ oreÁ me 2.3.1 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H2� et �H3� sont veÂri®eÂes, et
que la fonction g est borneÂe, alors, pour tout t positif, la fonction
U1�V ��t; �;x� est continue et de classe C1 sur Rd .

TheÂ oreÁ me 2.3.2 On suppose ici que d � 2, que, pour tout p tel que
1 � p < 1� 2=d, la mesure kÿ satisfait l' hypotheÁse �H1��p�, et que les
fonctions f et g veÂri®ent respectivement �H2� et �H3�. Alors, pour tout t
positif, il existe un ensemble P-neÂgligeable Nt, tel que: si x j2Nt, la
fonction U1�V ��t; �;x� est continue sur Rd .

Dans ces deÂ monstrations, on eÂ crira en geÂ neÂ ral G�x; y� au lieu de
Gtÿs�x; y�, aucune ambiguõÈ teÂ n'eÂ tant aÁ craindre.
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La deÂ monstration de chacun de ces theÂ oreÁ mes utilise le Lemme A2,
dont l'eÂ nonceÂ se trouve en appendice.

DeÂmonstration du TheÂoreÁme 2.3.1.

Notons S un majorant de la fonction jgj, et soit

X �t; x;x� �
Z t

0

Z
Rd

g�V ��s; y�Gtÿs�x; y� ds dy :

La deÂ monstration de la continuiteÂ est alors immeÂ diate, en eÂ crivant
que:

jX �x� ÿ X �z�j � S
Z t

0

Z
Rd
jG�x; y� ÿ G�z; y�j ds dy ;

et en appliquant le Lemme A2, avec c � 1.
Pour montrer la deÂ rivabiliteÂ , nous remarquons d'abord que, pour

un r0 > 0, si on note B � B�x0; 2r0�, alors la fonction:

z 7!
Z t

0

Z
Bc

g�V ��s; y�G�z; y� ds dy ;

est di�eÂ rentiable sur B�x0; r0�, graÃ ce aux theÂ oreÁ mes classiques de
deÂ rivation d'une fonction deÂ ®nie par une inteÂ grale. Il su�t donc de
montrer la di�eÂ rentiabiliteÂ de la fonction:

XB�z� �
Z t

0

Z
B

g�V ��s; y�G�z; y� ds dy ;

pour z 2 B�x0; r0�. Pour cela, on note que, graÃ ce au lemme A2, la
fonction g eÂ tant borneÂ e, si kzÿ xk � 1=2 et 1 < c < cc, on a:Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�jc jG�z; y� ÿ G�x; y�j

kzÿ xk
� �c

ds dy � C :

La famille de fonctions G�z;y�ÿG�x;y�
kzÿxk g�V ��s; y� est donc eÂ quiinteÂ grable

sur �0; t� � B quand x tend vers z. Notons alors r
!

G�z; y� le gradient de
la fonction G��; y�, pris en z, et h�; �i le produit scalaire sur Rd . On a
donc, si zÿ x � kzÿ xk~u:

lim
x!z

Z t

0

Z
B

g�V ��s; y� jG�z; y� ÿ G�x; y�j
kzÿ xk ds dy

�
Z t

0

Z
B

g�V ��s; y�h ~rG�z; y�;~ui ds dy : �2:8�

Or, la famille de fonctions kr
!

G�z; y�k est eÂ quiinteÂ grable pour
z 2 B�x0; r0�. Par suite, en prenant pour~u, dans (2.8), un vecteur ei de
la base canonique de Rd , on montre que la fonction XB posseÁ de une
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deÂ riveÂ e partielle par rapport aÁ xi, continue pour z 2 B�x; r0�. En
conseÂ quence, XB est de classe C1 sur B�x; r0�, ce qui acheÁ ve la
deÂ monstration. (

DeÂmonstration du TheÂoreÁme 2.3.2. Soit x0 2 Rd , et r0 > 0, on note
B � B�x0; 2r0�. GraÃ ce aux theÂ oreÁ mes classiques de continuiteÂ pour des
fonctions deÂ ®nies par une inteÂ grale, il su�t de montrer la continuiteÂ
de l'application:

XB�z� �
Z t

0

Z
B

g�V ��s; y�G�z; y� ds dy ;

pour z 2 B�x0; r0�. On applique pour cela le criteÁ re de Kolmogoro�,
pour chacune des dimensions consideÂ reÂ es (d � 1 ou 2.) En dimension
1, l'application de l'ineÂ galiteÂ de HoÈ lder pour un p tel que
1 < a� 1 � p < 3; fournit:Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�jjG�x; y� ÿ G�z; y�j ds dy

� �1�a

�
Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�j1�ajG�x; y� ÿ G�z; y�j ds dy

�
Z t

0

Z
B
jG�x; y� ÿ G�z; y�j ds dy

� �a

:

GraÃ ce au corollaire 1.3.1, il est possible de prendre l'espeÂ rance de
chacune de ces quantiteÂ s. En utilisant le Lemme A2, on montre alors
que:

E XB�x� ÿ XB�z�j j1�a
� �

� Ckxÿ zk1�a ;

avec un a > 0. Le criteÁ re de Kolmogoro� permet de conclure. La
meÃ me deÂ monstration, faite en dimension plus grande, donnerait la
continuiteÂ par rapport aÁ chacun des xi, si x � �xi�1�i�d 2 Rd .

Pour d � 2, on a cc � 4=3, et, graÃ ce aÁ l'ineÂ galiteÂ de HoÈ lder, on voit
que :

jXB�x� ÿ XB�z�jc �
Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�jjG�x; y� ÿ G�z; y�jc ds dy

� �
�

Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�j ds dy

� �cÿ1

Donc, avec une nouvelle application de HoÈ lder
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XB�x� ÿ XB�z�j jcc0 �
Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�j ds dy

� �c0�cÿ1�

�
Z t

0

Z
B
jg�V ��s; y�jc0 jG�x; y� ÿ G�z; y�jc ds dy

�
Z t

0

Z
B
jG�x; y� ÿ G�z; y�jc ds dy

� �c0ÿ1
:

On note alors

YB�x� � XB�x�R t
0

R
B jg�V ��s; y�j ds dy

ÿ �1ÿ1=c :

En prenant l'espeÂ rance dans les ineÂ galiteÂ s ci-dessus, on obtient, graÃ ce
au Lemme A2:

E jYB�x� ÿ YB�z�jcc
0� �
� Ckxÿ zkcc0 8 c < cc; c0 < 1� 2=d � 2 :

La conclusion s'ensuit graÃ ce au lemme de Kolmogoro�. On obtient de
surcroõÃ t une 1=4ÿ �-hoÈ lderianiteÂ pour YB, donc pour XB. (

2.3.2 ReÂ gulariteÂ en temps de U1�V �

On a deux theÂ oreÁ mes di�eÂ rents, suivant que la fonction g est supposeÂ e
borneÂ e ou simplement aÁ croissance lineÂ aire. Ces theÂ oreÁ mes fournissent
la continuiteÂ en temps mais pas la deÂ rivabiliteÂ .

TheÂ oreÁ me 2.3.3 Si les hypotheÁses �H1��1�, �H2� et �H3� sont veÂri®eÂes, et
que la fonction g est borneÂe, alors pour tout x dans Rd , la fonction
U1�V ���; x;x� est continue sur R�. On a de plus, si d � 1=2,

jU1�V ��t; x;x� ÿ U1�V ��t � d; x;x�j � Cjd log�jdj�j :
TheÂ oreÁ me 2.3.4 Supposons veÂri®eÂes les hypotheÁses �H1��1�, �H2�, �H3�
et �H1��p�, pour un 1 < p < 1� 2=d. Alors, pour tout x de Rd , il existe
un ensemble P-neÂgligeable Nx tel que : si x j2Nx, la fonction
U1�V ���; x;x� est continue sur R�.

DeÂmonstration du TheÂoreÁme 2.3.3. Soit S un majorant de jgj, alors,
graÃ ce au lemme A3, on a,

jU1�V ��t; x;x� ÿ U1�V ��t � d; x;x�j � CSjd ln�jdj�j ;

ce qui montre le theÂ oreÁ me 2.3.3.
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DeÂmonstration du TheÂoreÁme 2.3.4. Si kÿ veÂ ri®e l'hypotheÁ se �H1��p�,
pour un 1 < p < 1� 2=d, on a, d'apreÁ s le corollaire 1.3.1:

sup
�0;T ��Rd

E V �t; x�j jp� � <1 ;

pour tout T > 0. Notons alors Xx�t� la fonction:

Xx�t� �
Z t

0

Z
Rd

g�V ��s; y�Gtÿs�x; y� ds dy :

GraÃ ce aÁ l'ineÂ galiteÂ de HoÈ lder, en posant 1� a � p, on a

jXx�t � d� ÿ Xx�t�j1�a

�
Z T

0

Z
Rd
jg�V ��s; y�jpjGt�dÿs�x; y� ÿ Gtÿs�x; y�j ds dy

�
Z T

0

Z
Rd

Gt�dÿs�x; y� ÿ Gtÿs�x; y�j j ds dy

0B@
1CA

a

:

On trouve donc, en utilisant le Lemme A3:

E jXx�t � d� ÿ Xx�t�j1�a
� �

� CT ;p d ln�jdj�j j1�a

Le lemme de Kolmogoro� permet alors de conclure. (

2.4 ReÂgulariteÂ en dimension 1

On consideÁ re dans cette partie l'eÂ quation (0.5) poseÂ e dans R� �R,
(donc avec d � 1), et sous l'hypotheÁ se �H1��2�. Comme dans les
eÂ quations analogues avec un bruit blanc, on utilise alors, pour sa
reÂ solution, une inteÂ gration stochastique L2. Soit donc W le processus
de E2 solution de (0.5).

TheÂ oreÁ me 2.4.1Soit t � 0.Si les hypotheÁses �H2�,�H4�, �H1��2� et �H1��p�
sont veÂri®eÂes, pour un 1 < p < 2, alors, il existe un ensembleP-neÂgligeable
Nt tel que, si x j2Nt, la fonction W �t; �;x� soit continue sur Rd .

DeÂmonstration. Rappelons que le processus W veÂ ri®e:

W �t; x� �
Z

Rd
u0�y�Gt�x; y� dy �

Z t

0

Z
Rd

�g�W ��s; y�Gtÿs�x; y� dy ds

�
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Wÿ��s; y; h�Gtÿs�x; y� dk�s; y; h�
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Le processus W 0, qui est le premier terme du membre de droite
ci-dessus est clairement reÂ gulier. La reÂ gulariteÂ du deuxieÁ me terme se
traite comme celle de U1�V � dans la partie 2.3.1. Il su�t donc d'eÂ tudier
la continuiteÂ de:

W2�W ��t; �� �
Z t

0

Z
Rd

Z
U

f �Wÿ��s; y; h�Gtÿs��; y� dk�s; y; h�

Pour cela, on utilise l'ineÂ galiteÂ de Burkholder-Davis-Gundy pour un
exposant p avec 1 < p < 2, et

R jhjp dl�h� ®nie. On a donc, la fonction
f eÂ tant aÁ croissance lineÂ aire:

EfjW2�W ��t; x� ÿW2�W ��t; z�jpg � C 1� kW kp
2

ÿ �
�
Z t

0

Z
Rd

Z
U
jGtÿs�x; y� ÿ Gtÿs�z; y�jpjhjp ds dy dl�h� :

Le lemme A2 permet d'en deÂ duire que, si p 6� 3=2:

E jW2�W ��t; x� ÿW2�W ��t; z�jpf g � Ckzÿ xks�p�: ;

avec: s�p� � p si 1 < p < 3=2, s�p� � 3ÿ p si 3=2 < p < 2. Dans le cas
p � 3=2, on obtient:

EfjW2�W ��t; x� ÿW2�W ��t; z�jpg � Ckzÿ xk32j ln�kzÿ xk�j

Le Lemme de Kolmogoro� fournit alors la conclusion souhaiteÂ e.

Remarque. Il est possible de reÂ soudre (0.5), dans l'espace Ep, pour
1 < p < 2, en supprimant l'hypotheÁ se �H1��2�. La deÂ monstration ci-
dessus fournirait alors la meÃ me conclusion.

Si on reÂ sout (0.5) dans l'espace E2, il est neÂ cessaire d'imposer
l'hypotheÁ se:

R jhjp dl�h� ®nie, pour un 1 < p < 2, a®n de montrer la
continuiteÂ de W en la variable d'espace. Dans le cas d'une E.D.P.S.
conduite par un bruit blanc, Walsh, dans [6], montre la continuiteÂ
de la solution de l'eÂ quation (0.1), conjointement en espace et en
temps. Nous sommes ici beaucoup plus limiteÂ s, pour sans doute
deux raisons. D'abord, la solution V de (0.3), comme la solution W
de (0.5), est non-borneÂ e au voisinage de chaque particule, et ne
peut pas eÃ tre dans Lp, pour un p > 3, tandis que la solution de
l'eÂ quation de Walsh est dans tous les espaces Lp, pour p supeÂ rieur aÁ
1. En outre, pour utiliser le criteÁ re de Kolmogoro�, l'application de
l'ineÂ galiteÂ de Burkholder-Davis-Gundy conduit aÁ essayer de majorer
l'espeÂ rance de:
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X
�0;t��
Rd�U

f 2�Vÿ��s; y; h� Gtÿs�x; y� ÿ Gtÿs�z; y�j j2k��s; y; h�

0BB@
1CCA

p=2

;

dans le cas de l'eÂ quation avec un bruit poissonnien, au lieu de:Z t

0

Z
Rd

f 2�V ��s; y; h� Gtÿs�x; y� ÿ Gtÿs�z; y�j j2 ds dy
� �p=2

;

dans le cas de l'eÂ quation avec un bruit blanc.

3 Appendice

Dans le lemme A1, nous rappelons sans deÂ monstration des estima-
tions classiques sur les deÂ riveÂ es de la fonction de Green Gt�x; y�.
Lemme A1 Soit g1 la fonction deÂ®nie sur Rd par:

g1�x� � e
ÿkxk2
2t

td=2
;

alors, 8l 2 N 9Cl � 0 tel que, pour tout D � @l

�@x1�i1 ����@xd �id ouÁ
i1 � � � � � id � l:

sup
Rd
jD�g1�x��j � Cl

t�d�l�=2 :

Soit g2 la fonction donneÂe sur R� par g2�t� � e
ÿr2
2t

td=2 . Alors
8l 2 N 9C0l � 0 tel que:

sup
R�

g�l�2 �t�
��� ��� � C0l

rd�2l :

Les lemmes A2 et A3 fournissent des estimations sur les inteÂ grales des
increÂ ments de la fonction de Green.

Lemme A2. Soit T � 0, et c tel que 0 < c < 1� 2=d. On pose
cc � 1� 1

d�1. Alors, si kxÿ zk � 1=2, et t � T :Z t

0

Z
Rd
jGs�x; y� ÿ Gs�z; y�jc ds dy

� Ckxÿ zkc 0 � c < cc

� Ckxÿ zkcc j log�kxÿ zk�j c � cc

� Ckxÿ zk2ÿd�cÿ1� c > cc
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DeÂmonstration. Dans l'ensemble de cette deÂ monstration, on deÂ signera
par C un nombre reÂ el strictement positif ne deÂ pendant que de d, T , et
c, et dont la valeur pourra changer d'une ligne aÁ l'autre. Posons:

D �
Z T

0

Z
Rd
jGs�x; y� ÿ Gs�z; y�jc ds dy :

Alors, quitte aÁ e�ectuer un changement de variable isomeÂ trique, on se
rameÁ ne aÁ x � 0, et z � he1, avec h � 0. (�ei�1�i�d repreÂ sentant la base
canonique de Rd).
On va montrer ces ineÂ galiteÂ s pour T > 1 et h � 1=2. On a donc,

D �
Z T

0

Z
Rd
jGs�he1; y� ÿ Gs�0; y�jc ds dy :

En posant alors y � hy0, et u � hÿ2s, cette expression devient:

D � Ch2ÿd�cÿ1�
Z T=h2

0

Z
Rd

eÿ
�y0
1
ÿ1�2�����y02d

2u ÿ eÿ
y021�����y02d

2u

ud=2

������
������
c

dy01 � � � dy0d du :

Nous commencË ons par nous a�ranchir des probleÁ mes poseÂ s par
l'inteÂ grale quand u est petit, en remarquant que:Z 1

0

Z
Rd

Gu e1; y0� � ÿ Gu 0; y0� �j jc du dy0 �
Z 1

0

Z
Rd

C Gu�0; y0�j jc du dy0

� C <1 :

Notons alors:

D0 � Ch2ÿd�cÿ1�
Z T=h2

1

Z
y0
1
2R

eÿ
�y0
1
ÿ1�2
2u ÿ eÿ

y021
2u

u1=2

������
������
c

dy01
Yd

j�2

Z
y0j2R

eÿ
y02j c

2u���
u
p c dy0j du ;

on a donc:

D0 � Ch2ÿd�cÿ1�
Z T=h2

1

1

u
d
2�cÿ1�

Z
y0
1
2R

eÿ
�y0
1
ÿ1�2
2u ÿ eÿ

y021
2u

���� ����c
u1=2

dy01 du :

Il faut alors majorer:

d�u� �
Z

y0
1
2R

eÿ
�y0
1
ÿ1�2
2u ÿ eÿ

y021
2u

���� ���� c

u1=2
dy01 :

Pour cela, on note que: �jy01 ÿ 1j � jy01j� , �y01 � 1
2�, ce qui permet de

deÂ couper d�u� selon d�u� � 2I�u�, avec:
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I�u� �
Z �1
1=2

ÿeÿy021
2u � eÿ

y0
1
ÿ1� �2
2u

 !c

���
u
p dy01 ;

par symeÂ trie. De plus,

I�u� �
Z �1
1=2

1ÿ e
y0
1
ÿ1� �2ÿy021
2u

 !c

���
u
p eÿ

y0
1
ÿ1� �2c

2u dy01 :

E�ectuons alors le changement de variable y � y01 ÿ 1 dans I�u�, on
obtient: ���

u
p

I�u� �
Z �1
ÿ1=2

1ÿ eÿ
�y�1�2ÿy2

2u

� �c

e
ÿy2c
2u dy :

Or, pour tout reÂ el v, 1ÿ eÿv � v; donc,

���
u
p

I�u� �
Z �1
ÿ1=2

eÿ
y2

2u=c
2y � 1

2u

� �c

dy ;

et, ���
u
p

I�u� �
Z �1
0

eÿ
y2

2u=c
2y � 1

2u

� �c

dy �
Z 0

ÿ1=2
eÿ

y2

2u=c
2y � 1

2u

� �c

dy :

Or, pour c � 1, on a �a� b�c � ac � bc, et, si c � 1,
�a� b�c � 2cÿ1�ac � bc�, par convexiteÂ . Donc,���

u
p

I�u� � C
Z �1
0

eÿ
y2

2u=c
yc

uc
dy � C

Z �1
0

eÿ
y2

2u=c
dy
uc
� C

Z 0

ÿ1=2
eÿ

y2

2u=c
dy
uc

:

Notons respectivement
���
u
p

K�u�, ���
u
p

L�u�, et ���
u
p

M�u� les trois inteÂ -
grales ci-dessus. En e�ectuant le changement de variable y0 � y=

���
u
p

,
on obtient:

K�u� � C

u
c
2

; L�u� � C
uc
; M�u� � C

uc
:

On a donc:

d�u� � C
uc=2
� C

uc
;

par suite:

D � Ch2ÿd�cÿ1� C �
Z T=h2

1

C

u
d
2�cÿ1��c

2

� C

u
d
2�cÿ1��c

� �
du

 !
: �3:1�
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Supposons dans un premier temps que tous les exposants de u, inter-
venant dans l'inteÂ grale ci-dessus, soient di�eÂ rents de 1. On obtient alors:

D � Ch2ÿd�cÿ1� � Chc � Ch2c :

Donc, pour h � 1=2, on trouve:

D � Chc si 0 < c < cc

D � Ch2ÿd�cÿ1� si cc < c < 1� 2=d :

Si on prend aÁ preÂ sent c � cc � 1� 1
d�1 dans (3.1), on obtient, pour

h � 1=2,

D � Chcc j log�h�j ;
ce qui acheÁ ve la deÂ monstration du lemme. (

Lemme A3. Soit T � 0, et d tel que jdj � 1=2. On a alors, si t et t � d
sont infeÂrieurs aÁ T :Z T

0

Z
Rd
jGt�dÿs�x; y� ÿ Gtÿs�x; y�j ds dy � Cjd log�d�j

en posant Gu�x; y� � 0, pour tout u strictement neÂgatif.

DeÂmonstration. Dans cette deÂ monstration, la lettre C deÂ signera encore
une constante positive, et dont la valeur pourra changer d'une ligne aÁ
l'autre. On suppose aussi, quitte aÁ modi®er la valeur de t, que d � 0.
E�ectuons d'abord un changement de variable, en posant t ÿ s � du,
et xÿ y � ���

d
p

z, on montre ainsi:Z T

0

Z
Rd
jGt�dÿs�x; y� ÿ Gtÿs�x; y�j ds dy � jdj

�
Z T=d

0

Z
Rd
jGu�1�z� ÿ Gu�z�j du dz :

Soit z0�u�, la fonction donneÂ e par:

z0�u� �
���������������������������������������������
d�u� 1�u log 1� 1

u

� �s
:

Si kzk � z0, alors Gu�z� � Gu�1�z�. La fonction z0 est nulle en 0 et
eÂ quivalente aÁ

�����
du
p

en �1. De plus, Gu�1�z� � Gu�z� si, et seulement si:
kzk � z0�u�.
Soit aÁ preÂ sent

I�u� �
Z

Rd
jGu�1�z� ÿ Gu�z�j dz ;
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alors :

I�u� �
Z
kzk�z0�u�

Gu�z� ÿ Gu�1�z�� � dz�
Z
kzk�z0�u�

Gu�1�z� ÿ Gu�z�� � dz :

Un changement de variable en z=
���
u
p

dans Gu, et en z=
�����������
u� 1
p

dans
Gu�1 fournit alors:

I�u� � 2

Z kzk�z0�u�=
��
u
p

kzk�z0�u�=
������
u�1p G1�z� dz � C

Z z0�u�=
��
u
p

r�z0�u�=
������
u�1p eÿ

r2
2 rdÿ1 dr ;

pour une constante C positive. Donc I�u� � C pour tout u � 0. De
plus, pour u � 1, on a z0�u� � C

���
u
p

, et donc:

I�u� � Cz0�u� 1���
u
p ÿ 1�����������

u� 1
p

� �
z0�u����

u
p

� �dÿ1

� C
u
:

Donc Z T
d

0

I�u� du �
Z 1

0

C1 du�
Z T

d

1

C2

u
du � C1 � C2 log

T
d

� �
:

D' ouÁ , par multiplication par d, la conclusion du lemme, pour
d � 1=2:Z T

0

Z
Rd
jGt�dÿs�x; y� ÿ Gtÿs�x; y�j ds dy � Cjd log�d�j :

References

Jacod J. et Shiryaev A.N.: Limit Theorems for stochastic processes. Number 288 in

Grundlehren der mathematischen Wissenschaft. Springer-Verlag (1987)
Revuz A. et Yor, M.: Continuous Martingales and Brownian motion. Number 293 in

Grundlehren der mathematischen Wissenschaft. Springer-Verlag (1994)

Dellacherie C. et Meyer, P.-A.: ProbabiliteÂ s et potentiel- Tome 2. Number 1385 in
ActualiteÂ s scienti®ques et industrielles. Institut de matheÂ matique de l'UniversiteÂ

de Strasbourg, Hermann edition (1980)

GyoÈ ngy I., Krylov N.V.: On stochastic equations with respect to semimartingales I.
Stochastics and stochastics reports, 4, 1±21 (1980)

Kallianpur G., Xiong J., Hardy G. et Ramasubramanian, S.: The existence and
uniqueness of solutions of nuclear-space valued stochastic di�erential equations

320 E. Saint Loubert BieÂ



driven by Poisson random measures. Stochastics and stochastics reports, 50, 85±

122 (1994)
Walsh J.B.: An Introduction to SPDEs. In P.L. Hennequin editor, Ecole d'eÂ teÂ de

probabiliteÂ de St-Flour XIV, number 1180 in LNM, pages 265±439. Springer-

Verlag (1984)

EÂ tude d'une EDPS conduite par un bruit poissonnien 321


