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Summary. We study a Stochastic Partial Differential Equation, of
parabolic type, set on RY, with d € N. This equation is driven by a
Poisson random measure, either compensated or not. The first part of
this work shows existence and uniqueness of a progressively measur-
able solution. The technics involved are close to those used to deal
with analogous equations driven by a Gaussian noise. The second part
gives some criterions on the intensity of the Poisson random measure,
in order to ensure some smoothness, either in space or in time, for the
solution of this equation.
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Résumé. Nous étudions une équation aux dérivées partielles
stochastique (EDPS), de type parabolique, posée sur IR?, d entier, et
conduite par un bruit poissonnien, compensé ou non. La premiére
partie de ce travail montre I’existence et I'unicité d’une solution pro-
gressivement mesurable. Les techniques employées sont proches de
celles utilisées pour résoudre les équations analogues conduites par un
bruit blanc. La seconde partie donne des conditions, portant sur
I'intensité du bruit poissonnien, et permettant d’assurer certaines
régularités, en espace ou bien en temps, pour le processus solution.
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Introduction

L’étude des équations aux dérivées partielles stochastiques (E.D.P.S.)
paraboliques intervient dans des problemes aussi variés que la théorie
du filtrage, I’étude de I'évolution du potentiel électrique d’un réseau de
neurones ou la description de modeles de pollution atmosphérique. La
plupart des travaux effectués dans ce domaine concernent des
E.D.P.S. avec bruit blanc. Ainsi, dans son cours a I’école de pro-
babilités de St.-Flour en 1984 [6], Walsh présente-t-il une étude
détaillée de I’équation:

oo

Friair s —VH+fV,OW t>0 0<x<L

%V( ) = 8V(L H=0 >0, (0.1)
(X,O) = 0( )7 t> O,

ou W est un bruit blanc basé sur [0,00) x [0,L]. Cette équation
intervient en neurophysiologie, lors de I’¢tude de I’évolution d’un
potentiel électrique neuronique. La résolution est basée sur la re-
cherche d’une solution par une itération de Picard.

Plus généralement, il est possible d’étudier des E.D.P.S. conduites par
une semi-martingale quelconque. Une méthode pour cela, consiste a
rechercher une solution X; comme une fonction du temps a valeurs
dans un espace de distributions. Une E.D.P.S. se raméne alors a une
équation différentielle stochastique a valeurs dans un espace vectoriel
de dimension infinie, généralement un espace de Hilbert ou de Banach
(cf. [4]). C’est cette idée qui est a la base de la résolution par Kal-
lianpur et al., dans [5] de ’E.D.P.S.:

Xt:Xo—F/OtA(s,XS)ds—k/ot/UG(s,)(;,u)]\7(duds) . (0.2)

Dans la relation ci-dessus, (U,%,u) est un espace mesurée o-fini,
N(duds) désigne une mesure de Poisson aléatoire sur IR x U,
d’intensité p(du)ds, et N(duds) désigne la mesure aléatoire comp-
ensée: dN = dN — u(du)ds. L’équation (0.2) est posée dans le dual
@ d’un espace nucléaire dénombrablement hilbertien ®. Les
fonctions A4 et G sont des fonctions: A R' x @' @ et
G R" x® x U—®. Sous des hypothéses de continuité et de
monotonie pour A et G, I’équation (0.2) posséde une unique solu-
tion forte dans @'. Cette solution est une fonctionnelle a valeurs
dans un espace de distributions. Les fonctions 4 et G ci-dessus
doivent étre définies et continues sur tous les Hilbert inclus dans @/,
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ce qui est assez contraignant. En outre, les hypothéses utilisées
semblent difficiles a vérifier pour un probléme posé sur tout R ou
un opérateur elliptique comme le laplacien n’est plus coercif.

Nous considérons ici une équation aux dérivées partielles
stochastique parabolique posée sur IRY, et conduite par un bruit
poissonnien sur R x IR? x U, ou U est un espace mesuré muni d’une
fonction |- |: U R", qui y jouera le role d’une norme. Soit donc
I’équation:

V(t,x) :uo(x)—l—/o %AV(S,x)dS—F/O g(V(s,x),s,x)ds
+/ F(V_(s,x),8,x,h)di"(s,x,h) , (0.3)
0 JheU

ou A% est un bruit poissonnien d’intensité A~. On suppose, pour étu-
dier (0.3), que di~ < ds ®dy ® du, avec [, |hldu(h) finie. Les pro-
cessus considérés sont alors a variation finie. Les fonctions f et g sont
des fonctions de R x R™ x RY x U et R x R" x IR? respectivement,
a valeurs dans IR. L’intégrale par rapport a A" est alors une intégrale
stochastique définie pour des processus X progressivement mesur-
ables, et tels que la norme:

X[z = sup e ™E(JX(,x)])

R*xIR?

soit finie. On appelle E ’espace vectoriel de ces processus.
On appelle w-particule de A, ou simplement particule, tout point
(s,y,h) tel que A" (s, y,h) = 1. Le cas le plus simple rentrant dans notre
cadre d’¢tude est celui ou f = f(h), et g=0, et ou il n’y a qu’un
nombre fini N;(w) de particules (s;, y;, 4;) sur [0, x R?. La solution de
(0.3) s’écrit alors:

112
Ny(e) *H-’f*h‘H

e 20-s)

V(t,x,w) = hl' _— . 04
(xi0) = 3 ) (04)
Toutefois, il y aura en général une infinité de particules, qui consti-
tueront un ensemble dense dans [0, ] x R?. Or, comme on le voit sur
(0.4), la solution de (0.3) devient non bornée au voisinage de chaque
particule. Il n’y aura donc pas, en général, de fonction dans
¢'2(R* x RY) qui vérifie (0.3). Il faut envisager une solution au sens
faible, a valeurs dans un espace de distributions sur IRY. Pour définir
S(X(s7,),s,»,h)) et g(X(s,y),s,»)ds, il faut que cette solution soit
presque stirement une mesure absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. On assimile alors X; a sa densité, notée X (¢, x, w)

(ou X(¢,x) comme ci-dessus.)
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Dans la premiere partie, nous montrons que, moyennant un bon
choix de o dans la définition de E, ’équation (0.3) admet une solution
unique dans cet espace. Il est également possible de résoudre une
équation analogue en remplagant le bruit poissonnien A par le bruit
compensé 4= A" — /7. L’intégrale stochastique devient alors une
intégrale par rapport a une mesure martingale, définie dans un espace
de variables aléatoires L. On considere dans ce cas 1’équation:

W(t,x) :uo(x)—i-/o %W(s,x) ds—i—/o g(W(s,x),s,x)ds

-1-/0 /Uf(W_(S,x),s,x,h)d/l(s,x,h) . (0.5)

Cette équation se résout de manicre identique a (0.3), en remplagant
Ihypothése [, |k du(h) finie, par 'hypotheése [, [h["du(h) finie, qui
autorise un plus grand nombre de particules avec |A| petit. Les pro-
cessus considérés ne sont alors plus a variation finie.

Dans la seconde partie, nous étudions les régularités partielles de la
solution ¥ de (0.3). Comme les particules du bruit poissonnien for-
ment en général un ensemble dense dans R x RY, il est exclu d’en-
visager des continuités ou des dérivabilités globales en temps et en
espace. On étudie donc les régularités partielles: continuité et
dérivabilité presque siires en espace, a un instant ¢ fixé, ou bien con-
tinuité et dérivabilité en temps, en un point x fixé dans R?. Nous
¢tudions ensuite la régularité de I’équation posée en dimension 1, avec
un bruit poissonnien compensé. Ce cas est en effet celui qui permet le
plus aisement des comparaisons avec I’¢tude des E.D.P.S. conduites
par un bruit blanc. Cette étude ne se généralise pas en dimension plus
grande.

Des lemmes techniques utiles dans les démonstrations sont présentés
dans un appendice, a la fin de ce travail.

1 Résolution de ’équation

1.1 Présentation du probleme

1.1.1 Le bruit poissonnien

Dans I’ensemble de ce travail, le triplet (U, %, u) désigne un espace
mesuré o-fini, pour lequel on dispose d’une application |- | — R™,

telle que [, |h|du(h) < oo. Si U est un espace vectoriel normé, on
prendra en général | - | = || - ||,,. On notera Q ’ensemble des mesures
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sur RTxRYxU, a valeurs entiéres, £ la tribu
Bor(R™) ® Bor(RY) ® # sur RT x RY x U ( les notations Bor(R™)
et Bor(IR?) représentant respectivement les tribus boréliennes sur R ™"
et RY). L’application 2" sur & x Q est définie, pour 4 quelconque
dans Z, et w quelconque dans Q, par:

(A4, 0) = o(4)

Soit d/”(y,h) une mesure sur (R? x U, Bor(R?%) ® %), et IP la pro-
babilité sur (Q,.#) sous laquelle la variable aléatoire A" (4, ) déter-
mine un bruit poissonnien sur R x R? x U, d’intensité 1~, avec
d\~ =ds®d. (y,h). Un point (s, y,h) tel que A" (s,y,h) = 1, est ap-
pelé une w-particule. On dit aussi qu’on a, au point (s,y) € R* x R?
une particule d’amplitude %, (de masse |4|.) Le point y est alors le point
ou apparait cette particule, I'instant s est son instant d’apparition.
Nous ferons en général sur A~ une hypothése de la forme:

() (p) = 4~ (v, ) < Mdy dp(h) et / WP du(h) < oo |

pour un réel positif M, et pourun p < 1+ 2/d, p > 1. Cette hypotheése
signifie que les particules de A+ apparaissent de maniére uniforme en
espace, et que la masse totale des particules apparaissant dans un
domaine borné pendant un temps fini, n’est pas trop grande.

1.1.2 Définition de I'intégrale stochastique

On appelle Z, la tribu engendrée sur Q par les variables aléatoires 7 -
mesurables qui s’écrivent:

[ [ [ asmnar s

pour H a support dans [0, 7] x R? x U. Ceci donne donc une filtration
sur Z, pour laquelle on dispose d’une tribu prévisible (%) définie
sur Rt x Q. Un processus Y (s, y, w) dépendant de la variable d’espace
y sera alors dit prévisible s’il est mesurable pour la tribu
P(F,) @ Bor(IR?). Si Y dépend de 4, il sera encore dit prévisible s’il
est mesurable pour 2(Z,) ® Bor(R?) @ %. On appellera processus
progressifs les processus mesurables par rapport, respectivement, a la
tribu Prog(#,) ® Bor(RY), ou a la tribu Prog(#,) ® Bor(R?) @ %.
Ces définitions sont analogues a celles utilisées dans [1].

Pour les processus Y, positifs ou dA~ ® dIP intégrables, et qui sont
P(F,) @ Bor(R?) @ #-mesurables, on dispose d’une ‘““formule
d’intégration prévisible’:
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([ ] [rmmoors)
/]R+ /]Rd/ Y(s,y,h))di(s,v,h) (1.1)

(Voir par exemple a ce sujet [2], pp. 448 et suiv.), ou l'intégrale du
membre de gauche est définie par:

/ / /Y(S,y,h,w)di+(s,y,h): Z Y(s,y,h, )" (s,y,h) .
R* JR? JU

R*x
RIxU

(1.2)

Ceci nous donne alors une variable aléatoire positive ou intégrable.
On peut encore définir cette intégrale si Y est un processus prévisible,
fini A~ ® dIP presque partout, et tel que |Y| A1 € L'(dA~ ® dPP). En
effet, on a alors:

B([ [, [@rissno anasn)

= [[IYTA U127 cawy < 00 -

Par suite, I'intégrale contre 2™ du processus 1;y1yY est finie, et il n’y
a, IP-presque stirement, qu'un nombre fini de particules (s, y, /) pour
lesquelles |Y (s, v, h, ®)| est supérieur a 1.

Cette définition de I'intégrale stochastique par rapport a A7, ne
permet d’intégrer que des processus prévisibles. Elle peut s’étendre aux
processus Y progressivement mesurables et tels que, pour tout y € RY,
Y(-,y) est dans L] (ds). En effet, il existe alors un processus Y_ qui est
une version prévisible de Y, c’est-a-dire tel que: Y =Y, di” ® dP
presque partout. On définit donc alors:

/1R+/1Rd/ (.9, B) d2" (5, y, /W/]Rd/ (s,,h)di*(s,y,h) .
(1.3)

La formule d’intégration prévisible permet de montrer que cette
définition ne dépend pas de la version prévisible Y_ choisie pour Y. En
outre, elle montre que, les processus Y et Y étant égaux di~ ® dIP
presque partout, si on note /(Y) I'intégrale ainsi définie, on a,

/m+ /]Rd/ Y(s,y,h))d2"(s,p, h) . (1.4)

Pour étudier I’équation (0.3), on utilise I'espace vectoriel E des classes
de processus progressivement mesurables pour lesquels:
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sup e “E(JX(t,x)]) = [[X]|p < oo, (1.5)
R*xR?
pour une constante o > 0, fixée. Si X, est une suite de Cauchy de E,
alors il existe une suite extraite .X,, telle que, pour tout couple (¢,x), la
suite X, (¢,x) converge presque sirement. La limite de X,,, pour || - ||z
admet donc une version progressivement mesurable, et I’espace
vectoriel £ est donc un espace de Banach.

Soit 1 <p<2. Nous définissons a présent une intégration
stochastique contre d pour des processus de LP(d.~ ® dIP). Lorsque
Y(s,y,h,0) € [P(dA~ @ dIP) est un processus prévisible, grace a I'in-
¢galité de Burkholder-Davis-Gundy (cf. [3]), on a:

E(/W/Rd/UY(s,y,h)dzp)
< q,na((/]R+ /]Rd/UY(s,y,h)zdﬁ>p/2> :

Pour p < 2, I’exposant p/2 dans le terme de droite est inférieur a 1. En
rentrant, par sous-additivité, cet exposant dans la somme, et en ut-
ilisant la formule d’intégration prévisible (1.1), on obtient:

IE(/H{+/H{d/(]Y(s,y,h)dip> <6, [ [ [E(repnpnar,

(1.6)

La formule ainsi obtenue, qu’on appellera formule d’intégration
prévisible L7, permet de définir une intégration stochastique contre d4
pour des processus de LP(d/~ ® dIP). On appelle E, I’espace vectoriel
des classes de processus progressivement mesurables pour lesquels,
pour un 7 > 0 fixé arbitrairement:

1
sup (X (1%, 0)")= ||X]|, < oo . (17)
[0,7]xR?
Dans la suite de ce travail, on parlera simplement de processus, sans
préciser en général qu’il s’agit de processus de E (resp. de E,), et on
notera X_ une version prévisible de X dans E (resp. dans E,).

1.1.3 L’équation
On étudie dans cette partie ’équation (0.3). Dans toute la suite, la

fonction uy est une fonction réelle mesurable et bornée sur R?. Le
processus V' est cherché dans E, et la troisiéme intégrale de (0.3) est
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une intégrale stochastique par rapport 4 A7, au sens défini dans (1.2).
Les fonctions f(V_(s,y,w),s,y,h) et g(V(s,y),s,y) seront a présent
notées f(V_)(s,y,h) et g(V)(s,y) respectivement ; nous présenterons
plus loin les hypothéses faites sur ces fonctions.

Pour donner un sens a ’équation (0.3), on en écrit une formulation
faible pour la dualité entre .#(RY), espace des fonctions C* a
décroissance rapide sur RY, et &/(RY), espace des distributions
tempérées. Notre approche reprend point par point celle de Walsh
dans [6].

Notons d’abord que, si X est un processus de E, alors X(¢,-) est
dans .7/(RY). En effet, pour tout ¢ positif, et pour toute fonction ¢
réguliére et a décroissance rapide sur IR?:

B(| [ renswa) <l [ omia

On définit alors une solution de (0. 3) comme €tant un processus tel
que, pour toute fonction ¢ de & (IR?), on ait:

<V(t")_“07¢> = < S, ’%> dS—|— (',S),gf))ds

/ 4u/f (5,0, m)p() d2" (s, ,h) . (1.8)

Les méthodes classiques (¢f. [6]) permettent de montrer que, si le
processus V vérifie (1.8), alors

<,->=/RuocyGt dy+// V)(5,0)Gr sl y) dvds

IRd

[ [0 nG e . (9)
0 JRYJU
ou G,(x,y) désigne la fonction de Green associ¢e a 1’opérateur % — %:
lx—11?
e
Gi(x,y) =—5.
A)(mw

Pour un processus X de E, on pose alors:

)(t,) /Ljf )5, )Gy, v) di* (5,7, h)
/ / (5,9)Gi—s(x,y)dyds , (1.10)

et on recherche une solution de (0.3) comme limite dans E, de I'ité-
ration:
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V() = [ ()G dy

Ve, x) = Vo>t x) + ®(V™)(1,x) .

(1.11)

Pour assurer I’existence des deux intégrales apparaissant dans (1.10),
et la convergence du systéme itératif ci-dessus, on fait sur f et g les
hypotheéses suivantes:

3K, tq. Y(o,v1,00,6,x,h)) ERxRxRxR" xR x U |,
on ait:
() f (v, t,x,h)] < K(1+ [v])|A]
|f(U1,l‘7x,h) _f(UZataxah)| < K|Ul - Uz”h| ’
et:
g, t,x)| < K(1+ |v
" (e, .0] < K(1+ o)
|g(U1,t,X) —g(Uz,t,X)| S K|Ul - U2| .

Sous ces hypothéses, et pour un bon choix de o dans la définition
de E, l'application ® est une contraction a valeurs dans E, ce qui
permet d’exhiber une solution de (0.3) dans cet espace. C’est 'objet
de la partie suivante. Dans I’ensemble des calculs, (¢,x) désignera en
général le point de R™ x RY ou sera calculée la valeur d’un pro-
cessus, et le triplet (s,y,h) € R x RY x U représentera le triplet
des variables par rapport auxquelles seront effectuées les intégra-
tions.

1.2 Calcul de la solution

Théoréme 1.2.1 Nous supposons que la mesure A~ verifie (Hi)(1), que
les fonctions f et g vérifient respectivement (Hy) et (Hs). Alors, si on
choisit o assez grand dans la définition de E, la fonction ® est k-
contractante sur E, avec un k < 1. La suite (V,) converge donc dans
E vers un processus V, qui est l'unique solution de (0.3) dans cet
espace.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme se fait en deux
étapes. On montre d’abord que, si o est choisi suffisamment grand,
I’application ® est une contraction. Ceci entraine la convergence de la
suite V", construite par I'itération (1.11), vers un processus de E, noté
V. On montre alors que ¥ est bien une solution de (0.3), au sens
précisé dans (1.8).
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Afin de simplifier les écritures dans ce qui suit, on supprimera
souvent les dépendances de f et g en s et y, pour ne garder que celle en
X, qui est la plus importante dans nos calculs.

Remarquons d’abord que, grace aux hypotheses (H;)(1), (H,) et
(H3), si X est un processus de E, alors ®(X) est encore un processus de
E. La suite V" est donc bien définie.

On pose maintenant, ® = ®; + ®,, avec:

)(t,x) / / (8,)Gi—s(x,y) dyds , (1.12)
]Rd

et

)(t,) //]R/f )5, )G, v) di* (s, ,h) . (1.13)

On a alors le résultat suivant.

Lemme 1.2.1 Si les hypothéses (Hy)(1), (Ha), et (H3) sont vérifiées,
alors, quels que soient X et X', deux processus de E,

|®2(X) — 2 (X) || p < X =Xl (1.14)

KM [y, |h] du(h)
o
et
|@1(X) — @1 (X)]|p < ZIIX =X - (1.15)

Preuve du lemme. On note:

Ds(t,x) = @y (X)(t,x) — D (X')(¢,x) , (1.16)

et
Dl(t,x):CI)I(X)(t,x)—Cl)l( ')(l,x) . (117)

Or, les fonctions f et g étant lipschitziennes et a croissance linéaire, on
a:

t
D)< [ [ [ KX = X6 r3) 47 50

et
t
Di(1,%)] < / / KIX — X'|(5,5)Gr-s(5,y) ds dy .
0 JRY

Grace a la formule d’intégration prévisible , [E(|D,(¢,x)|) est majoré
selon:
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t
B <K [ [ [ 16 =Xl i (o)

et donc,
KM
el < S5 [ autn ) jx -,

De méme ||Di||; = sup e *IE(|D;|), et on a donc:
R xIR?
K /
Dl < 5 I =Xl

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Montrons a présent que la suite V" converge dans E. Du lemme
1.2.1, on déduit que, pour une constante C positive,

C
IO(X) = Ol < — X =Xl -

En particulier, si ’on choisit « > C, et que I'on note k = C/a, I'ap-
plication ® est une k-contraction sur E, avec k < 1.

Par conséquent, la suite V", construite grace a (1.11), converge dans E.
Notons V sa limite. Il faut encore montrer que V est solution de (0.3).
C’est I’objet du lemme suivant.

Lemme 1.2.2 Supposons vérifiées les hypotheses (Hy)(1), (Ha), et (Hs),
et soit ¢ € S (RY), alors, le processus V vérifie (1.8).

Preuve du lemme. Par construction, le processus V vérifie:

V(t,x)=V"tx) / / )(8,2)Gr—s(x,y) dyds

//]Rd/f (5,3, 1)Grs(x, ) di" (s, 3,h) , (1.18)

ce qui permet donc d’écrire, pour toute fonction ¢ € & (IRY):

(1, ), 8) = (71,2, ¢ / / )(Gros (1), d)dy s
+ Y SNs3 (G 3), 9)AT (5,0, ) - (1.19)
[0,]xRIxU

Or, V0 vérifie:

70,0 = g+ [0 5 ) a0

et, de la méme fagon:
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t

(Gis(2), 6()) = $() + /

u=s

A
<GM_S(-,y),7¢>du . (1.21)
En reportant (1.20) et (1.21) dans (1.19), nous obtenons:

) - d) = [ (7 >%> aut [ 619} as

+ Y V) sy o)A (s, k)

[0,xRIxU

qui est exactement 1’égalité (1.8). Le processus ¥ est donc bien une
solution de 1’équation différentielle (0.3). La preuve du lemme est donc
compléte. O]

De plus, comme I'application @ est une k-contraction sur E, pour
un k < 1, le processus ¥ est I'unique processus dans E qui vérifie
(1.18). C’est donc I'unique solution de (0.3) dans E, ce qui achéve la
démonstration du théoréme. H

Remarques. 1) La démonstration reste valable en supposant simple-
ment que, pour un réel M indépendant de y, on a:
dm(y) = [, |h|d2" (v, h) < M dy.

2) II est encore possible de résoudre (0.3), en rajoutant a A~ une
mesure /12 , finie sur RY x U, et telle que, pour tout a > 0, il existe une
constante M,, telle que:

/ \hld75 (v, h) < My dy . (1.22)
|h|<a

Pour le faire, on résout d’abord, par la méme méthode que ci-dessus,
I’équation (0.3) sous la probabilite IP,,, pour laquelle /7 est un bruit
poissonnien d’intensité dsdA™ + 1 <mdsdi; ( ,h) et on fait ensuite
tendre m vers oo, pour obtenir un processus ¥ qui est une solution de
(0.3), IP-presque stGrement. Si les particules apparaissent sur un
domaine borné de IR?, on peut donc résoudre (0.3), en supposant
simplement que, pour tout a > 0, [, (|h| Aa) di”(y,h) < M, dy.

3) Le coefficient K doit étre choisi indépendant de s et y. Cette
méthode ne permet pas de traiter directement le cas ou les fonctions f
et g sont localement lipschitziennes.

4) On démontre ici la convergence de la suite construite grace a
(1.11), pour la norme || - ||, définie dans (1.5). Pour que l'itération
(1.11) soit bien définie dans E, il faut en particulier que cette norme
soit finie pour ¥j, donc que uy soit borné. On peut toutefois faire une
démonstration analogue en remplagant |||, par:
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E(lX(1,x, 0)])
x|, = sup ==l
orxrd (14 [x)
pour un 7 positif fixé. La convergence de la suite V" se montre alors en
utilisant le lemme de Walsh (lemme 1.3.1 dans ce travail.) Ceci permet

d’envisager des données initiales a croissance polyndomiales de degre
<n.

1.3 Etude de I'équation compensée dans LP(Q)

On considére dans cette partie ’équation (0.5) posée sur R¢, et dans
laquelle on utilise I'intégrale stochastique par rapport a dA définie
dans (1.6), pour des processus de L”(d.~ & dIP). On suppose donc que
la mesure A~ satisfait ’hypothése (H;)(p), pour un p fixé,
l<p<142/d, p<2. La fonction g, apparaissant dans (0.5) est
supposée telle que, pour tout #,x, v, vy, v7:

|g(v,8,x)| < K(1+[v])
(Ha)Q - _
’9(017[7x) —g(vz,t,x)\ SI<|U1 _1)2’ :

On cherche une solution de (0.5) dans I'espace E,, défini dans (1.7). Si
Y est un processus de E,, on pose:

= [ [ et
et

w00 = [ [ ] 006006 ditsh)

Théoréme 1.3.1 Si la mesure 1~ veérifie (H;)(p), pour un
1 <p<142/d, p<2, queles fonctions f et g vérifient respectivement
(Hy) et (Ha), alors I'équation (0.5) admet une solution unique W dans
lespace E,.

Démonstration. On cherche une solution de (0.5) grace a I'itération:

W) = [ n0)Git)dy

W (8, x) = WO(t,x) + W (W) (1,5) + Fa (W) (2, %) .

(1.23)

Soit H, la fonction réelle croissante définie sur [0, 7], par:

H,(t) = sup E{|W" " (s,y) — w"(s,»)|"} . (1.24)
[0, xRY
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Alors
( ) < C( nl( ) +Hn,2(t)) ;

avec:

H, i (t) = [Os]udeIE{“I"I(W")(S,y) ¥ (s, (1.25)

la fonction H,, étant définie de maniére analogue avec ¥ a la place
de ¥,. Alors, grace a la lipschitzianité de g:

[ () (2,x) = (97 (2,0)[

e[ [ - s plentmn sa)

donc, par I'inégalité de Holder :
[ () (1,0) = (7 (1,3)
< C/Ot Rd|W"(s,y) - W"_l(s,y)‘th,S(x,y) dsdy .
Pour ¢ < T, il existe donc une constante Cr, telle que, pour tout n € IN:

Hoi(6) < Cr /0 1 (s) ds (1.26)

Nous ¢étudions maintenant H,»(¢). Grace a la formule d’intégration
prévisible L” (1.6), on a:

[P (W) (8, x) — P (W) (2,x) |

<c([[ [ i - w6 o dsaan)

et donc,

Hn,z(l‘)SCT</U |\ du(h >/ il ‘(p 5 (1.27)

pour une constante positive Cr éventuellement différente de la
précédente, et pour tout entier n. On obtient donc, pour la fonction
Hn = I_In,l + Hn,2:

t
H,_i(s)ds

Et il est alors possible d’appliquer a cette suite de fonctions le lemme
suivant, di a Walsh:

(1.28)
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Lemme 1.3.1 Soit H,(t) une suite de fonctions définies sur [0, T, pour
un T > 0, telles que Hy est bornée sur |0, T|, et qu’il existe une constante
C indépendante de n, et un réel a > —1, pour lesquels:

Hy(1) < C/OlHn_l(s)(t—s)“ds .

Alors, il existe un entier k, tel que, pour tout n et tout m entiers:

(t—s)"

Hyoi (1) < C™ /0 )7

m—1)! ds

En particulier, pour tout y > 0, la série de fonctions de terme général
H)(t) converge alors uniformément sur [0,T], dapres le critere de
Cauchy.

Grace a ce lemme,

o]

> HYP(T) < o0,

m=0

et la suite W" converge donc dans E, vers un processus W qui sera une
solution de (0.5). Sur ce dernier point, nous renvoyons a la
démonstration analogue effectuée dans la partie précédente. O

Remarque. Soit V un processus solution de (0.3). Si la mesure A~
vérifie a la fois (H;)(1) et (H;)(p), alors, en posant:

G0, 6,%) = g, £,%) + /U F(0, 16, B (e, ) du(h) (1.29)

avec I(y,h) = dA~(y,h)/dydu(h), on voit que les équations (0.3) et
(0.5) sont équivalentes. Ceci conduit au:

Corollaire 1.3.1 Si les hypotheses (H;)(1), (H1)(p), (Ha), et (H3) sont
verifiées, alors la solution V de (0.3) construite dans le théoréme 1.2.1 est
dans l'espace vectoriel E,,.

Le résultat d’intégrabilité donné par ce Corollaire semble optimal.
On ne peut avoir une puissance p-iéme de V intégrable pour un p plus
grand que 1 +2/d, car la fonction de Green G;(x,y) n’est plus dans
LP([0,T] x RY), si p > 14 2/d.

1.4 Etude du cas d =1

Dans ce cas, on montre que, si [, |4[” du(h) et [, |\h|* dp(h) sont finies,
pour un 2 < p < 3, alors la solution W(¢,x) de (0.5) est dans LP(Q),
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pour tout (z,x) € R x RY. Nous reprenons les mémes notations que
dans la partie 1.3. En particulier les fonctions H,, H,; et H,, sont
définies comme dans (1.24) et (1.25), et 'espace vectoriel £, est défini
comme dans (1.7), en modifiant la valeur de p.

Théoréme 1.4.1 Soit 2 < p < 3. Si les hypothéses (Ha) et (Ha), (Hi)(p)
t (H1)(2) sont vérifiées, alors la suite W" construite grdace a (1.28)
converge dans l'espace E,,.

Démonstration. Nous désignerons dans cette preuve par C une
constante positive, dépendant de 7 et p. La valeur de C pourra
changer d’une ligne a I'autre.

La fonction H,; vérifie, pour t < T

Hn,l(t) <Cr /OlHnl(S) ds . (130)

Par I'inégalité de Burkholder-Davis Gundy, on a, pour H,:

E{|¥> (") (t,x) — T2 (") (t,x)|"}

t 5
S CPIE{</0 /]Rd/U|h|2GtS(x7y)2‘Wn - W:”_l‘z(_g?y) d)»+(S,y,h)> }

Notons S,(t,x) la somme ci-dessus, sur les particules de A". Ici
2 < p <3, donc p/2 > 1, et il n’est pas possible de rentrer, par sous-
additivite, l’exposant p/2 dans la somme sur les particules de 2*. On
réécrit donc S, (¢, x) comme:

(2, ) / /le/ |h| G,—s(x,y) (W"(s y) — W l(s, y)) di(s,y,h)
[ Gt s - ) i (i)

Notons alors 7,(¢,x) et J,(¢,x) les deux termes du membre de droite.
En appliquant une nouvelle fois 1'inégalit¢ de Burkholder-Davis-
Gundy , on obtient, pour 7,(¢,x):

E(1n.(.0)P")
([ ot oo enn) )
]E(/Ol /uzd /U WP G (x, y) | W —Wffl‘p(s,y) di*(s,y,h)) )

IN

IN
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Nous utilisons maintenant la formule d’intégration prévisible L', qui
fournit:

E(\In(tjx)‘ljﬁ) < C/OI(I;I"_;S;]S,; ds . (1.31)

Nous majorons a présent IE(|J,,(t,x)|p/ %) en utilisant Iinégalité de
Holder. On a donc, pour ¢ < T,

B(or?)<c [ [IrEQren - enl)

x Gy (x,y) dsdydu(h)

([ [ [mectenanam)

Or, comme [, |h|*du(h) est finie, on a, pour ¢ < T:

E(]Jn(t,x)]p/z) < C/OtHn_l(s) ds . (1.32)

En additionnant les inégalités (1.30), (1.31), et (1.32), nous obtenons

donc:
H,()<C / B
l‘ — S
Il suffit d’appliquer de nouveau le lemme 3.1 pour conclure. O

2 Régularités partielles de la solution
2.1 Introduction

On étudie a présent les régularités partielles de la solution ¥ de (0.3)
construite dans la partie précédente. En général, les particules de A"
forment un ensemble dense dans R™ x R, et ¥ est non-bornée au
voisinage de celles-ci. Il est donc impossible d’obtenir des régularités
presque stres, conjointes en (¢,x). On va donc chercher a établir des
conditions presque stres de régularité partielle. Par exemple, nous
allons exhiber une condition sur A~ permettant d’assurer, a un instant
t fixé, la continuité de la fonction ¥ (,-) sur RY. De la méme manicre,
on pourra assurer, la continuité de la fonction V(-,x) sur R*, en un
point x fixé dans IR?. Les mémes questions sont étudiées pour les
dérivabilités.
Par construction, le processus V' vérifie:
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V=0"4+®,(V)+dyV) ,

ou V', @, et @, sont définies respectivement dans (1.11), (1.12), et (1.13).
L’é¢tude des régularités de 7 se ramene donc a celle des régularités,
respectivement, de @, (V) et @, (7). Nous allons étudier celles-ci dans les
deux premiers paragraphes de cette partie. Nous présenterons ensuite
le cas unidimensionnel de ’équation compensée. Ce cas présente peu de
régularité, mais est intéressant comme étant le plus proche des équat-
ions analogues étudiées pour le bruit blanc (cf. [6]).

2.2 Etude des régularités de @, (V)

Dans cette partie, on va étudier la régularité de @,(7), en utilisant la
définition de @, comme intégrale stochastique par rapport a A*. On
suppose donc vraie I'hypothése (H;)(1), afin d’assurer I’existence de
cette intégrale. Les résultats ainsi trouvés s’appliqueront en particulier
au cas ou la fonction ¢ est identiquement nulle.

Pour o« un nombre réel positif strictement, on appelle n,, la fonction
sur U définie par:

ny(h) = |h|* si 0<a<1
my(h) = [h[[Tog([A])] si a=1
7, (h) = |h| sioa>1,

et on note (Hs)(«), 'hypothese:
(Hs)(a) : /Unx(h) du(h) < oo .

Nous allons utiliser dans cette partie les estimations du Lemme Al,
dont ’énoncé se trouve en appendice.

2.2.1 Régularité en espace

Théoréme 2.2.1 Supposons vérifiées les hypotheses (Hp)(1), (Ha), et
(Hs). Alors, si, pour un entier | € N, la mesure u satisfait a I'hypothése
(H5)(d%l), il existe un sous-ensemble N, de Q, IP-négligeable, tel que:
pour tout w € Q — N,, lapplication ®(V)(t,-,w) est de classe C'
sur RY.

Démonstration. L’ensemble de la démonstration repose sur les ma-
jorations de G,_4(x,y), énoncées dans le lemme Al.



Etude d’une EDPS conduite par un bruit poissonnien 305

Soit 4 un ouvert borné de IR?, et ¢ un réel positif fixé. Nous allons
montrer que, sous chacune des conditions énoncées ci-dessus, il existe
un ensemble N, 4 tel que IP(N, 4) = 0, et que, pour w ¢ N, 4, la fonction
V(t,-, ®) posséde la régularité voulue.

Soit xyp un point de 4, et ry, un réel strictement positif et tel que,
pour un 6 > 0, on ait:

A CB[X(),I’() — 5) ,

ou B[x,r) représente la boule ouverte de centre x et de rayon r dans
IR?. On note dans la suite de cette preuve B = Blxo, o). Alors, pour
tout y ¢ B, et tout x dans 4, on a :

ly = xoll =ro+ 0 <[ly =x[| < |ly = xoll + 70 - (2.1)

Dans la suite, pour simplifier les écritures, on prendra xo = 0. Pour
etudier la régularité de ®,(¥), on va considérer séparément les par-
ticules situées en dehors de B et celles intérieures a B. Soit donc:

S(tvx)_ Z f Sya )Gt—S(xvy);L+(S’yvh) .

[0,f] xBexU

Le lemme suivant donne la régularité de la fonction S sur R* x 4.

Lemme 2.2.1 Si les hypothéses (H)(1), (Hy), et (Hs) sont vérifiées, la
Sfonction: (t,x) — S(t,x) est presque sirement de classe C* sur R* x A.
Plus précisément, il existe un ensemble Ny, qui est P-négligeable, et tel
que:

(w&Ny) = ((t,x)— S(t,x) est C> sur RT x A4)

Preuve du lemme. On montre en fait que, pour tout 7' > 0, il existe un
ensemble IP-négligeable N7 4 tel que, si w ¢ Nz 4, la fonction S(-, -, )
est C* sur [0,7] x A. La conclusion du lemme en découle naturelle-
ment. Soit D, un opérateur de dérivation sur R* x IR?. On envisage
alors la somme:

SD)(t,x) = > SV)(8,3,1)Dix(Gro(x, )2 (5,,h)

[0,]]xBexU

et on montre que, presque sirement, elle converge normalement sur
[0, 7] x RY. Pour cela, il faut considérer, pour un y de B*:

sup’D[,x(Gt(XJ)) |
t<T
x€A

Comme, ||x — y|| > d, et < T, il existe une constante C, et des réels n;
et ny, tels que:
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e =" et

tm

‘Dt,x(Gt(xJ/))} <C

Or, la fonction u définie par:

tm

est une fonction majorée sur R™ par C/r*, et croissante sur
[0; 72 /2n,], décroissante sur [r?/2ny; +0c). On a donc,

Di(Gi(x.y)) < Clx —y|" =" siflx =yl < V2T,

L2
2T
Tn; siflx — y|| > /2T .

Quitte a modifier la valeur de la constante C, on a donc, griace a
I’encadrement de ||x — y|| donné dans (2.1),

Dix(Gi(x,y)) < Cllx — y[|™

_(bll=ro+9)?
€
sup Dyx(Ge(x,y)) < C(Iyll +r0)" — (2.2)
t<T
x€A
Et, par suite:
> ) (s,,0) sup| Dy Gy (x,¥))| AF (5,3, 1)
[0, xBexU ;CS‘;{
e_(\\yu—rw»z
< > AU M+ o) "2 (s,

[0,f] xBexU

Or, le membre de droite de cette inégalité est d’espérance finie, grace
aux hypothéses (H;)(1) et (Hz). La conclusion du lemme s’ensuit
donc: la fonction S est presque stirement C* sur [0, 7] x R, OJ

Le lemme 2.2.1 permet de ne considérer, pour 1’étude de la ré-
gularité partielle en espace sur 4, que les particules apparaissant dans
un cylindre [0, 7] x B, pour un instant ¢ positif fixé.

Lemme 2.2.2 Si les hypothéses (H)(1), (Hy), et (Hs) sont vérifiées, et
qu’on a, pour un entier [:

/ /h|<1< |h|d+l)/ A 1) dsdu(h) < oo (2.3)

alors la fonction ®y(V)(t,-) est presque siirement de classe C' sur A.
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Preuve du lemme. Fixons d’abord quelques notations. Pour un
d-uplet m = (my,...,my) € N?, on pose |m| =m; +--- 4+ my, et
olml
Ox" - oxljt
Grace au lemme 2.2.1, il suffit donc de prouver que, si la condition
(2.3) est vérifiée, alors la fonction A définie selon:

H:x Y f(V)(s.0,h) Gy, )2  (s,0,h) , (24)
[0,f]xBxU

" =

est presque slirement de classe C’ sur 4. Pour cela, nous allons
montrer que, si m € N est tel que |m| < I, alors la série donnée par:

PRV AUSIER )]

[0,]]xBxU

Sup 8 (Gi-s(x.)) |4 T(spih) (25)

converge, sous la condition (2.3). Remarquons d’abord qu’on peut
supprimer dans cette somme les particules de masse || > 1, celles-ci
étant en nombre fini dans [0,¢] x B. Par ailleurs, grace au Lemme Al,
on a, pour tout d-uplet m d’entiers, tel que |m| </,

) c
|02(Gis(x,))] < (5@

pour une certaine constante C. La série (2.5) convergera donc uni-
formément sur 4 si:

A1+ V- (s,)]) .+
AL AT (s,y,h) < o0 .
[()J]ZXB ( (t_s)(dJrl)/Z ( )
x{|h|<1}

Or, si X est une variable aléatoire positive, [E(X A 1) < IE(X) A 1. Deés
lors, en utilisant la formule d’intégration prévisible:

el v (wu+\V-<s>y>!>m)m,y,h> < M1+ 7),)

(0.4xB (t— S)(dHW
x{|h|<1}

///hq( - |h|d+l>/2 1> dsdydp(h) - (2.6)

De plus, la boule B est de mesure de Lebesgue finie. Donc, sous la
condition (2.3), la fonction H est de classe C! sur 4. La preuve du
lemme est donc compléte. L]
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Pour achever la démonstration du théoréme 2.2.1, nous allons
prouver que I’hypothése (Hs)(5 +1) implique la condition suffisante
donnée dans le lemme 2.2.2.

Considérons d’abord le cas [ =0, c’est-a-dire I’étude de la con-
tinuité de ®,(¥7) en la variable d’espace. On a:

ALl | dsdu(h
N e
[
h| dsdu(
/h<1| /h|2/‘15d/2 /h<l/s ulk

L’étude de la premicre intégrale impose de séparer les cas d # 2 et
d=2.
Pour d > 2, si

4 ) < oo

alors la fonction @,(V)(¢,-, ®) est presque siirement continue sur A.
Pour d = 2, si

/h | Vog((iduth) < oo .

alors la fonction @,(V)(¢,-, ®) est presque siirement continue sur A.
En dimension 1, on obtient:

/ /h<1< - d/z/\ 1> dsdu(h) < \/2/24<1 \h| du(h) < oo |

sous la seule hypothese (Hj)(1), qui suffit pour conclure a la con-
tinuité en espace. Ceci démontre donc le théoreme 2.2.1. pour / = 0.
L’étude du caractére C/, pour [ > 0, se fait de la méme maniére. 11

faut considérer:
A 1) dsdu(h) .
[, Gt ) i

Si d + [ # 2, cette intégrale sera finie si:
/ A du(h) < oo
<1

Sid=1[=1, il faut imposer

/ (|| tog(h])| diu(h) < oo
e
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Le théoréme est donc démontré. O

2.2.2 Régularité en temps

On étudie dans cette partie la régularit¢ sur R™ de la fonction
®,(V)(-,x), x étant fixé dans R,

Theéoréme 2.2.2 On suppose que les hypothéses (H;)(1), (H,), et (Hs)
sont verifiées, et que la mesure u vérifie (Hs)(ﬁ), pour un entier positif
1. Alors, pour tout x de RY, il existe un sous-ensemble N, de Q, qui est
IP-négligeable, et tel que: pour tout w ¢ Ny, la fonction (V) (-, x) est de
classe C! sur R™.

Démonstration. Soient A et B comme dans la partie précédente. Dans
la suite, et pour simplifier les écritures, nous supposerons que x = 0, et
x € A. De méme que dans I’étude de la régularité en espace, on peut se
restreindre, grace au lemme 2.2.1 a I’étude de I'influence des seules
particules apparaissant dans [0, 7] x B.
De plus, grace au lemme Al, on a la majoration uniforme:
athfS(an) < C;
ot! — ”deJrZI ’

qui conduit a la propriété suivante, analogue au lemme 2.2.2:

Lemme 2.2.3 Si les hypothéses (H)(1), (Hy), et (Hs) sont vérifiées, et
qu’on a, pour un entier [:

//h|<1 (Hy;fjﬂl A 1) dydu(h) < oo (2.7)

alors la fonction ®y(V)(-,0) est presque siirement de classe C' sur [0, T).

tcR™

Montrons a présent le théoréme. Pour la continuité en temps, on
étudie donc la finitude de

//h|<1 (W/\ 1) dydu(h) .

Cette intégrale se majore selon:

N
/ /m } <r—d/\ 1)rd ! drdp(h) < (|log(ro)| + 1/d) /m e

1
' /|h _ litog((iD du(h)
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Par hypothese [, _, |h|du(h) < oo. Si, de plus,

fh\<l |7]] log(\hmdu( h) < oo, la fonction ®,(V)(-,0,w) sera donc
continue sur [0, 7.

Pour montrer que V est de classe C’ en temps, on considére, grace a la

condition (2.7), I'intégrale:

h _
/ / |<1<rl+’2, )r" ' drdu(h) |

/|h<1 7 du(h) < oo

La démonstration du théoréme est donc compléte. O

qui sera finie si:

2.3 Etudes des régularités de @, (V)

Nous étudions a présent les régularités de @, (V), en espace, puis en
temps. Les méthodes employées dans cette partie différent de celles
utilisées dans 1’étude de @,(¥): on emploie les lemmes A2 et A3 de
I’appendice, et le critére de Kolmogoroff. Chaque partie présente deux
résultats différents, suivant que la fonction g est supposée bornée ou
non.

2.3.1 Régularité en espace de @;(V)

On obtient, sous I’hypothése que g est bornée, une continuité et une
dérivabilité partielle en espace, et une continuité en espace en
dimension 1 et 2, lorque g est a croissance linéaire.

Théoréme 2.3.1 Si les hypotheses (H;)(1), (Hy) et (Hj3) sont vérifiées, et
que la fonction g est bornée, alors, pour tout t positif, la fonction
@, (V)(t,-, ) est continue et de classe C' sur IRY.

Théoréme 2.3.2 On suppose ici que d <2, que, pour tout p tel que
1 <p<1+42/d, la mesure A~ satisfait I hypothése (Hy)(p), et que les
fonctions f et g vérifient respectivement (Ha) et (Hs). Alors, pour tout t
positif, il existe un ensemble P-négligeable N,, tel que: si w & N;, la
fonction ®1(V)(t,-, ) est continue sur R,

Dans ces démonstrations, on écrira en général G(x,y) au lieu de
G;—s(x,y), aucune ambiguité n’étant a craindre.
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La démonstration de chacun de ces théorémes utilise le Lemme A2,

dont I’énoncé se trouve en appendice.

Démonstration du Théoreme 2.3.1.

Notons S un majorant de la fonction |g|, et soit

X(t,x,m) // V)(s,9)Gr—s(x,y) dsdy .
]Rd

La démonstration de la continuité est alors immeédiate, en écrivant

que:
xw-x@I<s [ [ j6) - Genldsay

et en appliquant le Lemme A2, avec y = 1.
Pour montrer la dérivabilité, nous remarquons d’abord que, pour
un ry > 0, si on note B = Blxy, 2ry), alors la fonction:

zr—>// G(z,y)dsdy ,

est differentiable sur Blxg,rp), grace aux théorémes classiques de
dérivation d’une fonction définie par une intégrale. 11 suffit donc de
montrer la différentiabilité de la fonction:

o= [ [asrcendasa .

pour z € Blxg, ry). Pour cela, on note que, grace au lemme A2, la
fonction ¢ étant bornée, si ||z —x|| < 1/2et1 <y <7y, on a:

/. / !gw)(s,y)\“"('(;(z’ﬁ:fy‘r(x’y)')y n=c

La famille de fonctions %

g(V)(s,y) est donc équiintégrable

sur [0, 7] x B quand x tend vers z. Notons alors V G(z, y) le gradient de
la fonction G(-,y), pris en z, et (-,-) le produit scalaire sur R?. On a
donc, si z —x = ||z — x||u:

im [ [ a0)60) ‘G(Z’ﬁi:jf’“’y N sy

/ / Vs, 9)(VG(z,y), @) dsdy . (2.8)

Or, la famille de fonctions || v G(z,y)|| est équiintégrable pour
z € Blxg, ro). Par suite, en prenant pour i, dans (2.8), un vecteur e; de
la base canonique de R, on montre que la fonction X posséde une
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dérivée partielle par rapport a x;, continue pour z € B[x,rp). En
conséquence, Xp est de classe C! sur B[x,ry), ce qui achéve la
démonstration. ]

Démonstration du Théoréme 2.3.2. Soit xo € RY, et ry > 0, on note
B = B[x,2ry). Grace aux théorémes classiques de continuité pour des
fonctions définies par une intégrale, il suffit de montrer la continuiteé
de I’application:

&@zlémm@wwww@,

pour z € B|xg, rp). On applique pour cela le critere de Kolmogoroff,
pour chacune des dimensions considérées (¢ = 1 ou 2.) En dimension
I, Tlapplication de l'inégalit¢ de Holder pour un p tel que
l <o+ 1=p<3, fournit:

<[AMWW”MW“”—G@wme”“
< [/ [l 16t - Gzl asas

« (/Ot/B|G(x,y)—G(z,y)]dsdy>a .

Grace au corollaire 1.3.1, il est possible de prendre 1’espérance de
chacune de ces quantités. En utilisant le Lemme A2, on montre alors
que:

E(1Xp() — Xp(2)]' ) < Clle—2["*

avec un o > 0. Le critere de Kolmogoroff permet de conclure. La
méme démonstration, faite en dimension plus grande, donnerait la
continuité par rapport a chacun des x;, si x = (x;);.;4 € RY.

Pour d =2, 0onay, = 4/3, et, grice a I'inégalité¢ de Holder, on voit
que :

I&w—%ﬂWS([AMW@MW@w—ﬂmWw@>

X(Aiémuw@yﬂﬁ@ﬁyl

Donc, avec une nouvelle application de Hoélder
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//|g 5,7 1G(x,v) — Gz,)[ dsdy

([ [1otn -t dsdyy” |

XB( )

(o S l9(V)(s,9)| ds dy)’

En prenant I’espérance dans les inégalités ci-dessus, on obtient, grace
au Lemme A2:

IE(WB(X) - YB(Z)|"”J> <Cllx—z" ¥y <y, ¥ <1+42/d=2 .

On note alors

YB()C) 1y

La conclusion s’ensuit grace au lemme de Kolmogoroff. On obtient de
surcroit une 1/4 — e-holderianité pour Yz, donc pour Xp. O

2.3.2 Régularité en temps de @;(V)

On a deux théorémes différents, suivant que la fonction g est supposée
bornée ou simplement a croissance linéaire. Ces théorémes fournissent
la continuité en temps mais pas la dérivabilité.

Theéoréme 2.3.3 Si les hypothéses (Hy)(1), (Hy) et (H3) sont vérifiées, et
que la fonction g est bornée, alors pour tout x dans RY, la fonction
@ (V)(-,x, ) est continue sur R*. On a de plus, si 6 < 1/2,

‘(DI(V)(Iaxa CO) - (Dl(V)(t_'_ 5,)6, CO)’ < C|510g(‘5’)’ :

Théoréme 2.3.4 Supposons vérifiées les hypothéses (H;)(1), (Ha), (H3)
et (Hy)(p), pour un 1 < p < 142/d. Alors, pour tout x de R?, il existe
un ensemble P-négligeable N, tel que : si wé&N,, la fonction
@, (V)(-,x, ) est continue sur R*.

Démonstration du Théoreme 2.3.3. Soit S un majorant de |g|, alors,
grace au lemme A3, on a,

|(D1(V)(Z’xv w) - (DI(V)(t+ 5,)6, w>| < CS|51D(|5|)| )

ce qui montre le théoréme 2.3.3.
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Démonstration du Théoreme 2.3.4. Si A~ veérifie I’hypothese (H;)(p),
pourun 1 < p < 14 2/d, on a, d’apres le corollaire 1.3.1:

sup E(]V(1,x)") < oo
[0,T]xR?

pour tout 7" > 0. Notons alors X () la fonction:

/ / (5,9)Gr—s(x,y)dsdy .
IRd

Grace a I'inégalité de Holder, en posant 1 + o« = p, on a
Xe(t+8) — X ()]

/ / V&1 Gras—s(x,¥) — Gi—g(x, )| ds dy

o

T
X / / ‘Gt+(5—s(xay) - Gt—s(xvy)‘ ds dy
0
RY

On trouve donc, en utilisant le Lemme A3:
E (Xt 4 0) = X(0)|**) < CrploIn(lo]]"

Le lemme de Kolmogoroff permet alors de conclure. O

2.4 Régularité en dimension 1

On considére dans cette partie ’équation (0.5) posée dans R* x R,
(donc avec d = 1), et sous I’hypothése (H;)(2). Comme dans les
équations analogues avec un bruit blanc, on utilise alors, pour sa
résolution, une intégration stochastique L?. Soit donc W le processus
de E; solution de (0.5).

Théoréme 2.4.1 Soitt > 0. Siles hypothéses (H2),(Ha), (H1)(2) et (Hy)(p)
sont vérifiees, pour un 1 < p < 2, alors, il existe un ensemble IP-négligeable
N, tel que, si w & N;, la fonction W (t, -, ) soit continue sur IR,

Démonstration. Rappelons que le processus W vérifie:
W(t,x):/l 0(¥)Gi(x,¥) dy+//[ )(8,¥)Gr—s(x,y) dyds
R R

/ /R / SOV-) (5,9, 1)Gr(x, ) di(s, v, )
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Le processus WP, qui est le premier terme du membre de droite
ci-dessus est clairement régulier. La régularité du deuxiéme terme se
traite comme celle de @, (7') dans la partie 2.3.1. Il suffit donc d’étudier

la continuité de:
/ /]R"/f Sy7 Gt—s('ay)d;“(sayah)

Pour cela, on utilise 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour un
exposant p avec 1 < p < 2, et [ |1’ du(h) finie. On a donc, la fonction
f étant a croissance linéaire:

E{[¥2 (W) (t,x) = W2 (W) (t,2)]"} < C(1+ | 7]5)

/ /]Rd/ Grs(x,¥) = Gis(z,y)I"|n) ds dy du(h) .

Le lemme A2 permet d’en déduire que, si p # 3/2:
E{¥2(0)(1,x) = ¥2(W)(1,2)"} < Cllz x|

avec: s(p) =psil <p<3/2,5(p) =3 —psi3/2 <p<2. Danslecas
p = 3/2, on obtient:

3
E{[¥2(W)(t,x) = ¥2(W)(1,2)]"} < Cllz — x[*[ In([|z — x[])]
Le Lemme de Kolmogoroff fournit alors la conclusion souhaitée.

Remarque. 11 est possible de résoudre (0.5), dans I'espace E,, pour
1 < p <2, en supprimant ’hypothése (H;)(2). La démonstration ci-
dessus fournirait alors la méme conclusion.

Si on résout (0.5) dans l’espace E,, il est nécessaire d’imposer
I'hypothése: [ |h|” du(h) finie, pour un 1 < p < 2, afin de montrer la
continuité de W en la variable d’espace. Dans le cas d’'une E.D.P.S.
conduite par un bruit blanc, Walsh, dans [6], montre la continuité
de la solution de I’équation (0.1), conjointement en espace et en
temps. Nous sommes ici beaucoup plus limités, pour sans doute
deux raisons. D’abord, la solution V' de (0.3), comme la solution W
de (0.5), est non-bornée au voisinage de chaque particule, et ne
peut pas étre dans I”, pour un p > 3, tandis que la solution de
I’équation de Walsh est dans tous les espaces L”, pour p supérieur a
1. En outre, pour utiliser le critére de Kolmogoroff, ’application de
I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy conduit a essayer de majorer
I’espérance de:
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r/2

> )52, 0)|Gis(x,y) = Gz, )27 (5,3, h) ,
[0,] %
RYxU

dans le cas de I’équation avec un bruit poissonnien, au lieu de:

</ot Ade(V)(s,y,h)lG,S(x,y) _ Gfs(Z,y)Izdsdy)p/z |

dans le cas de I’équation avec un bruit blanc.

3 Appendice

Dans le lemme Al, nous rappelons sans démonstration des estima-
tions classiques sur les dérivées de la fonction de Green G,(x, ).

Lemme Al Soit g, la fonction définie sur R? par:

=[x/

e x
91() ="
alors, Yl € N3C; >0 tel que, pour tout D 2 o

= On)1 - (Oxg)d
iy = I (Ox1)1++(Oxa)

Ci
S]Ef [D(g1(x))| < @

Soit g, la fonction donnée sur R par g,(t) =5 Alors
Vi e N 3C) > 0 tel que:

! C
g(Z)(t)‘ < rd+l2l :

sup
IR+

Les lemmes A2 et A3 fournissent des estimations sur les intégrales des
incréments de la fonction de Green.

Lemme A2. Soit T>0, et y tel que 0<y<1+42/d. On pose
Ve =14 Alors, si ||x—z|| < 1/2, et t < T:

t
// |G (x,y) — Gs(z,»)|" ds dy
0 JR?

< Clx—z|" 0<y<7.
< Cllx — 2| Tog(flx — z[])]| Y=
< Cllx — 2|07 >,
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Démonstration. Dans ’ensemble de cette démonstration, on désignera
par C un nombre réel strictement positif ne dépendant que de d, T, et
y, et dont la valeur pourra changer d’une ligne a 1’autre. Posons:

T
:/ / |Gs(x,y) — Gy(z,y)|" dsdy .
0 JRY

Alors, quitte a effectuer un changement de variable isométrique, on se
ramene a x = 0, et z = hey, avec h > 0. ((e;), ;4 représentant la base
canonique de IRd)

On va montrer ces inégalités pour 7 > 1 et # < 1/2. On a donc,

T
—/ / |Gs(her,y) — Gs(0,y)|" dsdy .
0 R¢

En posant alors y = hy/, et u = h™2s, cette expression devient:

)2 2 7
]]++y ]++"d

A = Cp26-D) " —C " d)d
RY ud/2 a4 Vaau .

Nous commengons par nous affranchir des problémes posés par
I'intégrale quand u est petit, en remarquant que:

1 1
/ Guler, ) — Gu(0,))[ dudy < / / ClGu(0,5/)] duu !
0 IRd 0 ]Rd

<C<oo .

Notons alors:

A = Cp¥40-1) " e /ﬁ e >
= Ch~"" / / ——| dy / — dy;du ,
1 Y €ER ul/2 1_j:2 y]’.elR \/a/ /

on a donc:
v]-n? a7
T/hz 1 e u — €
A = Ch2—d(v—l)/ 1 / dyydu .
1 u%(?'_l) inIR M1/2
Il faut alors majorer:
) 27
[+] 2u — e u
o(u) = dy, .
Y ER ul/?

Pour cela, on note que: (|y} — 1| < yj]) & (»] > 1), ce qui permet de
découper o(u) selon 6(u) = 2I(u), avec:
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par symétrie. De plus,

RN
—C 2u
1) / h RURILYY
u) = wdy) .

1/2 Vi :

Effectuons alors le changement de variable y = )| — 1 dans /(u), on

obtient:
+00 w22\ T2,
Vol (u) :/ (1 e ) e dy .

1/2

Or, pour tout réel v, 1 — e ¥ < v; donc,

+00 2 (D 1 Y
o< 4 () o

-1/2 u

) 1\’ 0 2 (2 1\’
Vul (u) S/ 6_7/7<y2—+) dy+/ e_m( y2—|— ) dy
0 u —1/2 u

Or, pour y<1, on a (a+b)<a +b", et, si yp>1,
(a+b)" < 2'71(a” + b7), par convexité. Donc,

too 2 Ly too 2 g 0 2 d
\/ﬁl(u)gc/ ez}u_/v)%dy—i—C/ em—y+c/ eI
0 u 0 u’ “1)2 u

et,

Notons respectivement /uK (u), /uL(u), et /uM(u) les trois inté-
grales ci-dessus. En effectuant le changement de variable y' = y/\/u,
on obtient:

C C
Ku) <=, Lu) <—., Mu) <—
() <= L) < ) M) <
On a donc:
C C
5(u) S W +J 5
par suite:

T/K C c
A < CHp240-1) / -v | }
- “ ot 1 u%(”f—l)+§ + u%(”)’—l)+y du (3 )
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Supposons dans un premier temps que tous les exposants de u, inter-
venant dans 'intégrale ci-dessus, soient différents de 1. On obtient alors:
A < CH™07Y 4 ChY + ChY .
Donc, pour # < 1/2, on trouve:
A< CH st 0<y <y,
A<CR sy <y<142/d .

Si on prend & présent y =y, = 1 + -1 dans (3.1), on obtient, pour
h<1/2,

A < Ch*|log(h)] |
ce qui achéve la démonstration du lemme. W

Lemme A3. Soit T > 0, et 6 tel que |0| < 1/2. On a alors, si t et t + 0
sont inférieurs a T

T
| [ 1Gestv3) = Gl dsdy < Clotog(s)
0 R

en posant G,(x,y) = 0, pour tout u strictement négatif.

Démonstration. Dans cette démonstration, la lettre C désignera encore
une constante positive, et dont la valeur pourra changer d’une ligne a
l’autre. On suppose aussi, quitte a modifier la valeur de ¢, que 0 > 0.
Effectuons d’abord un changement de variable, en posant t — s = du,
et x — y = v/dz, on montre ainsi:

T
|16t = Gt dsar = 1o
0 RY
/6
x/ / 1Gusr (2) — Gul2)| dudz .
0 RY

Soit zy(u), la fonction donnée par:

20(u) = \/d(u+ 1)u10g(1 +%> .

Si ||z|]| = zo, alors G,(z) = G,+1(z). La fonction z; est nulle en 0 et
équivalente a v/du en +o0o. De plus, G,11(z) < G,(z) si, et seulement si:
J2ll < z0(u).

Soit a présent

10 = [ [6un(e) = Gule)l s
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alors :

I(u) = G,(z) — Gui1(2)) dz G,1(z) — Gu(z))dz .
(1) /|Z<W)< () = Gunn (2)) s + /|Z>Zo(u)< () - Gu(2))

Un changement de variable en z//u dans G,, et en z/v/u+ 1 dans
G, fournit alors:

llzll=z0 () / v/u z0(u)/Vu 2
I(u) = 2/ Gi(z)dz = C/ e ' ar |
llzll=z0 () /v/u+1 r=z0(u)/Vut1

pour une constante C positive. Donc /(u) < C pour tout u > 0. De
plus, pour u > 1, on a zy(u) < C\/u, et donc:

I(u) <

oG ) )

o TNe

Donc

5 ! ic T
/ 1(u)du§/ Cldu+/ —2du§C1+C210g<—>
0 0 1 U 0

D’ ou, par multiplication par ¢, la conclusion du lemme, pour
0<1/2:

T
| [ 16este3) = Gt dsdy < Clotog()]
0 R
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