
Points de croissance des processus de LeÂ vy
et theÂ orie geÂ neÂ rale des processus

S. Fourati

Analyse et ModeÁ les Stochastiques, UPRES-A CNRS 6085, INSA de Rouen, F-76130
Mt. St. Aignan, France

Received: 4 May 1995/In revised form: 6 May 1997

Summary. We prove a conjecture of J. Bertoin: a LeÂ vy process has increase
times if and only if the integral

R
0�

1
G�x� dH�x� is ®nite, where G and H are the

distribution functions of the minimum and the maximum of the LeÂ vy process
killed at an independent exponential time. The ``if'' part of the statement had
been obtained before by R. Doney. Our proof uses di�erent techniques, from
potential theory and the general theory of processes, and is self-contained.
Our results also show that if P �Xt > 0� � 1=2 for all t small enough, then the
process does not have increase times.

AMS Subject Classi®cation (1991): Primary 60J30; Secondary 60G07, 60J55

Introduction

On sait depuis longtemps (voir DvoÈ retzky, ErdoÈ s, Kakutani [DEK], Berman
[Be], Burdzy [Bu], Adelman [Ad]) que le mouvement brownien n'a pas de
points de croissance. Plus preÂ ciseÂ ment, eÂ tant donneÂ un mouvement brownien
reÂ el �Bt�t�0, il n'existe pas, presque surement, d'intervalle �t ÿ e; t � e�, tel que
l'on ait Bs � Bu pour s 2�t ÿ e; t�, u 2 �t; t � e�. ReÂ cemment, Bertoin s'est
inteÂ resseÂ au probleÁ me de l'existence de points de croissance pour les pro-
cessus de LeÂ vy, et il a deÂ gageÂ des classes de tels processus pour lesquels on
peut donner une reÂ ponse aÁ ce probleÁ me : Ceux qui n'ont pas de sauts positifs
[B1], ceux qui hhrampent vers le basii [B2], les processus stables [B3]. Il en a
deÂ duit la conjecture suivante : Si G et H deÂsignent les fonctions de reÂpartition
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des lois des variables aleÂatoires eÂgales respectivement aux valeurs absolues des
valeurs minimales et maximales prises par le processus de LeÂvy X avant un
temps exponentiel indeÂpendant alors

X a des points de croissance si et seulement si
Z 1

0

1

G�x� dH�x� < �1

TreÁ s reÂ cemment, Doney [D] a montreÂ l'implication

Si
Z 1

0

1

G�x� dH�x� < �1 alors X a des points de croissance

Nous allons montrer l'eÂ quivalence en toute geÂ neÂ raliteÂ .
Par des reÂ ductions standards, l'existence de points de croissance pour un

processus de LeÂ vy X se rameÁ ne aÁ celle de temps de croissance hhglobauxii
pour le meÃ me processus tueÂ en un temps exponentiel, c'est aÁ dire de temps t
tels que 0 � t < f, et Xs � Xu pour tous 0 � s � t, t � u < f, ouÁ f est une
variable de loi exponentielle, indeÂ pendante de X . Une des approches de
Bertoin consiste aÁ consideÂ rer le processus �S ÿ X ;X ÿ J�, ouÁ Jt � inft�s<f Xs

et St � sup0�s�t Xs. Ce processus est simplement markovien dans une ®ltra-
tion convenable, et ses instants de passage au point �0; 0� sont exactement les
temps de croissance globaux du processus X . Le probleÁ me d'existence des
points de croissance se rameÁ ne donc aÁ celui de la polariteÂ d'un point pour un
certain processus de Markov, ce qui rendrait possible l'utilisation de meÂ th-
odes de theÂ orie du potentiel pour la reÂ solution de ce probleÁ me si ce processus
eÂ tait fortement markovien. La proprieÂ teÂ de Markov forte de �S ÿ X ;X ÿ J�
n'est pas toujours veÂ ri®eÂ e et quand elle l'est, elle est souvent di�cile aÁ eÂ tablir
(voir le commentaire du paragraphe 1.2). Nous verrons dans cet article que le
processus �S ÿ X ;X ÿ J� veÂ ri®e toujours une proprieÂ teÂ de Markov, que nous
avons appeleÂ e dans [F2] hhproprieÂ teÂ de Markov relativement aÁ un couple
�L;G�ii ouÁ L et G sont des tribus sur �0;�1��X, l'une deÂ crivant un
hhpasseÂ ii, l'autre un hhfuturii. C'est une proprieÂ teÂ plus forte que la proprieÂ teÂ de
Markov simple, sans toutefois entraõÃ ner la proprieÂ teÂ de Markov forte. Nous
montrerons qu'on peut adapter les outils usuels de la theÂ orie des processus de
Markov (fonctions excessives, temps locaux, changement de temps, etc.) aÁ
cette proprieÂ teÂ . Nous obtenons ainsi une illustration hhpratiqueii des geÂ n-
eÂ raliteÂ s introduites dans [F2].

La deÂ monstration de la conjecture de Bertoin se deÂ compose en trois
eÂ tapes relativement autonomes. La premieÁ re eÂ tape consiste aÁ deÂ gager une
fonction co-excessive pour un certain processus de Markov qui est borneÂ e si
et seulement si il existe des points de croissance. Dans la deuxieÁ me eÂ tape,
nous donnons une expression de cette fonction aÁ l'aide de lois de variables
aleÂ atoires simples. Cette eÂ tape, comme la preÂ ceÂ dente, utilise exclusivement les
outils de la theÂ orie geÂ neÂ rale des processus (projections optionnelles, projec-
tions duales, etc.). La dernieÁ re eÂ tape consiste en une deÂ monstration treÁ s
simple d'un reÂ sultat geÂ neÂ ral sur les ¯utuations d'un processus de LeÂ vy qui
permet de controÃ ler notre fonction aÁ l'aide des fonctions G et H . Cette eÂ tape
s'appuie sur des proprieÂ teÂ s eÂ leÂ mentaires des processus de LeÂ vy.
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Cette article est organiseÂ comme suit. Dans la partie preÂ liminaire 0, nous
rappelons des eÂ leÂ ments de theÂ orie geÂ neÂ rale et nous introduisons la proprieÂ teÂ
de Markov relativement aÁ un couple de tribus passeÂ -futur. L'essentiel de cette
partie et les deÂ monstrations se trouvent dans [F1] et [FL]. Nous verrons
encore dans cette partie que la proprieÂ teÂ des processus de LeÂ vy, c'est-aÁ -dire
d'eÃ tre aÁ accroissements indeÂ pendants et stationnaires, se formule de facË on
particulieÁ rement agreÂ able avec notre proprieÂ teÂ . La partie 1 est consacreÂ e aÁ
eÂ tablir la proprieÂ teÂ de Markov des processus �X ÿ J� et �S ÿ X ;X ÿ J� rel-
ativement aÁ un couple de tribus passeÂ -futur convenable. On y retrouve, sous
une forme plus geÂ neÂ rale et sans e�orts (sauf celui de hhdigeÂ rerii le formal-
isme), des reÂ sultats bien connus de Millar, et d'autres plus reÂ cents de Bertoin
sur les deÂ compositions des processus de LeÂ vy en certains temps aleÂ atoires.
D'autre part, nous donnons des conditions su�santes pour que les processus
�X ÿ J� et �S ÿ X ;X ÿ J� soient fortement markoviens et un exemple con-
tredisant cette proprieÂ teÂ dans le cas geÂ neÂ ral. La partie 2 contient des reÂ sultats
preÂ liminaires neÂ cessaires pour la suite. Dans la troisieÁ me partie, on montre
que l'ensemble des temps de croissance (c'est aÁ dire l'ensemble des instants de
passage du processus �S ÿ X ;X ÿ J� en �0; 0�) est vide, ou bien il contient un
nombre in®ni d'eÂ leÂ ments (ps), on y eÂ tablit ensuite la proprieÂ teÂ reÂ geÂ neÂ rative
des points de croissance, on y trouve aussi un criteÁ re su�sant pour l'abscence
de points de croissance ne faisant intervenir que la fonction t 7! P�Xt > 0�.
En particulier si X n'est pas un processus de Poisson composeÂ et si cette
fonction est majoreÂ e par 1/2 dans un voisinage droit de l'origine alors il n'y a
pas de points de croissance. Cela ne semble pas eÃ tre une conseÂ quence can-
onique de la conjecture de Bertoin. Dans la partie 4, nous donnons succes-
sivement les trois eÂ tapes de la deÂ monstration de cette conjecture et nous
terminons par des exemples.

Nous avons choisi de reÂ diger ce travail en remettant tout hhaÁ platii pour
reformuler des reÂ sultats, parfois bien connus, en termes adeÂ quats pour
l'utilisation des outils de la theÂ orie geÂ neÂ rale des processus. Nous nous ad-
ressons tout particulieÁ rement au lecteur ami de la theÂ orie des processus de
LeÂ vy sans eÃ tre feÂ ru de theÂ orie geÂ neÂ rale des processus. Nous souhaitons le
convaincre de l'utiliteÂ de cette theÂ orie pour l'eÂ tude des processus de LeÂ vy aÁ
travers l'application qui est faite ici au probleÁ me de l'existence des points de
croissance.

Je tiens aÁ remercier Jean Bertoin dont la clarteÂ des confeÂ rences a eÂ veilleÂ
mon inteÂ reÃ t pour les processus de LeÂ vy et qui, par sa disponibiliteÂ et sa
science, m'a permis de faire mes premiers pas dans cette theÂ orie.

0 PreÂ liminaires

0.0 Notations

Soit X l'espace des fonctions de R� dans R [ fdg (d est un point cimetieÁ re),
continues aÁ droite et limiteÂ es aÁ gauche, aÁ dureÂ e de vie ®nie. On deÂ signe par f
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le temps de mort, par X � fXt; t � 0g le processus canonique des coor-
donneÂ es et par �ht�t�0 les opeÂ rateurs de translation habituels sur X deÂ ®nis par
ht�x��s� � x�t � s�. On note r�:� la tribu engendreÂ e, soit par une famille de
variables aleÂ atoires et dans ce cas c'est une tribu sur X, soit par une famille de
processus (identi®eÂ s aÁ des fonctions deÂ ®nies sur R� � X) et dans ce cas c'est
une tribu sur R� � X. On note les tribus sur X

G � r�Xs ÿ X0; s � 0�
F � r�Xs; s � 0�

et pour tout t 2 R�

Ft �
\
�>0

r�Xs; 0 � s < t � ��

On convient des eÂ galiteÂ s pour tout x 2 R [ fdg, dÿ x � xÿ d � d, et
x ^ d � d ^ x � x. Si z est une variable aleÂ atoire sur �X;F� on note z � h le
processus �t;x� 7! z � ht�x�. On deÂ signe par J � fJt; t � 0g le processus
minimum futur deÂ ®ni sur X par

Jt � inf
t�s<f

Xs

Pour tout couple de reÂ els positifs �s; t� tel que s � t on a

Js �
ÿ
inf

s�u<t
Xu
� ^ Jt

On en deÂ duit que si s � t la variable aleÂ atoire Js estFt _ r�Jt�-mesurable, et
donc que la famille de tribus Ft _ r�Jt�� �t�0 est croissante. On note � ~Ft�t�0
la ®ltration obtenue par reÂ gularisation aÁ droite. On introduit les tribus sur
R� � X suivantes

O est la tribu engendreÂ e par les processus caÁ dlaÁ g �Ft�-adapteÂ s.
~A � O _ r�J�
~O est la tribu engendreÂ e par les processus caÁ dlaÁ g � ~Ft�-adapteÂ s.
H est la tribu engendreÂ e par les processus de la forme z � h ouÁ z est G-

mesurable.

La hhtheÂ orie geÂ neÂ rale des processusii (theÂ oreÁ me de section, de projection, de
projection duale . . .) est bien connue pour les tribus O et ~O (voir [DM1] et
[DM2]) elle l'est moins pour les tribus ~A et H, c'est pourquoi nous allons
faire quelques rappels dans la section suivante. Nous renvoyons le lecteur aÁ
AzeÂ ma [Az], Lenglart [L] et [FL] pour plus de deÂ tails.

0.1. Rappels de theÂorie geÂneÂrale des processus

DeÂ ®nitions 0.1.1. Une tribu de Lenglart est une tribu sur R� � X engendreÂe par
des processus caÁdlaÁg et comprise entre les tribus preÂvisible et optionnelle d'une
®ltration continue aÁ droite sur X.
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Une tribu du futur strict est une tribu sur R� � X engendreÂe par des pro-
cessus continus aÁ droite et limiteÂs aÁ gauche, telle que pour tout processus Z,
mesurable par rapport aÁ cette tribu, et tout s 2 R�, le processus Zs�: est encore
mesurable par rapport aÁ cette tribu.

On veÂ ri®e facilement que si S est une tribu du futur strict contenant
l'intervalle stochastique ��0; f��, la tribu retourneÂ e de S c'est aÁ dire la tribu
engendreÂ e par les processus Zfÿt10<t�f; t 2 R�f g ouÁ Z est S-mesurable, est la
tribu preÂ visible d'une ®ltration (voir AzeÂ ma [Az] et [FL]).

La tribu ~A est un exemple de tribu de Lenglart (appeleÂ e tribu de Meyer
par Lenglart et dans [FL]) (ici la ®ltration continue aÁ droite est ~Ft

ÿ �
), tandis

que H est un exemple de tribu du futur strict. On pourra remarquer que la
tribu retourneÂ e de H est la tribu preÂ visible naturellement associeÂ e au pro-
cessus fXÿf ÿ Xÿfÿt; 0 � t < fg.

Dans la suite de cette section, L deÂ signe une tribu de Lenglart et S une
tribu du futur toutes deux contenant l'intervalle stochastique ��0; f��. On note
L� et Lÿ les tribus optionnelle et preÂ visible de la deÂ ®nition 0.1.1 contenant L,
qui est clairement unique.

DeÂ ®nitions 0.1.2. Une variable aleÂatoire T , sur �X;F�, aÁ valeurs dans
R� [ f�1g telle que l'intervalle stochastique ��T ;�1�� est L-mesurable est
appeleÂe un temps d'arreÃt de L. Une variable aleÂatoire s, sur �X;F�, aÁ valeurs
dans R� [ fÿ1g telle que l'intervalle stochastique ��0; s�� est dans S est ap-
peleÂe un temps de retour de S.

La notion de temps de retour correspond aÁ celle de co-temps d'arreÃ t dans
[FL].

DeÂ ®nitions 0.1.3. On appelle L-mesure une mesure aleÂatoire B � fB�x; ds�;
x 2 Xg (c'est-aÁ-dire un noyau de mesures sur B�R��) telle que le processus
�t;x� 7! B�x; �0; t�� est L-mesurable. De meÃme, une S-mesure est une mesure
aleÂatoire B telle que le processus �t;x�7!B�x; �t;�1�� est S-mesurable .

Pour tout temps aleÂ atoire T aÁ valeurs dans R� [ fÿ1;�1g, on note DT

la mesure aleÂ atoire eÂ gale en x aÁ la mesure de Dirac en T �x� si T �x� est ®nie
et aÁ la mesure nulle si T �x� vaut ÿ1 ou �1. Pour un ensemble aleÂ atoire D
quelconque (c'est-aÁ -dire une partie mesurable de R� � X), on note KD la
mesure aleÂ atoire eÂ gale en x, aÁ la mesure de comptage de l'ensemble D�x�. Si
T est un L-temps d'arreÃ t, respectivement un S-temps de retour alors DT est
une L-mesure, respectivement une S-mesure. De meÃ me, si D est un ensemble
L-mesurable, respectivement S-mesurable alors KD est une L-mesure, re-
spectivement une S-mesure.

Soit U une variable aleÂ atoire sur �X;F� aÁ valeurs dans R� [ f�1g, on
note L1 et LU les tribus sur X deÂ ®nies par

L1 � r ZT1T<�1; Z est L-mesurable; T est un temps d'arrêt de L� �
LU � r ZU1U<�1 � z1U��1; Z est L-mesurable; z est L1-mesurable� �

De meÃ me, si m est une variable aleÂ atoire aÁ valeurs dans R� [ fÿ1g, on pose
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Sÿ1 � r Zs1s>ÿ1; Z est S-mesurable; s est temps de retour de S� �
Sm � r Zm1m>ÿ1 � z1m�ÿ1; Z est S-mesurable; z est Sÿ1-mesurable� �

Commentaire. Revenons aÁ notre exemple de tribu de Lenglart donneÂ par la
tribu ~A et de tribu du futur strict donneÂ par la tribu H. On peut voir que
~A1 �F et, pour tout reÂ el positif t, ~At �Ft _ r�Jt�. On a aussi Hÿ1 � G.
Le temps, qu'on notera q, eÂ gal au premier instant ouÁ X prend sa valeur
minimale (q � infft � 0; Xt � Jtg [ ft > 0; Xÿt � Jÿt g) est un exemple de
temps d'arreÃ t de ~A. Un autre exemple de temps d'arreÃ t de ~A important pour
la suite est donneÂ par le temps Tc eÂ gal au premier temps de croissance
Tc � infft � 0; Xt � Jt � sup

0�s�t
Xsg. De plus, le temps Tc a son graphe inclus

dans l'ensemble fX ÿ J � 0g par deÂ ®nition, par conseÂ quent la tribu ~ATc est
eÂ gale aÁ la tribu noteÂ e FTc dans la litteÂ rature c'est-aÁ -dire celle engendreÂ e par
les variables aleÂ atoires de la forme ZTc ouÁ Z parcourt l'ensemble des processus
optionnels de la ®ltration �Ft�. Tandis que la tribu ~OTc qu'on obtient en
remplacË ant ~A par ~O (c'est-aÁ -dire en prenant L� au lieu de L) est eÂ gale aÁ la
tribu noteÂ e ~FTc dans la litteÂ rature (et dans la suite de ce travail) engendreÂ e
par les variables de la forme ZTc ouÁ Z parcourt l'ensemble des processus
optionnels de la ®ltration � ~Ft�. Il est bien connu (cf [DM 1]) que Tc eÂ tant un
temps d'arreÃ t de cette ®ltration, la tribu ~FTc est eÂ gale aÁ celle, souvent noteÂ e
~F
�
Tc
dans la litteÂ rature, engendreÂ e par les variables de la forme ZTc ouÁ Z

parcourt l'ensemble des processus progressifs de la ®ltration � ~Ft�. La tribu
~FTc est en particulier plus grande que F�Tc

.

Dans la suite, l'espace �X;F� sera muni d'une probabiliteÂ P telle que le
temps q, n'est pas (ps) un temps de saut positif du processus canonique X .
Dans ce cas, le graphe de q est aussi, aÁ une indistinguabiliteÂ preÁ s, inclus dans
l'ensemble fX ÿ J � 0g et la tribu ~Aq est alors eÂ gale, aux ensembles
neÂ gligeables preÁ s, aÁ la tribuFq. Nous verrons par ailleurs (cf corollaire 1.2.4)
que les tribus ~Aq et ~Fq sont aussi eÂ gales aux ensembles neÂ gligeables preÁ s.
Cela implique en particulier l'eÂ galiteÂ des tribus F�q et Fq aux ensembles
neÂ gligeables preÁ s ; cette eÂ galiteÂ de tribus est un reÂ sultat bien connu de Millar
[M].

Soit P une mesure de probabiliteÂ quelconque sur l'espace �X;F�. Voici les
reÂ sultats d'existence de projection et de projection duale sur une tribu de
Lenglart L et sur une tribu du futur S, qui sont eÂ tablis dans [L] et [FL].

Proposition 0.1.4. Pour tout processus mesurable Z, aÁ valeurs dans R�[
f�1g, il existe un processus PL�Z� (resp. PS�Z�), aÁ valeurs dans R�[
f�1g, L-mesurable (resp. S-mesurable), nul hors de ��0; f��, et unique aÁ l'in-
distinguabiliteÂ preÁs, tel que

a) pour tout temps d'arreÃt T de L,

PL�Z�T1T<f � E�ZT jLT �1T<f

b) respectivement, pour tout temps de retour s de S,
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PS�Z�s1s�0 � E�ZsjSs�1s�0

Les processus PL�Z� et PS�Z� sont les projections de Z sur L et S. Dans la
suite, tous les processus qu'on projettera seront implicitement aÁ valeurs dans
R� [ f�1g et nuls hors de ��0; f��. Nous conviendrons eÂ galement que, lors-
qu'il n'y a pas d'ambiguiteÂ sur la mesure de probabiliteÂ choisie, une eÂ galiteÂ
entre processus sera une eÂ galiteÂ aÁ indistinguabiliteÂ preÁ s. De plus, la notationZ b

a
deÂ signera l'inteÂ grale sur l'intervalle fermeÂ aÁ droite et ouvert aÁ gauche

�a; b�.
Proposition 0.1.5. Pour toute mesure aleÂatoire A � fA�x; ds�; x 2 Xg, telle
que E A�0; f�� � < �1, il existe une L-mesure noteÂe AL � fAL�x; ds�; x 2 Xg,
(resp. une S-mesure, noteÂe AS), unique aÁ l'indistinguabiliteÂ preÁs1porteÂe par
�0; f�, telle que pour tout processus Z mesurable, on ait

E

Z f

0

PL�Z�sA�ds�
� �

� E

Z f

0

ZsAL�ds�
� �

Respectivement,

E

Z f

0

PS�Z�sA�ds�
� �

� E

Z f

0

ZsAS�ds�
� �

Nous eÂ noncË ons dans la proposition suivante des proprieÂ teÂ s des projections
sur L et sur S que l'on utilisera dans la suite et qui sont eÂ tablies dans [L] et
dans [FL].

Proposition 0.1.6.

a) Si Z est continu aÁ droite et borneÂ (ps) alors PS�Z� est continu aÁ droite et
borneÂ ( ps), PL�Z� est limiteÂ aÁ droite et borneÂ (ps) et le processus reÂgulariseÂ aÁ
droite PL�Z�� est eÂgal � ps� aÁ PL��Z�.

b) Si Z est nul (ps) hors d'un ensemble aÁ coupes deÂnombrables alors PL�Z�
et PS�Z� ont la meÃme proprieÂteÂ.

Proposition 0.1.7. Soit A une mesure aleÂatoire telle que E A�0; f�� � < �1. Les
supports de AL et de AS contiennent (ps) le support de A.

DeÂ monstration. Soit O un ensemble aleÂ atoire inclus dans ��0; f�� dont les
coupes sont des intervalles ouverts, on a montreÂ dans [F1] que le processus
PL�1O� est strictement positif (ps) sur O. En prenant des reÂ unions
deÂ nombrables de tels ensembles aleÂ atoires, on en deÂ duit que cette proprieÂ teÂ
est encore vraie pour tout ensemble aleÂ atoire inclus dans ��0; f�� dont les
coupes sont des ouverts de R�. Soit A une mesure aleÂ atoire porteÂ e par �0; f�,

1 Dire que deux mesures aleÂ atoires A et B sont indistinguables signi®e que l'ensemble fx; les
mesures A�x; ds� et B�x; ds� sont di�eÂ rentesg est neÂ gligeable.
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on note K l'ensemble aleÂ atoire dont la coupe en x, pour tout x, est eÂ gale au
support de la mesure AL�x; ds� et Kc son compleÂ mentaire, on a

E

Z f

0

PL�1Kc�t A�dt�
� �

� E

Z f

0

1t2Kc AL�dt�
� �
� par d�efinition de la projection duale�
� 0 � par d�efinition de K�

et donc la mesure A�x; dt� est porteÂ e (pour presque tous les x) par l'ensemble
ft; PL�1Kc�t�x� � 0g, qui est inclus dans K�x� d'apreÁ s la remarque qui preÂ -
ceÂ de. L'ensemble K�x� contient donc (ps) le support de la mesure A�x; dt�.
La meÃ me deÂ monstration est valable pour la projection duale sur S.

Proposition 0.1.8. Si Z est un processus positif borneÂ, S-mesurable, caÁdlaÁg et
tel que pour tout s � 0 (on convient que Zt � 0 pour t < 0)

PS�Z:ÿs� � Z

alors il existe une mesure aleÂatoire A telle que

Z � PS�A�0; :�� sur ��0; f��

DeÂ monstration. Il su�t de remarquer que le processus Ẑ � Zÿfÿt; 0 � t < f
n o

est une surmartingale positive, borneÂ e et caÁ dlaÁ g, on peut donc prendre sa
deÂ composition de Doob. On obtient ensuite le reÂ sultat chercheÂ en retournant
de nouveau le tout (processus et mesures aleÂ atoires).

0.2. Sur la proprieÂteÂ de Markov et la proprieÂteÂ de LeÂvy

Nous allons rappeler le principe de commutation des projections (qui est le
fondement de tout ce qui va suivre) et ses relations avec la proprieÂ teÂ de
Markov. On reprend les notations du paragraphe 0.1 et on consideÁ re
un processus Y sur �X;F�, aÁ valeurs dans un espace mesurable
�E [ fdg;E _ fdg� et valant d hors de ��0; f��. On suppose dans toute la suite
que l'intervalle stochastique ��0; f�� et le processus Y sont aÁ la fois mesurables
pour les tribus L et S.

Proposition 0.2.1. Les trois proprieÂteÂs suivantes sont eÂquivalentes

�i� Pour tout processus S-mesurable Z, il existe une fonction f mesurable sur
�E;E� telle que

PL�Z� � f �Y �
�ii� Pour tout processus L-mesurable Z, il existe une fonction f mesurable sur

�E;E� telle que
PS�Z� � f �Y �
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�iii� Pour tout processus mesurable Z, il existe une fonction f mesurable sur
�E;E� telle que

PL�PS�Z�� � PS�PL�Z�� � f �Y �
D'autre part, l'une d'entre elles entraõÃne les deux proprieÂteÂs suivantes

�iv� Pour toute S-mesure A telle que E A�0; f�� � < �1 la projection AL est
indistinguable d'une S-mesure.

�v� Pour toute L-mesure A telle que E A�0; f�� � < �1 la projection AS est
indistinguable d'une L-mesure.

DeÂ ®nition 0.2.2. Si le processus Y veÂri®e l'une des trois proprieÂteÂs �i�; �ii� ou
�iii� on dira qu'il est �L;S�-markovien sous P.

Dans toute la suite, les fonctions mesurables sur les espaces d'eÂ tats de nos
processus markoviens seront repreÂ senteÂ es par les lettres f ou g, elles seront
implicitement aÁ valeurs dans R� [ f�1g et nulles au point d qui sera to-
ujours le nom de la valeur cimetieÁ re de nos processus.

Il est facile de voir que si Y est �L;S�-markovien alors il est simplement
markovien dans sa propre ®ltration. Lorsque L est la tribu optionnelle de la
®ltration continue aÁ droite naturellement associeÂ e aÁ Y et S est la tribu en-
gendreÂ e par les processus �Ys�:� pour s � 0, le processus Y est markovien
relativement au couple �L;S� si et seulement s'il est fortement markovien
dans sa propre ®ltration. La deÂ ®nition 0.2.2 est donc une geÂ neÂ ralisation de la
proprieÂ teÂ de Markov; elle a eÂ teÂ introduite et eÂ tudieÂ e dans [F2]. Dans la suite,
la mesure P sera une mesure de probabiliteÂ sur �X;F� qui fait du processus
canonique X un processus de LeÂ vy tueÂ en un temps indeÂ pendant de loi
exponentielle. Le lecteur se convaincra facilement que la proprieÂ teÂ de LeÂ vy
du processus X entraõÃ ne que pour toute variable G-mesurable z, on a

PO�z � h� � E�z� sur ��0; f�� 0.2.a

Il est eÂ quivalent de dire que pour tout processus H-mesurable Z, il existe
k 2 R� [ f�1g tel que

PO�Z� � k sur ��0; f�� 0.2.b

Cela signi®e eÂ galement que le processus qui vaut 1 sur ��0; f�� et d ailleurs est
markovien relativement au couple �O;H�. Nous montrerons plus loin que le
processus X ÿ J est markovien relativement au couple de tribus � ~A;H�.

0.3. Sur l'existence de temps locaux

On suppose toujours le processus Y markovien relativement au couple �L;S�
et on note c un point de l'espace d'eÂ tat E, tel que la probabiliteÂ que la
trajectoire de Y rencontre c soit strictement positive. Pour tout x, on note
C�x� l'ensemble ft; Yt�x� � cg et C l'ensemble aleÂ atoire C � f�t;x�;
Yt�x� � cg.
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Proposition 0.3.1. Il existe une mesure aleÂatoire B, unique aÁ l'indistinguabiliteÂ
preÁs, et veÂri®ant les proprieÂteÂs suivantes:

�i� Pour tout x, la mesure B�x; ds� est porteÂe par l'ensemble C�x�.
�ii� B est une L-mesure.
�iii� B est P-indistinguable d'une S-mesure.
�iv� E B�0; f�� � � 1.

DeÂ monstration. Le theÂ oreÁ me de section mesurable (cf [DM1]) fournit un
temps aleÂ atoire T , aÁ valeurs dans R� [ f�1g, dont le graphe est inclus dans
l'ensemble f�t;x�; Yt�x� � cg et tel que P�T < �1� > 0. On note

B � 1C

P�T < �1� DS
T

ÿ �L
. On veÂ ri®e facilement que B veÂ ri®e les proprieÂ teÂ s �i� aÁ

�iv�. Reste l'uniciteÂ . Si B et B0 sont deux mesures aleÂ atoires veÂ ri®ant les
proprieÂ teÂ s �i� aÁ �iv�. On a la suite d'eÂ galiteÂ s, pour tout processus mesurable
positif Z,

E

Z f

0

ZsB�ds�
� �

� E

Z f

0

Zs�BL�S�ds�
� �

(propri�et�e �ii� et �iii��

� E

Z f

0

PLPS�Z�sB�ds�
� �
(par d�efinition des projections duales)

� E

Z f

0

f �Ys�B�ds�
� �

(car PLPS�Z� � f �Y �)

� f �c�E B�0; f��� � (propri�et�e �i��
� f �c� (propri�et�e �iv��

De meÃ me, on a l'eÂ galiteÂ E

Z f

0

ZsB0�ds�
� �

� f �c�.

On a donc E
R f
0 ZsB�ds�

h i
� E

R f
0 ZsB0�ds�

h i
pour tout processus mesurable

positif Z. On en deÂ duit facilement que B et B0 sont indistinguables.

Corollaire 0.3.2 Si B veÂri®e les proprieÂteÂs de �i� aÁ �iv� de la proposition 0.3.1
preÂceÂdente alors, pour presque tout x, le support de B�x; ds� est eÂgal aÁ l'ad-
heÂrence de l'ensemble C�x�.

DeÂ monstration. D'apreÁ s la proprieÂ teÂ �i� de la proposition 0.3.1, le support de
la mesure B�x; ds�, noteÂ K�x�, est inclus dans l'adheÂ rence de C�x�. Il reste aÁ
veÂ ri®er l'inclusion p.s. de C�x� dans K�x�. Soient T un temps aleÂ atoire dont

le graphe est inclus dans C et tel que P�T < �1� > 0 et D � 1C

P�T<�1� DS
T

ÿ �L
.

On a vu dans la deÂ monstration de la proposition preÂ ceÂ dente que D veÂ ri®e les
proprieÂ teÂ s de �i� aÁ �iv�. En vertu de l'uniciteÂ de B, B et D sont indistinguables.
D'autre part, en appliquant successivement la proposition 0.1.7 aÁ la pro-
jection duale de DT sur S puis sur L, on obtient que le support de la mesure
D�x; ds� (donc K�x�) contient T �x� pour presque tous les x. Ceci eÂ tant vrai
pour tout temps aleÂ atoire T dont le graphe est inclus dans C, le theÂ oreÁ me de
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section mesurable (cf [DM1]) permet d'en deÂ duire l'inclusion C�x� � K�x�
(ps).

Corollaire 0.3.3 Si B veÂri®e les proprieÂteÂs de �i� aÁ �iv� de la proposition 0.3.1
preÂceÂdente alors l'une des suivantes est aussi veÂri®eÂe:

�v� L'ensemble C�x� a un nombre ®ni d'eÂleÂments (ps) et on peut choisir B
eÂgal aÁ kKC avec k � E�]C�ÿ1 2�0;�1�.
�vi� L'ensemble C�x� n'a pas de points isoleÂs (ps) et on peut choisir B telle

que la mesure B�x; ds� soit di�use pour tout x.

DeÂ monstration. On note DB�t;x� � B�x; ftg�. Il est facile de veÂ ri®er que les
proprieÂ teÂ s �ii� et �iii� impliquent que le processus DB est aÁ la fois L-mesurable
et P-indistinguable d'un processus S-mesurable, il est donc P-indistinguable
de sa projection sur S, c'est-aÁ -dire d'un processus de la forme f �Y �. De plus
B�x; ds� eÂ tant porteÂ par C�x�, le processus DB est nul hors de C, il est donc
indistinguable de f �c�1C. On distingue alors deux cas: Soit E

P
0�s<f DBs

� �
> 0 et on a

0 < E

� X
0�s<f

DBs

�
� f �c�E�]C� � E�B�0; f�� < �1

On en deÂ duit que f �c� > 0 et E�]C� < �1 et donc que C�x� a un nombre
®ni d'eÂ leÂ ments (ps), on veÂ ri®e alors aiseÂ ment que la mesure aleÂ atoire

B0 � 1

E�]C�KC veÂ ri®e les proprieÂ teÂ s �i� aÁ �iv� et la proprieÂ teÂ �v� est veÂ ri®eÂ e.
Soit E

P
0�s<f DBs

� �
� 0, la mesure aleÂ atoire B0 � 1DB�0B est donc indi-

stinguable de B, on voit alors facilement qu'elle veÂ ri®e les proprieÂ teÂ s �i� aÁ �iv�
et que la mesure B0�x; ds� est di�use pour tout x. Le support de cette mesure
est donc un fermeÂ parfait et il est eÂ gal aÁ l'adheÂ rence de C�x� pour presque
tout x d'apreÁ s le corollaire preÂ ceÂ dent ; l'ensemble C�x� n'a donc pas de
points isoleÂ s et la proprieÂ teÂ �vi� est veÂ ri®eÂ e.

0.4. Sur les semi-groupes de transition

On reprend les notations des paragraphes preÂ ceÂ dents, P et P0 sont deux
mesures de probabiliteÂ sur �X;F� et on suppose que Y est �L;S�-markovien
sous les lois P et P0. Le processus Y veÂ ri®e en particulier la proprieÂ teÂ de
Markov simple sous ces deux lois. On suppose de plus qu'il existe un semi-
groupe markovien �Pt�t�0 sur �E;E� qui soit aÁ la fois un noyau de transition

de Y sous P et sous P0. On a alors

ProprieÂ teÂ (0.4.1) Pour tout processus S-mesurable Z il existe une fonction f
mesurable sur �E;E� telle que f �Y � est une version de PL�Z� sous P et sous P0.

ReÂ ciproquement, si la proprieÂ teÂ (0.4.1) est veÂ ri®eÂ e, et si �Pt�t�0 est un
semi-groupe de transition pour Y sous P, alors c'est aussi un semi-groupe de
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transition pour Y sous P0. La construction de semi-groupes de transition
eÂ tant un probleÁ me deÂ licat, et n'eÂ tant pas neÂ cessaire pour la suite, nous n'en
e�ectuerons pas, et utiliserons la formulation (0.4.1) pour traduire le fait
qu'un processus, markovien sous P et sous P0, admet le meÃ me semi-groupe de
transition pour ces deux lois.

1. ProprieÂ teÂ de Markov des processus (Sÿ X ), (Xÿ J ) et (Sÿ X;Xÿ J )

On reprend les notations du paragraphe 0.0 et on convient que, pour tout
processus Z admettant des limites aÁ gauche en tout temps strictement positif,
on prolonge Zÿ en 0 en posant Zÿ0 � d. On deÂ signe par P une mesure de
probabiliteÂ sur X;F� � qui fait de X un processus de LeÂ vy issu de 0 et tueÂ en un
temps exponentiel indeÂ pendant de parameÁ tre 1. On suppose dans toute la suite

HypotheÁ se 1.0.0 Les ensembles �0;�1� et � ÿ1; 0� sont reÂguliers :
infft; Xt > 0g � 0 et infft; Xt < 0g � 0 P-ps

On remarquera facilement qu'alors presque suÃ rement, il n'existe qu'un uni-
que temps ouÁ le processus canonique X prend sa valeur minimale (respec-
tivement maximale) et que cet instant n'est pas un temps de saut de X .

Notations et DeÂ ®nitions 1.0.1 On deÂsigne par M et m les valeurs maximale et
minimale de X , par r le premier instant ouÁ il prend sa valeur maximale et q le
premier instant ouÁ il prend sa valeur minimale:

M � supfXt; 0 � t < fg r � infft; Xt ÿ X0 � M ou Xÿt � Mg
m � inf Xt ÿ X0; 0 � t < ff g

q � inf t; Xt ÿ X0 � m ou Xÿt ÿ X0 � m
� 	

� inf t; Xt ÿ Jt � 0 ou Xÿt ÿ Jÿt � 0
� 	

On deÂsignera par P0 la mesure de probabiliteÂ sur X;F� � eÂgale aÁ la loi du
processus �Xt�q ÿ Xq; t � 0� sous P.

On note S � �St�t�0 le processus maximum passeÂ deÂ®ni par

St � sup
0�s�t

Xs

ouÁ l'on a convenu que pour tout x 2 R [ fdg, x _ d � d _ x � d.
et ~H la tribu sur R� � X;

~H � H _ r�S ÿ X �

Lemme 1.0.2 la tribu ~H est un tribu du futur strict.

DeÂ monstration. Pour tous s; t � 0 on a

Ss�t ÿ Xs�t �
h
�St ÿ Xt� _ sup

0�u�s
�Xu�t ÿ Xt�

i
ÿ �Xs�t ÿ Xt�
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ce qui montre que le processus Ss�t ÿ Xs�t� �t�0 est ~H-mesurable et ~H veÂ ri®e
donc les axiomes de la deÂ ®nition (0.1.1)

Soit ~z � ~z�x;x� une application de R� � X dans �0;�1�, B�R�� 
 G-
mesurable, que l'on prolonge sur fdg � X en posant ~z�d;x� � 0. On notera
~z � ~h le processus sur X deÂ ®ni par

�~z � ~h�t�x� � ~z�St�x� ÿ Xt�x�; ht�x��
La tribu ~H est engendreÂ e par les processus de la forme ~z � ~h ouÁ ~z parcourt
l'ensemble des applications B�R�� 
 G-mesurables.

1.1. ProprieÂteÂ de Markov du processus S ÿ X

Proposition 1.1.1. Le processus S ÿ X est �O; ~H�-markovien sous P.

DeÂ monstration. Pour tout x 2 R� [ fdg on a, en notant ~Z�x� le processus
�t;x�7!~z�x; ht�x��

PO�~Z�x�� � P ~z�x; :�� � � g~z�x�
Comme S ÿ X est O-mesurable, on en deÂ duit l'eÂ galiteÂ

PO�~Z�S ÿ X �� � g~z�S ÿ X �
Le processus S ÿ X veÂ ri®e la proprieÂ teÂ �i� d'un processus de Markov rela-
tivement au couple de tribus �O; ~H� (deÂ ®nition 0.2.2).

Notation 1.1.2. On note L une mesure aleÂatoire veÂri®ant les proprieÂteÂs suiv-
antes:

a) pour tout x, la mesure L�x; ds� est porteÂe par l'ensemble ft; St�x� � Xt�x�g.
b) L�x; ds� est di�use pour tout x.
c) La mesure aleÂatoire L est une O-mesure
d) La mesure aleÂatoire L est P-indistinguable d'une ~H-mesure.
e) E L�0; f�� �� 1

La proposition 0.3.1 et son corollaire 0.3.3 appliqueÂ s au processus S ÿ X
et au point 0 garantit l'existence de L apreÁ s avoir remarqueÂ que l'ensemble
fS ÿ X � 0g a un nombre in®ni d¢eÂ leÂ ments (P-ps) (C'est une conseÂ quence
immeÂ diate du fait que �0;�1� est reÂ gulier).

Rappelons maintenant un reÂ sultat bien connu (cf [B4] par exemple)

Proposition 1.1.3. On note fst; t � 0g l'inverse continu aÁ droite du processus
croissant fL��0; s�; s � 0g.

Le processsus Z � fZt; t 2 R�g deÂ®ni par 8t 2 R�
Zt � �st;Xst� �� d sist � �1�

a, sous P, la loi d'un subordinateur bivarieÂ partant de �0; 0� et tueÂ en un temps
exponentiel indeÂpendant de parameÁtre 1.
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Notations et DeÂ ®nitions 1.1.4. On note /1 l'exposant de Laplace du subor-
dinateur Z bivarieÂ(e) et non tueÂ(e) de la proposition 1.1.3, /1 est caracteÂriseÂ par
la formule

Pour tous a; k � 0
1

/1�a; k� � 1
� E

Z f

0

eÿatÿkXt L�dt�
� �

� E eÿarÿkM� �
On notera /2 l'exposant de Laplace correspondant lorqu'on remplace P par la
loi de ÿX sous P. La fonction /2 est caracteÂriseÂe par la formule

Pour tous a; k � 0
1

/2�a; k� � 1
� E eÿaq�km� �

On note dG la loi de ÿm et G sa fonction de reÂpartition alors que dH et H
seront les loi et fonction de reÂpartition de M .

G�x� � P�ÿm � x� H�x� � P�M � x�

1.2. ProprieÂteÂ de Markov du processus X ÿ J

Proposition 1.2.1. Le processus X ÿ J est � ~A;H�-markovien sous P et sous P0

et il existe un noyau Qy�dx�; y 2 R� [ fdgf g sur G tel que pour toute variable
aleÂatoire G-mesurable z on ait Qd�z� � 0, Q0�z� � E0�z� et QXÿJ �z� est une
version de P

~A�z � h� sous P et sous P0.

DeÂ monstration. L'espace X;F� � est d'abord muni de la probabiliteÂ P. On a
vu en 0.2.b que la proprieÂ teÂ de LeÂ vy de X entraõÃ ne que pour tout processus
H-mesurable Z, il existe k 2 �0;�1� tel que PO�Z� � k sur ��0; f��. On en
deÂ duit alors, par la proposition 0.2.1 appliqueÂ e au processus Y valant 1 sur
��0; f�� et d ailleurs, et au couple de tribu �L;S� � �O;H� que pour tout
processus O-mesurable Z, il existe k 2 �0;�1� tel que PH�Z� � k sur ��0; f��.

D'autre part, tout processus ~A-mesurable Z se met sous la forme
Zt�x� � g�Xt�x� ÿ Jt�x�; t;x� pour une fonction g-mesurable de la tribu
produit B�R�� �O. On en deÂ duit comme dans la deÂ monstration de la
proposition 1.1.1 que pour tout processus ~a-mesurable Z, il existe une
fonction h mesurable telle que PH�Z� � h�X ÿ J�. En appliquant cette fois la
proposition 0.2.1 au processus Y � X ÿ J et au couple de tribus
�L;S� � � ~A;H�, on en deÂ duit que pour tout processus H-mesurable Z, il
existe une fonction mesurable f telle que:

P
~A�Z� � f �X ÿ J�

En prenant un processus de la forme Z � z � h ouÁ z est une variable aleÂ atoire
G-mesurable quelconque, on associe aÁ z une fonction mesurable fz telle que le

processus fz�X ÿ J� soit une version de P
~A�z � h�. L'application z 7!fz ainsi

deÂ ®nie est un pseudo-noyau que l'on peut relever en un vrai noyau
�Qy ; y 2 R� [ fdg� sur �X;G� (cf Getoor [G] par exemple) de manieÁ re que
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pour toute variable G-mesurable z le processus QXÿJ �z� reste une version de

P
~A�z � h�. On a donc montreÂ que pour toute variable G-mesurable z on a

P
~A�z � h� � QXÿJ �z� sous P 1.2.a

VeÂ ri®ons maintenant les eÂ galiteÂ s Qd�z� � 0 et Q0�z� � E0�z�. La premieÁ re est
une conseÂ quence de la convention prise que P

~A�z � h� est nul hors de ��0; f��.
La deuxieÁ me s'obtient par la suite d'eÂ galiteÂ s

E0�z� � E�z � hq� � E E z � hqj ~Aq

h ih i
�par d�efinition de P0�

� E P
~A�z � h�q

� �
�car q est un temps d'arrêt de ~A�

� E QXqÿJq�z�� � �d'apr�es1.2.a�
� Q0�z� �car Xq ÿ Jq � 0 P-ps�

Reste aÁ eÂ tablir l'analogue de l'eÂ galiteÂ 1.2.a pour la loi P0, ce que l'on fait
en translatant cette eÂ galiteÂ par le temps q, qui est un temps d'arreÃ t de ~A (cf
[F2] proposition II.1).

Remarques. La proposition preÂ ceÂ dente montre que sous la loi P, pour toute
variable G-mesurable z, on a

P
~A�z � h�0 � E z � h0j ~A0

h i
� E zjm� � � Qÿm�z�

Le noyau Qy est donc une version de la trace sur G de la loi conditionnelle
P�:j ÿ m � y�.
Corollaire 1.2.2. On note N l'ensemble aleÂatoire formeÂ des extreÂmiteÂs gauches
des intervalles contiguÈs au fermeÂ aleÂatoire eÂgal aÁ l'adheÂrence de l'ensemble
fX ÿ J � 0g. Les proprieÂteÂs suivantes sont vraies sous P et P0.

a) Pour toute variable G-mesurable z, le processus P
~O�z � h� est indi-

stinguable de la constante E0�z� sur l'ensemble fX ÿ J � 0gnN .
b) Les tribus ~O et ~A ont meÃmes traces sur l'ensemble fX ÿ J � 0gnN (aux

processus indistinguables de 0 preÁs).

DeÂ monstration. On raisonne indi�eÂ remment sous P ou sous P0.

a) On choisit d'abord une variable aleÂ atoire borneÂ e et G-mesurable z telle
que le processus z � h soit continu aÁ droite. D'apreÁ s la proposition 0.1.6 on a

P
~A�z � h�� � P

~O�z � h�
D'autre part, P

~A�z � h� � QXÿJ �z�, et le processus QXÿJ �z� prend la valeur
Q0�z� � E0�z� en tout point de l'ensemble fX ÿ J � 0g, donc en une suite de
temps s'accumulant aÁ droite de tout point de fX ÿ J � 0gnN , on en deÂ duit

que P
~A�z � h�� � Q0�z� � E0�z� sur fX ÿ J � 0gnN , on a donc l'eÂ galiteÂ de

processus P
~O�z � h� � E0�z� sur cet ensemble. Un argument de classe

monotone permet d'eÂ tendre cette eÂ galiteÂ aÁ toutes les va G-mesurables.
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b) Le point a) donne que pour tout Z processus H-mesurable, on a
l'eÂ galiteÂ P

~A�z � h� � P
~O�z � h� sur fX ÿ J � 0gnN . On deÂ duit ensuite fac-

ilement de l'eÂ galiteÂ des tribus B�R�� �F et O _ H que l'eÂ galiteÂ
P

~A�Z� � P
~O�Z� sur fX ÿ J � 0gnN est encore vraie pour tout processus

mesurable Z. Appliquant cela aÁ un processus ~O-mesurable Z quelconque (et
donc indistinguable de sa projection sur ~O), on obtient que Z est indi-
stinguable du processus ~A-mesurable P

~A�Z� sur fX ÿ J � 0gnN et cela
donne le reÂ sultat chercheÂ .

Corollaire 1.2.3. Les proprieÂteÂs suivantes sont vraies sous P et P0

a) Si T est un temps d'arreÃt de ~A dont le graphe est inclus dans fX ÿ J � 0g
alors, conditionnellement aÁ T < �1, le processus �Xt�T ÿ XT ; t � 0� est indeÂ-
pendant de la tribu ~AT et sa loi est P0.

b) Tout temps d'arreÃt T de la ®ltration � ~Ft� dont le graphe est inclus dans
fX ÿ J � 0gnN est ps eÂgal aÁ un temps d'arreÃt de ~A et les tribus ~AT et ~FT sont
eÂgales aux ensembles neÂgligeables preÁs.

DeÂ monstration. Le point a) est une conseÂ quence des eÂ galiteÂ s vraies pour toute
z variable G-mesurable et tout temps d'arreÃ t T de ~A

E0 z � hT j ~AT

� �
� P

~A�z � h�T � QXTÿJT �z� � Q0�z�
� E0�z� sur T 2 fX ÿ J � 0g

Le point b) est une hhcoupeii en T du reÂ sultat b) du corollaire 1.2.2 preÂ ceÂ -
dent.

On utilisera le corollaire 1.2.3 aÁ plusieurs reprises pour le temps T � Tc

eÂ gal au premier temps de croissance, ce temps veÂ ri®e bien les proprieÂ teÂ s du
point a) du corollaire preÂ ceÂ dent [on peut facilement veÂ ri®er qu'il veÂ ri®e aussi
celle du point (b)]. On l'utilisera aussi pour le temps T � q, qui veÂ ri®e les
proprieÂ teÂ s des points (a) et (b). Pour ce temps, on obtient un reÂ sultat
leÂ geÁ rement plus geÂ neÂ ral que le ceÂ leÁ bre reÂ sultat de Millar [M] correspondant aÁ
la proprieÂ teÂ (a) du corollaire preÂ ceÂ dent lorsqu'on remplace la tribu ~Aq par la
tribu F�q (voir le commentaire du paragraphe 0.1). Nous regroupons ces
deux cas dans le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.4. On note Tc le premier temps de croissance.

Tc � infft; Xt ÿ Jt � 0 et St ÿ Xt � 0g
Le processus �Xt�Tc ÿ XTc ; t � 0� sous la loi P�:jTc < �1� est indeÂpendant de la
tribu ~ATc �FTc et sa loi est P0.

Le processus �Xt�q ÿ Xq; t � 0� sous P est indeÂpendant de la tribu ~Aq � ~Fq

et sa loi est P0.
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Commentaires

1) Quitte aÁ l'adapter, la proposition 1.2.1 reste vraie sans les hypotheÁ ses
de reÂ gulariteÂ des ensembles �0;�1� et � ÿ1; 0�. Plus preÂ cisemment, lorsque
�0;�1� n'est pas reÂ gulier, on veÂ ri®e facilement que q est un temps de saut
positif et que l'ensemble fX ÿ J � 0g est vide (P-ps) (voir aussi la proposi-
tion 4 page 158 dans [B4]). La proposition 1.2.1 reste vraie aÁ condition de
remplacer dans la deÂ ®nition de P0, le processus �Xt�q ÿ Xq; t � 0� par
�Xt�q ÿ m; t � 0�.

Si � ÿ1; 0� n'est pas reÂ gulier, q est un temps de saut neÂ gatif et les as-
sertions de la proposition 1.2.1 et ses corollaires restent vrais sans change-
ment.

2) Le corollaire 1.2.3 geÂ neÂ ralise aÁ tous les processus de LeÂ vy un reÂ sultat de
Bertoin [B2] concernant les processus de LeÂ vy qui hhrampent vers le basii.

3) Le lecteur curieux s'interrogera suÃ rement sur ce qui se passe sur l'en-
semble fX ÿ J � 0g \ N . Voici la reÂ ponse. Nous n'en donnons pas la
deÂ monstration parce qu'elle est un peu longue et ennuyeuse et que ce reÂ sultat
n'a pas d'application aÁ ce qui nous concerne ici.

Tout d'abord cet ensemble fX ÿ J � 0g \ N que nous notons N1 est
progressif relativement aÁ la ®ltration � ~Ft� et il est aÁ coupes deÂ nombrables.
On peut montrer facilement qu'une conseÂ quence de la proposition 1.2.1 est
que N1 eÂ vite les temps d'arreÃ t de ~A (c'est aÁ dire que pour tout T temps d'arreÃ t
de ~A, on a P�T < �1; T 2 N1� � 0). Ensuite, si X est de la forme (f) suivante

Xt � at � X 1
t ÿ X 2

t sur ��0; f�� (f)

ouÁ a est un reÂ el strictement positif, X 1 et X 2 sont, sous P, deux subordi-
nateurs indeÂ pendants et sans deÂ rive et la mesure de LeÂ vy de X 2 est de masse
totale ®nie non nulle, alors les coupes de l'ensemble N1 ont presque toutes un
nombre ®ni d'eÂ leÂ ments et P�N1 6� ;� > 0. Soit T1; T2; . . . ; Tn . . . l'eÂ numeÂ ration
dans l'ordre croissant des eÂ leÂ ments de N1 (Tn � �1 aÁ partir d'un certain
rang). Il est clair que les Tn sont des temps d'arreÃ t de ~O et ils eÂ vitent les temps
d'arreÃ t de ~A. L'ensemble N1 est donc ~O-mesurable sans eÃ tre ~A-mesurable.
D'autre part, le lecteur se convaincra facilement que �X ÿ J� est fortement
markovien si et seulement si on a eÂ galiteÂ des tribus ~O et ~A aux in-
distinguabiliteÂ s preÁ s. On en conclut que si X est de la forme (f) alors le
processus X ÿ J n'est pas fortement markovien.

Dans tous les autres cas, on montre sans di�culteÂ que N1 est soit vide (ps)
soit il a un nombre in®ni d'eÂ leÂ ments (ps). On peut en deÂ duire (apreÁ s un travail
assez lourd) qu'il eÂ vite les temps d'arreÃ t de la ®ltration � ~Ft�. On peut alors
remplacer l'ensemble fX ÿ J � 0gnN par fX ÿ J � 0g dans l'eÂ nonceÂ des
deux corollaires preÂ ceÂ dents. En particulier, les traces des tribus ~O et ~A sur
l'ensemble fX ÿ J � 0g sont eÂ gales aux indistinguabiliteÂ s preÁ s et la proprieÂ teÂ
de Markov forte de X ÿ J est alors vraie en tout temps d'arreÃ t T de la
®ltration � ~Ft� dont le graphe est inclus dans l'ensemble fX ÿ J � 0g .

Le lecteur treÁ s curieux pourra alors s'interroger sur ce qu'il advient dans
les excursions hors de l'ensemble fX ÿ J � 0g. Voici une reÂ ponse : Si X
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veÂ ri®e la proprieÂ teÂ (ACC) de Silverstein (qui est eÂ quivalente aÁ l'absolue
continuiteÂ relativement aÁ la mesure de Lebesgue de la loi de Xÿf sous P) alors
les traces de ~O et ~A sont eÂ gales, aux indistinguabiliteÂ s preÁ s, sur l'ensemble
fX ÿ J 6� 0g. Nous concluerons donc cette question en disant que si la
proprieÂ teÂ (ACC) est veÂ ri®eÂ e et si X n'est pas de la forme (f) alors les tribus ~O
et ~A sont eÂ gales aux indistinguabiliteÂ s preÁ s, le processus X ÿ J est donc
� ~O;H�-markovien et fortement markovien. Nous tenons les deÂ monstrations
de tout cela aÁ la disposition du lecteur inteÂ resseÂ .

1.3 ProprieÂteÂ de Markov du processus �S ÿ X ;X ÿ J�

Proposition 1.3.1. Le processus �S ÿ X ;X ÿ J� est � ~A; ~H�-markovien sous P et
P0. Soit ~Qx;y�du; dx�; x; y 2 R� [ fdg

� 	
le noyau sur B�R� [ fdg� � G� � deÂ-

®ni par l'eÂgaliteÂ suivante pour une variable B�R�� 
 G-mesurable positive
quelconque ~z,

~Qx;y�~z� � Qy ~z�x; :�� �
Le processus ~Q

SÿX ;XÿJ �~z� est une version de P
~A�~z � ~h� sous P et sous P0.

DeÂ monstration. Le raisonnement suivant est valable sous P et sous P0. Pour
tout x 2 R� [ fdg on a, en notant ~Z�x� le processus �t;x� 7!~z�x; ht�x��

P
~A�~Z�x�� � QXÿJ ~z�x; :�� �

� d'apr�es la proposition 1.2.1 appliqu�e �a

la variable z � ~z�x; :��
� ~Q

�x;XÿJ��~z� �par d�efinition de ~Q�
Comme S ÿ X est ~A-mesurable, on en deÂ duit l'eÂ galiteÂ

P
~A�~Z�S ÿ X �� � ~Q

�SÿX ;XÿJ��~z�
ce qui termine la deÂ monstration.

Remarque. Le lecteur se convaincra facilement avec cette deÂ monstration que
si les tribus ~O et ~A sont eÂ gales (aux processus indistinguables de 0 preÁ s) alors
la processus �S ÿ X ;X ÿ J� est � ~O; ~H�-markovien et donc fortement
markovien. Il est alors clair qu'il y a eÂ quivalence entre les trois proprieÂ teÂ s
suivantes : l'indistinguabiliteÂ des tribus ~O et ~A, la proprieÂ teÂ de Markov forte
de X ÿ J et la proprieÂ teÂ de Markov forte de �S ÿ X ;X ÿ J�.

Notations et deÂ ®nitions 1.3.2. On deÂsigne par C l'ensemble des temps de
croissance de X

C � fS ÿ X � 0g \ fX ÿ J � 0g
On note C�x� la coupe de C en x.
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On dira que X a des points de croissance si P�C 6� ;� > 0, on notera p la
constante P�C 6� ;�. On deÂsignera par L3 une mesure aleÂatoire veÂri®ant les
quatre proprieÂteÂs suivantes

�i� Pour tout x, la mesure L3�x; ds� est porteÂe par l'ensemble C�x�.
�ii� L3 est une ~A-mesure.
�iii� L3 est P-indistinguable d'une ~H-mesure.
�iv� E L3�0; f�ÿ � � 1.

On notera s le dernier temps de croissance,

s � supft; St ÿ Xt � Xt ÿ Jt � 0g �sup ; � ÿ1�
La proposition 0.3.1 appliqueÂ e au processus Y � �S ÿ X ;X ÿ J�, au couple
de tribus �L;G� � � ~A; ~H� et au point c � �0; 0� garantit l'existence de L3

lorsque X a des points de croissance.

2. Projections et projections duales sur O sous P0

Notations 2.0 On note dH� la loi du maximum M sous P0 et H� sa fonction de
reÂpartition

H��x� � P0�M � x�
On note P00 la loi de �Xr ÿ Xr�t; t � 0� et dG� et G� les lois et fonction de
reÂpartition de M sous P00

G0�x� � P00�M � x�
On remarquera que le graphe de s est inclus dans l'ensemble des temps de
croissance C � fX ÿ J � 0g \ fS ÿ X � 0g et ne rencontre pas les extreÂ miteÂ s
gauches des intervalles contigus au fermeÂ aleÂ atoire fS ÿ X � 0g. De plus,
comme r, il est (P-ps et P0-ps) eÂ gal aÁ un ~H-temps de retour dont le graphe est
inclus dans cet ensemble.

Le but de cette partie est de deÂ montrer deux reÂ sultats techniques eÂ nonceÂ s
dans les theÂ oreÁ mes suivants et qui sont les clefs de toute la suite.

TheÂ oreÁ me 2.1

DO
r � L sous P�a�

DO
s � pL sous P�b�

TheÂ oreÁ me 2.2

DO
r �

G��X �
G�X � L sous P0�a�

DO
s �

p
G�X � L sur ��0; f�� et sous P0�b�
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DeÂ monstration du theÂ oreÁ me 2.1

Les mesures aleÂ atoires Dr et Ds sont (P-ps) des ~H-mesures porteÂ es par
l'ensemble fS ÿ X � 0g. La proprieÂ teÂ de Markov forte de S ÿ X sous P
donne que les projections duales sur O de ces mesures aleÂ atoires sont P-
indistinguables de ~H et de O-mesures porteÂ es par l'ensemble fS ÿ X � 0g.
Elles sont donc P-indistinguables d'une mesure aleÂ atoire de la forme cL
pour une constante multiplicative c. La valeur de c deÂ coule alors des deÂ ®-
nitions de L et p.

La deÂ monstration du thoÂ reÁ me 2.2 s'appluie sur une succession de lemmes.

On remarque que le temps q est une variable hhhonneÃ teii au sens de Jeulin
[J], ce qui revient aÁ dire que la famille de tribus Ft _ r�q � t�; t � 0� � deÂ ®nit
une ®ltration sur X ou encore que O0 � O _ r���q;�1��� est une tribu de
Lenglart. [On pourra remarquer qu'une conseÂ quence immeÂ diate de la loi de
0ÿ 1 aÁ droite du temps q est que la Ft _ r�q � t�; t � 0� � et celle obtenue par
reÂ gularisation aÁ droite sont eÂ gales aux ensembles neÂ gligeables preÁ s et que la
tribu O0 est eÂ gale aÁ la tribu optionnelle associeÂ e aÁ cette ®ltration (aux indi-
stinguables preÁ s)].

Notations 2.3.0 On note O0 la tribu O0 � O _ r���q;�1�� et I le processus O
minimum passeÂ It � inffXs; 0 � s � tg. On deÂ®nit un noyau

P 0y�dx�; y 2 R� [ fdgf g sur G de la manieÁre suivante:
Pour tout z 2 G, P 0d�z� � 0, P 00�z� � Q0�z� � P0�z� et, pour y > 0, P 0y�z� �
E�zj ÿ m � y� � 1

G�y�
R y
0 Qx�z�dG�x�.

Lemme 2.3 Pour toute variable aleÂatoire positive G-mesurable z, le processus
P 0XÿI�z�1��q;f�� est une version de PO0 �z � h�1��q;f�� sous P et le processus P 0XÿI�z�
est une version de PO�z � h� sous P0.
DeÂ monstration. On raisonne d'abord sous P. Soit z une variable aleÂ atoire
positive G-mesurable quelconque. L'inclusion de la tribu O0 dans ~A, donne

l'eÂ galiteÂ PO0 �z � h� � PO0 �P~U�z � h�� et la proposition 1.2.1 donne l'eÂ galiteÂ

P
~A�z � h� � QXÿJ �z� � Qÿm�h�z�. On se rameÁ ne donc aÁ montrer la proprieÂ teÂ

pour z de la forme f �ÿm�.
De manieÁ re geÂ neÂ rale, pour une variable honneÃ te q, Jeulin [J] (proposition

5.3 et 5.9) a montreÂ que le processus PO�1��q;f��� est strictement positif sur
��q; f�� et que pour tout processus Z mesurable

PO0 �Z� � PO�Z1��q;f���
PO�1��q;f���

sur ��q; f��

On veÂ ri®e facilement les eÂ galiteÂ s entre ensembles aleÂ atoires

��q; f��� fI � Jg \ ��0; f�� � fX ÿ J � X ÿ Ig \ ��0; f��
� fÿm � h � X ÿ Ig \ ��0; f��

on en deÂ duit
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PO�f �ÿm� � h1��q;f��� � PO�f �ÿm� � h1fÿm�h�XÿIg� �
R XÿI
0 f �x� dG�x�

et on obtient

PO0 �f �ÿm� � h� � PO�f �ÿm� � h1��q;f���
PO�1��q;f���

� 1

G�X ÿ I�
Z XÿI

0

f �x� dG�x�

� P 0XÿI�f �ÿm�� sur ��q; f��
D'autre part, les eÂ galiteÂ s suivantes deÂ coulent des deÂ ®nitions et du fait que q
est un temps d'arreÃ t de O0 :

PO0 �f �ÿm� � h��q � E�f �ÿm � hq�jFq� � E0�f �ÿm��
� P 00�f �ÿm�� � P 0XqÿIq�f �ÿm��

L'eÂ galiteÂ PO0 �f �ÿm� � h� � P 0XÿI�f �ÿm�� a donc lieu sur l'ensemble ��q; f��.
Comme dans la ®n de la deÂ monstration de la proposition 1.2.1, on en

deÂ duit la proprieÂ teÂ chercheÂ e sous P0 par translation par le temps q qui est un
temps d'arreÃ t de O0.

Lemme 2.4 Pour tout processus mesurable positif U , il existe un processus O-
mesurable Z tel que Z1��q;f�� est une version de PO0 �U�1��q;f�� sous P et une version
de PO�U� sous P0.

DeÂ monstration. C'est une conseÂ quence immeÂ diate du lemme preÂ ceÂ dent et de
l'eÂ galiteÂ des tribus B�R�� �F � O _ H.

Lemme 2.5 Pour tout e > 0, la loi du processus Xt�e ÿ Xe� �t�0 sous P0�:je < f�
est absolument continue par rapport aÁ P.

DeÂ monstration. C'est une conseÂ quence immeÂ diate de l'absolue continuiteÂ des
P0x relativement aÁ la trace de P sur G (pour tout x > 0).

Lemme 2.6 Pour toute variable aleÂatoire z, �zDr�O � E�zjFr�Dr� �O

DeÂ monstration. Notons O00 la tribu de Lenglart O _ r���r;�1���. On a la suite
d'eÂ galiteÂ s:

�zDr�O � ��zDr�O
00 �O car O � O00

� �PO00 �z�:Dr�O � �PO00 �z�r:Dr�O car Dr est une O00-mesure

� �E�zjFr�Dr�O car r est un O00-temps d'arrêt et O00r �Fr

Lemme 2.7

DO0
r �

G0�X ÿ I�
G�X ÿ I� L sur ��q; f�� et sous P�a�
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DO0
s �

P
G�X ÿ I� L sur ��q; f�� et sous P�a�

DeÂ monstration. La version duale du reÂ sultat de Jeulin citeÂ plus haut donne
pour toute mesure aleÂ atoire A,

AO0 � 1

PO�1��q;f���
1��q;f��A
ÿ �O

sur ��q; f��

Pour la mesure aleÂ atoire A � Ds, on obtient

DO0
s �

1

PO�1��q;f���
1��q;f��Ds
ÿ �O

� 1

G�X ÿ I�D
O
s (car PO�1��q;f��� � G�X ÿ I� et s > q�

� pL
G�X ÿ I� (th�eor�eme 2.1) sur ��q; f�� et sous P

Pour A � Dr, on remarque d'abord la suite d'eÂ galiteÂ s

P�q � rjFr� � P�ÿm � hr � Xr ÿ IrjFr� �
Z XrÿIr

0

P00�M 2 du� � G��Xr ÿ Ir�

Puis,

DO0
s �

1

PO�1��q;f���
1��q;f��Dr
ÿ �O� 1

G�X ÿ I� 1��q;f��Dr
ÿ �O

� 1

G�X ÿ I� �P�q � rjFr�Dr�O �Lemme 2:6�

� 1

G�X ÿ I� �G��Xr ÿ Ir�Dr�O � G��X ÿ I�
G�X ÿ I� DO

r

� G��X ÿ I�
G�X ÿ I� L (th�eor�eme 2.1)

DeÂ monstration du theÂ oreÁ me 2.2 Tout d'abord, la version duale du reÂ sultat du
Lemme 2.4 donne que pour toute mesure aleÂ atoire A, il existe une O-mesure
B telle que 1��q;f��B soit une version de 1��q;f��AO0 sous P et que B soit une version
de AO sous P0. De l'absolue continuiteÂ de la loi du processus Xt�e ÿ Xe� �t�0
sous P0 �:je < f� relativement aÁ P (lemme 2.5), on deÂ duit, pour la mesure

aleÂ atoire A � Ds, que cette version commune B est P0-ps eÂ gale aÁ
P

G�X ÿ I� L
sur l'ensemble ��e; f��. Ceci eÂ tant vrai pour tout e strictement positif, par re-
collement, on obtient que cette eÂ galiteÂ est vraie sur ��0; f��. Le meÃ me argument
est valable pour la mesure aleÂ atoire A � Dr. D'autre part, pour cette dernieÁ re

mesure aleÂ atoire l'eÂ galiteÂ �Dr�O � G��X ÿ I�
G�X ÿ I� L est encore vraie au temps 0 car
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les deux mesures aleÂ atoires de cette eÂ galiteÂ ne chargent pas ce temps. On
termine en constatant que le processus I est identiquement nul sous P0.

Corollaire 2.8 P0�s > 0� � pE0
Z f

0

1

G�Xs� L�ds�
� �

� 1

3. ProprieÂ teÂ reÂ geÂ neÂ rative des points de croissance. Une condition su�sante
pour l'abscence de points de croissance faisant intervenir
la fonction t 7!P�Xt > 0�

3.1. Le nombre des points de croissance est nul ou in®ni

Le theÂ oreÁ me suivant compleÁ te le theÂ oreÁ me 2.2 en eÂ tablissant que dans le cas
ouÁ il existe des points de croissance, le temps s ne charge pas 0 (sous P0) et
donc que l'eÂ galiteÂ DO

s �
p

G�X � L a encore lieu au temps 0. D'autre part, il

donne une condition neÂ cessaire pour l'existence de points de croissance. On
verra plus tard (theÂ oreÁ me 4.4) que c'est aussi une condition su�sante.

TheÂ oreÁ me 3.1.1 Si X a des points de croissance alors

pÿ1 � E0
Z f

0

1

G�Xs� L�ds�
� �

< �1

et

DO
s �

p
G�X � L sous P0

Lemme 3.1.2 Il existe une suite de fonctions mesurables positives �fn� veÂri®ant
la proprieÂteÂ suivante pour tout processus mesurable continu aÁ droite, borneÂ et
~A-mesurable U :

E Us1s>ÿ1� � � lim
n
E

Z f

0

Usfn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

3.1.a

DeÂ monstration. Pour tout n, on pose

sn � inf t > s; L�s; t� > 1

n

� �
si s > ÿ1

� ÿ1 si s � ÿ1
On pose ensuite Zn � n1��s;sn��. Il est clair qu'on a pour tout n,Z f

0

Zn
s L�ds� � 1

et que pour tout x,
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Zn
s �x�L�x; ds� converge �etroitement vers1s�x�>ÿ1ds�x�

On choisit ensuite pour tout n, une fonction gn telle que gn�S ÿ X ;X ÿ J� soit
une version sous P de P

~A�P~H�Zn�� et on pose fn�y� � gn�0; y�. On obtient,
pour tout processus caÁ d borneÂ ~A-mesurable U ,

E Us1s>ÿ1� � � E P
~H�U�s1s>ÿ1

h i
�car s est un ~H-temps de retour�

� lim
n
E

Z f

0

P
~H�U�sZn

s L�ds�
� �

�car P
~H�U� est c�ad et born�e et par convergence domin�ee�

� lim
n
E

Z f

0

P
~H�U�sgn�Ss ÿ Xs;Xs ÿ Js�L�ds�

� �
�
car P

~H�U� est ~A et ~H-mesurable et

gn�S ÿ X ;X ÿ J� � P
~A P

~H�Zn�
� ��

� lim
n
E

Z f

0

P
~H�U�sfn�Xs ÿ Js�L�ds�

� �
�car L est port�ee par fS ÿ X � 0g et gn�0; y� � fn�y��

� lim
n
E

Z f

0

Usfn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

�car fn�X ÿ J� est ~H-mesurable�

DeÂ monstration du theÂ oreÁ me 3.1.1 On suppose que X a des points de crois-
sance. Pour U � f �X ÿ J�, ouÁ f est continue borneÂ e, on obtient:

E Us1s>ÿ1� � � f �0�P�s > ÿ1� � pf �0�
Et pour tout n,

E

Z f

0

Usfn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

� E

Z f

0

f �Xs ÿ Js�fn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

�
Z �1
0

f �y�fn�y� dG�y�

L'eÂ galiteÂ 3.1.a du lemme preÂ ceÂ dent appliqueÂ e aÁ ces processus U � f �X ÿ J�
donne donc que la suite de mesures fn�y� dG�y� converge eÂ troitement vers
pd0. En particulier,

pour tout x > 0 lim
n

Z x

0

fn�y� dG�y� � p 3.1.b

Pour U � 1��Tc;f��, on obtient
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E Us1s>ÿ1� � � P�Tc � s; s > ÿ1� � p

et, en utilisant le fait que la loi de �XTc�t ÿ XTc ; t � 0� sous P�:jTc < �1� est
P0, on obtient pour tout n,

E

Z f

0

Usfn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

� E

Z f

0

1��Tc;f��fn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

� pE0
Z f

0

fn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

L'eÂ galiteÂ 3.1.a du lemme preÂ ceÂ dent appliqueÂ au processus U � 1��Tc;f�� donne
donc

lim
n
E0
Z f

0

fn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

� 1 3.1.c

D'autre part, pour tout n, on a :

E0
Z f

0

fn�Xs ÿ Js�L�ds�
� �

� E0
Z f

0

1

G�Xs�
Z Xs

0

fn�y� dG�y�
� �

L�ds�
� �

3.1.d

Et le corollaire 2.8 donne

E0
Z f

0

1

G�Xs� L�ds�
� �

� pÿ1P�s > 0� < �1 3.1.e

Les eÂ galiteÂ s 3.1.b, 3.1.c et 3.1.d et un argument de convergence domineÂ e
utilisant 3.1.e donne alors

1 � E0
Z f

0

p
G�Xs� L�ds�

� �
3.1.f

Cela donne la premieÁ re assertion du theÂ oreÁ me. Les eÂ galiteÂ s 3.1.e et 3.1.f

impliquent encore P0�s > 0� � 1. On obtient alors que l'eÂ galiteÂ DO
s �

1

G�X � L
a lieu au temps 0 car les deux mesures aleÂ atoires de cette eÂ galiteÂ ne chargent
pas ce temps.

Corollaire 3.1.3. Si X a des points de croissance alors l'ensemble C�x� posseÁde
un nombre in®ni d'eÂleÂments pour P0- presque tous les x, et on peut choisir L3 de
telle manieÁre que la mesure L3�x; ds� soit di�use pour tout x. De plus

�L3�O � 1

G�X � L sous P0

DeÂ monstration. On suppose que X a des points de croissance. La proprieÂ teÂ de
Markov de �S ÿ X ;X ÿ J� sous P0 donne que D

~A
s est aÁ la fois une ~A et une ~H-

mesure porteÂ e par C, elle est donc indistinguable d'une mesure aleÂ atoire de la
forme cL3 pour une constante multiplicative c. En projetant de nouveau sur
O, on obtient
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pÿ1DO
s � cpÿ1�L3�O � 1

G�X � L sous P0

D'autre part,

1 � E L3�0; f�ÿ � �par d�efinition de L3�
� E L3�Tc; f�

ÿ � �car L3 est port�e par C � ��Tc;�1���
� P�Tc < f�E0 L3�0; f�ÿ �

(car �XTc�t ÿ XTc ; t � 0� sous P�:jT < f� a la loi P0�
� pE0 L3�0; f�ÿ � �par d�efinition de p�

On a donc obtenu pÿ1 � E0 L3�0; f�ÿ �
. D'autre part, pÿ1 � E0

Z f

0

1

G�Xs� L�ds�
� �

(theÂ oreÁ me 3.1.1). On en deÂ duit que cpÿ1 � 1 et �L3�O � 1
G�X � L sous P0.

D'apreÁ s le corollaire 0.3.3, si C�x� est ®ni P0-ps, (et donc aÁ fortiori P-ps),
alors on peut choisir L3 de la forme kKC ouÁ k est un reÂ el strictement positif.
Comme l'ensemble C�x� contient P0-ps le temps 0, on a donc

k � L3�f0g� P0-ps

De plus,

E0 L3�f0g�jF0

� � � �L3�O�f0g� � 1

G�X � L
� �

�f0g� � 0

On en deÂ duit une contradiction. L'ensemble C�x� a donc un nombre in®ni
d'eÂ leÂ ments P0-ps. D'apreÁ s le corollaire 0.3.3, on peut choisir L3 de telle
manieÁ re que la mesure L3�x; ds� soit di�use pour tout x.

3.2. ProprieÂteÂ reÂgeÂneÂrative des points de croissance

TheÂ oreÁ me 3.2.1. On suppose que X a des points de croissance et on note
fs3s ; s � 0g l'inverse continu aÁ droite du processus croissant fL3�0; t�; t � 0g. Le
processus Z3 � fZ3

s ; s � 0g deÂ®ni de la manieÁre suivante

Z3
s � �s3s ;Xs3s

� ��d si s3s � �1�
a, sous P0, la loi d'un subordinateur bivarieÂ partant de �0; 0� et tueÂ en un temps
exponentiel indeÂpendant de parameÁtre p � P�C 6� ;���E0�R f

0

1
G�Xt� L�dt���ÿ1 et

Z3
s �x�; s � 0

� 	 � t;Xt�x�� �; t 2 C�x�f g pour P- et P0-presque tous les x

DeÂ monstration. On suppose que X a des points de croissance. Un raisonne-
ment eÂ leÂ mentaire classique et le corollaire 0.3.2 montrent que
C�x� � fs3s �x�; s � 0g P-p.s., et donc aussi P0-ps par translation par le temps
Tc � s0. On en deÂ duit l'eÂ galite d'ensembles

Z3
s �x�; s � 0

� 	 � t;Xt�x�� �; t 2 C�x�f g P et P0 p.s.
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D'autre part, X0 � 0 P0-ps et l'ensemble C�x� contient P0-presque suÃ rement
le temps 0 donc s30 � 0 (P0-ps) on en deÂ duit que

Z3
0 � �0; 0� P0-ps

Il est facile de voir que, pour deux reÂ els positifs s et u quelconques, s3s est P
0-

ps eÂ gal aÁ un temps d'arreÃ t de la ®ltration � ~Ft� dont le graphe est inclus dans
fX ÿ J � 0gnN , et

s3u�s ÿ s3s � �s3u ÿ s30� � hs3s
sur s3s < �1

Xs3u�s
ÿ Xs3s

� �Xs3u
ÿ Xs3

0
� � hs3s

sur s3s < �1
Le corollaire 1.2.3 appliqueÂ au temps s3s montre que, conditionnellement aÁ
s3s < �1, le processus �Xt�s3s

ÿ Xs3s
�t�0 est indeÂ pendant de la tribu ~As3s

et que
sa loi est eÂ gale aÁ P0. En rapprochant cela des deux eÂ galiteÂ s preÂ ceÂ dentes, on
voit que conditionnellement aÁ fs3s < �1g le couple de variables aleÂ atoires
�s3u�s ÿ s3s ;Xs3u�s

ÿ Xs3s
� est indeÂ pendant de la tribu ~As3s

, qui contient celle en-
gendreÂ e par �s3v ;Xs3v

; v � s�, et que sa loi est eÂ gale aÁ celle de
�s3u ÿ s30;Xs3u

ÿ Xs3
0
�. Le processus �s3s ;Xs3s

� est donc un subordinateur bivarieÂ
tueÂ en un temps exponentiel indeÂ pendant. Le temps de mort de ce processus
est eÂ gal aÁ L3�0; f� ; en utilisant le theÂ oreÁ me 3.1.1 et son corollaire 3.1.3, on
obtient que le parameÁ tre de cette loi exponentielle est donneÂ par

E0 L3�0; f�ÿ �ÿ1� E0
Z f

0

1

G�Xt� L�dt�
� �ÿ1

� p

Notation 3.2.2 On note /3 l'exposant de Laplace du subordinateur bivarieÂ (non
tueÂ) associeÂ aÁ Z3 lorsque X a des points de croissance. Une deÂ®nition eÂquiva-
lente est donneÂe par la formule

Pour tout a; k � 0
1

/3�a; k� � p
� E0

Z f

0

eÿatÿkXt L3�dt�
� �

3.3. Une condition su�sante pour l'abscence de points de croissance et qui fait
intervenir la fonction t 7!P�Xt > 0�.

On note P0 la loi sur l'espace canonique habituel �X0;F0� des applications
de R� dans R (aÁ dureÂ e de vie in®nie) qui fait du processus canonique (noteÂ
encore X ) un processus de LeÂ vy non tueÂ et tel que P soit alors la loi du
processus obtenu en tuant X en un temps exponentiel indeÂ pendant de pa-
rameÁ tre 1. On rappelle l'expression bien connue des exposants de Laplace
/1�a; 0� et /2�a; 0� (cf Bertoin [B4] par exemple).

/1�a; 0� � 1 � exp

Z �1
0

�1ÿ eÿat�
t

P0�Xt > 0�eÿt dt 3.3.a
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/2�a; 0� � 1 � exp

Z �1
0

�1ÿ eÿat�
t

P0�Xt < 0�eÿt dt 3.3.b

On rappelle aussi la valeur de l'inteÂ grale de Furialli

exp

Z �1
0

�1ÿ eÿat�
t

eÿt dt � a� 1 3.3.c

On obtient par multiplication des eÂ galiteÂ s 3.3.a et 3.3.b l'eÂ quation bien
connue

�/1�a; 0� � 1��/2�a; 0� � 1� � a� 1 3.3.d

TheÂ oreÁ me 3.3.1 Si X a des points de croissance alors l'ineÂgaliteÂ suivante est
veÂri®eÂe pour tout reÂel positif a

/3�a; 0� � p � /1�a; 0� � 1

/2�a; 0� � 1

DeÂ monstration. On suppose que X a des points de croissance. On a la suite
d'eÂ galiteÂ s

1

/1�a; 0� � 1
� E eÿar� � �par d�efinition de /1�

� E

Z f

0

eÿasL3�ds�
� �

�car�L3�O � L � DO
r sous P�

� E

Z f

Tc

eÿasL3�ds�
� �

�car L3 est port�ee par C � ��Tc;�1���

� E eÿaTc
� �

E0
Z f

0

eÿasL3�ds�
� �

3.3.e

�car �XTc�t ÿ XTc ; t � 0� sous P�:jTc < �1� a la loi P0�

� E eÿaTc� �
/3�a; 0� � p

�par d�efinition de /3�

De plus, l'ineÂ galiteÂ eÂ vidente Tc � q donne

E eÿaTc
� � � E eÿaq� � � 1

/2�a; 0� � 1
3.3.f

Les proprieÂ teÂ s 3.3.e et 3.3.f donnent alors l'ineÂ galiteÂ du theÂ oreÁ me.

Corollaire 3.3.2

si lim inf
a 7!�1

/1�a; 0�
/2�a; 0� < �1 alors X n0a pas de points de croissance
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DeÂ monstration. Par convergence monotone, on obtient que le terme

E0
R f
0 eÿasL3�ds�

h i
tend vers 0 lorsque a tend vers �1. Ce terme est l'inverse

de /3�a; 0� � p par deÂ ®nition. On en deÂ duit que la fonction /3�a; 0� tend vers
�1 en �1. L'ineÂ galiteÂ du theÂ oreÁ me 3.3.1 donne alors le reÂ sultat chercheÂ .

Remarque On pourra remarquer que le corollaire 3.3.2 reste vrai sans l'hy-
poptheÁ se de reÂ gulariteÂ des ensembles � ÿ1; 0� ou �0;�1� aÁ l'exception du
cas du processus de Poisson composeÂ . Plus preÂ cisemment, lorsque �0;�1�
n'est pas reÂ gulier, l'ensemble fX ÿ J � 0g est vide, aÁ fortiori C l'est aussi, X
n'a pas de points de croissance. D'autre part, L est remplaceÂ par la mesure de
comptage et lim�1 /1�a; 0� < �1. L'eÂ galiteÂ 3.3.d donne lim�1 /2�a; 0�
� �1 et le rapport /1�a;0�

/2�a;0� converge vers 0, le corollaire preÂ ceÂ dent reste vrai
dans ce cas.

Lorsque �ÿ1; 0� n'est pas reÂ gulier, la probabiliteÂ que 0 soit un temps de
croissance est P-strictement positive: X a des temps de croissance dans ce cas.

D'autre part, le rapport /1�a;0�
/2�a;0� converge vers �1. Le corollaire preÂ ceÂ dent est

encore vrai.

Exemples

On exclut le cas du processus de Poisson composeÂ .

1) Si la loi de X est symeÂ trique alors le rapport /1�a;0�
/2�a;0� vaut constemment 1

et le corollaire preÂ ceÂ dent donne que X n'a pas de points de croissance.
2) Plus geÂ neÂ ralement, X ne peut avoir aÁ la fois des points de croissance et

des points de deÂ croissance, puisque le rapport /1�a;0�
/2�a;0� et son inverse ne peuvent

tendre tous les deux vers �1.
3) Le reÂ sultat suivant a eÂ teÂ eÂ tabli par Bertoin [B3]:
Si P0 est la loi du processus stable d'ordre c quelconque et de coe�cient

d'assymeÂtrie b � P0�X1 � 0� � 1=2 alors X n'a pas de points de croissance.

On retrouve facilement ce reÂ sultat avec le corollaire preÂ ceÂ dent. En e�et,
les fonctions /1�a; 0� et /2�a; 0� sont respectivement eÂ gales aÁ ab et aÁ a�1ÿb�. Le
rapport /1�a;0�

/2�a;0� tend donc vers 1 pour b � 1=2 et vers 0 pour b < 1=2.

4) Voici un reÂ sultat qui geÂ neÂ ralise l'exemple 3: Si il existe un reÂel
strictement positif tel que

1=t
Z t

0

P0�Xs � 0� ds � 1=2 pour tout t 2 �0; a� 3.3.g

alors X n'a pas de points de croissance.

En e�et, si la proprieÂ teÂ 3.3.g est veÂ ri®eÂ e, on obtient, par une inteÂ gration
par parties dans l'inteÂ grale I�a� � R�10

�1ÿeÿat�
t P0�Xt > 0�eÿt dt, l'ineÂ galiteÂ

I�a� � 1=2

Z �1
0

�1ÿ eÿat�
t

eÿt dt � 1

a
3.3.h
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puis (on note c la constante e
1
a),

exp I�a� � c exp 1=2

Z �1
0

�1ÿ eÿat�
t

eÿtdt
� �

�in�egalit�e 3.3.h�

� c
�����������
a� 1
p ��egalit�e 3.3.c�

3.3.i

En utilisant successivement 3.3.d ,3.3.a puis 3.3.i, on obtient

/1�a; 0� � 1

/2�a; 0� � 1
� �/

1�a; 0� � 1�2
a� 1

� exp I�a�� �2
a� 1

� c2

Le rapport
/1�a;0�
/2�a;0� est donc borneÂ et le corollaire 3.3.2 permet alors de con-

clure.

4. ReÂ solution de la conjecture de Bertoin

Notations 4.1 On note u la fonction

u�y� � E0
Z f

0

1

G�Xt� 1Xt�yL�dt�
� �

et dH0�s; x� la loi du couple �r;M� sous P0.
Proposition 4.2 pour toute variable aleÂatoire G-mesurable z,

E0
Z f

0

z � htL�dt�
� �

� E

Z f

0

z � htu�Xt ÿ Jt�L�dt�
� �

4.a

DeÂ monstration. On a la suite d'eÂ galiteÂ s

E0
Z f

0

z � htL�dt�
� �

� E0
Z f

0

P 0Xt�z�L�dt�
� �

�par projection sur O�

� E0
Z f

0

1

G�Xt�
Z Xt

0

Qy�z� dG�y�
� �

L�dt�
� �

�par d�efinition de P 0x�

� E0
Z f

0

1

G�Xt� 1Xt�yL�dt�
� �

Qy�z� dG�y� (par Fubini)

�
Z �1
0

u�y�Qy�z� dG�y� �par d�efinition de u�

D'autre part,

E

Z f

0

z � htu�Xt ÿ Jt�L�dt�
� �

� E

Z f

0

QXtÿJt�z�u�Xt ÿ Jt�L�dt�
� �

�par projection sur ~A�
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�
Z �1
0

u�y�Qy�z� dG�y�E�L�0; f��
�par projection sur O�

�
Z �1
0

u�y�Qy�z� dG�y� �par d�efinition de L�

TheÂ oreÁ me 4.3

a� u�y� � R�1y
1

G��x� dH��x�
b� Si X a des points de croissance alors

1

/3�a; k� � p
�
Z �1
0

eÿasÿkx

G��x� dH��s; x�

DeÂ monstration. Pour tout Z processus O-mesurable, on obtient la suite
d'eÂ galiteÂ s

E0
Z f

0

Zt

G�Xt� L�dt�
� �

� E0
Z f

0

Zt

G��Xt�D
O
r

� �
car DO

r �
G��X �
G�X � L

� �
� E0

Zr

G��Xr�
� �

car
Z

G0�X � est O-mesurable

� �
En particulier, pour Z � 1X�y , on obtient

u�y� � E0
Z f

0

1

G�Xt� 1Xt�yL�dt�
� �

� E0
Z f

0

1

G��Xr� 1Xr�y

� �
�
Z �1

y

1

G��x� dH��x�

La dernieÁ re eÂ galiteÂ est obtenue apreÁ s avoir constateÂ que r n' est pas (P0-ps)
un temps de saut de X , les variables aleÂ atoires Xr et M sont donc �P0-ps�
eÂ gales et dH� est la loi de M sous P0 par deÂ ®nition. On a donc eÂ tabli le point
�a�. On proceÁ de de la meÃ me manieÁ re pour le point �b� en prenant cette fois
Zt � eÿatÿkXt .

TheÂ oreÁ me 4.4 X a des points de croissance si et seulement siZ �1
0

1

G��x� dH��x� � E0
Z f

0

1

G�Xs� L�ds�
� �

< �1

DeÂ monstration. On a deÂ ja vu (TheÂ oreÁ me 3.1.1) que si X a des points de

croissance alors E0
R f
0

1
G�Xs� L�ds�

h i
< �1. Reste aÁ eÂ tablir la reÂ ciproque. On

suppose donc E0
R f
0

1
G�Xs� L�ds�

h i
< �1. On note toujours fst; t � 0g l'inverse
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continu aÁ droite du processus croissant fL�0; s�; s � 0g et on introduit les
notations suivantes

Yt � Xst ÿ Jst n � Lf h1t � hst H1 � r�z � hst ; z 2 G�
Le processus Y meurt aÁ l'instant n, et la famille d'opeÂ rateurs �h1t ; t � 0� forme
un semi-groupe de translations pour Y , la tribu H1 est une tribu du futur
strict contenant Y . On deÂ duit de 4.a par changement de temps

E0
Z n

0

z � h1t dt
� �

� E

Z n

0

z � h1t u�Yt� dt
� �

4.b

Pour tout reÂ el positif s, on a

E

Z n

0

z � h1t�su�Yt� dt
� �

� E0
Z n

0

z � h1t�s dt
� �
�d'apr�es 4.b appliqu�e �a z � hs�

� E0
Z n

s
z � h1t dt

� �
� E0

Z n

0

z � h1t dt
� � 4.c

Les proprieÂ teÂ s 4.b et 4.c preÂ ceÂ dentes entraõÃ nent l'ineÂ galiteÂ

E

Z n

0

z � h1t�su�Yt� dt
� �

� E

Z n

0

z � h1t u�Yt� dt
� �

soit par changement de variables t 7!t ÿ s, apreÁ s avoir convenu que u�Yt� � 0
pour t < 0

E

Z n

0

z � h1t u�Ytÿs� dt
� �

� E

Z n

0

z � h1t u�Yt� dt
� �

En appliquant la proprieÂ teÂ de projection duale aÁ la mesure aleÂ atoire z � h1t dt,
qui est une H1-mesure, on peut remplacer dans le premier terme de l'ineÂ galiteÂ
preÂ ceÂ dente le processus u�Y:ÿs� par sa projection sur H1, on obtient ainsi

E

Z n

0

z � h1t P
H1�u�Y:ÿs��t dt

� �
� E

Z n

0

z � h1t u�Yt� dt
� �

4.d

On en deÂ duit facilement que l'ineÂ galiteÂ de processus PH1�u�Y:ÿs�� � u�Y � est
vraie pour P�dx� 
 dt-presque tous les couples �t;x�. Comme d'autre part la
fonction u est continue, le processus u�Y � est continu aÁ droite, le processus
PH1�u�Y:ÿs�� eÂ galement, puisque c'est la projection d'un processus continu aÁ
droite, on en deÂ duit que l'ineÂ galiteÂ PH1�u�Y:ÿs�� � u�Y � est vraie aÁ l'in-
distinguabiliteÂ preÁ s. Le processus Z � u�Y � veÂ ri®e les conditions d'applica-
tion de la proposition 0.1.8, on en deÂ duit l'existence d'une mesure aleÂ atoire A
telle que

u�Y � � PH1�A�0; :�� sur ��0; n�� 4.e

On obtient alors, en utilisant de nouveau le fait que z � h1t dt est une H1-
mesure, les eÂ galiteÂ s
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E

Z n

0

z � h1t u�Yt� dt
� �

� E

Z n

0

z � h1t A�0; t� dt
� �

� par 4.e�

� E

Z n

0

Z n

s
z � h1t dt

� �
A�ds�

� �
�par Fubini�

4.f

En posant v � R n
0 z � h1t dt, on obtient

E0�v� � E0
Z n

0

z � h1t dt
� �

� E

Z n

0

z � h1t u�Yt� dt
� �

�d'apr�es 4.b�

� E

Z n

0

v � hsA�ds�
� �

�d'apr�es 4.f�
4.g

L'eÂ galiteÂ 4.g est donc veÂ ri®eÂ e par toute variable v de la forme v � R n
0 z � h1t dt

ouÁ z est une v.a. G-mesurable quelconque. On veÂ ri®e alors facilement que
cette famille de variables aleÂ atoires est une algeÁ bre engendrant une tribu
contenant r�Ys; s � 0�. Un argument de classes monotones permet donc
d'eÂ tendre cette eÂ galiteÂ aÁ toute variable de cette tribu. En particulier pour une
variable aleÂ atoire de la forme v � f �Y0�, on obtient:

f �0� � E0�f �Y0�� � E

Z n

0

f �Yt�A�dt�
� �

4.h

En appliquant cette dernieÁ re eÂ galiteÂ aÁ la fonction f � 1x 6�0, on en deÂ duit que
la mesure A�x; dt� est porteÂ e par l'ensemble E�x� � ft; Yt�x� � 0g pour P-
presque tous les x. Puis en l'appliquant aÁ f � 1, on en deÂ duit que
E A�0; f�� � � 1 et donc que la mesure A�x; dt� ne peut eÃ tre nulle pour P-
presque tous les x. On en deÂ duit que P�E 6� ;� > 0. D'autre part, il est facile
de voir que pour t 2 R�, t 2 E�x� () st�x� 2 C�x�. On conclut donc
P�C 6� ;� > 0 et donc X a des points de croissance.

Remarque Les Markovologues reconnaitrons que, si on construit deux no-
yaux fU�x; dy�; x � 0g et fÛ�x; dy�; x � 0g tel que le premier soit un noyau-
potentiel du processus simplement markovien Xst ÿ Jst et que le second soit
en dualiteÂ avec le premier pour la mesure de reÂ feÂ rence dG (c'est-aÁ -dire que
pour tout couple de fonctions positives ( f, g), l'eÂ quationR�1
0 f �y�Ug�y� dG�y� � R�10 Ûf �y�g�y� dG�y� est veÂ ri®eÂ e), on sait qu'alors
fÛ�x; dy�; x � 0g est un noyau-potentiel du processus obtenu en retournant
Xst ÿ Jst en son temps de mort sous la loi P) alors la fonction u est excessive
pour Û (quitte aÁ modi®er ce noyau sur un ensemble polaire, c'est aÁ dire un
ensemble de reÂ els qui n'est P-presque suÃ rement pas rencontreÂ par la
trajectoire de Xst ÿ Jst ).

TheÂ oreÁ me 4.5 Pour tout reÂel x,

1=4H�x� � H��x� � H�x�
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DeÂ monstration. En utilisant le fait que le processus �Xÿf ÿ Xÿ�fÿt�; t � 0� a
meÃ me loi que X , on montre que Xÿf a la loi dH sous P0 ; soit pour tout reÂ el a

P0�Xÿf � a� � H�a� 4.i

La mesure dH� est par deÂ ®nition la loi du maximum M sous P0. Comme la
variable aleÂ atoire Xÿf est infeÂ rieure aÁ M , sa fonction de reÂ partition est
supeÂ rieure aÁ celle de M , on deÂ duit donc de 4.i l'ineÂ galiteÂ

H��a� � H�a�
Reste la premieÁ re ineÂ galiteÂ du theÂ oreÁ me.
Comme Qy est la trace sur la tribu G d'une version de la loi conditionnelle
P � j ÿ m � y� et que le processus �Xt�q ÿ Xq; t � 0� est indeÂ pendant de m, la
loi de Xÿf ÿ X0 sous Qy est dH�:� y� ( pour dG-presque tout y). Pour tout reÂ el
positif x, on note F �x; :� la fonction de reÂ partition de Xÿf ÿ X0 sous P

0x (en
particulier F �0; :� � H ), on obtient pour x > 0 et pour tout reÂ el a

F �x; a� � P0x�Xÿf ÿ X0 � a� �par d�efinition de F �x; a��

� 1

G�x�
Z x

0

Qy�Xÿf ÿ X0 � a� dG�y� �par d�efinition de P0x�

� 1

G�x�
Z x

0

H�a� y� dG�y�

�car dH�:� y� est la loi de Xÿf ÿ X0 sous Qy�

4.j

D'autre part, on deÂ duit du lemme 2.3 que pour tout temps d'arreÃ t T de la
®ltration �Ft�, on a

E0 1Xÿf �ajFT

h i
� E0 1Xÿf ÿXT�aÿXT jFT

h i
� F �XT ; aÿ XT � sur T < f 4.k

Pour tout reÂ el positif a, on note T 2a le temps d'entreÂ e de X dans �2a;�1�
(T 2a � infft; Xt > 2ag), on a

H�a� � P0�Xÿf � a� �par 4.i�
� P0�M � 2a;Xÿf � a� � P0�M > 2a;Xÿf � a�
� H��2a� � E0 E0�Xÿf � ajFT 2a�1T 2a<f

h i
�par d�efinition de H� et T 2a�
� H��2a� � E0 F �XT 2a ; aÿ XT 2a�1T 2a<f

� �
�par 4.k appliqu�e �a T � T 2a�

4.l

On veÂ ri®e facilement que les fonctions G et H sont continues et que, par une
inteÂ gration par partie dans l'eÂ quation 4.j, on obtient pour tout reÂ el a et tout x
strictement positif

F �x; aÿ x� �
Z a

0

G�x� ÿ G�xÿ a� z�
G�x� dH�z� 4.m
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En utilisant la croissance de G et sa proprieÂ teÂ de sous-additiviteÂ (bien connue
et facile aÁ montrer), on obtient pour x � 2a (et donc xÿ a � x=2) et pour tout
reÂ el z positif ou nul

G�xÿ a� z� � G�xÿ a� � G�x=2� � G�x�=2 4.n

En reprenant l'eÂ galiteÂ 4.m et en utilisant l'ineÂ galiteÂ 4.n, on obtient pour tous
reÂ els a > 0 et x � 2a

F �x; aÿ x� � G�x� ÿ G�x�=2
G�x�

Z a

0

dH�z� � 1=2H�a� 4.o

La variable aleÂ atoire XT 2a est supeÂ rieure ou eÂ gale aÁ 2a sur T 2a < �1, l'ineÂ -
galiteÂ 4.o donne donc que la variable aleÂ atoire F �XT 2a ; aÿ XT 2a�1T 2a<f est
majoreÂ e par la constante H�a�=2. On deÂ duit alors de 4.l l'ineÂ g-
aliteÂ H�a� � H��2a� � H�a�=2 pour tout a, qui est eÂ quivalente aÁ l'ineÂ galiteÂ
H�a� � 2H��2a�. La fonction H eÂ tant sous-additive, on a l'ineÂ g-
aliteÂ H�2a� � 2H�a�, on en deÂ duit que H�2a� � 4H��2a� et cela donne
l'ineÂ galiteÂ chercheÂ e par changement de variables a 7!a=2

On deÂ duit facilement des theÂ oreÁ mes 4.4 et 4.5 le suivant:

TheÂ oreÁ me 4.6 Le processus X a des points de croissance si et seulement siZ �1
0

1

G�x� dH�x� < �1

Remarques

1) Si une des hypotheÁ ses de reÂ gulariteÂ des ensembles �0;�1� ou �ÿ1; 0�
n'est pas veÂ ri®eÂ e, il faut remplacer les lois P0 et P00 par les lois des processus
�Xq�t ÿ m; t � 0� sous P pour la premieÁ re et la loi de �M ÿ Xr�t; t � 0� sous P
pour la seconde (voir le commentaire du paragraphe1.2). Les fonctions G� et
H� sont alors modi®eÂ es en conseÂ quence. On peut ensuite adapter les
deÂ monstrations preÂ ceÂ dentes pour eÂ tablir que les theÂ oreÁ mes 4.3, 4.4 , 4.5 et 4.6
preÂ ceÂ dents restent vrais dans tous les cas. En particulier, pour le theÂ oreÁ me
4.6, si �0;�1� n'est pas reÂ gulier, on a deÂ jaÁ vu que X n'a pas de points de
croissance. D'autre part, dH charge le singleton f0g et G�0� � 0. L'inteÂ graleR�1
0

1
G�x� dH�x� est in®nie. Si �ÿ1; 0� n'est pas reÂ gulier, on a vu que X a des

points de croissance. D'autre part, G�0� est strictement positive et l'inteÂ graleR�1
0

1
G�x� dH�x� est majoreÂ e par 1

G�0�. Elle est donc ®nie.
2) Soit / l'exposant de Laplace de X et w� et wÿ les exposants de Fourier

apparaissant dans la deÂ composition de Wiener-Hopf:

E0 eiuXt
� � � eit/�u�

w��u�wÿ�ÿu� � /�u�
dV � et dV ÿ les mesures, porteÂ es par �0;�1�, dont les transformeÂ es de
Fourier sont respectivement w� et wÿ, V � et V ÿ leur fonctions de reÂ partition.
Doney [D] a montreÂ qu'il existe des constantes strictement positives g, a et b
veÂ ri®ant la proprieÂ teÂ suivante
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Pour tout x 2 �0; g� aV ��x� � H�x� � bV ��x� et aV ÿ�x� � G�x� � bV ÿ�x�
Les fonctions V � et V ÿ sont plus intrinseÁ ques que H et G (qui changent
lorsqu'on change de parameÁ tre de la loi du temps ouÁ l'on tue X ). On pourra
donc retenir la CNS pour l'existence de points de croissance sous la forme
suivante plutoÃ t que sous la forme du theÂ oreÁ me 4.6Z 1

0

1

V ÿ�x� dV ��x� < �1

Exemples On peut remplacer dans ce qui suit les fonctions H et G par V � et
V ÿ. On exclut le cas du processus de Poisson composeÂ et on renvoit aÁ [B4]
pour les reÂ sultats classiques sur les processus de LeÂ vy que nous utilisons.

1) Si l'inteÂ grale
R 1
0

1
G�x� dH�x� est ®nie alors le rapport H�x�

G�x� tend vers 0 aÁ
droite de 0. On retrouve de cette manieÁ re que X ne peut avoir aÁ la fois des
points de croissance et des points de deÂ croissance.

2) Si X rampe vers le haut (c'est aÁ dire qu'il existe un reÂ el strictement
positif tel que P�XT a � a� > 0 ouÁ T a est le temps d'entreÂ e de X dans �a;�1�)
alors H�x� � cx dans un voisinage droit de 0 et pour une constante reÂ elle c
strictement positive. On en deÂ duit dans ce cas que X a des points de crois-

sance si et seulement si l'inteÂ grale

Z 1

0

1

G�x� dx est ®nie. Ceci geÂ neÂ ralise le

reÂ sultat de Bertoin [B1] concernant les processus sans sauts positifs.

3) Si X rampe vers le bas alors G�x� � dx dans un voisinage droit de 0 et
pour une constante strictement positive d. D'autre part, le rapport H�x�

x
converge dans tous les cas vers une constante strictement positive (®nie si X a
une composante Brownienne non nulle et in®nie dans les autres cas). On en

deÂ duit facilement que l'inteÂ grale

Z 1

0

1

G�x� dH�x� est in®nie; X n'a donc pas de

points de croissance dans ce cas. Ce reÂ sultat a eÂ teÂ eÂ tabli par Bertoin [B2].

4) Si X est un processus stable sous P0 d'indice c et de coe�cient d'ass-
ymeÂ trie b � P0�X1 � 0� alors H�x� � cxcb et G�x� � dxc�1ÿb� dans un voisin-
age droit de 0 et pour deux constantes strictement positives c et d. On
retrouve alors aiseÂ ment le reÂ sultat de Bertoin [B3] : X a des points de
croissance si et seulement si b > 1=2.

ReÂ feÂ rences

[Ad] Adelman, O.: Brownian motion never increases : A new proof to a result of Dvoretzky,

Erdos and Kakutani, Israel J. Math. 50, 189±192 (1985)

[Az] AzeÂ ma, J.: TheÂ orie geÂ neÂ rale des processus et retournement du temps. Ann. sci. de

l'ENS. 4eÁ me s. t6. (1973)

[Be] Berman, S.M.: On non increase of Brownian motion. Proc. Ame. Math. Soc. 88, 141±

144 (1983)

[B1] Bertoin, J.: Increase of a LeÂ vy process with no positive jumps. Stochastics and

stochastis reports 37, 247±251 (1991)

48 S. Fourati



[B2] Bertoin, J.: LeÂ vy processes that can creep downwards never increase. Ann. Inst. Henri

PoincareÂ , 31, (1995)

[B3] Bertoin, J.: Increase of stable processes. J of therotic. prob. (1995)

[B4] Bertoin, J.: LeÂ vy processes. Cambridge University press

[Bu] Burdzy: On non increase of Brownian motion. Ann. Prob. 18, 978±980 (1990)

[DM 1] Dellacherie, C.; Meyer, P.A.: ProbabiliteÂ s et Potentiel, Tome 1. Hermann (1980)

[DM 2] C. Dellacherie, P.A. Meyer. ProbabiliteÂ s et Potentiel, Tome 2. Hermann (1980)

[D] Doney, R.A. Increase of a LeÂ vy processes. Ann. Prob. 24, 961±970 (1996)

[DEK] DvoÈ retzky, A.; ErdoÈ s, P.; Kakutani, S.: On nonincrease everywhere of the Brownian

motion process. Proc. 4th. Berkeley Symp. Math. Stat. and Probab. II, 103±116 (1961)

[F1] Fourati, S.: RepreÂ sentation des mesures par des fonctionnelles additives entre deux

temps. Ann. Inst. Henri PoincareÂ 31, 527±544 (1995)

[F2] Fourati, S.: Une proprieÂ teÂ de Markov pour les processus indeÂ xeÂ s par R. Sem. Prob.

XXIX. LN in Math. 1613 Springer-Verlag (1995)

[FL] Lenglart, E.; Fourati, S.: Tribus homogeÁ nes et commutation des projections. Sem.

Prob. XXI. LN in Math. 465. Springer-Verlag (1987)

[G] Getoor, R.K. On the construction of kernels. Sem. Prob. IX. LN in Math. Springer-

Verlag (1995)

[J] Jeulin, T.: Semi-martingales et grossissement d'une ®ltration. LN in Math. 833,

Springer-Verlag. (1980)

[M] Millar, P.W.: Zero-One laws and the minimum of a Markov processes. Trans. Amer.

Math. Soc. 226, 365±391 (1973)

Points de croissance des processus de LeÂ vy 49


