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Soit L ∼= H4(Xgen,Z) où Xgen est une hypersurface cubique lisse de P5.
L est muni de sa forme d’intersection et de la classe h2, h = c1(OXgen(1)),
qui est marquée. Soit Γ := Aut (L, 〈, 〉, h2) et soit D le domaine des
périodes correspondant. Les hypersurfaces cubiques de P5 ayant au plus
des points doubles ordinaires étant stables pour l’action de PGl(6), elles
sont paramétrées par un espace de modules M, quotient d’un ouvert de
P(H0(P5,OP5(3))) par PGl(6). On sait (voir plus loin) que l’application
des périodes, qui à une cubique lisse X associe la structure de Hodge polar-
isée et marquée sur H4(X,Z), s’étend à M. Le résultat principal de [7] est
le suivant :

Théorème 1 L’application des périodes P : M → D/Γ est un plonge-
ment ouvert.

Ce théorème a été redémontré récemment par Looijenga [4].
La stratégie de la démonstration de [7] consiste à étudier l’hypersur-

face H ⊂ M paramétrant les hypersurfaces contenant un plan. Les deux
premières étapes de la démonstration fournissent les énoncés suivants :

Théorème 2 i) La restriction de P à H est injective en codimension 1.
ii) On a P −1(P (H)) = H .

On concluait alors en utilisant l’amplitude de H et le fait que l’ap-
plication des périodes locales est non ramifiée en codimension 1. Pour
l’application des périodes locales définie sur l’ouvert de M paramétrant
les cubiques lisses, ce résultat est montré dans [1]. Le résultat s’étend sans
difficulté à M (cf. [7]).
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K. O’Grady a observé que l’argument final de [7] est insuffisant, du
fait de la non-propreté de l’application des périodes. On remplace ici cet
argument par un argument de même nature, mais qui utilise une estima-
tion sur la codimension du lieu d’indétermination de l’application des
périodes. Celle-ci est basée sur le résultat suivant dû à Laza [3]. Notons
M = P(H0(P5,OP5(3)))//PGl(6) la compactification de M fournie par la
théorie des invariants géométriques de Mumford [6].

Théorème 3 (Laza) i) Les hypersurfaces cubiques à singularités isolées,
stables pour l’action de PGl(6), sont les cubiques à singularités isolées
simples.

ii) Soit M′ ⊂ M le quotient de cet ensemble par PGl(6). Alors le complé-
ment Z := M \ M′ est de dimension ≤ 3.

Nous n’utiliserons en fait qu’une estimation beaucoup plus faible sur la
dimension de Z, à savoir dim Z ≤ 8.

Nous utiliserons de façon cruciale le fait que P s’étend à M′ tout
en restant à valeurs dans D/Γ et que de plus, elle est un isomorphisme
local au niveau des déformations miniverselles. En d’autres termes, soit
Xt une hypersurface cubique à singularités simples, et Mt,loc la base de la
déformation universelle de Xt , (de sorte qu’un voisinage de t dans M′ est
obtenu comme un quotient de Mt,loc par le groupe fini des automorphismes
de Xt) ; soit Γt le groupe de monodromie local (fini) agissant sur H4(X0,Z),
où X0 est une fibre lisse proche de Xt ; alors l’application des périodes
locales Ploc : Mt,loc \ S → D/Γt , où S est l’hypersurface discriminante,
s’étend en un morphisme sur Mt,loc (cf. [2]). Notant que Mt,loc et D/Γt sont
lisses (pour D/Γt , voir [5, p. 182]), le fait que Ploc n’ait pas de diviseur de
ramification sur M (et donc sur M′, car codim M′ \ M > 1) entraîne que
Ploc est un isomorphisme local.

Ceci entraîne que l’application P étendue à M′ est ouverte, localement
finie et est un isomorphisme local au point t si et seulement si elle est de
degré local 1 au point t. Montrons maintenant :

Proposition 4 Notant H ′ la clôture de H dans M′, les énoncés i) et ii) du
théorème 2 restent vrais pour H ′. De plus P est un isomorphisme local le
long de H ′.

Démonstration. En effet, ii) est satisfait dans M et donc en codimension 1
sur M′. Or P est localement finie sur M′ et donc P −1(P (H ′)) est de
codimension pure 1. Pour i), l’allure locale de P montre que si x �= y ∈ H ′
satisfont P (x) = P (y), de telles paires existent en codimension 1 dans H ′,
et donc dans H , ce qui contredit le fait que i) est vrai en codimension 1 sur
H ⊂ H ′ comme montré dans [7] (cet argument est dû à K. O’Grady). Le
dernier énoncé résulte alors du fait que P est non ramifiée génériquement
le long de H ′, de sorte que par ii), le degré local de P le long de H ′ est
égal au degré local de P|H ′ , c’est-à-dire 1 d’après i). 
�



Théorème de Torelli pour les cubiques de P5 457

Conclusion de la preuve du théorème 1. On veut montrer l’injectivité de P
sur M. Supposons qu’on ait x �= y ∈ M avec P (x) = P (y). Comme P est
ouverte sur M′, on peut supposer que P (x) ∈ D/Γ paramètre une structure
de Hodge polarisée (avec la classe h2 marquée) sans automorphisme non
trivial. Par ce qui précède, ceci garantit que l’application P est un isomor-
phisme local au voisinage de x et de y. Soit K ⊂ M l’intersection complète
de 9 hypersurfaces suffisamment amples et suffisamment génériques con-
tenant x et y. Comme dim Z ≤ 8, K ne rencontre pas Z et donc P est bien
définie le long de K . De plus K est projective (de dimension 11).

Comme K est une intersection complète de 9 hypersurfaces suffisam-
ment générales, il en va de même de P (K) au voisinage de P (x) = P (y).
Notant Kx et Ky des voisinages de x et y dans K , les surfaces Sx ⊂ K et
Sy ⊂ K définies respectivement comme Kx ∩ P −1(P (Ky)) au voisinage
de x, et Ky ∩P −1(P (Kx)) au voisinage de y s’envoient par P sur la même
surface P (Kx)∩P (Ky). Soit Σ ⊂ K la clôture de Zariski de Sx ∪Sy dans K .
Ce qui précède montre que Σ est une surface projective et que P|Σ est de
degré au moins deux au-dessus de son image Σ′, (qui est irréductible).

Notons maintenant que l’hypersurface H est ample dans M. Il en résulte
que Σ ∩ H �= ∅, et comme Σ ⊂ K ⊂ M′, on a en fait Σ ∩ H ′ �= ∅. Mais
comme P est un isomorphisme local au voisinage de H ′ et P est injective
sur H ′, la restriction P|Σ de P à Σ est un plongement sur un voisinage de
Σ ∩ H ′. Par ailleurs, on a aussi

P −1
|Σ

(
P|Σ(Σ ∩ H ′)

) = Σ ∩ H ′

par la proposition 4. Il en résulte que pour un voisinage V de P|Σ(Σ ∩ H ′)
dans Σ′, P|Σ est un isomorphisme de P −1

|Σ (V ) sur V , ce qui contredit le fait
que P|Σ est de degré ≥ 2 sur son image Σ′. 
�
Remarque 5 Il est peut-être possible de remplacer dans cette preuve l’hyper-
surface H par l’hypersurface discriminante S. Pour cette dernière, l’ana-
logue du théorème 2 est beaucoup plus facile à démontrer, à l’exception
peut-être de la condition “en codimension 1” du i). Cela fournirait une
preuve très simplifiée du théorème 1.
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