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Principe d’Incertitude et Positivité des
Opérateurs a Trace; Applications aux
Opérateurs Densité

Maurice de Gosson et Franz Luef

Résumé. Nous discutons une condition nécessaire (mais non suffisante en
général) pour qu’un opérateur a trace auto-adjoint soit positif. Ceci nous per-
met d’énoncer une relation entre 'opérateur de densité et la notion de cellule
quantique symplectique introduite dans un travail précédent. Nous appliquons
également le principe d’incertitude de Hardy a 1’étude des majorations de la
distribution de Wigner par des gaussiennes; ceci nous permet de retrouver
tres simplement le fait que la transformée de Wigner d’une fonction de carré
intégrable ne peut étre a support compact.

Abstract. We discuss a necessary (but generally not sufficient) condition for
a self-adjoint trace-class operator to be positive. This allows us to state a
relation between density operators and the notion of symplectic quantum cell
introduced in a previous work. We also apply Hardy’s uncertainty principle to
Gaussian estimates for the Wigner distribution. This allows us to recover in
a very simple way the fact that the Wigner transform of a square integrable
function cannot have compact support.

1. Introduction

Dans un article précédent [5] 'un d’entre nous (MdG) a étudié de maniére précise
la relation entre la positivité des transformées de Wigner et de Husimi et la notion
de cellule quantique (une cellule quantique est I'image d’une boule de rayon /I
dans R?" par un automorphisme symplectique de R?"; /i est la constante de
Planck divisée par 27). Dans cet article ces résultats sont reformulés en termes
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de la notion topologique de capacité symplectique, qui permet d’énoncer le prin-
cipe d’incertitude de la mécanique quantique de maniere concise et invariante par
symplectomorphismes. Dans cet article-ci, qui constitue une suite naturelle de [5],
nous étendons cette étude au cas plus général des opérateurs densité, qui sont
des opérateurs positifs a trace unité. Outre leur intérét intrinseque, ces opérateurs
jouent un role important en mécanique quantique ou ils représentent les »états
mixtes« mélanges statistiques d’états bien déterminés (les »états purs«). Nous
prouverons, entre autres, les propriétés suivantes :

e SiX¥; est la matrice des covariances d'un opérateur densité p alors Iellipsoide
de Wigner associée

|y
Wy, 5 <Eﬁ z,z> <1

doit contenir une cellule quantique (de maniere équivalente, la capacité sym-
plectique de cette ellipsoide est au moins égale & 1/2h); si la distribution de
Wigner de p est une gaussienne, alors cette condition est également suffisante.

e Nous donnons une application originale du principe d’incertitude de Hardy
en montrant que si, réciproquement, la distribution de Wigner de p satisfait
une majoration

p(z) < Ce 337 '27)
avec C' > 0, X > 0 alors 'ellipsoide
1

Wy . 9 <E*1z,z> <1

doit contenir une cellule quantique. (Une conséquence de cette propriété est
la propriété connue que le support d'une distribution de Wigner n’est jamais
compact).

Notations. La forme symplectique standard sur R?” = R” x R" est définie par
o(z,2) = (p,2'y — (p/,z) si = (x,p), 2/ = (a/,p") ({-, ) désignera toujours le
produit scalaire euclidien sur les espaces R™ ; la norme associée sera notée |- |).
On notera par Sp(n) le groupe symplectique de (R?", ) : S € Sp(n) si et seulement
si S est un automorphisme de R?" tel que o(Sz,Sz') = o(z,2’) pour tous z,2’.

Soit
0 I
= o)

on a alors o(z,2') = (Jz,2') et S € Sp(n) si et seulement si ST.JS = SJST = J.
On notera Mp(n) le groupe métaplectique de Sp(n) : ¢’est la représentation unitaire
dans L?(R™) du revétement & deux feuillets de Sp(n) ; la projection 7 : Mp(n) —
Sp(n) est notée S — S. La transformation de Fourier unitaire F' est définie par

1\"? ;
Fi(p) = (m) / e Phy(z)da

pour ¢ € L*(R").
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2. Rappels et préliminaires

Nous donnons dans cette section une rapide revue des principales propriétés des
opérateurs a trace dont nous aurons besoin ; nous rappelons aussi un résultat ancien
(et malheureusement, semble-t-il, peu connu) de Kastler [11] sur la relation entre
la positivité des opérateurs a trace et la notion de fonction de type h-positif (voir
aussi Loupias et Miracle-Sole [14,15]).

2.1. Opérateurs a trace

Soit un espace de Hilbert séparable H et L£(H) 'algebre normée des opérateurs
continus H — H. Un opérateur A € L(H) est de Hilbert—Schmidt si pour une (et
donc toutes) base othonormée (¢;) de Hona ||[Avp;||3, < oo. Les opérateurs de

Hilbert—Schmidt forment une sous-algebre Lys(H) de £(H). Lorsque H = L?(R™)
les opérateurs de Hilbert—Schmidt sont précisément ceux dont le noyau est de carré
intégrable :

Ap(z) = . Ka(z,y)p(y)dy, Ka € L*(R™ xR");

en particulier un tel opérateur est compact. Définissant le symbole a de A €
Lus(L?(R™)) par la formule

i 1 1
a(z) :/ e nPY K, <x+ 2y,x— Zy) dy (1)

c’est-a-dire

ke = (i) [ et (S +un) do @)

on a ||a||r> = (27h)™?||K 4||>. De manitre équivalente, pour ¢ € L*(R?),

~

w0 = (1) [ st TGt ®)

ou a, est la transformée de Fourier symplectique de a :

1 \" i !
_ _ _ —lo(z,2") 4 !
ay(2) = Fa(—Jz) (%h) /R% e n a(z')dz". (4)
et, avec zg = (o, Po),
T(20)p(z) = en (Po2)=2(Pos20)) (32 — 5 (5)

(T(20) est I'opérateur de Heisenberg-Weyl usuel). Evidemment ||aq||z2 = ||a||fz.
En résumé :

On a A € Lys(L?(R™)) si et seulement si l'une des trois condi-
tions équivalentes est satisfaite :

(i) Ka € L*(R*™), (ii) a € L*(R*), (i) a, € L*(R?").
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Soit un opérateur positif A € L(H). On définit la trace de A par la formule
Te(A) =Y (Avs, vi)n

3

ou (¢;) est une base orthonormée de H (voir [22,23]). On a Tr(A) € R4 ou
bien Tr(A) = oco. Dans les deux cas, Tr(A) ne dépend pas du choix de la base
orthonormée (1)) (voir Reed et Simon [22]). On dit que A est »a trace« si on a
Tr(]A|) < oo. Les opérateurs a trace forment une sous-algébre L1 (H) de L(H)
et Pon a Tr(A + B) = Tr(4) + Tr(B), Tr(AA) = ATr(A) pour A € C, ainsi
que Tr(AB) = Tr(BA). Les opérateurs a trace sont en particulier des opérateurs
compacts. Une propriété caractéristique est :

On a A € L1.(H) si et seulement si A = BC* avec B,C €
Lus(H); si A est en outre positif il existe B € Lus(H) tel que
A= BB* (ou B*B).

Supposons de nouveau H = L?(R"). Alors A est un opérateur a trace sur
L?(R") si et seulement si il existe by, c, € L?(R") tels que a, = (271rh)” by*cy Ol
* est la »convolution gauche«, définie par

7

(boes)(2) = / b (e (o — ) (6)

En termes des symboles a, b, ¢ cette formule s’écrit :

n i 1 1
a(z) = (47}%)2 /[RanH ezna(u,v)b <Z + 2U) c <Z — 211) dudv . (7)

Notons que 'on a :

Tr(A) = (2;'71)71/]1@" by (2)cs(—2)dz = a,(0) (8)

ainsi que

Tr(A) = <271Th)n [ We)claye = (271%)” / a(2)dz )

(voir Grossmann et al. [7] et Loupias et Miracle-Sole [14,15] ; voir aussi la pertinente
discussion de Reed et Simon [22] sur la validité des »formules de trace« en général).

2.2. Fonctions de type fi-positif

Soit f une fonction sur R?", & valeurs complexes. Suivant Kastler [11] nous dirons
que f est de type h-positif si pour tout entier m > 1 et tout (z1,. .., z,) € (R*)™
la matrice F' = (Fjr(zj, 2k))1<jk<m avec

Fji (2, 2) = e G (2 — 2.)

est telle que F' > 0. On montre que toute fonction continue de type h-positif est
de carré intégrable (Loupias et Miracle-Sole [14], Th. 4). L’intérét de cette notion
provient du résultat suivant :
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Proposition 1. Soit A un opérateur a trace sur H = L*(R™). On a A > 0 si et
seulement si la transformée de Fourier symplectique a, du symbole a de A est de
type h-positif.

Cette propriété est en un sens ’analogue »quantique« du théoreme bien connu
de Bochner (voir Katznelson [12], p. 137) qui dit qu’une fonction définie sur R est
la transformée de Fourier—Stieltjes d’une mesure positive si et seulement si elle
est continue et de type positif. La démonstration de la Proposition 1 se trouve
dans Kastler [11] (voir aussi Loupias et Miracle-Sole [14]). Notons que Narcowich
et O’Connell en donnent dans [21] une justification heuristique (mais qui peut
facilement étre adaptée de manieére & en faire une démonstration rigoureuse).

Nous aurons besoin du résultat suivant dans notre étude de la matrice des
covariances :

Lemme 1. Si f : R?" — C est de classe C? au voisinage de 0 et de type h-positif
alors on a

—2hf"(0) +4iJ >0 (10)
ot f"(0) est la matrice Hessienne de f en 0.

Démonstration. (Cf. le Lemme 2.1 dans Narcowich [20]). Pour (Aq,...,\,,) € C™
et € € R posons

R(e)= Y Nhwe™ ) oG f(e(z) — 21)) -

§k=1
Si f est de type h-positif alors R(¢) > 0 pour tout €; choisissons les A; de facon
a ce que »; Aj = 0; alors R(0) = 0 et R”(0) > 0. Un calcul un peu long, mais
élémentaire, montre que
R'(0)=Z"(—2f"(0) +ih ' J)Z

avec Z = . \jzj € C?". Les \;, z; étant arbitraires on a donc —2f”(0)+ih~1J >
0, ce qui démontre le lemme. 0

2.3. Les opérateurs densité

A partir de maintenant nous supposons que A est un opérateur & trace positif
(donc auto-adjoint) sur I’espace de Hilbert H = L2(R™). En particulier, puisque A
est compact, il admet, vu la théorie de Riesz—Schauder [22], la décomposition
spectrale

A=>"\P; (11)

ot les A; > 0 sont les valeurs propres de A et les P; les projections orthogonales
de H sur les espaces propres H; correspondants (qui sont de dimension finie :
dimH; < 00). La trace de A est donnée par la formule

Tr(A) = > AjdimH;.
J
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Supposons en particulier que Tr(A) = 1. Suivant 'usage de la mécanique
quantique nous appellerons alors A un opérateur densité et nous le noterons p. La
fonction p = (27h) " "a est, par définition, la distribution de Wigner de p. Notons
que l'on a, vu la formule (8),

Tr(p) = /R% p(z)dz=1. (12)
Avec ces notations nous avons :
pote) = [ eieaip (St n)p) vty (13)
ainsi que
po@) = [ palen)TCo)uta)dzo (14)
R2n

ou p, est la transformée de Fourier symplectique de p :

1 " i ’
o(z,2") 1 /
po(2) = (2 > /Rzn e n p(z)dz".

Appliquant la formule de décomposition spectrale (11) & p on peut écrire
ﬁ:Zaj,?)j avec Zozjzl, a; >0
J J

ou p; est la projection orthogonale sur l'espace propre H;. Soit (), une base
orthonormée de H; = ker(p;) ; pour tout ¢ € L?(R™) on a

(o) = Z(% VYik)L2Vjk
k

donc le noyau de pj est K; = 9, @ ;i ; son symbole a; est par conséquent donné
par la formule

aj(z) = Z/n e h Py, <$+ ;Z/) Vjk <$— ;y>dy
k

Rappelant que la transformée (ou : distribution) de Wigner de ¢ € L?(R") est
définie par

L O B B ) EI CE ) L/t

on a donc le résultat suivant : pour que lopérateur p défini par (13) soit un
opérateur densité, il faut et il suffit qu’il existe des réels a; tels que o; > 0,
>_;aj =1 et des fonctions ¢; € L2(R™), |[¢;]|r2 = 1 tels que l'on ait

p= Z ajWij; (16)
J

la fonction p est donc une somme convexe (en général infinie) de transformées de
Wigner (15) de fonctions de carré intégrable orthonormales.
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Tr(p?) < 1; le nombre
et on a pu(p) = 1 siet

Remarque 1. Si p est un opérateur densité alors 0
w(p) = Tr(p?) s’appelle la »pureté« de P'opérateur
seulement si p = W41 pour une fonction ¢ € L?(R"™).

<
Py

3. Opérateur densité et principe d’incertitude

Dans ce paragraphe nous énongons et prouvons une condition nécessaire, mais
non suffisante, pour qu’un opérateur a trace soit positif. Pour les opérateurs den-
sité cette condition s’interprete comme une conséquence du principe d’incerti-
tude. Cette propriété peut s’énoncer de maniere lapidaire dans le langage de la
mécanique quantique en disant que »le principe d’incertitude est néccessaire mais
non suffisant pour assurer la quantification des états«.

3.1. Enoncé et démonstration du résultat principal

A partir de maintenant nous supposerons toujours que p est un opérateur densité
sur L2(R™) dont la distribution de Wigner p satisfait la condition suivante :

La fonction z — (1 + |2[*)p(2) est dans L*(R*") (17)

(donc en particulier p € L'(R?")). Cette condition garantira l'existence de la
matrice des covariances; notons d’ores et déja qu’elle implique que la transformée
de Fourier symplectique p, est de classe C2.

La condition Tr(p) = 1 sécrivant [ p(z)dz = 1 les notations suggerent
(comme elles sont d’ailleurs sensées le faire!) que p pourrait jouer le role d’une
densité de probabilité sur R2" ; ceci n’est pas toutefois le cas en général car p peut
prendre des valeurs négatives (voir néanmoins le paragraphe 4 ci-dessous). Ceci
ne nous empéchera pourtant pas de définir, par analogie avec la mécanique statis-
tique classique, les valeurs moyennes associées a p (et, en particulier, la matrice
des covariances). Soit A un opérateur auto-adjoint sur L?(R™), et considérons le
composé pA = po A. Par définition

(), = Te(pA) (18)

est la valeur moyenne de A par rapport & p. Nous conviendrons d’étendre cette
définition au cas ol A est un opérateur essentiellement auto-adjoint, défini (au
moins) sur l'espace de Schwartz S(R™) des fonctions rapidement décroissantes,
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. Interprétant A comme un opérateur de
Weyl, la formule ci-dessus s’écrit

;= [, pla(a)a (19)

ol a est le symbole de A. Si A et B sont (essentiellement) auto-adjoints on définit
leur covariance par la formule

Cov(A, B), = ; (AB + BA), — (A) (B), . (20)
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Choisissons en particulier A l'opérateur X; de multiplication par la coor-
donnée z; et pour B l'opérateur P; = —ihd,;. Par définition la matrice des cova-
riances de 1'opérateur densité p est la matrice réelle symétrique

oo Yxxp; XXPp
r Ypx; Xprj

ol Xxx,p, UXP,p = Z}QX o €t Y pp sont les matrices de dimension n x n définies
par :

Yxxp= (COV(Xja Xk)ﬁ)
Sxpp = (Cov(X;, Pi)s)
Yppp = (Cov(P;, Pi)s)

1<j,k<n
1<j,k<n
1<j,k<n”

Notons que puisque les symboles des opérateurs X; X, P; Py, et 1/2(P; X+ X, Pj)
sont, respectivement x;xy, p;pr, €t pjxi on trouve, utilisant (19), que

Cov(X;, Xi); = /R% (zj — (xj>p)(xk - <xk>p)p(z)dz

Cov(Pj, Pr)s = / (s — (ps), ) (P& — (p1), ) p(2)dz

R2n

Cov(Xj, Pr)p = / (x5 — (z5), ) ok — (pr), ) p(2)dz

R2n

Remarque 2. L’existence des covariances et les formules ci-dessus résulte
immédiatement de la condition (17) sur p.

Posant, conformément & 1'usage de la mécanique quantique (Messiah [17]),
(AX;)3 = Cov(X;,X;)5, (AP;)3=Cov(P;, Pj);

on a le résultat que voici; il généralise la remarque suivant la démonstration de la
Proposition 4 dans notre précédent article [5] :

Proposition 2. Soit un opérateur densité p. (i) La matrice des covariances ¥
associée satisfait

1
Y5+ ih] >0 (21)

et cette condition est équivalente auzx inégalités de Heisenberg—Robertson—Schro-
dinger

1
(AX)2AP) = (Cov(X, P)p)” + 2 (22)
(j=1,...,n) et (AXJ-)?/J(AP;C)?/} >0 sij#k.

Démonstration. (i) La matrice ¥ + 1/2ihJ est hermitienne : cela résulte immé-
diatement de la symétrie de X5 et du fait que J T = —J. Remarquons maintenant
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que ¥; = Y5 ol po est la fonction définie par po(z) = p(z + <Z>p) avec <Z>p —
((z),,(p),) s ona (z), =0 et donc

Cov(Xj, Xi)p = /R2 zjxrpo(z)dz = Cov(X;, Xi)p;
de méme Cov(Xj, Py),, = Cov(Xj, Pr),, Cov(Pj, Py)p, = Cov(Pj, Pr),. 11 suffit
donc de prouver la proposition pour lopérateur py (qui est évidemment aussi de
densité). Déterminons la matrice Hessienne pf ,(0). Un calcul direct montre que
lon a

_n(—2pP Yxp
h2 " (0) = (27th) ™" ,P0 ,P0
p07o( ) ( m ) EPX,po _EXX,po

c’est-a-dire
1 n
2 1 _ R
h pO’U(O) = <27rh) J¥5d . (23)

Puisque p, = (27h) "a, la positivité de 'opérateur p implique, vu la Proposition 1
et le Lemme 1, que
M =-2r"1J%,J +iJ >0;

la condition M > 0 étant équivalente & JZM.J > 0 on a bien (21).

(ii) L’équivalence des conditions (21) et (22) se vérifie aisément en notant
que X5 + 1/2ihJ > 0 est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs
principaux le sont (voir de Gosson [5]). O

Remarque 3. On vérifie facilement que la matrice X5 est semi-définie positive. Il
se trouve qu'en fait X; est méme définie positive : ceci est prouvé dans [20].

Notons que les relations (22) impliquent les inégalités de Heisenberg usuelles
(AX;),(AP;), > 1/2h; comme nous I'avons expliqué dans [5,6] ces inégalités ne
sont qu’une forme faible du principe d’incertitude de la mécanique quantique. Le
résultat suivant montre d’ailleurs pourquoi on a tout intérét a utiliser la formula-
tion complete (21) de ce principe :

Proposition 3. Soit S € Mp(n) et S = n(S). L'opérateur composé SpS—' est
Vopérateur densité correspondant & la distribution de Wigner po S~ et sa matrice
de covariance est

D551 = STpS7 . (24)
Démonstration. On a §ﬁ§*1 > 0 ainsi que
Tr (SpS™Y) = Tr(p) = 1
donc §ﬁ§’1 est bien un Bpérateur densité. On rappelle que si opérateur A est
associé & a par (1) alors SpS~—1! est associé & a0 S~!; un calcul immédiat montre

qu’en outre (a0 S~1), = a, 0S5}, donc la distribution de Wigner de §ﬁ§*1 est la
fonction poS~!. La formule (24) résulte tres simplement de la relation (23) utilisée
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lors de la démonstration de la proposition précédente : posons f(z) = h?p,(S~12);
on a

1 n
F1(0) = (S™HT (r?p5(0)) 57! = <2 h) (ST IS8t
7r
Vu les relations (S~H)TJ = JS et JS~! = STJ (S est symplectique) on a donc

f"(0) = < 271Th> JS¥;S8TT

et on termine la démonstation par le méme argument que dans la Proposition 2.
O

3.2. Matrice des covariances et cellules symplectiques

Dans [5] nous avons défini les notions de »cellule quantique« et d’ »ellipsoide ad-
missible«. Une cellule quantique est I'image par une transformation symplectique
affine de la boule B(v/h) = {|z|?> + |p|*> < h} de 'espace symplectique standard
(R?", ) ; un ellipsoide admissible est un ellipsoide de R?" contenant une cellule
quantique. Une propriété caractéristique est la suivante :

un ellipsoide By est admissible si et seulement si sa section par
n’importe quel plan affine passant par son centre, et paralléle
un plan symplectique de (R*",0), a une aire au moins égale a
1/2h = wh.
(11 suffit en fait de se limiter, pour la condition suffisante, aux plans de coordonnées
conjuguées x;, p; ).

Il est avantageux — ne serait-ce que par souci d’économie de notations! —
d’exprimer la définition ci-dessus dans le langage de la topologie symplectique,
en utilisant la notion de capacité symplectique (voir [9] pour une définition et
étude détaillée de cette notion ; nous en donnons une revue dans [5]). On rappelle
qu’une capacité symplectique ¢ sur I'espace symplectique (R?", o) associe a tout
sous-ensemble 2 de R*" un nombre () € [0, +oc] tel que :

e ¢(Q) <c()siQC
o c(f(Q)) = c¢(Q) pour tout symplectomorphisme f de (R?*",0);
e ¢(Zj(r)) = c¢(B(r)) = mr? on Z;(r) = {z € R*" : x? —|—p? <r?}et B(r) =

{zeR?™:|z| <r}.

L’existence de capacités symplectiques peut s’établir en invoquant par ex-
emple le théoréeme de Gromov sur l'impossibilté d’envoyer la boule B(R) dans
un cylindre Z;(r) au moyen de symplectomorphismes si r < R. Pour d’autres
constructions et une étude précise de la notion de capacité syplectique, voir le
traité [9] de Hofer et Zehnder.

Il existe une infinité de capacités symplectiques différentes sur (R?", o). Elles
coincident toutefois sur les ellipsoides de R?"™. Nous parlerons donc de la capacité
symplectique d’un ellipsoide. Cette capacité se calcule comme suit : soit M une
matrice symétrique réelle et positive. Posons

By ={z:(Mzz) <h}.

<%
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Les valeurs propres de JM ont la forme +i\; avec A; > 0 car JM est équivalente
4 la matrice antisymétrique M'/2JM?'/?; la suite Spec, (M) = (A1,...,\,) onl
A1 > - > A\, est appelée le spectre symplectique de M et on a la formule
wh

AL

L’un d’entre nous (MdG) a prouvé dans [5], Proposition 2, que :

c(By) = (25)

Un ellipsoide Bpr est admissible si et seulement si c¢(Bar) > 1/2h. Si
c(Bar) = 1/2h alors B contient une cellule quantique unique.

Soit ¥ = 1/2AM ~'; suivant la terminologie de Littlejohn [13] nous appelle-

rons
1
Wy = {z : 9 <E_1z,z> < 1}

Uellipsoide de Wigner associée a X. Avec cette terminolgie et ces notations la
Proposition 2 s’énonce concisément de maniere suivante :

Proposition 4. Si p est un opérateur densité, alors c¢(By) > 1/2h avec M =
1/2h2;1. De manicre équivalente : Uellipsoide de Wigner By = Wy, est admis-
sible.

Démonstration. Elle est la méme, mutatis mutandis, que celle de la Proposi-
tion 4(ii) dans de Gosson [5]. Notons que lexistence de Py ! est garantie par la
Remarque suivant ’énoncé de la Proposition 2. 0

En calcul de Weyl le symbole a d'un opérateur A borné est réel si et seulement
si A est auto-adjoint (c’est d’ailleurs cette propriété qui en fait un outil de choix
en mécanique quantique car elle assure que l'opérateur associé a une »observable
classique« est essentiellement auto-adjoint). Toutefois, la condition a > 0 n’est ni
suffisante ni nécessaire pour assurer la positivité de 'opérateur A. Cette parti-
cularité est en fait une manifestation du principe d’incertitude (voir par exemple
Fefferman et Phong [3]). On pourrait de prime abord penser que la condition
¢(Bar) > 1/2h serait suffisante pour garantir la positivité de I'opérateur A. Il n’en
est toutefois rien, comme Narcowich et O’Connell [21] I'ont montré sur 'exemple
suivant : prenons pour symbole a la transformée de Fourier symplectique de la
fonction

1
a(x,p) = <1— az? — gﬂzﬂ) e @D 0 350 (26)

2

(on suppose ici n = 1). On vérifie sans difficulté que a est réel, que 'opérateur A
correspondant est & trace (avec Tr(A) = 1), et que la matrice des covariances est

(3 3)

La condition ¥ 4 1/2ihJ > 0 est donc équivalente & af > h2/4. Toutefois, méme
dans ce cas nous n’avons pas A > 0 : quel que soit le choix des parametres o, 3 > 0
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on trouve
/p4a(x,p)dxdp =—24a% <0

ce qui n’est pas possible si A > 0.

4. Majorations par des Gaussiennes

Le cas ou p est une gaussienne est d’un intérét tout particulier, non seulement
parce qu’il est relativement facile a traiter mathématiquement, mais peut-étre
surtout parce que c’est celui qui est le plus utile dans les applications, notamment a
Poptique quantique dans le contexte des »états mixtes gaussiens« (voir par exemple
R. Simon et al. [24,25]).

On rappelle la propriété suivante de la transformée de Wigner

Wit = (gn) [ e h 000 (2 b o~ dupay

d’une fonction ¢ € L*(R") telle que W € LY(R*") :
Wiepdp =@ et [ Wiepde = |[Fo@)P. (27
R® R®
4.1. La gaussienne caractéristique d’un ellipsoide

Soit Bys : (Mz,2) < h une ellpisoide quelconque dans R?". Convenons d’appeler
»gaussienne caractéristique« de By la fonction pys : R?" — R définie par :

pm(z) = <7T1h>ndet(M—1)e—é<Mlsz>. (28)

Si M = I (Uidentité) alors p; est la transformée de Wigner de la gaussienne ¢q
définie par

po(z) = (wh) "/ 4e mlel (29)
(c’est »l’état cohérent standard« de la mécanique quantique [13]). Plus
généralement, si By; est une cellule quantique, alors pps est la transformée de
Wigner d’une Gaussienne normalisée (vouir Littlejohn [13] et de Gosson [5], Pro-
position 3). Rappelant la formule élémentaire

/ e K22 dy = 7 (det K)™Y2 si K=KT >0 (30)
R2n
on vérifie immédiatement que

[ ouiz=1 (31)
R2n

donc pps est a priori un bon candidat pour définir un opérateur densité via
les formules (13) ou (14). Il se trouve — et ceci est une conséquence du prin-
cipe d’incertitude — que ce n’est le cas que si la fonction pp; n’est pas trop
»concentrée« autour de 'origine dans R2". Le résultat suivant précise cette idée
en énoncant un critere nécessaire et suffisant :
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Proposition 5. La fonction pyr définie par (28) est la distribution de Wigner d’un
opérateur densité par si et seulement si c(Bar) > 1/2h (¢’est-a-dire si et seulement
si Vellpisoide Byy : (Mz,z) < h est admissible).

Démonstration. Elle est analogue & celle de la Proposition 4 dans de Gosson [5].
Un calcul sans difficulté montre que la matrice de covariance associée a pys est ¥ =
1/2RM ~1. Si pys est un opérateur densité on doit donc avoir, vu la Proposition 4,
M~1+4iJ > 0. Soit S € Sp(n) telle que M = STDS ol D est la matrice diagonale

A O .
D= <O A) . A=diag(M,...,\n) (32)
ot (A1,...,A,) est le spectre symplectique de M (forme normale de William-

son [26]; de Gosson [5] en donne une revue); puisque STJS = J la condition
M~ +iJ > 0 est équivalente & D=1 +iJ > 0. Le polynéme caractéristique de
D' +4J est le produit des n facteurs

Fi(t)y =t =2\t + A2 -1, 1<j<n
dont les zéros t; = £1 + )\;1 sont positifs ou nuls si et seulement si A\; < 1,

c’est-a-dire si et seulement si ¢(Bys) > 1/2h. O

Notons que lorsque la condition ¢(Bas) > 1/2h est satisfaite, la pureté de pas
(voir la Remarque 1) est donnée par

u(par) = Te(F3) = (det M) "

En effet, vu la formule (9) et tenant compte du fait que le symbole ap; de pas est
(27h)"pps on a

1 n
(o) = [ ez =y [ e
2mh
Calculant I'intégrale au moyen de la formule (30) on a bien pu(par) = (det M) =1L

4.2. Applications du principe d’incertitude de Hardy

Rappelons le théoréme suivant de Hardy [8] : supposons que la fonction f € L?(R™)
et sa transformée de Fourier F'f satisfont

) =0 (e H1=F)  Fip) =0 (i) (33)
pour |z|, |p| — oo, (a, b > 0). Alors :
e Siab>1,alors f=0;
e Siab=1,il existe C € C telle que f(x) = Ce~anl*l*;

e Siab < 1, ensemble des fonctions satisfaisant (33) n’est pas vide (il contient
les fonctions propres de la transformation de Fourier F', qui s’expriment en
termes des fonctions de Hermite usuelles).
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Le théoreme de Hardy a pour conséquence immédiate la propriété suivante
de la transformation de Wigner : soit ¢» € L?(R"™); supposons qu'il existe une
constante €' > 0 telle que [W1h(z)| < Cenl#I”. Alors 1 est proportionnelle a la
gaussienne o (z) = (h)~"/4e 2n l=I” En effet, intégrant successivement en p et z
cette inégalité, il vient, compte tenu des formules (27) :

W) = [ W)y < G T
[F(p)2 = / W) (2)dp < Ce~ hol’

olt Cx,Cp > 0. On a donc 4 la fois |1h(z)| < Cxe™2nl=l* et |Fyp(p)| < Cpe=anlel”
et il suffit d’appliquer le théoreme de Hardy.

Nous allons montrer, en utilisant cette idée somme toute tres simple, un
résultat analogue pour 'opérateur de densité. On rappelle la formule de covariance
symplectique pour la transformée de Wigner : si S € Sp(n) alors

Wp(S™1z) = W (Sy)(2) (34)

ou S est 'un quelconque des deux éléments du groupe métaplectique Mp(n) cou-
vrant S.

Proposition 6. Soit p un opérateur densité et p sa distribution de Wigner.

(i) Sl existe C > 0 et M > 0 tels que p(z) < Ce=nM=2) glors Uellipsoide
Bar i (Mz,z) < h est admissible : ¢(Bar) > 1/2h.

(i) Si By est une cellule quantique S(B(V'R)) alors p est proportionnelle
W (S¢o) oum(S) =S8 et ¢o est la gaussienne (29).

Démonstration. (i) Soit S € Sp(n) telle que M = STDS, D comme dans (32).
On a

p(Sflz) < Cefé(Dz,@

donc, remplacant p par §_1,5§ et tenant compte du fait que la capacité sym-
plectique est invariante par symplectomorphismes, on se ramene au cas diagonal
M = D. Ecrivons maintenant

p=2 Wiy
J
ol a; > 0, Zj a; =1, et |[¢j]|2 = 1. Intégrant p successivement en p et en x
on a
[ oo =30 [ Weserp =S aslus )
J J

[ otriz =3 a; [ Wos(e)de =3 aslFu )
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puisque (Dz, z) = (Az,z) + (Ap,p) on a d’autre part les inégalités

/p(z)dp < O/e_é<Dzvz>dp — Cle—é(Az,z>
/P(Z)dl’ < 0/6_é<DZ’Z>dgj — (e n(App)

avec C' > 0. Il existe donc, pour chaque indice j, une constante C} > 0 telle que

|5 (@)| < Cf e Amm) | Fy(p)] < Cfem e (35)

on rappelle que
A =diag(A,...,A\n), M > >N\, (36)
Posons maintenant q;(z1) = ¥;(21,0,...,0) et notons Fy la transformation de

Fourier en la premiere variable. Vu la premiere inégalité (35) on a
1 — g2
i1 (z1)] < Cfem 2™, (37)

Par définition de I on a aussi

1 n/2 .
/ Fuy()dps - - dpn — (m) / / e AP T (2)dudpy - - - dpn;

c’est-a-dire, utilisant la formule d’inversion de Fourier,

/F%‘(p)dpz <odpp = (QWh)(n_l)/Q Fi1i(p1) -

On a done, vu la seconde inégalité (35),

1 (TL 1)/2 1 n A 2
[Pt (p1)] < <m> cy / e 2 APidp, - dp,

c’est-a-dire
[Fupn (po)| < Cf'e™ 2474 (38)
pour une constante C7” > 0. Vu (36) et le théoreme de Hardy on doit avoir A <1,
c’est-a-dire ¢(Bys) > 1/2h vu la formule (25).
(ii) Soit S € Sp(n) tel que Bas : (ST Sz, 2) < h. Ona p(S~1z) < Cenl# et
par le méme raisonnement que dans la démonstration de (i) il existe Cj’-' > 0 tel
que

15(x)] < Cfe=h i+l |F3u;(p)| < Cfem P

Vu le théoreme de Hardy il existe une constante A; € C telle que §¢j = Aj¢po, et

donc
p=Y a; AW (§*1¢0) —cw (§*1¢0) : O
J



344 M. de Gosson et F. Luef Ann. Henri Poincaré

Dans [4] Folland et Sitaram ont conjecturé que la transformée de Wigner
dune fonction ¥ € L?(R™) ne peut étre & support compact. Dans [10] Jans-
sen a démontré cette conjecture. La Proposition 6 ci-dessus permet de retrouver
immédiatement ce résultat, et de l’étendre aux distributions de Wigner des
opérateurs de densité. L’'idée est simple : on montre que si la distribution de Wi-
gner est & support compact alors on peut trouver M avec p(z) < Ce™ 1{M=2) of
e(Bar) < 1/2h, ce qui falsifie la proposition ci-dessus. Enongons et prouvons ceci
de maniere précise :

Corollaire. Soit p un opérateur densité. Le support de sa distribution de Wigner p
n’est pas compact.

Démonstration. Supposons que Supp(p) soit contenu dans la boule B(R) et que
p(z) < COwmax pour tout z. Pour tout A > 0 on a p(z) < Cre™ 117" avec Cy =
Chax €7 . Choisissons A > 1 et M = AL On a donc p(z) < Cye™ #(M=2) et
¢(Byr) < 1/2h d’ott une contradiction vu (i) dans la Proposition 6. O

5. Conclusions. . . et Perspectives

On sait depuis longtemps que les questions de positivité pour les opérateurs de
Weyl sont intimement associées au principe d’incertitude ; nous avons donné dans
cet Article un énoncé précis et invariant par symplectomorphimes de ce principe.
Ceci nous a permis d’analyser la positivité des opérateurs a trace en termes de la
notion de capacité symplectique de I'ellipsoide de Wigner. Il serait évidemment tres
utile d’énoncer et de prouver une condition suffisante générale; a notre connais-
sance une telle condition n’a pas été énoncée clairement (et encore moins prouvée!)
jusqu’a présent (voir cependant les remarques et conjectures dans le §I1T de Particle
de Narcowich et O’Connell [21]).

Remarquons enfin que dans [1] Bonami et al. généralisent une variante du
théoreme de Hardy (due & Beurling) ; en particulier ils montrent que si ¢ € L2(R™)
est telle que

[rwen P, S L
x N ar <00, / p Nap < o0
(1 +a50?) (1+1pil?)
(N un entier > 0) pour tous j = 1,...,n, alors ) = P¢g, P un polynome. Il serait

certainement intéressant d’appliquer leurs résutats dans le sens de la Proposition 6.
Un dernier point qui mériterait sans doute d’étre étudié. Nous avons vu
(Proposition 2) que la condition ¥5+1/2ihJ > 0 est nécessaire pour que 'opérateur
p soit de densité; vu la méme proposition, cette condition est équivalente aux
inégalités
(AX;)3(AP;)2 > (Cov(X;, Pj),g)2 + ihz’ .

Ces dernieres restent évidemment vraies si I'on remplace h par une constante
' < h, mais l'inverse n’est pas vrai. En d’autres termes, pour un opérateur p
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donné la condition X; + 1/2ihJ > 0 peut étre violée si 'on augmente la valeur
de i (que la positivité de p puisse a priori dépendre de /i est au demeurant clair vu
la Proposition 35). Quelles sont les classes d’opérateurs qui restent positifs quelle
que soit la valeur de A, et quelle est I'interprétation de ces opérateurs en mécanique
quantique ? Un début de réponse se trouve dans les travaux de Narcowich [18,19]
et de Brockner et Werner [2], mais on manque de résultats complets dans le cas
non gaussien, qui est loin d’étre trivial.
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