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Abstract. In a discretization scheme for conformal mappings with circle packings previ-
ously considered by Colin de Verdi`ere and the author, a two-term asymptotic expansion of
the radii of the image circles is obtained, with a control on the error. The vanishing of the
second term characterizes Doyle spirals.

Résumé. Dans le cadre d’une m´ethode d’approximation de fonctions holomorphes au
moyen d’empilements de cercles ´etudiée antérieurement par Colin de Verdi`ere et l’auteur,
nous obtenons un d´eveloppement asymptotique `a deux termes des rayons des cercles de
l’empilement image, avec majoration du reste. L’annulation du second terme donne une
caractérisation des empilements de type exponentiel.

1. Introduction

Depuis une dizaine d’ann´ees, l’utilisation des empilements de cercles pour discr´etiser des
fonctions holomorphes a fait l’objet d’abondants travaux. C’est d’abord l’uniformisation
de Riemann d’un ouvert simplement connexe born´e deC qui aété étudiée par Rodin et
Sullivan. Suivant une id´ee de Thurston (voir [Th]), ils en ont construit des approximations
quasiconformes au moyen d’empilements de cercles finis `a combinatoire hexagonale
(voir [RS]). Par la suite, Stephenson, He, Rodin et Schramm ont g´enéralisé le théorème
d’approximationà des empilements de cercles dont la combinatoire et les rayons sont
variables (voir [S1], [S2], [HR], et [HS]).

L’extension de ce proc´edé de discr´etisation aux fonctions holomorphes dont la d´erivée
ne s’annule pas, au moyen d’empilements immerg´es, aété menée en parall`ele par Carter
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et Rodin d’une part (voir [CR]), et par Colin de Verdi`ere et l’auteur d’autre part (voir
[CM]). Enfin, le cas o`u la dérivée s’annule a ´eté étudié par Dubejko qui utilise pour cela
des empilements ramifi´es (voir [D1]).

Dans toutes les situations envisag´ees, il est rapidement apparu que les rayons des
cercles des empilements construits permettaient d’acc´eder directement au module de la
dérivée de la fonction discr´etisée. L’idée—assez intuitive—est la suivante: siz ∈ C est
un point en lequel la d´erivée def ne s’annule pas, et siC est un cercle d’un empilement
source de rayonε et contenantz, alors le rayonr du cercleC′ de l’empilement image
correspondant `aC estéquivalentàε| f ′(z)|. Dans la situation de [CM] est mˆeme obtenue
l’estimationr = ε| f ′(z)| + O(ε2).

Le but de ce travail est de comprendre quelles informations suppl´ementaires surf
on peut récupérer à partir des rayons des cercles des empilements images. On mon-
tre comment obtenir, dans le cadre du sch´ema d’approximation ´etudié dans [CM], un
développement asymptotique de la forme:

r = ε| f ′(z)| + ε3h(z)+ O(ε4logε)

(cf. théorème 2.1). Le coefficient deε3 possède une interpr´etation géométrique. Son
annulation nous permet de caract´eriser les fonctions enti`eres f pour lesquelles on a
une formule exacter = ε| f ′(z)| (cf. corollaire 2.2): f est alors ou bien de la forme
f (z) = az+ b, ou bien de la formef (z) = eaz+b + c. L’absence de coefficient enε2

permet d’avancer un d´ebut d’explication `a un phénomène de rapidit´e de convergence
observé par Dubejko et Stephenson (voir la section 4, exp. #3, p. 329, de [DS]).

Décrivons brièvement la structure de ce texte. Dans la section suivante on rappelle le
schéma d’approximation ´etudié dans [CM] afin de donner un ´enoncé précis du théorème
principal. Son corollaire y est ´enoncé et démontré. La section 3 est consacr´ee à une
méthode de d´eformation d’empilements (de cercles) dont la courbure varie. Il s’agit
d’une variante de celle utilis´ee dans [CM]. Des estimations a priori sur les rayons des
cercles, de type principe du maximum, sont obtenues par voie probabiliste dans la
section 4, au moyen de marches al´eatoires et de martingales. Elles permettent, dans
la section 5, de mener `a bien la preuve du th´eorème principal. Celle-ci repose sur
la discrétisation d’un probl`eme de Dirichlet ´etudiée dans le cadre de la m´ethode des
volumes finis.

2. Énoncé du théorème principal

Commen¸cons par rappeler la d´efinition d’un empilement de cercles. SoitT une triangu-
lation (finie ou infinie) d’un disque topologique etS l’ ensemble des sommets deT . Soit
r = (rs)s∈S ∈ (R∗+)S. On munit chaque triangle deT de la métrique euclidiennegr qui
au côté ss′ affecte la longueurrs + rs′ . On obtient ainsi une vari´eté riemannienne plate
à singularités coniques, not´eeTr (voir [Tr]). Soit s un sommet d’un triangleT deT . Si
α(s, T) désigne l’angle ens dans le triangleT et sis est un sommet int´erieur, alors la
courbure ens est:

Ks(r ) = 2π −
∑
s∈T

α(s, T).
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Fig. 1. Les ouvertsU etU0, et la triangulationTN .

La famille de cerclesC = {Cs, s ∈ S}, où Cs est le cercle deTr de centres, de rayon
rs, possède la propri´eté suivante: les cerclesCs et Cs′ sont tangents si et seulement si
l’arêtess′ appartient au 1-squeletteT 1 de la triangulationT .

Si, pour tout sommet int´erieurs, on aKs(r ) = 0, alors la vari´eté Tr est immerg´ee
isométriquement dansR2 (mais non plong´ee a priori). On dit alors queC est un empile-
ment de cercles immerg´e de combinatoireT 1.

SoitU un ouvert born´e, connexe, simplement connexe, contenant 0, `a bord de classe
C3, et soit f une fonction holomorphe d´efinie sur un voisinageU0 de l’adhérenceŪ de
U , et dont la d´erivée ne s’annule pas. PourN ≥ 1, soitTN(C) la triangulation deC par
des triangles ´equilatéraux de cˆoté 1/N, dont l’ensemble des sommets contient 0 et 1/N.
SoitTN la sous-triangulation deTN(C) constituée des triangles deTN(C) qui rencontrent
Ū . Si N est assez grand (≥ N0), TN est une triangulation d’un disque topologique (cf.
fig. 1). On noteSN l’ensemble des sommets deTN , et HN l’empilement constitu´e des
cercles de rayon 1/2N et dont les centres sont les sommets deTN . On constate que la
combinatoire deHN n’est autre queT 1.

On construit un nouvel empilement, not´e H̃N , de la façon suivante. Il doit v´erifier les
deux conditions (i) et (ii) ci-dessous:

(i) la combinatoire deH̃N estT 1;
(ii) les rayons des cercles du bord deH̃N sont donn´es par(1/2N)| f ′(s)| où s décrit

l’ensemble des sommets fronti`ere deTN .

D’après le premier th´eorème de la section 4 de [C], il existe un empilement de cercles
vérifiant les conditions (i) et (ii) ci-dessus, et cet empilement est unique `a isométrie
près. NotonsCs

N le cercle deHN centré ens ∈ SN et r s
N le rayon du cerclẽCs

N de H̃N

correspondant `a Cs
N . L’empilementH̃N sera parfaitement d´eterminé si l’on exige qu’il
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satisfasse la condition suivante, dite de normalisation:

(iii) le cercle C̃0
N est centr´e en f (0), et le cercleC̃1/N

N est centr´e sur la demi-droite
f (0)+R+ Ef ′(0).

Dans toute la suite,̃HN désignera l’unique empilement de cercles du plan satisfaisant
aux conditions (i), (ii) et (iii) ci-dessus (cf. [CM] pour des figures).

Considérons maintenant l’applicationfN définie surTN , affine sur chaque triangle de
TN , et envoyant le centre de tout cercleC deHN sur le centre du cercle correspondantC̃
de H̃N . Dans [CM], Colin de Verdi`ere et l’auteur d´emontrent que la suite des fonctions
fN converge uniform´ement surŪ vers f , et obtiennent l’estimation suivante, uniforme
surŪ :

r s
N =
| f ′(s)|

2N
+ O

(
1

N2

)
.

Soit f̌ : U0 −→ R la fonction définie par

f̌ = 1

36

∣∣∣∣ f ′′

f ′

∣∣∣∣4
[
<
(

f ′ f ′′′

f ′′2

)
−
∣∣∣∣ f ′ f ′′′

f ′′2

∣∣∣∣2
]
.

Il est aisé de vérifier que f̌ est une fonctionC∞ sur U0. Notons1 l’opérateur
−∂2/∂x2− ∂2/∂y2, et soitg: Ū −→ R la fonction de classeC2 définie par:{

1g = f̌ surU,
g = 0 sur∂U

(voir le théorème 6.14 p. 107 de [GT] pour la r´egularité deg).
Le théorème suivant, qui constitue le r´esultat principal de ce texte, pr´ecise le com-

portement asymptotique des rayons des cercles de l’empilementH̃N :

Théorème 2.1. Pour tout s∈ SN , on a

r s
N =
| f ′(s)|

2N

(
1+ g(s)

N2

)
+ O

(
log N

N4

)
quand N−→∞

uniformément sur SN .

Le corollaire suivant caract´erise le cas o`u l’on a une formule exacte:

Corollaire 2.2. SoitU un ouvert deC comme ci-avant et f: C −→ C une fonction
entìere dont la d́erivée ne s’annule pas. Les propríet́es suivantes sontéquivalentes:

(i) ∀N ≥ N0,∀s ∈ SN, r s
N = | f ′(s)|/2N;

(ii) ∀N ≥ N0,∀s ∈ SN, r s
N = | f ′(s)|/2N + O((log N)/N4);

(iii) ∃(a,b, c) ∈ C∗ ×C2 tel que ou bien f(z) = az+ b, ou bien f(z) = eaz+b+ c.

Démonstration du corollaire2.2. L’implication(i)⇒ (ii) est banale. Prouvons(ii)⇒
(iii ). Considérons l’ouvertÄ = {z ∈ U | f ′′(z) 6= 0}, et supposons-le non vide. Soit
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f̃ la fonction holomorphe surÄ définie par f̃ = f ′ f ′′′/ f ′′2. L’hypothèse entrâine
que la fonctiong introduite ci-avant est nulle sur une partie dense deU—à savoir la
réunion desSN—donc surU , de sorte que< f̃ − | f̃ |2 = 0 surÄ. Ainsi, la fonction
f̃ prend ses valeurs dans un cercle, donc est constante d’apr`es le théorème de l’image
ouverte. Notonsα la valeur de f̃ . On observe que( f ′/ f ′′)′ = 1− f̃ = 1− α, ce qui
donne f ′(z) = [(1− α)z+ β] f ′′(z) surÄ, donc surC par prolongement analytique.
Comme f ′ ne s’annule pas surC, on a 1− α = 0 etβ 6= 0, donc f ′′ = (1/β) f ′, puis
f ′(z) = exp((1/β)z+ γ ), ce qui prouve le point (iii) lorsqueÄ n’est pas vide. SiÄ est
vide, alorsf ′′ = 0 surU , donc surC, et f (z) = az+ b, ce qui ach`eve la preuve de (iii).

Prouvons(iii )⇒ (i). Si f (z) = az+ b alors tous les cercles dẽHN ont pour rayon
|a|/2N = | f ′(z)|/2N. Si f (z) = eaz+b + c, l’assertion(i) résulte de la section III
de [CM].

3. Déformation d’empilements non plats

Rappelons que notre but est d’´evaluer, de mani`ere plus pr´ecise que dans [CM], l’´ecart en-
tre la collection des rayons des cercles de l’empilementH̃N et la collection{| f ′(s)|/2N,
s sommet deTN}.

L’observation de d´epart est la suivante: lorsqu’on remplace le rayonr s
N de chaque

cercle de l’empilement̃HN par | f ′(s)|/2N, on crée, en chaque sommets deTN , de la
courbure au sens du d´ebut de la section pr´ecédente, not´ee Ǩ s

N , et que l’on sait estimer
grâce au lemme 1 de la section VI de [CM]:Ǩ s

N = O(1/N4). En ce sens, il est apparu
peu de courbure. L’id´ee est alors de faire varier continˆument la courbure entre celle que
l’on a créée, c’est-`a-dire Ǩ s

N , et celle correspondant `a l’empilementH̃N , à savoir 0, et
ce tout en contrˆolant les rayons des cercles.

NotonsT̃ 0
N la variété riemannienne plate `a singularités (éventuelles) coniques d´efinie

à partir de la triangulationTN et de la collection{| f ′(s)|/2N}s∈SN , et T̃ 1
N la variété

riemannienne plate—sans singularit´e—associ´eeà l’empilementH̃N . On se propose de
réaliserT̃ 1

N comme le temps 1 d’une d´eformation de la vari´etéT̃ 0
N . On noteBN l’ensemble

des sommets du bord deTN et IN l’ensemble des sommets int´erieurs. On a bien sˆur
SN = BN

∐
IN . Cette déformation est fournie par la

Proposition 3.1. Pour tout t ∈ [0,1], il existe une unique collection de rayons
{r s

N(t)}s∈SN ∈ (R∗+)SN vérifiant les propríet́es suivantes:

(i) pour tout s∈ IN , la courbure en s̀a l’instant t est donńee par Ks
N(t) = (1−t)Ǩ s

N ;
(ii) pour tout s∈ BN, r s

N(t) = | f ′(s)|/2N.

On noteT̃ t
N la variété riemannienne plate `a singularités coniques ainsi obtenue. Bien

entendu, pourt = 0 et 1, cette notation est coh´erente avec celle introduite pr´ecédemment.

Preuve de la proposition3.1. Il s’agit d’une relecture des sections 2 et 4 de [C]. On
fixe N ≥ N0 et t ∈ [0,1]. Posonsus

N = logr s
N , et fixonsus

N = log(| f ′(s)|/2N) pour
s ∈ BN .
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On construit, exactement comme dans la section 2 de [C], une fonctionnelleFt :
RIN −→ R, positive, strictement convexe,propre, et dont la diff´erentielle est donn´ee,
pouruN = (us

N)s∈IN ∈ RIN , par:

d Ft (uN) =
∑
s∈IN

[K s
N(uN)− K s

N(t)] dus
N .

Pour pouvoir construireFt , la seule condition `a vérifier - outre la fermeture de la
forme différentielle figurant au second membre de l’´equation ci-dessus - est l’existence
d’un système d’angles{αt (s, T) ∈ ]0, π [, s ∈ SN, T triangle deTN contenants} tel
que:

(a) ∀s ∈ IN,
∑

T3s α
t (s, T) = 2π − K s

N(t);
(b) ∀T ∈ TN,

∑
s∈T α

t (s, T) = π
(comparer avec la d´efinition du Section 2 de [C]). La condition (a) exprime que la
courbure au sommets ∈ IN vaut précisémentK s

N(t), et la condition (b), que chaque
triangle pris individuellement est euclidien. Il suffit pour cela de prendreαt (s, T) =
(1− t)α0(s, T) + tα1(s, T), où α0(s, T) (resp.α1(s, T)) désigne l’angle ens dans le
triangleT de la variété T̃ 0

N (resp.T̃ 1
N ).

Les propriétés deFt - stricte convexit´e, propret´e, positivité - lui assurent l’existence
d’un unique point critiqueuN(t) ∈ RIN , et la collection de rayons d´efinie parr s

N(t) =
eus

N (t) convient.

On va maintenent interpr´eter la famille{(d/dt)us
N(t)}s∈SN comme solution d’un

problème de Dirichlet discret. Pour ce faire, on d´erive la relation du (i) de la propo-
sition par rapport au param`etret . Comme la courbure ens ne dépend que des rayons en
s et aux sommets voisins, il vient:

∀t ∈ [0,1], ∀s ∈ IN,
∑

s′∈SN ,dc(s,s′)≤1

∂K s
N [uN(t)]

∂us′
N

u̇s′
N(t) = −Ǩ s

N,

où dc désigne la distance combinatoire dans le grapheTN . Une formule explicite pour
les dérivées partielles de la courbureK s

N est donn´eeà la fin de la section 5.1, dans la
preuve du corollaire 5.1.2.

À toute fonctionϕ ∈ RIN prolongée par 0 surBN on associe la fonction1N,tϕ =
1Nϕ ∈RIN définie par:

∀s ∈ IN, 1Nϕ(s) =
∑

s′∈SN ,dc(s,s′)≤1

∂K s
N [uN(t)]

∂us′
N

ϕ(s′).

Les relations suivantes (o`u l’on notes′ ∼ s pours′ voisin des):∑
dc(s,s′)≤1

∂K s
N(uN)

∂us′
N

= ∂K s
N

∂us
N

+
∑
s′∼s

∂K s
N

∂us′
N

= 0; ∂K s
N

∂us
N

> 0,

∂K s
N

∂us′
N

< 0 si s′ ∼ s,
∂K s

N

∂us′
N

= ∂K s′
N

∂us
N

si s′ ∼ s,
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font de l’opérateur1N un laplacien discret surRIN , c’est-à-dire un endomorphisme
symétrique défini positif deRIN .

En résumé, le vecteuṙuN(t) = {u̇s
N(t)}s∈SN est solution du probl`eme de Dirichlet

discret suivant: {
1N u̇N(s) = −Ǩ s

N pour tout s ∈ IN,

u̇s
N = 0 pour tout s ∈ BN

(comparer avec la section V de [CM], ainsi qu’avec la section III de [M]).
Le lemme suivant permet d’estimer le second membre de cette E.D.P. discr`ete:

Lemme 3.2. Pour tout s∈ IN , on a:

Ǩ s
N =
√

3

24

∣∣∣∣ f ′′(s)
f ′(s)

∣∣∣∣4
[∣∣∣∣ f ′(s) f ′′′(s)

f ′′(s)2

∣∣∣∣2−<( f ′(s) f ′′′(s)
f ′′(s)2

)]
1

N4
+ O

(
1

N6

)
quand N−→∞, uniformément sur IN .

Démonstration du lemme3.2. L’essentiel du travail a d´ejà été fait dans la section VI
de [CM] (voir le lemme 1 et la remarque qui le suit). On y d´emontre l’existence d’une
constantec = cf (s) telle que

Ǩ s
N =

c

N4
+ O

(
1

N6

)
,

et que cette constante est de la forme

cf (s) = λ[<( f ′′(s)2 f ′′′(s))− | f ′′′(s)|2] +µ=( f ′′(s)2 f ′′′(s))+ ν[| f ′′(s)|4− | f ′′′(s)|2]

lorsque f est normalis´ee pour quef ′(s) = 1, les constantesλ,µ, ν ne dépendant ni de
f , ni des.

Pour les calculer, on commence par remarquer queǨ s
N ne change pas lorsqu’on

remplace f par f̄ , de sorte queµ = 0. En calculant directementcf (0) pour f (z) =
1
2(1+ z)2, on trouvecf (0) = ν = 0, et pour f telle que f ′(z) = exp( 1

2z2), on trouve
cf (0) = −λ =

√
3/24. Il reste ensuite `a remplacerf par f/ f ′(s) dans l’expression de

cf (s) pour obtenir l’expression voulue.

Ce lemme permet de r´eécrire le syst`eme vérifié paru̇N(t), à l’aide de la fonctionf̌
introduite dans la section 2, sous la forme: 1N u̇N(s) = 3

√
3

2N4
f̌ (s)+ O

(
1

N6

)
, ∀s ∈ IN,

u̇s
N = 0, ∀s ∈ BN .

4. Principe du maximum pour les empilements non plats

L’objet de cette section est d’obtenir des estimations a priori sur les rayonsr s
N(t)en vue de

contrôler l’inverse du laplacien discret1N . Ces estimations font l’objet du corollaire 4.3
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dont le lecteur press´e peut tout de suite prendre connaissance avant de passer `a la section
suivante.

Un résultat couramment utilis´e pour comparer les rayons des cercles de deux empile-
ments de mˆeme combinatoire est le lemme de Schwarz–Pick discret (voir [BS], [CM]
Section V, et [M] Section III). Malheureusement, ce type de r´esultat ne s’applique pas
dans la situation pr´esente, puisque nous ´etudions des empilements de cercles trac´ees
sur des vari´etés euclidiennes non immerg´ees isom´etriquement, car pourvues de singu-
larités coniques. Que se passe-t-il lorsque la courbure en les sommets int´erieurs varie?
La réponse est fournie par la

Proposition 4.1. Soit T une triangulation finie d’un disque topologique, S (resp.
B, I) l’ensemble des sommets deT (resp. sommets du bord, sommets int́erieurs), soit
r = (rs)s∈S et r′ = (r ′s)s∈S ∈ (R∗+)S, et Tr , Tr ′ les varíet́e euclidiennes̀a singularit́es
coniques d́efiniesà partir deT , r et r ′. On suppose que:

(i) ∀s ∈ B, rs = r ′s,
(ii) ∀s ∈ I , Ks(r ) ≤ Ks(r ′).

Alors on a∀s ∈ I , rs ≤ r ′s, et si il y a égalit́e pour un sommet, il y a égalit́e pour tout
sommet.

Preuve de la proposition4.1. On réalise la vari´etéTr ′ comme le temps 1 d’une d´eformation
{Tr (t), t ∈ [0,1]} de la variétéTr exactement comme dans la section pr´ecédente. En par-
ticulier, la courbure en tout sommet int´erieurs deTr (t) est définie par

Ks(t) = (1− t)Ks(r )+ t Ks(r
′).

Notonsus(t) = logrs(t). Pour toutt , il existe un laplacien discret1t surT (au sens du
Section 3) tel que {

1t u̇(s) = Ks(r ′)− Ks(r ), ∀s ∈ I ,
u̇s(t) = 0, ∀s ∈ B.

Pours ∈ I et s′ ∈ S voisin des, notonspt
ss′ = −(∂K t

s/∂us′)/(∂K t
s/∂us). On rappelle

que pt
ss′ ∈ ]0,1[ et que, sis ∈ I est fixé, alors

∑
s′∼s pt

ss′ = 1.
Par hypoth`ese,1t u̇(s) ≥ 0 pour touts ∈ I , ce qui signifieu̇s(t) ≥

∑
s′∼s pt

ss′ u̇s′(t).
On en déduit aussitot que, si la fonctions−→ u̇s(t) définie surSatteint son minimum en
un sommet int´erieur, alors elle est constante et ´egaleà sa valeur sur le bord, `a savoir 0. Si
elle atteint son minimum en un sommet du bord, ce minimum est nul, de sorte queu̇s(t) ≥
0 pour toutt et tout sommets ∈ I . On en déduit que log(r ′s/rs) = us(1) − us(0) ≥ 0
pour touts ∈ I , ce qui prouve la premi`ere partie de l’assertion.

La seconde partie r´esulte du fait que, sir ′s0
= rs0 pour uns0 ∈ I , alorsu̇s0(t) = 0,

doncu̇s(t) = 0 pour touts ∈ I comme on vient de le voir, doncr ′s = rs.

Cet énoncé, également pr´esent dans [D2], semble la g´enéralisation la plus naturelle
du lemme de Schwarz–Pick discret. Malheureusement, il ne suffit pas, `a lui seul, pour
obtenir un contrˆole a priori des rayonsr s

N(t) de la variété T̃N(t). En effet, il ne s’applique
que si f̃ (cf. Section 2) garde un signe constant surŪ , puisqu’alorsǨ s

N ne change pas
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de signe (pourN assez grand) surSN de sorte quer s
N(t) est une fonction monotone de

t sur [0,1].
Celaétant,énonçons l’estimation que l’on a en vue:

Proposition 4.2. Il existe deux constantes k0 ≥ 0 et c0 ≥ 1 vérifiant la propríet́e
suivante:

pour tout N≥ N0, pour tout r ∈ (R∗+)SN définissant une ḿetrique gr surTN telle que
∀s ∈ IN , |K s

N(r )| ≤ k0/N2, on a:

max
s∈SN

rs ≤ c0 max
s∈BN

rs et min
s∈SN

rs ≥ 1

co
min
s∈BN

rs.

Corollaire 4.3. Il existe trois constantes A, B et N1 telles que, pour tout N≥ N1, pour
tout t ∈ [0,1], pour tout s∈ SN , on ait:

0<
A

N
≤ r s

N(t) ≤
B

N
.

Démonstration du corollaire4.3. D’après le lemme 3.2, il existe une constanteM telle
que, pour touts ∈ IN et pour toutN ≥ N0, on ait|K s

N(t)| ≤ M/N4, de sorte que, pour
N assez grand (≥ N1), on a |K s

N(t)| ≤ k0/N2, où k0 est la constante fournie par la
proposition 4.2. Notons̃A = minz∈Ū | f ′(z)| et B̃ = maxz∈Ū | f ′(z)|. Compte tenu de la
valeur der s

N(t) lorsques ∈ BN (cf. proposition 3.1), on a, avec la proposition 4.2,

1

c0
· Ã

2N
≤ r s

N(t) ≤ c0 · B̃

2N
,

et ce pour tousN ≥ N1, t ∈ [0,1] ets ∈ IN , de sorte que l’on peut prendreA = Ã/2c0

et B = c0B̃/2.

Le reste de la section est consacr´e à la preuve de la proposition 4.2, que l’on obtient
par voie probabiliste.

Preuve de la proposition4.2. Le point de d´epart est une—modeste—g´enéralisation de
deux inégalités de convexit´e observ´eesà cinq ans d’intervalle par Rodin d’une part (voir
[R]), et Bárány et al. d’autre part (voir [BFP]):

Lemme 4.4. Il existe une constante D possédant la propríet́e suivante: soit k∈ [0, π ],
soit r0, . . . , r6 sept ŕeels> 0, et soit, pour 1 ≤ i ≤ 5, αi (resp. α6) l’angle en0 dans le
triangle euclidien de ĉotés r0+ ri , ri + ri+1, ri+1+ r0 (resp. r0+ r6, r6+ r1, r1+ r0).

Si−k ≤ 2π −∑6
i=1 αi ≤ k, alors

(a) r0 ≤ 1+ Dk

6

6∑
i=1

ri et (b)
1

r0
≤ 1+ Dk

6

6∑
i=1

1

ri
.
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Fig. 2. Un triangle euclidien.

Démonstration du lemme4.4. Prouvons (a). Lorsquek = 0, ça n’est rien d’autre que
le lemme 2.1 de [R]. Relisons-en la preuve pour l’adapter `a la situation pr´esente. Soith
le rayon du cercle inscrit dans le triangle euclidien de cˆotésr0+ r1, r1+ r2, r2+ r0 (cf.
fig. 2). Il est donn´e par la formule

h =
√

r0r1r2

r0+ r1+ r2
,

de sorte que tan(α1/2) = (h/r0) = (1/r0)
√

r0r1r2/(r0+ r1+ r2).
Sachant queαi ∈ ]0, π [, la convexité de la fonction tangente sur ]0, π/2[ donne:

tan

(
1

6

6∑
i=1

αi

2

)
≤ 1

6

6∑
i=1

tan
αi

2
.

Comme 2π −∑6
i=1 αi ≤ k, il vient:

tan

(
π

6
− k

12

)
≤ 1

6r0

(√
r0r1r2

r0+ r1+ r2
+ · · · +

√
r0r6r1

r0+ r6+ r1

)
.

D’après l’inégalité entre les moyennes arithm´etique et g´eométriques, on a(r0r1r2)
1/3 ≤

1
3(r0+ r1+ r2), doncr0r1r2/(r0+ r1+ r2) ≤ 1

27(r0+ r1+ r2)
2. Finalement, on obtient

tan

(
π

6
− k

12

)
≤ 1

18
√

3r0

(6r0+ 2(r1+ · · · + r6)),

ce qui donne

r0 ≤ c1(k)

6

6∑
i=1

ri avec c1(k) = 2

3
√

3 tan(π/6− k/12)− 1
= 1+ O(k),

et l’inégalité (a) est prouv´ee.
Prouvons (b). Lorsquek = 0, ça n’est rien d’autre que le th´eorème 2 de [BFP]. Nous

allonsà nouveau en adapter la preuve `a la situation pr´esente. Ayant ´etabli (cf. p. 573 de
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[BFP]) que

h

r0

(
tan

α1

4
+ cotan

α1

4
− 2

)
≤ h

r1
+ h

r2
,

il vient, en sommant,

1

6r0

6∑
i=1

(
1

sin(αi /2)
− 1

)
= 1

6r0

6∑
i=1

1

2

(
tan

α1

4
+ cotan

α1

4
− 2

)
≤ 1

6

6∑
i=1

1

ri
.

La convexité de 1/sin sur ]0, π [ fournit

1

sin( 1
6

∑6
i=1(αi /2))

− 1≤ 1

6

6∑
i=1

(
1

sin(αi /2)
− 1

)
,

et comme−k ≤ 2π −∑6
i=1 αi , on obtient en fin de compte

1

r0
≤ c2(k)

6

6∑
i=1

1

ri
avec c2(k) =

[
1

sin(π/6+ k/12)
− 1

]−1

= 1+ O(k)

ce qui prouve l’inégalité (b).

Le résultat suivant est un principe du maximum pour des fonctions “presque sous-
harmoniques” discr`etes. Joint au lemme 4.4, il permettra de prouver la proposition 4.2.
Rappelons queSN = BN ∪ IN désigne l’ensemble des sommets de la triangulationTN .

Lemme 4.5. Il existe deux constantesα > 0 et c0 ≥ 1 ayant la propríet́e suivante:
pour toute fonctionϕ: SN −→R telle que

∀s ∈ IN, ϕ(s) ≤ 1+ α2/N2

6

∑
s′∼s

ϕ(s′),

on a

max
s∈SN

ϕ(s) ≤ c0 ·max
s∈BN

ϕ(s).

Admettons provisoirement ce lemme et d´eduisons-en la proposition 4.2. On pose
k0 = min(α2/D, π) où D est la constante fournie par le lemme 4.4. Soitr ∈ (R∗+)SN

tel que la métriquegr surTN vérifie∀s ∈ IN , |K s
N(r )| ≤ k0/N2. Le lemme 4.4 permet

alors d’appliquer le lemme 4.5 aux fonctionss −→ rs et s −→ 1/rs, ce qui permet de
conclure.

Démonstration du lemme4.5. Comme souvent en th´eorie discrète du potentiel, nous
obtenons le r´esultat par voie probabiliste. NotonsS= (1/N)(Z + eiπ/3Z) l’ensemble
de tous les sommets de la triangulation ´equilatéraleT du plan euclidien par des tri-
angleséquilatéraux de cˆoté 1/N et contenant 0 et 1/N. Sur l’universÄ = {ω =
(ω0, ω1, ω2, . . .) ∈ SN}on considère la tribu cylindrique6 engendr´ee par les ´evénements
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{ωi1 = s1, . . . , ωi p = sp} où p ∈ N∗, i1, . . . , i p ∈ N, i1 < i2 < · · · < i p, et
s1, . . . , sp ∈ S. On noteZn la variable aléatoire sur(Ä,6) à valeurs dansS et définie
par∀ω ∈ Ä, Zn(ω) = ωn.

Fixons un sommets ∈ S. On définit la probabilité Ps sur(Ä,6) associéeà la marche
aléatoire partant des de la façon suivante:

Ps(Z0 = s) = 1, et Ps(Zn+1 = v | Zn = u) =
{

1
6 si v ∼ u,
0 sinon.

Soit τN le premier temps d’atteinte du bordBN : c’est le temps d’arrˆet défini par

τN(ω) = inf{n ∈ N tel queZn(ω) ∈ BN}.

On rappelle queτN est fini Ps-presque sˆurement (voir par exemple le lemme 1 de la
section VI de [M]). NotonsEs l’espérance pour la probabilit´e Ps. Le lemme suivant
jouera un rˆole clé:

Lemme 4.6. Il existe deux constantesα > 0 et c0 ≥ 1 telles que

∀N ≥ 1, ∀s ∈ SN, Es

[(
1+ α2

N2

)τN]
≤ c0.

Démonstration du lemme4.6. On commence par se ramener `a un problème unidimen-
sionnel. NotonsYn l’ordonnée deZn et posonsyn = (2/

√
3)Yn: c’est une variable

aléatoire sur(Ä,6) à valeurs dans(1/N)Z. De plus, sis= (√3/2)(ξs+ iηs), alors on
a:

Ps(y0 = ηs) = 1, et Ps

(
yn+1 = q

N

∣∣∣ yn = p

N

)
=
{

1
3 si |q − p| ≤ 1,
0 sinon.

SoitB = {|=z| ≤ (√3/2)a} une bande contenant leN0-voisinage de l’ouvert born´e
U (a > ′). Ainsi, si σN = inf{n ∈ N tel que|yn| ≥ a}, alorsτN ≤ σN Ps-presque
sûrement.

Soit9 la fonction définie sur ]− π/2a, π/2a[ par

9(t) = Es(eity1)

Es(eity0)
= 1

3
+ 2

3
cos

t

N

et soit Fn la tribu engendr´ee par y0, y1, . . . , yn. On vérifie aisément que la suite
{(9(t)−neityn,Fn),n ∈ N} est une martingale. Le th´eorème optionnel de Doob as-
sure alors que{(9(t)−n∧σN eityn∧σN ,Fn∧σN ),n ∈ N} est également une martingale. En
particulier, la suite des esp´erances est constante:

∀n ≥ 0, Es[9(t)
−n∧σN eityn∧σN ] = eitηs.

En identifiant les parties r´eelles des deux membres, il vient

∀n ≥ 0, Es[9(t)
−n∧σN cos(tyn∧σN )] = cos(tηs).
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Comme|tyn∧σN | < π/2, chaque fonction int´egrée est positive, donc, grˆace au lemme de
Fatou, on a:

Es[9(t)
−σN cos(tyσN )] ≤ cos(tηs) ≤ 1,

et comme|yσN | = a, il vient finalementEs[9(t)−σN ] ≤ 1/cos(at). Compte tenu du
fait que9(t)−1 = ( 1

3 + 2
3 cos(t/N))−1 ≥ 1 + t2/4N2 pour t ∈ [−2α,2α] ⊂ ] −

π/2a, π/2a[ et queτN ≤ σN Ps-presque sˆurement, on en d´eduit l’inégalité voulue avec
c0 = 1/cos 2aα.

Fin de la preuve du lemme4.5. Nous allons montrer que les constantesα etc0 fournies
par le lemme 4.6 conviennent. Soit doncϕ: SN −→R telle que

∀s ∈ IN, ϕ(s) ≤ 1+ α2/N2

6

∑
s′∼s

ϕ(s′).

On aϕ(s) ≤ (1+ α2/N2)Esϕ(Z1), puis (récurrence)ϕ(s) ≤ (1+ α2/N2)nEsϕ(Zn).
Plus généralement, on a l’in´egalité suivante (comparer avec le lemme 2 de la section VI
de [M]):

ϕ(s) ≤ Es

[(
1+ α2

N2

)τN

ϕ(ZτN )

]
. (∗)

Prouvons cette in´egalité. On commence par observer que la suite
{((1+ α2/N2)n∧τNϕ(Zn∧τN ),Fn),n ∈ N} est une surmartingale, de sorte que la suite
des esp´erances est croissante. On en d´eduit:

∀n ≥ 0, ϕ(s) ≤ Es

[(
1+ α2

N2

)n∧τN

ϕ(Zn∧τN )

]
. (∗∗)

Soit M = maxs∈SN |ϕ(s)|. On a, pour toutn ≥ 0,∣∣∣∣∣
(

1+ α2

N2

)n∧τN

ϕ(Zn∧τN )

∣∣∣∣∣ ≤ M

(
1+ α2

N2

)τN

,

et le second membre est une variable al´eatoire Ps-intégrable d’apr`es le lemme 4.6.
Le théorème de convergence domin´ee permet alors d’obtenir l’in´egalité (∗) en faisant
n −→∞ dans l’inégalité (∗∗).

CommeZτN ∈ BN , on a alors

∀s ∈ SN, ϕ(s) ≤ Es

[(
1+ α2

N2

)τN]
max

BN

ϕ,

ce qui, combin´e au lemme 4.6, donne:

max
SN

ϕ ≤ c0 ·max
BN

ϕ,

terminant ainsi la preuve du lemme 4.5.
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5. Fin de la preuve du théorème principal

Rappelons, avec les notations de la section 3, que le vecteuru̇N = (u̇s
N)s∈SN ∈RSN est

solution du syst`eme suivant:

(6)

 1N u̇N(s) = 3
√

3

2N4
f̌ (s)+ O

(
1

N6

)
pour s ∈ IN,

u̇s
N = 0 pour s ∈ BN .

La premièreétape dans l’´etude de la solution de ce syst`eme consiste en des

5.1. Estimations sur l’oṕerateur1N

L’opérateur1N est un laplacien discret surIN , c’est-à-dire un endomorphisme sy-
métrique défini positif deRIN . MunissonsRIN de la normeL2 donnée par‖u‖2 =√∑

s∈IN
u(s)2, et End(RIN ) de la norme d’op´erateur associ´ee. Si 0< λ

(N)
1 ≤ λ(N)2 ≤

· · · ≤ λ(N)p sont les valeurs propres de1N , alors‖1N‖2 = λ(N)p et‖1−1
N
‖2 = 1/λ(N)1 .

Lemme 5.1.1. Il existe une constante C ne dépendant que de f telle que, pour tout
N ≥ N1, on ait

‖1−1
N
‖2 ≤ C · N2.

Démonstration du lemme5.1.1. On cherche une estimation du typeλ
(N)
1 ≥ 1/C N2, ce

qui est exactement le lemme 2 de la section VI de [CM]. V´erifions qu’on peut l’appliquer
ici. La seule chose `a voir est l’existence d’une constantec1 telle que, sis ∈ IN et sis′ ∼ s,
alors−∂K s

N/∂us′
N ≥ c1 > 0. Mais ceci provient de l’existence d’une constantec2 telle

que

∀N ≥ N1, ∀s, s′ ∈ SN, ∀t ∈ [0,1],
1

c2
≤ r s

N(t)

r s′
N(t)
≤ c2,

existence que l’on d´eduit immédiatement du corollaire 4.3. Le reste de la preuve est
identiqueà celle du lemme 2 de la section VI de [CM].

Ce lemme permet d’am´eliorer l’estimation des rayonsr s
N(t), et donc des coefficients

de1N :

Corollaire 5.1.2. On a, pour tout s∈ SN et tout t∈ [0,1], les estimations uniformes
suivantes:

(i) r s
N(t) = | f ′(s)|/2N + O(1/N2);

(ii) si s∈ IN et si s∼ s′, alors ∂K s
N/∂us′

N = −
√

3/3+ O(1/N).

Démonstration du corollaire5.1.2. Prouvons (i). D’apr`es le syst`eme(6) vérifié par
u̇N , on a, pour touts ∈ IN , 1N u̇N(s) = O(1/N4), et commeCard IN = O(N2),
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il vient:

‖1N u̇N‖2 =
√ ∑

s∈IN

(1N u̇N)(s)2 =
√

O

(
N2× 1

N8

)
= O

(
1

N3

)
,

donc, avec le lemme 5.1.1,‖u̇N(t)‖2 ≤ ‖1−1
N
‖2 · ‖1N u̇N‖2 = O(N2 × 1/N3) =

O(1/N). Il existe donc une constanteM telle que

∀N ≥ N1, ∀t ∈ [0,1],

√ ∑
s∈IN

u̇s
N(t)

2 ≤ M

N
.

On en déduit que, pour touts ∈ IN , |u̇s
N(t)| ≤ M/N, de sorte qu’en int´egrant entre 0

et t ,

|us
N(t)− us

N(0)| =
∣∣∣∣log

2Nrs
N(t)

| f ′(s)|
∣∣∣∣ ≤ M

N
,

d’où l’estimation annonc´ee.
Prouvons (ii). Sis ∼ s′, alors on a, en notants1 et s2 les sommets deTN voisins

chacun des ets′,

∂K s
N

∂us′
N

= − 1

r s
N + r s′

N

(√
r s

Nr s′
Nr s1

N

r s
N + r s′

N + r s1

N

+
√

r s
Nr s′

Nr s2

N

r s
N + r s′

N + r s2

N

)
.

Comme|s− s′| = 1/N, on a, avec le point (i),

∂K s
N

∂us′
N

= −
√

3

3
+ O

(
1

N

)
.

5.2. Emploi de la ḿethode des volumes finis

Lorsqu’onécrit le système(6) sous la forme

(6)

 1N (N
2u̇N)(s) = 3

√
3

2N2
f̌ (s)+ O

(
1

N4

)
pour s ∈ IN,

N2u̇s
N = 0 pour s ∈ BN,

il s’apparente `a une discr´etisation du probl`eme de Dirichlet

(5)

{
1g = f̌ surU,
g = 0 sur∂U .

L’objet de ce paragraphe est d’achever la preuve du th´eorème principal en estimant la
convergence deN2u̇N versg. Voici l’estimation que l’on a en vue:

Proposition 5.2.1. On a, pour tout s∈ SN et tout t ∈ [0,1], l’estimation uniforme
suivante:

N2u̇s
N(t) = g(s)+ O

(
log N

N

)
.
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On en déduit aussitˆot, en intégrant entre 0 et 1, que

us
N(1)− us

N(0) = log
2Nrs

N

| f ′(s)| =
g(s)

N2
+ O

(
log N

N3

)
,

d’où:

r s
N =
| f ′(s)|

2N

(
1+ g(s)

N2

)
+ O

(
log N

N4

)
quand N −→∞,

uniformément surSN , ce qui est bien le d´eveloppement asymptotique ´enoncé dans le
théorème 2.1. Nous terminons ce paragraphe par la

Démonstration de la proposition5.2.1. Celle-ci repose sur l’utilisation de la m´ethode
dite des volumes finis. Nous allons montrer comment elle permet de rendre compte
efficacement de la discr´etisation(6) du problème(5).

Considérons la cellulation duale de la triangulationTN . C’est une collection4N =
{σs, s ∈ SN} d’hexagones r´eguliers de cˆoté h = √3/3N et ayant chacun deux arˆetes
parallèlesà l’axe imaginaire pur (cf. fig. 3). On note4I

N = {σs, s ∈ IN}.
Le point de départ de la m´ethode des volumes finis consiste `a intégrer l’équation

1g = f̌ sur chaque hexagone de la cellulation4I
N de manièreà obtenir

∀s ∈ IN, −
∫
∂σs

∇g · n =
∫
σs

f̌ ,

où∇g désigne le gradient deg etn la normale ext´erieure au bord∂σs deσs.

Fig. 3. La triangulationTN avec, en gras, la cellulation4N .
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Fig. 4. Deux cellules adjacentesσs etσs′ et les arêtesss′ et s̃s′.

Notonss̃s′ l’arête commune aux deux cellulesσs etσs′ (cf. fig. 4), et introduisons les
deux flux

Fs→s′ = −
∫

s̃s′
∇g · n (la normalen est orientée des verss′),

et F∗s→s′ = css′(g(s
′)− g(s)) où css′ = ∂K s

N

∂us′
N

.

La quantité F∗s→s′ se révèle être une approximation du flux exactFs→s′ , comme en
témoigne le

Lemme 5.2.2. Pour s∈ IN et s′ ∈ SN voisin de s, on a l’estimation uniforme suivante:

Rs→s′
def= Fs→s′ − F∗s→s′ = O

(
1

N2

)
.

Démonstration du lemme5.2.2. Tout d’abord, on a, d’apr`es le corollaire 5.1.2,css′ =
∂K s

N/∂us′
N = −1/

√
3+ O(1/N). Puisque|s− s′| = 1/N, et queg est de classeC1 (en

fait C2) surU , on a

F∗s→s′ = −
1√
3
(g(s′)− g(s))+ O

(
1

N2

)
.

Notonsp le point d’intersection de l’arˆetess′ et de l’arêtes̃s′ (cf. fig. 4). Un développe-
ment de Taylor `a l’ordre 2 fournit d’une part

g(s′)− g(s) = ∇g(p) · n× long(ss′)+ O

(
1

N2

)
,
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et d’autre part ∫
s̃s′
∇g · n = ∇g(p) · n× long(s̃s′)+ O

(
1

N2

)
.

Commelong(ss′) = √3 long(s̃s′), on a

1√
3
(g(s′)− g(s))−

∫
s̃s′
∇g · n = O

(
1

N2

)
,

d’où le résultat.

Réécrivons donc le probl`eme(5) sous la forme

(5̃)

{ − ∫
∂σs
∇g · n = ∫

σs
f̌ pour s ∈ IN ,

g = 0 sur∂U,

et discrétisons-le de cette mani`ere, c’est-`a-dire notonsvN la solution de:

(6̃)

{
1NvN(s) =

∑
s′∼s css′(v

s′
N − vs

N) =
∫
σs

f̌ pour s ∈ IN,

vs
N = 0 pour s ∈ BN .

Il reste alors `a estimer l’écart entrevN etg d’une part, et l’écart entrevN et N2u̇N d’autre
part.

Lemme 5.2.3. On a, pour s∈ SN , l’estimation uniforme suivante:

vs
N − N2u̇s

N = O

(
1

N

)
.

Démonstration du lemme5.2.3. Nous allons ´evaluer l’image du vecteurvN − N2u̇N

par l’opérateur1N . Pours ∈ IN , on a:

1N (vN − N2u̇N)(s) =
∫
σs

f̌ − 3
√

3

2N2
f̌ (s)+ O

(
1

N4

)
.

Commes est le centre de gravit´e de l’hexagoneσs, on a, avec un d´eveloppement de
Taylor à l’odre 2,∫

σs

f̌ = Aire(σs)

[
f̌ (s)+ O

(
1

N2

)]
= 3
√

3

2N2
f̌ (s)+ O

(
1

N4

)
,

d’où 1N (vN − N2u̇N)(s) = O(1/N4). Exactement comme dans la preuve du corol-
laire 5.1.2, en utilisant l’estimation‖1−1

N
‖2 = O(N2) du lemme 5.1.1, on en d´eduit que

vs
N − N2u̇s

N = O(1/N) pour touts ∈ SN .
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Les estimations d’erreurs de la m´ethode des volumes finis vont permettre de mesurer
l’ écart entrevN et g. Notonse la fonction “erreur” définie surSN pare(s) = vs

N − g(s).
La non-nullité éventuelle deesurBN se révèlera gênante pour obtenir une estimation de
SobolevH1

0 discrète, ce qui est le point de d´epart des calculs d’erreurs dans la m´ethode
des volumes finis.

Pour contourner cet ´ecueil, on introduit la fonctione∗ définie par{
1N e∗(s) = 0 pour s ∈ IN,

e∗(s) = e(s) pour s ∈ BN,

et enfin la fonctioñe= e− e∗. Cette perturbation dee est inoffensive. En effet, comme
chaque sommet deBN està distance≤ 1/N de∂U , et queg est nulle sur∂U , il existe
une constanteM telle que, pour touts ∈ BN , on ait|e(s)| = |e∗(s)| ≤ M/N. D’après
le principe du maximum pour les fonctions harmoniques discr`etes, on a

|e∗(s)| = |ẽ(s)− e(s)| ≤ M

N
pour tout s ∈ SN .

Lemme 5.2.4(Estimation de Sobolev discr`ete). Il existe une constanteC ne dépendant
que de f telle que, pour tout N≥ N1,∑

s,s′∈SN ,s∼s′
(ẽ(s)− ẽ(s′))2 ≤ C

N2
.

Démonstration du lemme5.2.4. Il s’agit d’évaluer l’énergie dẽe, c’est-à-dire la quan-
tité 〈1N ẽ | ẽ〉.

Tout d’abord, puisquẽe est nulle surBN , on a

〈1N ẽ | ẽ〉 =
∑
s∈IN

1N ẽ(s) · ẽ(s) = −1

2

∑
s∼s′

css′(ẽ(s)− ẽ(s′))2,

donc 〈1N ẽ | ẽ〉 ≥ (c1/2)
∑

s∼s′(ẽ(s) − ẽ(s′))2, où c1 est la constante fournie par la
preuve du lemme 5.1.1.

Par ailleurs, on a:

1N ẽ(s) = 1N e(s) = 1NvN(s)−1N g(s) =
∫
σs

f̌ −1N g(s) =
∑
s′∼s

Rs→s′

donc

〈1N ẽ | ẽ〉 =
∑
s∈IN

∑
s∼s′

Rs→s′ · ẽ(s) = 1

2

∑
s∼s′
(ẽ(s)Rs→s′ + ẽ(s′)Rs′→s)

≤ 1

2

∑
s∼s′
|Rs→s′ | · |ẽ(s)− ẽ(s′)|

car Rs→s′ = −Rs′→s. Grâceà l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

〈1N ẽ | ẽ〉 ≤ 1

2

√∑
s∼s′

R2
s→s′ ·

√∑
s∼s′
(ẽ(s)− ẽ(s′))2.
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En conclusion, il vient:

c1

2

∑
s∼s′
(ẽ(s)− ẽ(s′))2 ≤ 1

2

√∑
s∼s′

R2
s→s′ ·

√∑
s∼s′
(ẽ(s)− ẽ(s′))2,

donc ∑
s∼s′
(ẽ(s)− ẽ(s′))2 ≤ 1

c2
1

∑
s∼s′

R2
s→s′ .

Le membre de droite de cette in´egalité est une somme deO(N2) termes, chacun d’eux
étant unO(1/N4) d’après le lemme 5.2.2, ce qui donne la majoration souhait´ee.

Cette estimation de Sobolev discr`ete permet d’acc´ederà une estimationLq discrète
suivant un proc´edé standard en m´ethode des volumes finis (voir le lemme 3.4 et le
corollaire 3.1 de [EGH] ainsi que le corollaire 1 de [CGH]):

Corollaire 5.2.5 (EstimationLq discrète,q ≥ 1). Il existe une constanteC′ ne d́ependant
que de f telle que, pour tout N≥ N1 et tout q∈ [1,+∞[, on ait(∑

s∈SN

Aire(σs)|ẽ(s)|q
)1/q

≤ C′ · q
N

.

PuisqueAire(σs) = 3
√

3/2N2 (et que 3
√

3/2> 1), on en d´eduit que

max
s∈SN

|ẽ(s)| ≤
(∑

s∈SN

|ẽ(s)|q
)1/q

≤ C′ · q·N2/q−1.

Si N est fixé, le minimum de la fonctionq −→ q N2/q−1 sur [1,+∞[ est atteint pour
q = 2 logN, et vaut 2e · (log N)/N, de sorte que

max
s∈SN

|ẽ(s)| = O

(
log N

N

)
.

Finalement, on a:

N2u̇s
N(t)− g(s) = (N2u̇s

N(t)− vs
N)+ e∗(s)+ ẽ(s)

= O

(
1

N

)
+ O

(
1

N

)
+ O

(
log N

N

)
= O

(
log N

N

)
,

uniformément ens ∈ SN et t ∈ [0,1], ce qui ach`eve la preuve de la proposition 5.2.1.
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