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ZUSAMMENFASSUNG : AUfsehrinformelle Weise werden einigeneuereResultate vor­
gestellt, die die Unvollstdndigkeit der Formalismen betreffen. Beim Beweis dieser
Theoreme, die fUr jede zeitgenossische Epistemologie von grafter Bedeutung sind,
wirdeine Reihe konzeptueller Hilfsmittel benutzt, die auf demonstrative Weise iiber
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mathematische Ontologie, sondern stellen besonders stabile mensehliehe Konstruk­
tionen dar. Es sind Formen der Wahrnehmung des Unendliehen und des Raumes,
die in unterschiedlichen Erkenntnisformen verwurzelt sind. Sehr kurz wirdauch auf
die mathematische Intelligenz des lieben Gottes und auf die mathematische lntelli­
genz von Digitalrechnern eingegangen.
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Quand on pense aux fondements de «I'intelligence» mathernatique, a
ses formes de comprehension et de description du monde, c'est immediate­
ment « la regie» qui nous vient al'esprit, c'est-a-dire, en fait, les « regulae
ad directionem ingenii », normes constitutives ultimes des mathematiques
et de la pensee. C'est plus particulierement au cours de ce siecle que l'ana­
lyse fondationnelle des mathematiques s'est centree sur l'analyse de la
deduction mathematique ; celle-ci, ason tour, s'est appuyee sur Ie jeu des
regles logiques et formelles qui est parfaitement bien decrit par un des plus
forts et des plus rigoureux programmes scientifiques de notre epoque, Ie
programme formaliste des fondements des mathematiques (et de la
connaissance).

Or, s'il ne fait aucun doute que la preuve est bien au coeur des mathema­
tiques et que cette preuve doit suivre (ou doit pouvoir etre reconstruite par)
des « regles », en mathematiques il n'est pas seulement question de preuve,
celle-ci suivant d'ailleurs elle-meme des parcours riches de bien des formes
d'« intelligence », de methodes de construction, de references et de signifi­
cations... Tout cela operant avec une tres grande rigueur, car il n'y a aucune
raison pour qu'en mathematiques, la rigueur soit comprise exclusivement
comme l'application de regles sans signification; c' est la, comme nous Ie
verrons par la suite, I'hypothese centrale du programme formaliste : la cer­
titude doit resider dans l'absence de toute ambiguite semantique au cours
d'une deduction qui doit, pour cela meme, etre de type «finitaire» et
« potentiellement mecanisable »,

II ne s'agit pas ici de nier la composante logique de la deduction mathe­
matique que constituent des « si... alors... » toujours presents, pas plus que
le role de la deduction concue comme un pur calcul : maintes preuves en
algebre, ou dans les systemes logiques de reecriture qui me sont bien fami­
liers, ne sont que des suites non evidentes d' application de regles de mani­
pulation formelle. En tant que telles, ces regles doivent apparaitre comme
«sans signification », c'est-a-dire que leur application dans la preuve ne
doit a aucun moment faire reference a des significations possibles; par
exemple, on pourra developper une equation et parvenir aun resultat sur­
prenant, sans jamais « interpreter» I'equation dans des espaces analytiques
possibles, mais uniquement en utilisant des regles de calcul algebrique.

Ces deux composantes de la pensee mathernatique, la logique, en tant
que systeme de regles signifiantes de la pensee (George Boole, Gottlob
Frege, Bertrand Russell...), et le formalisme, en tant que systeme de regles
de calcul sans signification (David Hilbert, Bernays, Post, Curry...), sont
done une partie essentielle de la preuve; le probleme est qu'elles ne suf­
fisent pas a l'analyse fondationnelle des mathematiques. La recherche des
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fondements et de la certitude, uniquement 11 l'interieur de ces systemes, a
constitue une sorte de « diete unilaterale » de la reflexion fondationnelle;
car souvent les Iogicistes, qui sont profondement antiformalistes, cherchent
Ie fondement seulement dans des regles logiques signifiantes, tandis que les
formalistes veulent exclusivement se baser sur Ie calcul, depourvu des
ambiguites de la signification, meme logique. Cette diete, sorte de mono­
manie philosophique ayant tente de reduire I' entreprise mathematique 11 un
seul niveau conceptuel, a tout particulierement fait perdre Ie sens de la
construction des concepts et de sa richesse dans Ie cadre mathematique : Ie
role, par exemple, joue par Ie concept d'infini mathematique, la reference
phenomenale 11 l'espace et au temps, 11 ces « actes d'experiences » qui non
seulement enracinent les mathematiques dans une pluralite de formes de
connaissance du monde (Poincare, Weyl, Enriques ...), mais qui entrent ega­
lement, comme j'essayerai de Ie demontrer, dans la preuve elle-meme, Ces
elements constitutifs de la pensee et de la pratique mathematiques doivent
redevenir l'enjeu d'une veritable analyse scientifique, et ne plus etre ren­
voyes au flou des references a1'« intuition », cet interdit de I'analyse fon­
dationnelle, veritable trou noir du mystere ontologique, dernier recours du
working mathematician qui, fatigue de ces regles imposees 11 sa pensee, fait
trop souvent recours 11 une philosophie platonicienne naive lui permettant
de se passer de ces systemes Iogico-formels, limitatifs de ses pratiques et
insuffisants 11 leur justification.

I. - INCOMPLETUDES DES FORMALISMES : DE GODEL A GIRARD

L'un des succes majeurs du formalisme en logique mathernatique a ete
de savoir demontrer, avec ses propres outils de preuve, ses propres limites :
resultat 11 la fois remarquable et tres rare en sciences, OU la crise arrive Ie
plus souvent de l'exterieur, induite par un changement de paradigme et de
methode.

Nous mentionnerons un peu plus bas divers theoremes demontres au
cours de ces trente dernieres annees, et ou I'on demontre qu'il faut sortir du
systeme dans lequel on a enonce une certaine proposition formelle pour
pouvoir la demontrer, et., ou l'on demontre cette proposition par des
methodes qui doivent sortir du cadre forme1donne. Ces limites s'imposent
d'ailleurs egalement aux systemes Iogicistes (Frege, Russell), car leurs
principes font partie des formalisations en question.

Le fait est qu'un seul niveau d'expressivite, un langage formel prefixe,
ne permet pas de representer completement des structures mathematiques
significatives telles que, par exemple, celle des nombres entiers; autrement
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dit, on dernontre que la seule manipulation d'un calcul des signes formels
ne peut pas etre complete et etre en mesure de capturer toutes les proprietes
d'une construction conceptuelle, de grande pertinence mathernatique et
produit de mille experiences, comme dans le cas des nombres; ou, encore,
que la certitude definitive du raisonnement, cherchee par les peres fonda­
teurs, ne peut pas resider dans un seul et unique niveau conceptuel, celui
des formalismes linguistiques, qui auraient dfi permettre de codifier
l'espace pluridimensionnel de la construction mathematique.

Sur ce point, on peut prendre en exemple la « theorie des nombres », ou
arithmetique, afin de mettre en evidence la facon dont meme des formes
d'intelligence apparemment aussi isolees et specialisees que celles-la,
recoivent en realite l'apport de differentes formes de comprehension du
monde: ce qui n'est autre, a mon avis, que le message transmis par les
divers « theoremes d'incompletude » relativement aux mathematiques, Le
jeu entre une pluralite de niveaux linguistiques et le concept d'infini mathe­
matique seront plus particulierement au centre de notre analyse.

Mais qu'entend-on effectivement par calcul Iogico-formel, par methode
axiomatico-deductive ala Hilbert? II s'agit avant tout de fixer un langage
de formules par une structure syntaxique tres precise (<< expressions bien
formees »], structure qui est definie independamment du sens ou, plus
exactement, par la facon dont sont juxtaposes les lettres et les symboles
dans la formule (<< A et B est bien formee, « A et » ne l'est pas). II s'agit
donc avant tout de fixer les axiomes, certaines formules bien formees, et
les regles pour la deduction oii, anouveau, Ie passage atravers la regle, des
hypotheses aux consequences, ne se fonde que sur fa structure syntaxique
des hypotheses et des consequences. Si, par exemple, nous admettons les
formules « A» et «A fleche B », alors, mecaniquement, « B» s'ensuivra,
et ce, independamment des significations possibles de A, de fleche, et de B.
Si on comprend neanmoins fleche comme implique, l'on retrouve bien le
classique modus ponens, bien qu'un tel « sens », humain et historique, soit
inessentiel ala deduction formelle et mecanique, Tel est enfin le niveau du
langageformel ou de l'objet (d'etude) pour qui analyse les demonstrations.

Le programme de Hilbert s'appuyait, en particulier, sur la distinction
entre niveau mathematique ou theorique, dit niveau objet, exprime en un
langage de formules, et une metamathematique ou metatheorie, c'est-a-dire
cette mathematique grace a laquelle on peut parler du niveau objet. A cela
s'ajoutait, dans les annees 1930 avec Tarski, un troisieme niveau (ou si l'on
prefere, une nouvelle dimension conceptuelle) : une structure semantique
qui permet d'interpreter formules et operations formelles mais les mathe­
matiques du siecle precedent avaient deja jete les bases d'une telle distinc­
tion avec les travaux d' Argand-Gauss, de Beltrami, de Klein et de bien
d'autres. Ainsi, pour prendre un exemple qui porte sur la signification geo­
metrique des formules algebriques :
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• (X =H) est une formule linguistique, au niveau du langage objet
(d'etude, pour qui travaille en algebre};

• «x = 2 et x = 5 sont contradictoires » est une phrase metalinguistique
(elle affirme une propriete des formules, Ie fait d'etre contradictoire); et
enfin,

• l'interpretation de x dans (x =H) par un point du plan cartesien qui
fournit la semantique geometrique de cette forrnule algebrique et, plus
generalement, des nombres complexes (I'Interpretation d'Argand-Gauss).

Dans le cas de l'arithmetique, il fallait alors demontrer, par la meta­
mathematique, que le niveau du langage objet, entierernent formalise par
des axiomes et par des regles de deduction, permet de demontrer toutes les
proprietes des nombres entiers (c'est la precisement I'hypothese de comple­
tude du formalisme). Ou encore, qu'axiomes et regles finitaires, espace de
certitude du raisonnement, epuisent bien la deductibilite mathematique ;
qu'en un certain sens, ils epuisent l'intelligence et la certitude mathema­
tique ou, plus exactement, permettent de la reconstruire a posteriori et de la
fonder completement, en en fournissant le cadre logico-formel. Mais pour­
quoi une telle importance donnee a l'arithmetique ? Pour differents motifs:
en premier lieu, les nombres entiers constituent un point de depart ele­
mentaire, et, en meme temps, leur theorie s'inscrit au coeur des mathema­
tiques (souvenons-nous que Cantor et Dedekind construisent les reels a
partir des entiers et, par suite, Ie continu geometrique, grace a l'axiomatisa­
tion de la geometric de Hilbert). Par ailleurs, dans l'Ideographie et les Fon­
dements de l'arithmetique, ouvrages fondamentaux, datant des
annees 1880, Frege avait fixe, dans I'arithmetique meme, Ie fondement
logique des mathematiques, jetant par la les bases de la logique mathema­
tique.

II n'est pas inutile de rappeler que le merite clarificateur de ce pro­
gramme fut enorme, tant par sa rigueur methodologique, que du fait que
par la suite, et grace a lui, il fut possible de reifier l'inteIIigence logico­
arithmetique ainsi definie, sous la forme de machines electroniques prodi­
gieuses, parfaitement logico-formelle. Car, une fois que la logique est
transferee dans un formalisme et que la signification est oubliee, il suffit
d'enseigner a la machine a comparer des suites de lettres : quand on trouve
« A» et «A fleche B », alors on ecrit «B », Le pattern matching (la
comparaison lettre a lettre) ou la recherche d'une structure syntaxique com­
mune de formules non banalement correlees (qualifiee d'« unification » ou
identification modulo certaines transformations syntactiques) constitue en
effet Ie cceur meme du raisonnement mecanique et, aujourd'hui, de la
demonstration automatique. C'est avec l'apparition des machines que
I'idee, selon laquelle Ie niveau formel, calcul de signes sans signification,
pouvait etre l'expression de l'intelligence humaine dans son ensemble, a
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pris sa forme moderne; bien au-dela de ce que pretendaient les peres fon­
dateurs de la theorie de la demonstration, qui, pour la plupart, visaient plus
modestement a la reconstruction rigoureuse mais a posteriori des mathe­
matiques, constituant leur seul fondement formeI. Outrepassant done, et lar­
gement, le projet formaliste, certains iront jusqu'a affirmer que « l'intel­
ligence [...] est effectivement definie comme ce qu'on peut manifester a
travers la communication de symboles discrets 1 ». Manifestation et traite­
ment symbolico-mecanique sont la consequence de l'hypothese fonctionna­
liste et logico-computationnelIe: l'intelligence du geste du mime, de la
pratique manuelIe, du dessin, l'intelligence de l'espace, tout cela ou bien
est communicable (codifiable) au travers de symboles discrets qu'il s'agit
tout simplement d'elaborer au niveau formel, ou bien n'est pas de l'ordre
de l'intelligence. Bien entendu, ce qui se cache derriere cette conception,
c'est ala fois la centralite et l'unicite de l'intelligence mathematique, mais
egalement sa reductibilite aun pur calcul formel des signes, toujours codi­
fiable en suites de 0 et de 1.

Cependant, ce programme de codification et de fondement formel des
mathematiques ne tarda pas a echouer, a cause precisement de l'arith­
metique elle-meme, grace au theoreme (fort justement) hyper-celebre, dit
theoreme d'incompletude de Godel ; car, si toutes les propositions de
l'arithmetique, qui sont precisement decrites par des symboles et des
nombres, ne peuvent meme pas etre demontrees avec cette « intelligence
definie comme communication et traitement forme! de symboles discrets »,

imaginons ce qu'il en est de l'analyse de l'intelligence exprimee par Ie
geste du mime. II faut dire cependant que ce theoreme trouve ses limites
dans l'explication qu'il fournit du phenomene, et que les resultats succes­
sifs, auxquels je voudrais aboutir, peuvent nous aider amieux comprendre
ce jeu de l'intelligence auquel nous tenons, y comprisau niveau de la
preuve mathernatique. l'essayerai done maintenant de dire quelques mots
tres succincts a propos de ce resultat classique, avant de passer ad'autres
plus recents et plus informatifs, car il a fait l'objet de mille presentations et
de mille reflexions, dont certaines tres populaires comme celles de Hof­
stader ou de Penrose 2. Qui sait si en tentant, dans la mesure du possible, de
maintenir un style concis, mais en se situant d'emblee a un niveau de
rigueur informelIe, nous serons en mesure de ne pas faire aspirer aces ele­
ments d'ontologie et de transcendance qui en poussent bon nombre a
s'exclamer: « En mathematique, il existe des propositions vraies, mais non

1. J. HODGES, in The Universal Turing Machine, ed, R. HERKEN, Springer Verlag, 1995.
2. Pour une traduction francaise de I'article de Godel de 1931, voir Le Theoreme de Godel,

Paris, Seuil, 1989, qui est introduit par un essai de 1.-Y. GIRARD, I'un des plus iIIustres logi­
ciens contemporains, et dont Ie travail et la philosophie, profondement antiformalistes, ant ete
pour moi une source permanente d'inspiration.
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demontrables », laissant en meme temps dans un flou mystique cette notion
de verite. Tout ce que je demande, c'est d'etre tres attentifs a chaque mot
sur une trentaine de lignes, car, si j'affirme par exemple: «on demontre
que la proposition G est indemontrable », alors la phrase devra etre com­
prise avec un soin tout particulier : ce qui est dit ici, c'est simplement que,
une fois un certain systeme d'axiomes et de regles de deduction fixe, on
demontre alors que, dans un tel systeme, G ne peut pas etre demontree
(c'est-a-dire deduite au sein de ce meme systeme). Mais il ne s'agit la que
d'une question d'attention aux mots employes, dans un jeu ou 1'on utilise
souvent des mots ou des phrases qui ne renvoient qu'a eux-memes
[« demontrer I'indemontrabilite » ou encore «cette phrase n'est pas
demontrable »); car, ce que j'affirmerai est absolument informel et litte­
raire : la demonstration mathematique etant, quant a elle, longue et extre­
mement technique.

Je rappellerai en premier lieu que Ie premier theoreme d'incompletude
de Godel (de 1931) affirme uniquement (et je Ie repete, uniquement) qu'il
existe une proposition ou une phrase formelle de l'arithmetique qui est
indecidable dans Ie cadre de l'arithmetique, en supposant que celle-ci soit
coherente (non contradictoire). C' est un theoreme d'« indecidabilite », au
sens ou il foumit une proposition, disons G, que la theorie formelle ne sait
pas demontrer, pas plus d'ailleurs que sa negation (G est alors indeci­
dable); absolument rien n' est dit au sujet de la verite de G ou de sa nega­
tion (laquelle des deux serait-elle vraie ?). Le second theoreme d'incomple­
tude demontre ensuite qu'a l'interieur de l'arithmetique, on peut demontrer
l'equivalence entre la proposition indecidable G et la proposition, formali­
see, de la coherence. Par consequent, puisque G est indemontrable, la cohe­
rence de l'arithmetique sera elle-meme indemontrable. Plus precisement,
aucune metamathematique finitaire, qui est en tant que telle codifiable (cf.
plus bas) au sein de l'arithmetique, ne permet de demontrer la coherence de
I'arithmetique. Ce qui, d'ailleurs, devra s'etendre a toute autre theorie
mathematique, en dehors de I'arithmetique, qui serait suffisamment expres­
sive pour pouvoir codifier sa propre metatheorie (attention alors au jeu
entre niveau theorique et niveau metatheorique !).

C'est la l'une des cles de la preuve de Godel : I'idee prodigieuse de codi­
fier les formules arithmetiques avec des nombres, au moyen d'une tech­
nique conceptuellement simple, mais laborieuse. Une fois cela realise, les
formules, qui decrivent des proprietes de nombres, comme par exemple
(x + 4 = 1 + x + 3), peuvent « parler » d'autres formules, y compris de
cette formule elle-meme, une fois qu'elles ont ete codifiees avec ces
nombres. Si, par exemple, (x + 4 = 1 + x + 3) est codifiee avec Ie
nombre 76, elIe impliquera, en particulier (76 + 4 = 1 + 76 + 3), a
savoir une propriete d'« elle-meme », saisie comme un nombre, c'est-a-
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dire comme la « formule numero 76 », En fait, la codification d'une for­
mule (bien formee) ne depend absolument pas de son sens, mais seulement
de sa structure syntaxique, de la sequence finie de symboles qui la
composent. Mais, comme il a ete dit, la structure syntaxique suffit a l'ana­
lyse formaliste de la deduction.

lei, il s'agit de formules qui peuvent parler d'elles-memes ou de proprie­
tes d'elles-memes, a l'instar de la coherence qui est une propriete des for­
mules, et par consequent des nombres, etant donne que les nombres
peuvent etre biunivoquement associes aux formules. Des lors, la meta­
mathematique, qui etudie les proprietes des formules, devient une mathe­
matique interieure a I'arithmetique. En bref, en tant que theorie mathema­
tique, l'arithmetique decrit sa propre metatheorie : c'est la une observation
mathematiquement difficile et profonde, une sorte de calembour logique
rigoureux et tres audacieux, une circularite ayant ouvert la voie a tant de
belle mathematique et a tant de... speculation aussi fantastique qu' arbitraire
(l'arithmetique est autoconsciente, la conscience de soi se refletant dans un
miroir, etc.).

Or, la coherence de l'arithmetique se demontre, et avec elle la proposi­
tion G de Godel qui lui est equivalente. II s'agit cependant de le faire en
dehors de l'arithmetique, consequence obligee des deux theoremes du
merne Godel ; autrement dit, on ne peut le faire avec un raisonnement pure­
ment formel, qui, en tant que tel, est mecanisable ou, ce qui revient au
meme, codifiable dans I'arithmetique. En d'autres termes encore, on ne
peut le faire dans une theorie formelle, c'est-a-dire dans une theorie au sein
de laquelle on peut faire l'economie du sens des axiomes ou des regles ou,
plus precisement encore, au sein de laquelle un axiome quelconque ne
parle pas de I'infini, c'est-a-dire ou certaines regles ne melangent pas les
niveaux metatheorique, theorique et semantique, comme je tenterai de
I'expliquer plus loin. Evidemment, si l'on suppose que la coherence est
verifiee, il devient alors des plus banal d'observer que G est vraie : car le
second theoreme de Godel affirme une equivalence demontrable entre les
deux, et tres precisement au sein merne de l'arithmetique, II n'existe en
effet aucun autre moyen pour affirmer que G est vraie, sinon de demontrer
qu'elle est vraie, ce qui presuppose la coherence. Sinon, il faut demontrer
la coherence qui lui est equivalente 3.

3. II existe un raisonnement classique qui prouve la verite de G, une fois demontre Ie pre­
mier theoreme d'incompletude. Supposons que toute proposition ou sa negation doivent etre
vraies [« tertium non datur »). Alors, G, ou «non G », est vraie. Nous voulons demontrer que
G est vraie. Supposons alors, par un raisonnement par I'absurde, que ce soit« non G» qui soit
vraie. Puisque « non G x a la structure « il existe un nombre qui est (qui codifie) une preuve
de G », alors j'essaie I'un apres I'autre les nombres 1, 2, 3... ou, plus exactement, les preuves
qu'ils codifient, et je controle s'ils sont ou non une preuve de «non G », Si, comme je
Ie suppose par I' absurde, un tel nombre existe (puisque je suppose que c non G » est vraie), je
finirai bien tot ou tard par Ie trouver. Mais alors, ce serait Iii une preuve finitaire (done



120 REVUE DE SYNTHEsE : 4' S. N° 1, JANVIER-MARS 1999

AU est done passe le fameux miracle ontologique auquel pretend tout
platonicien qui refuse le programme formaliste? «G est vraie mais non
demontrable » ne veut rien dire d'autre que « G n'est pas demontrable dans
Ie cadre de l'arithmetique formelle, mais qu'elle l'est si I'on suppose la
coherence », au encore, «G n'est demontrable qu'avec des instruments
plus puissants que I'arithmetique, ceux precisement qui permettent d'en
demontrer la coherence» (et nous verrons lesquels). En mathematique, si
I'on affirme que quelque chose est vrai, d'une [aeon ou d'une autre on doit
demontrer qu'il est vrai, et la regle du jeu s'arrete lao C'est cela merne qu'il
s'agit d'analyser, ce de quelle facon au comment on demontre, en dehors
d'un formalisme specifique, bien avant de sombrer dans la theologie. au
encore, si l'on prefere, il s'agit de rechercher quelle forme de raisonnement
(oserais-je dire quelle forme d'intelligence?) non mecanisable, non arith­
metisable, et cependant humaine, permettrait de Ie demontrer.

La coherence fut tres rapidement demontree par Gentzen en 1936.
Cependant, sa preuve presuppose une forme d'induction tres forte (d'ordre
transfini) extremement peu convaincante pour qui cherche a demontrer la
coherence de l'arithmetique, dont le cceur est l'induction simple (d'ordre
fini)"; c'est la raison pour laquelle cette preuve passa quasiment inapercue,
si ce n' est que la technique utilisee (dite de 1'« elimination des coupures »
dans les preuves) est devenue un veritable pilier de la theorie de la demons­
tration. Cette preuve peut etre donnee dans une theorie des ensembles ou
l'on se donne un axiome affirmant qu'« il existe un ensemble infini ». Cet
axiome n'a de sens que si l'on comprend ce que veut dire infini : sa codifi­
cation par un predicat arithmetique n'est pas possible, puisque l'arith­
metique ne peut «parler» d'ensembles infinis. Godel aussi donna une
preuve de la coherence de l'arithmetique en 1958, et ce, a l'mterieur d'un
calcullogique interessant, mais en utilisant toujours I'induction transfinie.

Je trouve beaucoup plus eclairante une autre demonstration, due aTait et
a Girard, en 1970. Dans un calcul semblable, mais plus expressif que

arithmetisable) de « non G », contrairement a ce qui est demontre par Ie premier theoreme
d'incompletude qui, sous l'hypothese de coherence, demontre que « non G» est indemon­
trable dans I'arithmetique, Par consequent, « non G » est fausse, et des lars, suite a l'hypo­
these du « tertium 11011 datur », G est vraie. Mais, meme dans ce cas, on demontre la verite de
G, en supposantque l'arithmetique est coherente (car on applique Ie premier theoreme). Effort
relativement inutile, car, sans utiliser Ie « tertium 11011 datur », Ie deuxieme theoreme de Godel
deduit G de la coherence, et opere en outre dans l'arithmetique elle-meme,

4. L'induction arithmetique n'est autre que la regie affirmant que si I'on demontre (au si
l'on suppose) A(O) et que I'on demontre (au suppose) que « pour tout x, A(x) implique
A(x + 1) », alors on peut deduire que « pour tout x, A(x) », De meme, si « pour tout z », on a
que « pour tout y 2: Z, A(y) implique A(z) », alors on peut deduire que « pour tout X, A(x) ».
L'induction transfinie admet un nombre infini d'hypotheses, au bien elle peut etre realisee en
interpretant « Z» (et « x ») avec des « nombres infinis » (dits « ordinaux transfinis »).
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celui de Godel de 1958 (et sur lequel j'ai beaucoup travaille), Girard
demontre, « a la Tait », un resultat de « reduction des preuves sous forme
minimale » (normalisation), en utilisant, entre autres, un principe dit de
« comprehension du deuxieme ordre » qui mele, d'une maniere incontour­
nable, metatheorie, theorie et semantique, Je voudrais m'expliquer en cher­
chant a rendre facile ce qui est difficile. A un certain moment de la preuve,
on prend un ensemble infini de termes (operation metatheorique : on col­
lectionne des termes du langage theorique objet, que I'on regarde du haut
de sa metatheorie, operation qu'on peut fort aisement imaginer), et on les
met a la place d'une variable d'ensemble a J'interieur d'un terme du lan­
gage... ce qui revient a dire qu'on travaille ici au niveau theorique. Ainsi,
au cours de la preuve elle-meme, on a melange le metalangage, et meme la
semantique, avec le langage des termes, puisque l'operation n'a de sens
que si l'on convient d'interpreter certaines variables formelles
d' ensembles, precisement avec des ensembles (convention semantique de
l'axiome de comprehension du deuxieme ordre).

Ce passage de la demonstration (et il n'est pas le seul) n'est pas codi­
fiable dans I' arithmetique ; il est essentiellement infinitaire, et Girard le
demontre, en faisant voir que son theoreme implique, dans l'arithmetique,
la coherence de l'arithmetique elle-meme, pourtant indemontrable (au sein
de l'arithmetique, d'apres le second theoreme de Godel). Le raisonnement
est impeccable, tres comprehensible et humain. En un certain sens, cela
met en evidence ce qu'avait deja affirme Wittgenstein dans les
annees 1930: a savoir, que la distinction entre metamathematique et
mathematique n'est que fictive. Plus exactement, c'est une belle distinction
conceptuelle; mais nous autres, humains, nous sommes en mesure d'evo­
luer, par le biais du jeu linguistique et du sens, d'un niveau a l'autre,
comme nous le faisons chaque jour, y compris en mathematique. C'est
pareil chez I'epicier : l'autre jour je lui ai dit, a brille-pourpoint: «La
phrase que je viens de prononcer est fausse », et « je ne prononce jamais de
phrases vraies avec plus de six mots» (il s'est alors empresse de me servir
pour pouvoir me mettre dehors). Le traitement a un seul niveau linguistique
n'autorise pas ce type d'affirmations, pas plus que les raisonnements qui la
concement: Ie theoreme de Tait-Girard, celui de Godel (ainsi qu'une
observation de Tarski) le demontrent. Or, les machines digitales ne fonc­
tionnent qu' au niveau linguistico-formel, niveau codifiable avec des
sequences de 0 et de 1, comme ce premier programmateur de l'histoire
(que fut Godel) nous l'aura appris pour les propositions formelles de
l'arithmetique. Notre langage humain est, par contre, en mesure de capturer
a la fois le metalangage, le langage et le sens, ce qui, a nouveau, est
demonstrativement infaisable d'une maniere mecanico-formelle,

En realite, c'est la le point central: par definition, un calculateur digital
doit codifier avec des symboles, en gros 0 et 1, et la technique de codifica-
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tion ne doit pas dependre du sens ni de I'implementation, La definition de
Hodges s'applique tres exactement au calcul mecanique : «l'intelligence
(mecanique !)... est effectivement definie comme ce qui peut se manifester
avec la communication de symboles discrets », et cette codification, sui­
vant en cela les exigences de l'hypothese fonctionnaliste, ne doit pas
dependre du hardware specifique qui la realise. Le but des langages de pro­
grammation a haut niveau est precisernent celui d'etre transferables d'un
ordinateur a l'autre, d'un milieu de programmation a l'autre, et ce, sans
problemes. Cela n'est possible que parce que leur niveau n'est que formel­
theorique, codifiabIe avec des suites finies de symboles, et ne depend ni ne
doit dependre d'un sens quelconque, pas plus que des contextes. L'intel­
ligence humaine, par contre, depend quant aelle de la structure de notre
cerveau, du fait qu'elle est logee dans notre boite cranienne, avec tout Ie
poids que represente son histoire evolutive et humaine. Le sens de l'elabo­
ration qui prend place en un point du cerveau depend du lieu d'ou il
advient, du type de neurones dont il precede, ainsi de suite, jusqu'a... la
position des mains acet instant, tant acause du role que les mains ont pu
jouer dans la complexification evolutive de notre cortex cerebral, qu'au
sens plus historique que comprend bien n'importe quel Napolitain. Pour
certains, cela pourrait representer une limite, alors qu'il s'agit en fait d'une
richesse : Ie « geste » du mathematicien, qui fait comprendre la « construc­
tion ala limite », c'est-a-dire Ie concept d'infini, s'inscrit de maniere irre­
ductible dans la preuve. Ce geste ne fait pas reference aune ontologie, mais
bien plutot aun parcours constitutif du savoir mathematique dans l'histoire.
L'invariant conceptuel qui en precede est Ie resultat d'une stabilite acquise
dans I'Intersubjectivite, riche de signification: sa representation formelle
est une tentative remarquabIe d'en saisir l'expressivite, mais elle est essen­
tiellement incomplete.

11. - SUR L'INFlNI DANS LES PREUVES

Dans les demonstrations de coherence auxquelles il a ete fait allusion,
l'usage du concept mathematique d'infini s'avere inevitable. Ce fait est
d'ailleurs encore mieux explicite dans d'autres theoremes d'incompletude
plus recents. Attention! Si je m'acharne aparler de l'usage de l'infini en
acte dans la theorie des nombres entiers (I'arithmetique), c'est pour jouer
volontairement dans Ie camp adverse: il pourrait sembler facile de soutenir
que pour demontrer des resultats sur des varietes differentiables de dimen­
sions infinies (qui sont des espaces tres abstraits), Ies mathematiques ont
besoin de parler d'infini; or, ce que la theorie de la demonstration nous a
enseigne, c'est que meme pour demontrer les proprietes de nos bons vieux
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nombres entiers, 1, 2, 3, 4..., on peut avoir besoin du concept mathematique
d'infini (en acte).

II existe d'autres proprietes issues aproprement parler de I'arithmetique,
qui ne sont pas des codifications de proprietes metatheoriques comme la
coherence, mais qui sont des proprietes des nombres (comme pour tout x, il
existe y tel que 6 + x = Y + 2, juste... un peu plus compliquees), et dont
on dernontre qu'elles ne sont pas demontrables avec des techniques for­
melles finitaires, c'est-a-dire avec des deductions codifiables dans l'arith­
metique (ou propres au calcul symbolico-mecanique finitaire). Mais on sait
demontrer apropos de ces formules, qu'elles sont vraies sur les nombres, a
travers une demonstration qui implique l'infini mathematique de maniere
essentielle. Mon but est par ailleurs d'arriver areflechir sur la facon dont
l'usage de l'infini plonge les mathematiques dans toute une variete de
formes de I'intelligence.

Les theoremes de Paris-Harrington 5 (PH) et la Forme finie de Friedman
(du theoreme de Kruskal) (FFF) constituent deux enonces arithmetiques du
genre: « pour tout x il existe y tel que (... bla, bla...) », lei, ... bla, bla... est
une propriete des nombres, compliquee, mais pas trop". Ces deux enonces
impliquent la coherence de l'arithmetique ; mais, etant donne que la cohe­
rence, formalisee en tant que proposition de l'arithmetique, n'est pas
demontrable dans l'arithmetique, aucun des deux enonces ne peut etre
demontrable dans l'arithmetique.

Cependant, PH et FFF sont vrais. Pour un mathematicien qui est en train
de parler de propositions interessantes (FFF, en particulier, est tres interes­
sante et constitue precisement une variante d'un theoreme de Kruskal, riche
en applications), cela veut dire qu'il sait les demontrer, et cela ne peut rien
vouloir dire d'autre; ou encore, qu'il possede des techniques convain­
cantes pour deduire la verite de ces propositions, relativement ala structure
en question: les nombres entiers dans ce cas. Ces techniques, en particulier
la FFF, se fondent essentiellement sur le bon ordre des entiers, en tant que
propriete infinitaire, sur des sequences et des « arbres » finis et infinis : il
s'agit de transformer en instruments de preuve notre experience mathema­
tique de raisonner sur la suite bien ordonnee des entiers, sur de simples
structures planaires infinies, des arbres, de les confronter par inclusion, de
savoir parler de branchements fini ou infinis 7.

5. 1. PARIS, L. HARRINGTON, «A mathematical incompleteness in Peano arithmetic », in
Handbook of mathematical logic, ed, J. BARWISE, New York, North-Holland, 1978.

6. Pour FFF, voir H. Friedman's Research on the foundations ofmathematics, ed, L. HAR­
RINGTON et al., New York, North-Holland, 1985, ouvrage technique ecrit en l'honneur de
Friedman, et consacre pour moitie areecrire ce resultat, mais contenant egalement un ou deux
articles vulgarises de C. Smorinsky.

7. Dans la note 2, j'ai observe que la proposition G de Godel affirme qu'« il n' existe pas de
preuve de G », ou que G, ou plus exactement son nombre code, est solution de l'equation en x
suivante : (x = « il n' existe pas de preuve de x »]. Jeu extremement raffine entre metatheorie
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Rien de miraculeux dans tout cela : c'est tout simplement la laborieuse
conquete pratique de l'infini mathematique, organise en particulier comme
un ensemble ordonne de points, ou comme un ensemble partiellement
ordonne de nceuds et de branchements d'arbres", Comme l'indique la note,
c'est la une preuve relativement facile, mais formellement inderivable :
pourquoi son fondement devrait-il etre seulement formel? N'avons-nous
pas d'autres choses adire sur la preuve en mathernatiques? Quel est Ie pro­
cessus constitutif de cette certitude de la preuve mathematique, meme en
dehors des formalisations? Le programme de la formalisation n'est qu'une
composante, necessaire et importante, mais demonstrativement incomplete,
de l'analyse de la preuve. En outre, tout etant centre sur l'analyse de la
coherence formelle, it ne fait que renvoyer ades infinites de plus en plus
grandes (voir la note appelee precedemment), veritable abime conceptuel,
infini qu'il faut « fonder» a son tour.

nest donc question ici de la conquete laborieuse du concept d'infini
mathematique, car la clarte sur l'infini est une conquete conceptuelle qui a
demande des siecles et des siecles en mathematique : l'analyse de ce pro­
cessus constitutif est, pour moi, une composante ulterieure et essentielle de
l'analyse fondationnelle.

Nous savons en effet comment les Grecs hesitaient face aux successions
infinies convergentes de points (Ie paradoxe de Zenon, la racine de 2), et

(Ia notion de preuve), theorie (Ia proposition forrnelle G) et semantique (Ia structure des
nombres entiers, oil x doit etre interprete ou trouve). Les terrnes et les contenus de ce jeu nous
donnent une idee du pourquoi G est indemontrable : c' est precisement ce que G affirrne! La
difficulte tient entierement dans la construction de G, et non dans la preuve de son indemon­
trabilite. II n'en va plus ainsi dans des enonces comme FFF, qui constitue une proposition for­
melle, theorique, « norrnale », sur les nombres : son indemontrabilite est due ades proprietes
du bon ordre des entiers et d'ordre sur des arbres finis; ces arbres, chose extremement difficile
ademontrer, se transferent, par immersion isomorphe, sur l'ordre des ordinaux transfinis. Or,
on demontre (Gentzen) que leur « bon ordre » et la coherence de I'arithmetique sont correles.

8. En bref, la preuve de FFF (Ia preuve que FFF est vraie sur les entiers) utilise un
« oracle» sur un ensemble :Ell'une construction impredicative, fortement non effective et infi­
nitaire. Toutefois, cette preuve est relativement facile: deux ou trois pages que tout mathema­
ticien d'aujourd'hui peut reconstruire sans beaucoup de presupposes. L'analyse de cette faci­
lite entre pour partie dans nos intentions. Au contraire, la preuve de son indernontrabilite (et
de son impredicativite essentielle) est extremement difficile; c'est une veritable percee tech­
nique obtenue par Friedman. Or, si I'on affirme que la preuve de FFF est elle-rneme « forrnali­
sable» dans une theorie des ensembles adequate, il faut des lors etre tres attentif ace que I' on
avance : un « oracle» sur un ensemble :E\ fait sortir de l'axiomatisabilite et de l'effectivite
de la deduction, elements essentiels du programme forrnaliste (et a fortiori de tout pro­
gramme de mecanisation de la preuve; I' enonce complet, et d' autres remarques techniques sur
FFF, se trouvent dans I'appendice a la version web de cet article, downloadable de
http://www.dmi.ensJr/usersllongo). De plus, Ie probleme de la coherence d'une telle « theorie
des ensembles» devient d'une complexite ingerable, c'est-a-dire une suite infinie de renvois a
des theories de plus en pius infinitaires. Ces analyses ensemblistes sont tres importantes et
particulierement inforrnatives, en part. en aidant aspecifier des hierarchies possibles d'infinis
mathematiques. Toutefois, elles ne mettent pas, selon moi, un point final a I'analyse fonda­
tionnelle.
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comment ils distinguerent laborieusement, et souvent de maniere angois­
see, I'infini en puissance, et un infini ... indefini, negativement connote par
Euclide et Aristote (apeiron), merne si ce dernier apporte une certaine
clarte sur la difference entre les deux concepts d'infini. Ce n'est qu'avec
saint Thomas, Duns Scot et le Moyen Age tardif, comme l'explique Zel­
Iini", que s'ebauche un veritable tournant du paradigme scientifique:
l'infini devient un attribut positif, propre a Dieu, et qui peut etre cree par
Dieu (l' infini in actu, oppose a I' infini in fieri). Quant aux mathematiques
du xvr" au xvm" siecle, il faut rappeler qu'elles se developperent au milieu
de bien des incertitudes, mais avec une audace toujours croissante concer­
nant l'usage des infinis en acte et des limites, qui ne representaient plus des
concepts negatifs, mais, bien au contraire, un element du calcul (voir Pas­
cal, Galilee, Cavalieri, Newton, ou la metaphysique de Leibniz ...). On par­
viendra enfin aune grande desinvolture et clarte conceptuelles dans le trai­
tement de l'infini, avec Cantor. Son «paradis des infinis » constitue en
effet un tournant ulterieur qui a veritablement marque notre epoque en
mathematique : Cantor a introduit l'infini dans des contextes operationnels,
en « travaillant avec l'infini », en additionnant, en multipliant et en iterant
des limites sur des infinis d'infinis. Une desinvolture au depart excessive,
au point d'aboutir a des paradoxes: un siecle de travail mathematique,
accompagne d'un affinement croissant des techniques et d'une solidite tout
aussi croissante des definitions (aujourd'hui un mathematicien sait vrai­
ment ce que veut dire « donner une bonne definition », surtout dans les cas
difficiles qui impliquent I'infini, grace egalement a)'effort entete des logi­
cistes et des formalistes!) nous perrnet desormais de gerer des arbres infi­
nis, le bon ordre au-dela de I'infini des nombres entiers, etc. au titre d'ins­
truments quotidiens de la preuve; et ce, sans tomber dans les erreurs
auxquelles furent voues ces audacieux peres fondateurs. Tout cela permet
finalement de definir, avec rigueur, et dans differents contextes, l'infini
mathematique, c'est-a-dire precisement ce qui n'etait qu'indefini pour
Aristote (Cantor etait vraiment un mathernaticien qui osait conjecturer et
prouver des observations vraiment surprenantes pour l'epoque, telles que la
possibilite d'etablir une correspondance biunivoque entre la droite et le
plan, etc.; en bref, il a bel et bien ose « penser au-dela de 1'infini » 10).

9. Breve storia dell'Infinito, Milan, Adelphi, 1980.
lO. Pour nous, aujourd'hui, l'arithmetique transfinie de Cantor n'est pas quelque chose de

difficile. On compte 1, 2, 3... On appelle ro la limite de cette sequence, sa cloture aI'horizon.
Puis on continue, ca + 1, to + 2, ... to + io = to x 2.
Ensuite: w x 2, ta x 3, to x 4,... to x co = to',
La regie du jeu devrait etre claire et on ~onttnue a I~appliquer avec les exposants :

(J), OJ, ... OJ.

Par suite, to puissance to puissance ta... sera simplement ala limite to puissance co, in fois. Ce
nombre ordinal s'appelle EO' II est solution minimale de l'equation x = to', Si I'on reussit a
dernontrer (ou si I'on suppose) que ces ordinaux sont « bien ordonnes ", c'est-a-dire que tout
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En d'autres termes, l'ordre des nombres, dans l'espace ou dans Ie temps,
leur succession dans une geometric discrete et bien ordonnee, c'est-a-dire
etendue au-dela de l'infini en acte des nombres eux-memes, la structure
planaire des arbres mathematiques possiblement infinis sont tous des pro­
prietes geometriques ou infinitaires qui permettent de demontrer certaines
propositions finies, arithmetiques, exigeant des preuves echappant ala for­
malisation dans des suites finies de symboles discrets, codifiables en arith­
metique. Evidemment, on doit parler de ces structures et des preuves qui
portent sur elIes avec des mots humains de longueur finie, mais on ne peut
le faire de maniere complete avec des ca!cu!s formels manipulables sans
reference au sens : c' est, ni plus ni moins, ce que disent tous ces resultats ;
la pratique historique de l'infini, l'ordre seIon lequel nous organisons, men­
taIement ou dans le plan, les nombres et les arbres, si possible infinis, sont
le fondement, Ies racines extremement solides de methodes de preuve qui
ne sont pas mecanisables. Ce qui revient adire que dans ces preuves, dans
Ie fait de faire des hypotheses ou de passer d'une ligne a la suivante, ces
lignes etant certainement constituees de mots finis de notre langage, il faut
comprendre le concept d'infini en acte : et ce, qu'on soit en train de parler
d'ensembles infinis de nombres ou d'arbres infinis dans Ie plan, en se
situant dans une geometric mentaIe, ou qu' on fasse le choix du premier ele­
ment d'un ensemble non vide arbitraire d'entiers (une operation tout afait
infinitaire, en general). Bien qu'en fin de compte ces preuves soient elIes­
memes decrites par des mots, pour passer d'une phrase a !'autre de !a
deduction, il faut done saisir derriere les mots des significations (geome­
triques) de l'infini, demonstrativement non codifiab!es en arithmetique, ou,
en d'autres termes, non codifiables ni manipulables en tant que suites finies
de symboles sans signification; car, ces resultats recents d'incompletude
demontrent que meme de simples proprietes des entiers sont demontrable-

sous-ensemble non vide admet un plus petit element, alors on demontre que l'arithmetique est
coherente (c'est Ie theoreme de Gentzen de 1936). Les enonces PH et FFF, deja mentionnes,
impliquent precisement Ie bon ordre jusqu'a to et bien au-dela, puisque evidemment on peut
faire e1, ~, tj, eO) et bien d'autres chases. En realite, enfants et mathematiciens s'amusent
souvent a ce jeu : tu me donnes un nombre, et je fen donne un encore plus grand. Mais Ie jeu
n' est pas arbitraire, car i1 prend son sens dans une structure geometrique interessante: l'ordre
croissant discret, Ie « bon ordre » pour etre precis. Le jeu ne fait qu' etendre Ie bon ordre des
entiers, en etendant les operations de somme, de produit, d'exposant et de limite, au-dela
de co.

Le fait de donner de maniere coherente un nom a I'infini, son usagedansdes contextes ope­
rationnels, I'a inscrit dans ce reseau conceptuel que nous appelons mathematique, L'ordinal co
n'est pas dans Ie monde, mais ..a n'est pas non plus une convention, ni un pur symbole : i1
synthetise plutot un principede construction, un « geste discipline » par la pratique matherna­
tique, riche d'histoire; pour des considerations ulterieures, voir Giuseppe LONGO, « The
mathematical continuum, from intuition to logic », in Naturalizing Phenomenology. Issues in
contemporary phenomenology and cognitive sciences, ed. Jean PETITOT et al., Stanford, CA,
Stanford University Press, 1999.
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ment vraies par des preuves qui ne sont pas representables au seul niveau
theorique, codifiable comme tel avec des 0 et des 1, ou avec d'autres tech­
niques mecanisables du meme type.

Mais de telles preuves n'ont aucunement besoin de renvoyer a des
miracles ontologiques evoquant des verites mathematiques inaccessibles.
Nous ne sommes absolument pas contraints de ne raisonner que sur des
suites formelles finies codifiables avec des 0 et des 1, ce qui est bien ce que
font les ordinateurs, ni de deduire apartir de pattern matching (si l'hypo­
these a La forme « A et A implique B », alors, de la seule forme des hypo­
theses, on doit deduire mecaniquement « B »). Notre rigueur n'est pas sim­
plement que formellellinguistique: nous construisons une pratique de
l' « infini» dans differents cadres conceptuels, et nous en faisons un
concept mathematique (ou geometrique) rigoureux, un acquis difficile,
obtenu apres des siecles de travail. Les mathematiques sont fort belles et
fort solides du seul fait qu'elles se constituent dans notre rapport aux regu­
larites du monde et qu'elles s'enrichissent des pratiques historiques du lan­
gage, du dessin et de la rigueur; et cela, bien au-dela des formalismes lin­
guistiques finitaires, adequats aux ordinateurs auxquels, certes, cet acquis
historique, qui n'est autre que notre concept d'infini, ne suggere absolu­
ment rien.

Il est difficile de parler de tout eela, car I'un des buts de la logique
mathematique de ce siecle a precisement ete d'« eviter I'infini » dans l'ana­
lyse fondationnelle, meme si on doit le considerer comme pertinent pour la
pratique mathematique : il est trop dangereux pour etre fondateur. Pourtant,
l'infini est bel et bien un element central sur lequel on peut aujourd'hui
s'arreter, grace, en partie, aux resultats obtenus en logique mathematique,
Et l'infini constitue precisement I'un de ces concepts mathematiques qui,
pour avoir un sens, ant besoin de references plurielles a d'autres formes
d'intelligence, considerees jusque dans leur devenir historique, du fait
meme qu'il s'agit de formes de la connaissance.

III. - L'INFINI MATIlEMATIQUE ET LES METAPHORES

En fait, au jour d'aujourd'hui, il n'y a pas d'autre fondement a priori ni
de justification formelle a posteriori de I'infini mathematique que la meta­
phore 11 en tant que telle. L'infini en acte ne fait pas precisement partie de

11. J'emploie ici la notion de metaphore dans un sens quelque peu dual par rapport a
I'usage qui en est fait par LAKOFF et NUNEZ, dans leur article « The metaphorical structure of
mathematics. Sketching out cognitive foundations for a mind-based mathematics », in Mathe­
matical Reasoning. Analogies, metaphors and images, ed, L. ENGLISH, Hillsdale, NJ, Erlbaum,
1998, p. 21-89: pour eux, ce sont les descriptions mathematiques qui sont metaphoriques
(these par ailleurs tres interessante); pour moi, c'est en fait la signification d'un certain
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nos experiences sensibles, qu'elles soient directes ou indirectes; ni meme
de la pratique du comptage ou de l'activite geometrique « a la grecque »

centree sur les figures: pour cela, l'infini potentiel suffit, qu'il s'agisse
d'ajouter « + 1» ou de poursuivre un mouvement sans s'arreter. La pra­
tique historique, que j'ai mobilisee a plusieurs reprises, d'un infini mathe­
matique en acte, constitue un ulterieur progres : il faut concevoir la limite
de cet interminable « + 1 », cloturer l'horizon, tout en proposant un point
a la « limite ». Cette pratique est construite a partir de mille reflexions qui
se situent entre Ie mystique et I'emotionnel, comme je Ie disais: a com­
mencer par les Grecs, et en poursuivant avec les conflits sur la pleine grace
de Marie (I'infini en acte de Duns Scott), les discussions sur Ie regard
esthetique du peintre envers les lignes convergentes (Ie point perspectif a
l'infini, a la limite, propre ala peinture de la Renaissance, qui n'est autre
qu'une technologie entierement construite, qu'une seule parmi tant d'autres
possibles), l'ancrage dans les monades et l'infini metaphysique de Leibniz
visant a donner sens au calcul infinitesimal. Et c'est precisement cette
constitution du concept d'infini en acte, riche d'emotivite sedimentee dans
l'histoire et rendue «objective» par la pratique mathernatique, qui est
devenue une part essentielle de sa specification mathematique, du fait
meme de son entree dans les demonstrations. Pourtant, l'infini mathema­
tique est encore autre chose que les differentes experiences mentales de
l'infini, puisqu'il est l'invariant que nous proposons apres toutes ces expe­
riences plurielles. En meme temps, cependant, il trouve son fondement pre­
cisement dans la somme de ces experiences, chacune etant une metaphore,
un pont ouvert sur d'autres formes de connaissance et d'autres formes
d'intelligence.

En realite, c'est en vain qu'on a cherche a Ie fonder par des methodes
interieures aux mathematiques. Avec Cantor d'abord, comme je l'ai deja
rappele, l'infini est precise et traite avec une rigueur toute mathematique,
objective dans des notations et dans un calcul, et, de plus, unifie dans une
theorie des ensembles, d'ensembles si possible infinis. Gottlob Frege don­
nera a cette theorie une forme logique rigoureuse, corrigee par la suite et
precisee en une theorie formelle des ensembles, et ce, sous l'influence de
l'ecole hilbertienne. Mais, des Ie debut de cette aventure, qui changera Ie
visage des mathematiques, l'infini pose de graves problemes.

Cantor propose sa theorie dans Ie but d'analyser l'infinite du continu des
nombres reels: il demontre que ceux-ci sont strictement plus nombreux
que Ies nombres entiers. Et sa preuve suggere la maniere de continuer inde­
finiment a construire des infinis toujours plus grands. II passe alors des

concept, Ie concept d'infini mathematique dans notre cas, qui, comme j'essaie de I'expliquer,
se construit en faisant reference it des metaphores.
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annees a chercher a demontrer une hypothese: que le nombre infini des
reels, leur cardinalite comme il dit, est «fmmediatement successive» a
l'infini des nombres entiers, ou, en d'autres termes, a leur cardinalite
(l'hypothese du continu). Il n'y parvient pas. Pas plus d'ailleurs que ses
successeurs, Zermelo, Bemays, von Neumann et bien d'autres, tous forma­
lisateurs de la theorie cantorienne des ensembles, qui ne parviendront pas
plus ademontrer la derivabilite d'une autre propriete de de l'infini : celIe
affirmant qu'on peut choisir un element pour chaque ensemble, cet
ensemble etant pris dans une collection infinie d'ensembles (axiome du
choix).

Les proprietes de l'infini, desormais bien precise en tant que concept
mathematique, semblent echapper au traitement ensembliste formel : puis,
grace aun resultat de Kurt Godel de 1938, et aun theoreme dfi a Cohen
(1965), on demontrera que la theorie formelle des ensembles ne reussit a
rien dire sur l'hypothese du continu et sur l'axiome du choix. au, qu'en
d'autres termes, ces propositions sont indecidables dans la theorie formelle
des ensembles, comme l'est la proposition G de Godel en arithmetique. On
peut alors se demander si elles sont vraies, et il faut demontrer si et dans
quel cadre elles sont vraies, comme pour la proposition de Godel : si l' on
precede a une certaine construction d'un univers d'ensembles, cette
construction etant due a Godel, on demontre alors que l'hypothese du
continu et l'axiome du choix sont vrais dans eet univers; si l'on precede a
une autre construction, celle de Cohen, ils s'averent tous les deux faux,
dans cet autre univers ensembliste. A ceux qui croient en des propositions
des mathematiques qui seraient vraies dans I' esprit de Dieu, qui croient en
des verites mathematiques absolues et indemontrables, il faudrait alors
demander si, pour Dieu, l'hypothese du continu et l'axiome du choix sont
vrais ou faux. Tout ce que nous pouvons affirmer, nous autres humains,
c'est, par exemple, que la construction de Godel est plus simple, au sens de
la simplicite qui nous est suggeree par certaines regularites du monde, tels
les principes de minimum, les geodesiques, les constructions «mini­
males » : mais pour ce faire, il convient de specifier ce qu'on entend par
minimal dans ce contexte precis, de proposer une construction mathema­
tique infinitaire, et de demontrer, en son sein, la verite de l'hypothese du
continu et de l'axiome du choix. Or, bien qu'elle ne soit pas minimale,
meme la construction de Cohen n'est pas arbitraire: elle fait usage d'une
notion d'« element generique » qui est determinante en mathematique.

En definitive, nous dirons qu'en mathematiques on propose un concept,
on choisit une methode, on construit des structures, on demontre, tout en
specifiant ou et comment, d'une maniere certes non arbitraire : il n'existe
pas, en mathematiques, de propositions « vraies et indemontrables » et, en
meme temps, elle ne s'epuise pas dans des calculs mecanisables puisqu'a
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chaque fois il s'agit de demontrer, si necessaire avec des methodes infini­
taires, si et dans quel cadre telle ou telle proposition est indernontrable, et si
et dans quel cadre elle est vraie. Ceux qui affirment qu'il y a des proposi­
tions « vraies et indemontrables » doivent en donner une, en la pointant du
doigt: mais, en faisant cela, illeur faudra aussi la demontrer, c'est-a-dire,
en demontrer la verite a I'interieur d'une construction bien precisee, C'est
bel et bien ce qu'il a fallu faire pour la proposition G de Godel, PH ou FFF,
sur les entiers, ainsi que pour I'hypothese du continu et de l'axiome du
choix, et ce, dans differentes constructions ensemblistes.

Pour en revenir a la question de l'infini en theorie formelle des
ensembles, les resultats dindependance de l'hypothese du continu et de
l'axiome du choix demontrent que, si l'on en reste au niveau du forma­
lisme, sans qu'il prenne ou avant meme qu'il ne prenne un sens dans une
construction mathematique, alors cette theorie formelle, creee pourtant
pour parler de ces proprietes cruciales de l'infini mathematique, reste a
nouveau, et en tant que telle, totalement muette. Mais il faudrait au moins
qu'elle soit formellement coherente (en particulier, si l'on y ajoute l'hypo­
these du continu et l'axiome du choix, en tant qu'axiomes, justement). En
consequence de(s), disons certaines extensions des, theoremes d'incomple­
tude de Godel, cette coherence n'est meme pas demontrable ... sans suppo­
ser pouvoir construire des infinites, des nombres cardinaux extremement
grands, qui echappent precisement a la theorie formelle dont on veut mon­
trer la coherence. Rien de metaphysique la-dedans, ni aucune ontologie de
l'infini mathematique : ce qu'on affirme, c'est seulement que si, d'abord,
je suis en mesure de faire, ou je suppose etre en mesure de savoir faire cer­
taines constructions conceptuelles d'infinites «tres grandes », a/ors, et en
utilisant ces memes constructions, je peux demontrer la coherence
(construire des modeles) de telle ou telle theorie des ensembles; et c' est ce
a quoi ont conduit certains resultats difficiles de la theorie des ensembles
de ces dernieres decennies,

Du reste, bien conscients des difficultes de l'infini, nombre de logiciens
mathematiciens du debut du siecle, Hilbert et Brouwer pour ne citer
qu'eux, avaient cherche a extirper l'infini en acte des theories fonda­
tionnelles. Hilbert avait reconnu la centralite de I'infini en mathematique ;
bien plus, il avait affirme le caractere indispensable de cette notion pour la
pensee mathematique, et que le mathematicien devait travailler dans Ie
paradis des infinis cantorien. Cependant, il s'avere d'apres lui que pour
garantir la certitude du raisonnement, I'analyse fondationnelle doit en faire
l'economie, puisque « les operations sur l'infini ne peuvent etre garanties
qu'a partir de I'etude du fini » (deux ecrits de 1925, en appendice ala ver-
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sion francaise des Fondements de la geometric, ainsi que dans Van Heije­
noort 12, constituent une belle mise au point d'un tel programme).

Par contre, comme nous l'avons vu, les recents resultats d'incompletude
font rentrer l'infini par la fenetre, et ce de maniere essentielle, jusque dans
des theories qui, comme l'arithmetique, devraient etre finitaires par excel­
lence. Autrement dit, non seulement nous ne reussissons pas avec Ie fini a
garantir la coherence des theories qui parlent de l'infini, comme dans Ie cas
des differentes theories des ensembles, mais nous pouvons egalement avoir
besoin de l'infini jusques et y compris pour demontrer des enonces fini­
taires de l'arithmetique, comme PH ou FFF que nous avons mentionnes
plus haut.

Rien de grave dans tout cela, precisement parce que la certitude qui
s'inscrit dans l'usage de l'infini est, amon avis, extremement solide : elle
tient dans l' entre lacs et le soutien reciproque de nombreuses experiences
mentales et historiques qui peuvent meme etre d'ordre extra-mathematique,
Sa solidite conceptuelle tient en son enracinement dans une pluralite de
metaphores qui ont permis de concevoir, de proposer et de preciser gra­
duellement a travers l'histoire l'invariant mathematique. Pluralite sur
laquelle je reviens une derniere fois en me resumant, car c'est bien la le
noeud de tout: l'infini mathematique n'est pas une metaphore, mais bel et
bien notre proposition d'un concept invariant construit apartir d'une plu­
ralite d'experiences conceptuelles incluant des metaphores religieuses, des
gestes de fermeture a l'horizon perspectif, des points lointains de conver­
gence, des pratiques conceptuelles de travail sur des ensembles et des
structures mathematiques infinies.

Le splendide theoreme de GOdel nous a laisse en heritage une drama­
tique metaphysique des mathematiques : du fait qu'il s'agit seulement d'un
theoreme d'indecidabilite (il ne dit rien sur la maniere dont on demontre la
proposition indecidable en arithmetique, ou la coherence qui lui est equi­
valente), on n'arrete pas depuis des decennies de parler de verites absolues
des mathematiques, de «regarder par-dessus l'epaule de Dieu », au lieu
d'aller etudier les nombreuses et belles preuves de coherence qui ont ete
apportees depuis 1936. Car l'Indecidabilite n'aidant en rien a comprendre
quelles methodes de preuve peuvent bien exister en dehors de l'arith­
metique (en affirmant simplement que certaines propositions ne peuvent
pas etre demontrees en arithmetique), le debat s'est purement et simple­
ment enferme dans un conflit manicheen : d'un cote, avec ceux qui disent
que les limites de l'homme (l'human computor, dans l'acte de la preuve)
sont les memes que celles de la machine, et de l'autre, ceux qui ont eleve
leurs louanges aux mysteres mystiques ou quantiques des mathematiques,

12. From Frege to Godel, Cambridge, Harvard University Press, 1967.
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precisernent parce que, as'en tenir uniquement aux theoremes de Godel, on
accepte passivement la notion de demonstrabilite (et meme de rigueur
mathernatique !) comme etant exclusivement propre aux formalismes arith­
metisables. Une analyse des theoremes indemontrables en arithmetique,
mais demonstrativement vrais, alaquelle je viens de faire allusion, permet­
trait de «fonder» une pratique cruciale, l'usage rigoureux du concept
mathernatique d'infini; un usage auquel, pour Ie moment, je ne sais donner
d'autre fondement qu'un fondement « pratique» et historique, par ailleurs
extremement solide, qui fait reference ases significations metaphoriques.

IV. - METAPHORES ET ANALOGIES, ENTRE INTELLIGENCE,

EMOTIONS ET AFFECfIVrrE

Avant d'en venir aun certain discours sur les intelligences et l'affecti­
vite, je voudrais ouvrir une parenthese. Dans Ie fait de disseminer les fon­
dements des mathematiques dans une variete de formes de connaissance et
d'intelligence, dans cette tentative d'analyse de leur genese evohitive et
historique, je suis, en tant que logicien mathematicien, tout simplement en
train de violer explicitement I'un des dogmes les plus solides de la philo­
sophie des sciences de notre siecle, dogme qui interdit toute confusion
entre genese et fondement, creativite et deduction, logique de la decouverte
et rationalite interne d'une discipline. Mais c'est precisement.; «ce dogme
de la fracture principiel1e entre elucidation epistemologique et expIicitation
historique [...], entre origine epistemologique et origine genetique [...] [qui
doit] etre renverse de fond en comble », comme l'affirme le Husserl si peu
ecoute de I'Origine de La geometrie (1936). 11 s'agit Iii d'une question cru­
ciale concernant l'ensemble du savoir scientifique, parce qu'en chacun de
ces savoirs fonctionne ce jeu difficile entre une autonomie epistemolo­
gique, de l'ordre de la logique et de la justification interne, et une genese
du savoir, qui est, entre autres, de l'ordre de la liaison, au cours de I'evolu­
tion et dans l'histoire, aux autres formes de connaissance.

On peut des lors considerer que la hierarchie qui s' est construite dans
nos cultures ne constitue qu'un miroir totalement deformant de l'intel­
ligence humaine, que ce soit sous la forme de l'unique rationalite possible,
de la seule methode scientifique, qui, en derniere analyse, sont cel1es des
mathematiques, ou que ce soit sous la forme de compartiments etanches. 11
n'est done pas abusif de voir une certaine continuite et un certain lien entre
les differentes formes d'intelligence, les differentes formes humaines de
rapport au monde, et certaines des differentes formes de connaissance
scientifique. Antonio Damasio, dans son ouvrage, L 'Erreur de Descartes,
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paru a Paris en 1995, donne par exemple Ie point de vue des neurophysio­
logues sur la question. II cherche en effet a exhiber les evidences neurophy­
siologiques sur le fondement desquelles I' affectivite et l'Intentionnalite
s'averent faire partie integrante de la rationalite. C'est la que s'inscrit pour
lui I' erreur de Descartes : dans sa separation de I' arne rationnelle et de
l'ame emotionnelle qui, d'apres Ie neurophysiologue, semble quelque
chose de totalement impossible.

On peut, cependant, enrichir eette analyse d'un sens de I'intelligence
humaine concue comme dialogue des etres humains dans l'histoire. De
plus, I'intentionnalite et l'affectivite sont non seulement des stimuli essen­
tiels de l'intelligence, ce sur quoi tout le monde peut parfaitement s'accor­
der, mais elles concernent Ie contenu meme de l'intelligence. Ou encore,
l'mtentionnalite, l'affectivite et les emotions ne sont pas simplement
l'eventuel appat ou l'eventuel frein de la machine «rationnelle », mais
qu'elles contribuent a lui donner le sens de la marche, et a en determiner
par consequent Ie contenu.

Selon moi, la comprehension d'un fait, jusques et y compris la conjec­
ture du mathematicien, se fonde sur des analogies, sur des metaphores, et
par consequent sur des choix de direction dans la representation et dans les
contenus de la construction conceptuelle, dont le sens est riche d'affecti­
vite : on propose, on choisit et on comprend une analogie, une metaphore,
sur des fondements qui sont egalement emotionnels ou affectifs; on est
ainsi conduits par I'intentionnalite. C'est dire qu'on choisit d'etablir un
pont entre des connaissanees differentes, entre precisement des intel­
ligences de natures differentes ; et c'est la tout ce qui constitue I' analogie et
la metaphore, sur des fondements qui sont tout aussi affectifs qu'emotion­
nels. C'est pourquoi le contenu meme d'une pratique rationnelle, qui
s'appuie sur des metaphores et des analogies, est riche en intentionnalite et
en emotions, car, a travers la direction donnee ala metaphore ou a I'analo­
gie-« pont », elles contribuent a sa determination. Or, eet infini, concept cle
et notion incontournable d'une mathematique qui demeure le lieu force de
la rationalite, nous ne Ie comprenons que comme le concept invariant d'une
pluralite d'experiences conceptuelles, a la fois pratiques et emotionnelles,
qui vont des metaphores religieuses jusqu'a la metaphore de la profondeur
en peinture, en passant par la fermeture a l'horizon des lignes convergentes
et par la limite de mouvements iteres, C'est la une sorte de vecteur resul­
tant d'un ensemble de vecteurs, une construction par consequent differente
de tous les vecteurs donnes, mais neanmoins toujours dependante d'eux,
que ce soit en direction ou dans les contenus.

En conclusion, Descartes nous a bel et bien apporte une grande clarifica­
tion intellectuelle, en nous aidant a fonder la methode scientifique moderne
et en purgeant, entre autres, le « raisonnement » des residus de magie, du
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vide des petites logiques et des syllogismes medievaux, et d'un mysticisme
religieux bien trop envahissant. Maintenant que nous avons compris et que,
dans l'ensemble, nous savons assez bien mettre tout cela en ceuvre dans le
cadre de la science, nous sommes en mesure de recomposer la fracture
qu'il nous a leguee avec sa methode et ses regles «ad directionem inge­
nii »; ce qui nous permettra d' aller plus loin, de mieux comprendre avec
l'aide de l'analyse scientifique, et de mettre ainsi Ie doigt sur ces points
tout particulierement difficiles ou rationalite et affectivite se confondent et
se fondent reciproquement, c'est-a-dire au se melent une pluralite d'intel­
ligences humaines.

v. - LE BON OlEV, LES MACHINES ET L'lNDVcnON

Dans ce programme de recherches, les mathematiques peuvent tres bien
etre utiles, car si nous parvenons a rompre leur etat de siege permanent,
autrement dit ce role absolu et separe qui leur est devolu, a briser cette tour
d'ivoire dans lesquels platoniciens et formalistes veulent les enfermer, y
compris au travers de visions differentes des choses, elles pourront alors
nous fournir, entre autres, un bel exemple de pratique cognitive. Voila un
exemple relativement simple, puisque meme quand elles sont profondes et
difficiles, les mathematiques n' en restent pas mains conceptuellement
simples: I'elegance et l'essentialite conceptuelles constituent leur devise,
et l'une de leurs raisons d'exister. Elegance et essentialite qui sont melees a
des constructions humaines, profondement humaines. Tant il est vrai, soit
dit entre nous, que Ie Bon Dieu et les ordinateurs ne savent faire des mathe­
matiques que fort peu et fort mal. Le premier ne parvient pas a maintenir
les astres, qui sont pourtant sa creation la plus haute, sur des orbites qui
soient des sections de cones, comme le recommandait deja Kepler. Plus
precisement, les orbites de nos propres planetes n'Integrant meme pas un
systeme d' equations differentielles, il est des lors dans la necessite fort jus­
tement intuitionnee par Newton, d'intervenir de temps en temps par des
petites pichenettes toutes-puissantes, afin de nous maintenir en orbite
autour du soleil " : ce qui, oserai-je remarquer, constitue une facon de faire
plus artisanale que mathernatique. Et esperons d'ailleurs qu'il continue
longtemps a avoir de tels gestes affectueux, car nous ne possedons aucun

13. Newton s'etait bien apercu que les orbites des planetes se perturbent reciproquement,
par l'attraction gravitationnelle reciproque, En part., que des effets de « resonance gravita­
tionnelle » pouvaient meme mettre en cause la stabilite du systeme solaire. Sa grande religio­
site lui offrit la solution.
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theoreme de stabilite pour le systeme solaire. De toutes facons, nous
recherchons laborieusement a en decrire le mouvement de maniere tout
approximative, avec les instruments difficiles du meilleur des langages
dont nous disposions pour parler du mouvement des corps, des courbes et
des geometries de l'espace, a savoir, Ies mathematiques des systemes dyna­
miques; mais nous ne parvenons qu' a obtenir des descriptions qualitatives
concernant les comportements de principe des systemes du determinisme
chaotique.

Quant aux calculateurs, outre Ie fait qu'ils ne peuvent demontrer la cohe­
rence de I'arithmetique ou la FFF, ils ne parviennent meme pas a faire une
demonstration par induction arithmetique qui soit a peine plus qu'une pure
banalite. En effet, par induction arithmetique, comme j'ai pu Ie rappeler, on
entend la regle finitaire suivante : si l'on demontre A(O) et si l'on demontre
que, « pour tout.x, A(x) implique A(x + 1) », alors on peut en deduire que
« pour tout x, A(x) », Qu'y a-toil de plus mecanisable ? Eh bien, dans des
preuves a peine plus complexes ou cette regle est utilisee, il est bien rare
que l'on reussisse a faire Ie pas inductif, ou a donner la preuve que «pour
tout x, A(x) implique A(x + 1) », et ce, en utilisant precisement la proposi­
tion A qu'on veut demontrer, Dans nombre de cas significatifs, il faut trou­
ver une proposition B, plus forte que A, au bien telle que « B implique A »,

et pour laquelle, par contre, on reussit a demontrer que « pour tout x, B(x)
implique B(x + 1) », La proposition Best appelee charge inductive. B peut
etre beaucoup plus compIexe que A : il n'existe aucun critere a priori pour
choisir B, si ce n'est quelques vagues indications heuristiques selon les­
quelles la charge inductive doit « contenir tout ce dont on a besoin », sur la
base a la fois des hypotheses, de la structure de la demonstration qu'on est
en train de construire et de la these visee. En realite, Ie choix de B entre
une infinite de possibles se fonde sur des analogies. Analogie avec une
preuve deja rencontree, qui peut eventuellement etre algebrique, alors
meme qu'on est en train de travailler en geometric, ou bien, analogie avec
une induction sur Ie nombre des dimensions, qui est inspiree d'une autre
demonstration, tres differente, etablie sur la longueur des formuIes, etc.
Analogies et ponts entre differentes formes de connaissance, normalement
a I'interieur des mathematiques, mais peut-etre pas toujours, car l'analogie,
tout comme la metaphore, peut facilement nous en faire sortir.

Evidemment, tout cela n'est en rien prejudiciable au programme du for­
maliste qui peut toujours, dans ces cas-la, reconstruire a posteriori le cadre
logico-formel de la preuve ou, tout simplement, il remplacera A par B Ia au
cela devra s'averer necessaire, Il s'agit la neanmoins d'un obstacle insur­
montable sur la voie de l'hypothese logico-computationnelle, car il n'existe
aucune machine qui soit en mesure de choisir B dans Ie cadre d'une
demonstration nouvelle.
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La question de la charge inductive constitue desormais un point crucial
de I'Interactivite pour des programmes interessants de demonstration auto­
matique. II existe en realite de nombreux et beaux systemes de calcul et de
deduction automatique qui sont eminemment interactifs : Ie mathematicien
isole des comptes monstrueux, des explorations de bases de donnees
enormes, qu'il fait ensuite executer par l'ordinateur, de maniere aussi
rapide que parfaite; il distille des lemmes terribles, aux mille passages
mecanisables, puis il les transmet au systeme, en intervenant finalement
dans les choix cruciaux touchant a la demonstration d'un theoreme, tels Ie
choix de la charge inductive, de l'hypothese riche de sens, etc. Finalement,
libere des mythes, l'ordinateur, avec sa puissance de calcul deductif-formel
toute particuliere, donne, dans certains cas, litteralement des ailes au calcul
et it la demonstration humains, et ce grace a une interaction homme­
machine bien pensee. C'est Ia une interaction qui renvoie l'usage de l'ana­
logie, de la metaphore et du sens a l'homme, c'est-a-dire aces connexions
typiques du reseau de connaissances et de formes de l'intelligence qui font
precisement l'unite et la force toutes specifiques de la pensee humaine.

Pour nous resumer, l'hypothese formaliste affirme que Ie seul calcul des
signes depourvus de signification peut permettre de reconstruire a poste­
riori tout raisonnement mathematique, et d'en degager Ie fondement
logico-formel; ses defenseurs reconnaissent cependant la pluralite des
formes de deduction (la fameuse « creativite mathematique ») qui, apres
seulement, c'est-a-dire a posteriori, doivent pouvoir se reinscrire au seul
niveau formel. L'hypothese logico-computationnelle, bien plus forte, sup­
pose que l'intelligence logico-formelle, fondee sur la manipulation de for­
mules concues comme des suites de symboles discrets depourvues de sens,
eux-memes codifies avec, par exemple, des 0 et des 1, permet de represen­
ter toute forme d'intelligence, c'est-a-dire non seulement de reconstruire a
posteriori Ie squelette formel des mathematiques, mais de simuler parfaite­
ment l'action « d'avancee » de ceux qui raisonnent dans chacun de ces
champs. Or, si les theoremes d'incompletude conduisent a l'echec Ie pre­
mier de ces deux programmes, ils conduisent a fortiori le second au meme
resultat ; de plus, ce second programme defaille meme devant une question
aussi banale que celle de la charge inductive en arithmetique.

Comment, des lors, s' en tirent les defenseurs, toujours nombreux, de ces
deux programmes? Les formalistes, bien conscients de la pertinence meta­
mathematique des theoremes d'incompletude, affirment qu'il ne s'agit pre­
cisement et exclusivement que de « trues metamathematiques » (impliquant
ad hoc la metatheorie), et que les demonstrations de propositions interes­
santes sont reconstructibles formellement. Or, decider de ce qui est interes­
sant n'est qu'affaire d'opinion, et pour moi, le theoreme de normalisation
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de Girard est a la fois interessant et gros de nombreuses applications, sur le
plan informatique en particulier, bien que la preuve ala Tait-Girard engage
la metatheorie, On peut dire la meme chose a propos de la FFF, OU, de
maniere encore plus explicite, la variete de nos formes de connaissance
entre dans la demonstration, et ce, precisement, a travers le concept
d'infini.

Quant aux defenseurs de l'hypothese logico-computationnelle, apparem­
ment ou ils ignorent purement et simplement ces resultats, ou ils en
donnent des interpretations empruntees aux argumentations formalistes
bien plus doctes, bornees neanmoins a la seule mathematique ; c'est dire
qu'ils continuent a affirmer que les limites de la machine sont egalement
des limites pour l'homme, ou encore que les choses « interessantes » que
l'homme sait faire, la machine le sait egalement, rejetant tout le reste au
nombre des choses ininteressantes ou inexistantes (certains, comme
Searle 14, qualifient ces theses d'« eliminationnistes », terme peut-etre un
peu trop lugubre, mais expressit). D'autres enfin, plus audacieux, sou­
tiennent que l'ordinateur digital pourrait ne pas se limiter a travailler au
seul niveau formel-theorique. IIs contredisent ainsi les deux hypotheses
des du fonctionnalisme (concernant et le dessin des ordinateurs et leurs
langages), c'est-a-dire la codificabilite, au seul niveau theorique, de toute
forme d'intelligence en symboles discrets, codifiables a leur tour dans
l'arithmetique formelle ou dans des theories semblables, et l'independance
de cette codificabilite (mais non du code lui-meme, evidemment) a l'egard
de toute implementation specifique. Comme je l'ai deja indique, la codifi­
cabilite symbolique (l'unicite du niveau conceptuel auquel s'inscrivent tant
de 0 et de 1) et I'independance «de ce qu'on sait faire » a l'egard de
contextes et d'implementations specifiques (l'idee fondamentale de la pro­
grammation des ordinateurs, c'est-a-dire la «portabilite du logiciel »)
excluent precisement le reseau de connexions typique de la pensee
humaine qui se fonde sur l'unite de son hardware specifique avec son soft­
ware: notre cerveau, equipe de ses « modules connexes » et de son his­
toire. II s'agit Ia d'un reseau et d'une unite qui, pour tout moniste, ne
peuvent etre fragmentes en « logiciel » et « materiel» (arne et corps ?), ni
en metalangage, langage et semantique, pour etre ensuite representes au
seul niveau linguistico-theorique, comme l'affmnent justement ces memes
theoremes.

Par contre, ce sont bel et bien cette unite, ce moi indivisible, si ce n'est
pour de pures raisons de commodite mathematique temporaire et en vue de
la construction de machines, cette dependance contextuelle, ce hardware
specifique, un materiel biologique vivant dans Ie monde et dans l'histoire,

14. The Rediscovery of the mind, Cambridge, M.LT. Press, 1982.
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qui nous permettent de faire ces « ponts » entre intelligences diverses que
constituent analogies et metaphores. Ces analogies et metaphores sont des
elements essentiels du raisonnement humain, raisonnement mathematique
compris; de plus, elles sont fortement commandees par des intentionnalites
et des emotions. C'est precisement sur ces elements constitutifs du
« sens », que l'analyse doit aujourd'hui s'arreter.

Giuseppe LoNGO

(fevrier 1999).


