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DER FEHLER DER N~HERUNGSWELLENFUNKTION 
VON QUANTENCHEMISCHEN SYSTEMEN 

Von 

SZlD£ BAR�93 
PHY$IKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT F• TECHNISCHE WISSENSCHAFTE~, BUDAPEST 

(Eingegangen:  6. VI.  1967) 

In der Quantenchemie bedeutet  die Bestimmung der Eigenschaften ron 
Atomen und Molekª die LSsung der SchrSdinger'schen Gleichung des 
untersuchten Systems. 

Ira allgemeinen ist 

( H - - E ) ~ = O ,  wobei (~v*[~v>= 1. (1) 

Abgesehen von einigen einfachen F/illen, kennen wir die exakte L5sung 
der Eigenwert-Aufgabe (1) nicht. Deswegen wurden N~iherungsverfahren aus- 
gearbeitet, mit Hilfe deren die die Gleichung (1) befriedigende Wellenfunktion 
und der dazu gehSrende Eigenwert ann/ihernd bestimmt werden k6nnen. 
Kann auch die Genauigkeit der N~iherung angegeben werden, so ist die aus dem 
Endresultat abgeleitete Folgerung mit voller Gewissheit abfassbar. 

In den meisten F/illen wird eine Wellenfunktion auf Grund des Energie- 
minimumprinzips gelSst. Die N~iherungswellenfunktion ~v wird derart variiert, 
dass der zu erwartende Wert der Energie ein MŸ ergibt: 

<~[Hl~0> = <H> = ruin, wobei <~01~ > = 1. 

Die so abgeleitete Energie n/ihert sich in vielen F/illen der Energie des 
Grundzustandes mit befriedigender Genauigkeit. Das gute Ergebnis bezª 
der Energie ist jedoch keineswegs der Masstab der Gª der N~iherungswellen- 
funktion. Die Genauigkeit des Erwartungswertes eines Operators wird ron  
einer Berechnung mit der N/iherungsfunktion, die durch die Energievariations- 
methode bestimmt wurde, noch nicht sichergestellt. 

Man soll hier zwischen zwei grundverschiedenen Verfahren unter- 
scheiden: 

a) entweder vergleicht man die N/iherungswellenfunktion mit der 
exaktcn Wellenfunktion und bestimmt in irgendeiner Weise den Fehler der 
N~iherung, und gibt den Fehler ah: 

j" (v~ -- ~)2 dv = V2 ; 
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b) oder f ª  spezielle Untersuchungen zur Best immung der Gª der 
N/iherungswellenfunktion aus und schl/igt Mittel und  Wege zu einer besseren 
N/iherung vor. 

Wir werden uns hier nur  mit der in Punk t  a) umschriebenen Fehler- 
schiitzung befassen. 

Im Zusammenhang mit  der Fehlerschiitzung der Niiherungsberechnungen 
geben die Autoren die obere und die untere Grenze des Fehlers der Energie ah. 
Mehrere Autoren befassen sich mit  der oberen Grenze des Fehlers der N/ihe- 
rungswellenfunktion.  Wir versuchen nun die untere Grenze dieses Fehlers 
folgenderweise zu best immen:  

Seie irgendeine N/iherung der exakten Wellenfunktion V die reelle und 
normierte Funkt ion ~. Dann gilt 

~v = ~v q- A, (2) 

wobei A dem Fehler der N/iherung entspricht.  
Der Erwar tungswer t  des Hermitischen Operators f ist 

somit gih 

<v~Ifl~> = <~l.f[~> -}-. 2 <Alf!~0 > ~- <~lf[/l> = 

= <~[fl~> + <zl}fl~v> q- AIf]v~ -- A> -F <A]f}~l> = 

---- <~IfI~> § <Atflq> 4- <A!fl,/,> , 

<wifIw> - <~lf]~> = <Atfl~> -4- <A]flw>. 

(3) 

(4) 

Auf  Grund der Schwarz'schen Gleichung kann geschrieben werder ,  

<Dlf!~> ~< [<ALA> <~1f21~>]~/2> 
<Lllft~0> < [<~lzl> <~lf21w>] ~t2. 

(5) 
(6) 

Aus (5) und (6) ergibt sich, dass die linke Seite x~on (4) in der Form 

<~lflv/> -- <qvlfl~ > ~ [<A !A>] '/2 {[<~r.f2t~v>] x/2 q- [<wJf2Iw>] '/2} 

geschrieben werden kann.  
Quadratwurzel  des Integrals des Fehlerquadrats :  

(7) 

<wlf2W> '/2-~ <~lf2l~> 1!2 �9 

(8) 

Falls fª (2) angenommen wird, dass 

W=~--A, 
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dann gilt 
<~lf'w> = <~lf[~> - 2<Aif]~> -~ <31flA> = 

= <~[fl~0> -- <Alfl~ > --<31fl~>. 
(3a) 

Mit Hinsicht  auf  (5) und (6) ist 

<~lfl~> - <wlfl~o> ~< <L41~>~/2{<qplf2!qJ> ~/2 + <~lf21w>1/2}, (7a) 

woraus 

�89191 > <~}fl~> --  (~~176 (8a) 
<v/If2{v/>l/2 -~- <~{f21~>1/2 

Die rechten Seiten ron  (8) und (8a) unterscheiden sich nur  im Vorzeichen, 
eines von beiden ist also immer negativ.  Weil das sich ah der l inken Seite der 
Gleichung befindende Fehlerquadra t - Ia tegra l  nur  positiv sein kann,  ist eine 
Ungleichheit, wo sich auf  der rechten Seite eine negative Quantit i i t  befindet,  
nichtssagend. Unter  Ausklammerung dieses Falles gilt: 

<AI{LI>x/z > r<~rflw> - -  < ~ I f ] q > t  

(~[f2[~v>l/2 A- <~vlf2i~>l/2 

Ffir die untere Grenze der N~iherungsfunktion erhielten wir dadurch 
eine Formel, in der nur  messbare und berechenbare Quanti t / i ten vorkommen.  
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