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O. Introduction 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient # une mesure de probabi- 
lit6 sur les bor61iens de G et {Y~}z___l une suite de variables al6atoires 
ind6pendantes et de loi # sur G. Nous nous proposons d'6tudier le comporte- 
ment asymptotique du produit X n-- Y1 ... Y,. 

Ce probl6me a 6t6 abord6 par divers auteurs, citons Furstenberg, Kesten [7, 
9], Tutubalin [25], Virtser [26], Raugi [23]. Dans ces articles, on suppose que 
# est absolument continue par rapport ~t la mesure de Haar  de G (ou que plus 
g6n6ralement # est 6tal6e [1]), ou encore [9] que les Y~ sont positives. 

Notre  6tude, faite sans hypoth6se d'6talement ni positivit6, pr6cise les tra- 
vaux pr6c6demment cit6s. Pour illustrer les r6sultats obtenus, consid6rons, par 
exemple, le cas du groupe G=Sl(d, IR) des matrices carr6es r6elles d'ordre d de 
d6terminant 1. 

D6signons par N (resp. N) le groupe des matrices triangulaires sup6rieures 
(resp. inf6rieures) ayant des <<1>> pour 616ments diagonaux; par K le groupe 
SO(d) des matrices orthogonales (i.e. ~ M = M  -1) de d6terminant 1. Alors nous 
savons que tout 616ment g de C s'dcrit de fagon unique: 

g = u(g) Exp b (g) k(g) avec b (g) = diag (bl (g) . . . .  , bd (g)) 

(dOcomposition d'Iwasawa) 
d 

u(g)~N, k(g)~SO(d), Vi~{1, . . . ,d}  bi(g)~N et ~b~(g )=0 .  
i=1 

D'autre part, tout 616ment g de G s'6crit 
c(g) = diag (c 1 (g) . . . . .  cd(g)) (d~composition polaire) 

d 

ViE{i, ..., d} ci(g)elR, ~ ci(g)=0 et Cx(g)_< . . .  =_ca(g ). 
i=1 

Les r6els ci(g), 1 <=i<=d, sont d6terminds de fa~on unique par g tandis que le 
couple (kl, k2) n'est pas unique. 

g =  k 1 Exp c(g) k 2 avec 
avec kl, k2ESO(d), 
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Lorsque  cl(g)<...<ca(g), alors les autres  d6composi t ions  polaires de g 
s 'obt iennent  en rempla~ant  le couple (k~, k2) par  un couple  (kt m, m-~k2) avec 

m ~ M = {diag (~1 . . . .  , ea) e S l(d, IR): ei = • 1}. 

Soit f l  . . . . .  fa la base  canonique  de IR a. Pour  tout  i~{1 . . . .  , d - l } ,  nous 
appelons  Hf le sous-groupe  ferm6 de G qui laisse invar iant  en direction le ( d - i ) -  
vecteur f / + l A . . . A / d .  Nous  avons Hi=-{((azk))ESl(d, iR): alk=0,  / e{1  . . . .  ,i}, 
k e { i + l  . . . .  ,d}}; et l 'espace bomog6ne  G/H~ s'identifie /t l 'espace des sous- 
espaces de dimensions  ( d - i )  de IRa. 

Si O est un sous-ensemble  de 2 ;={1 . . . .  , d - l } ,  nous posons  Po=G si O = s  
et /50= (~ H~ si O4=N; en part icul ier  H~=/~s_~.  Les espaces homog~nes  

ie2~--O 

G/Po, 0 c 2 ; ,  sont des espaces de drapeaux.  Par  exemple,  lorsque 2 ; - 0  
= { i  I . . . .  , i~} avec i~ < . . .  < iz, l 'espace homog~ne  G//5os'identifie ~ l 'espace des l- 
uples de sous-espaces de IR a (Ei . . . . . .  Ei~) tels que d i m E ~ = d - i j  et E~j+~cE~j, 
j e  {1, .. . ,  l}. 

Apr~s ces prdliminaires alg~briques, donnons  nous une mesure  de p robab i -  
lit~ /~ sur les bor61iens de G. Nous  appe lons  G,  [resp. T,] le sous-groupe [resp. 
le semi-groupe]  ferm6 de G engendr~ par  le suppor t  de #. Nous  raisons sur # 
l 'hypoth~se (H) suivante:  

(H) G, et ses sous-groupes d'indice fini, agissent de fafon irr~ductible sur IRa et 
ses puissances extdrieures. Autrement dit G, ne laisse pas invariant une rdunion 
finie de sous-espaces propres de A~IR e pour tout k e  {1, . . . ,  d}. 

Les r~sultats s '6noncent  alors en deux parties:  

A. Comportement de X ,  en coordonndes d'Iwasawa et polaires 

Posons:  

O = O , = { i ~ { 1 ,  . . . , d - i } :  sup Ici+l(g)-ci(g)l< +oQ}. 
geT~ 

I1 est clair que 0 = Z si et seulement  si T. = Gues t  compact .  
Nous  mon t rons  qu' i l  existe sur l 'espace homog6ne  X~=G/Po une unique 

mesure  de probabil i t6  #- invar iante  (i.e. telle que /~* v = v ) ;  et la suite de mesu-  
res {ex, * v},_> 1 converge vaguement ,  p.s., vers une mesure  de Di rac  ez. 

Par  t ransposi t ion,  il s 'ensuit qu'il  existe sur J~,=Po\G (avec Po=tPo) une 
unique mesure  de p robab i l i t6 / t - invar ian te  7 (i.e. telle que ~ .  ~ =  ~) telle que 

lira ~. Y,... )11 = e2. 
n 4 o o  

De ces convergences on ddduit, pour  le p rodui t  X , ,  le c o m p o r t e m e n t  
suivant:  

i) Les images dans  X ,  des composan tes  kl(X,)  et u(X,) convergent  p.s. vers 
Z. Aut rement  dit pour  tout  i e 2 ; - O ,  les suites de v.a. {k~(X,)(J~+I/x ... Afa)} 
et u(X,)(fi+l/x ... Afa)} , ~ valeurs dans l 'espace des sous-espaces vectoriels de 
d imension ( d - i )  de IRa, convergent  p.s. 
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ii) sup suplbi(X,)-ci(X,)]<+o~; et pour tout icE-O, les suites 
l < - i < d  n 

{(b i - b i +  0(X,)} et {(c i - c i +  0(X,)} convergent p.s. vers ( - o e ) .  

iii) Les images dans Xu des composantes kz(Y,... I11) et k(Y,... I11) conver- 
gent p.s. vers Z; et par suite les images clans X,  des composantes k2(X,) et 
k(X,) convergent en loi vers 7. Autrement dit, les suites de v.a., (iaZ-O), 
{(el A.../x el) k2(X,)} et {(el A.. . /x el) k(X,)}, ~t valeurs darts l'espace des sous- 
espaces vectoriels de dimension i de tnt/={(Ul, ..., Ud): uielR}, convergent en 
loi [(e~, ..., ed) ddsigne la base canonique de tlRd]. 

En particulier, lorsque O~=0,  la composante u(X,) converge p.s.; l'image 
de kl(X,) dans K/M converge p.s.; et les images de kz(X.) et k(X,) dans M\K 
convergent en loi. 

Supposons, outre l'hypoth6se (H) que y Logllgll#(dg)< +co. Alors pour 
G 

tout i~{1,...,d}, les suites {~b~(X,)} et {!ci(X,)} convergent p.s. vers des 
r6els 2~ v6rifiant: 

d 

�9 ~ i < ~ i + 1  si i~Z-O,  ~i=~i+l si l e o  et ~ 2i=0.  
i = 1  

Lorsque G~, n'est pas compact (i.e. 0#2), on a donc n6cessairement 21 <0  et 
2a>0. 

Ces r6sultats contiennent les th6orhmes de Furstenberg qui portent sur la 
croissance exponentielle des vecteurs lignes de X,  et sur la d6croissance expo- 
nentielle des angles de ces vecteurs [-7]. 

Eneffet, onvoitais6ment:d'unepartquelessuites{1Log,luX,,l},u~'N d, 

} nt p s vor    d'aut e art quelessu t s 

IluX, A 

u, vEtN e, u et v non colin~aires, convergent p.s. vers (2d_ 1-2d). 2 e est stricte- 
ment positif d~s que G n'est pas compact et (2 e_ 1 -2d)  est strictement n6gatif si 
sup ICd_l(g )-cd(g)l = + Oe. Ces r6sultats peuvent s'interpr~ter g6omdtriquement 
geTt~ 

dans un compactifi6 naturel G/K 6tudi6 par Moore [18]: si O = 0 ,  l'image 
canonique de X,  dans G/K converge vers un point fronti6re d'un type parti- 
culier et on peut pr6ciser, en coordonn6es polaires ou horosph6riques, le 
comportement des diverses composantes. 

En fait, I'espace G/K s'identifie /t l'espace des ellipsoides de N. e, centrds en 
0, de volume unit6 et les rdsultats prdcddents donnent le comportement asymp- 
totique de l'image de la boule unit6 par X,. 

Une autre cons6quence des r6sultats pr6c6dents concerne les exposants de 
Liapunoff du cocycle d6fini par X,  [20] dans le cas off O = 0  et 
~LogjlgJp#(dg)< + ~ :  consid6rant les Yk comme ddfinies sur l'espace G Z des 
G 

suites bilat6res muni du shift ~ et de la mesure produit infini #2,, on peut 
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trouver une application F(co) de G z dans Gl(d,N) telle que Log llF(co)[[ soit 
int6grable et que X .  s'6crive sous la forme: 

x.(~o) = r ( c o )  D . ( ~ o ) r  - ~ o 6n(o~)  

off Dn est diagonale et v4rifie 

lim DZ,/"= diag(e ~, eZZ, ..., e ~) 
n ~ + o O  

c'est-h-dire que Xn se comporte  de mani4re analogue aux itbr6es d'une matriqe 
diagonale h termes diagonaux distincts. 

L'ensemble de ces r6sultats est obtenu en utilisant de mani4re essentielle la 
proximalit6 de l 'action de G sur l'espace des drapeaux, proximalit6 mise en 
6vidence en [-8], et qui permet de montrer  la convergence vers une mesure de 
Dirac de la suite de mesures ex,* v. Une hypothhse de moment  permet alors de 
pr6ciser grgLce au th6or4me ergodique, ce r6sultat qualitatif ce qui fournit le 
comportement  exponentiel des normes des vecteurs lignes et des angles entre 
vecteurs lignes. 

B. Comportement des coefficients de X .  

p,s ,  
Nous avons vu que X , .  v , ez, nous nous int6ressons /t pr6sent /t la conver- 

gence des suites X , . u ,  ueG/Po. 
Sous l 'hypoth6se (H), nous montrons que pour tout ueG/fio la suite {X , .u}  

converge en probabilit6 vers Z. 
Supposons, outre l 'hypoth6se (H) que ~ IrgH'#(dg)< + oo pour  tout a > 0  (ou 

G 

plus g6n6ralement pour un certain a>0) .  Alors pour tout u~G/Po, la suite 
{X,.u} converge p.s. vers Z. 

Pour prouver cette seconde affirmation, nous montrons que la mesure v, 
(dont on sait seulement qu'elle existe), int6gre certaines fonctions non born6es 
g6n6ralisant les potentiels logarithmiques. 

Appelons aij(n), i, je{1 .. . .  ,d}, les coefficients de la matrice X,. Supposons 
que # v6rifie l 'hypoth6se (H), que sup[ca_l(g)-ce(g)[= + co et que ~ [[g[[~#(dg) 

g ~ T~ G 

< + 0% pour un certain c~ > 0. Des r6sultats pr6c6dents on d6duit, pour le produit 
X,, le comportement  log-normal suivant: 

i) Vi, j, 1Loglalj(n)[ p.s.> 2~ 
n 

ii) I1 existe des r6els > 0, C et o-, tels que 

sup sup IP [log[alj(n)[-n2a<_t]_ ~/=_ t ,2 < C 
,,j L e- au 

Pour obtenir ce type de r6sultat on observe selon [-16] que la chaine de 
Markov d6finie par X/-1 sur l 'espace des drapeaux v6rifie des propri6t6s de 
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contraction conduisant /t la quasi-compacit6 des op6rateurs correspondants 
dans des espaces de fonctions Lipchitziennes; ceci r6sulte des propri6t6s 
particuli6res du comportement asymptotique de X,. Grgtce aux informations 
obtenues sur la mesure stationnaire v, on peut alors contr61er les diverses 
composantes de X, en coordonn6es polaires et r6duire le comportement des 
coefficients ~t celui de la partie diagonale de X,. 

1. Pr61iminaires alg6briques 

Nous donnons ci-dessous une description des d6compositions d'Iwasawa, de 
Bruhat et polaire, d'un groupe de Lie semi-simple. Cette description r6sume 
des r6sultats classiques, expos6s, par exemple, dans [13]. 

Soit G un groupe de Lie ayant (~r [ ,  ]) pour alg6bre de Lie. Nous 
appelons ad la repr6sentation adjointe de ~ (i.e. adX(Y)=[X, Y], VX, Y~). 
Nous disons que G [resp. ~]  est semi-simple si la forme de Killing 

F(X, Y) = tr (ad X ad Y), (X, Y~ ~), 

est non d6g6n6r6e. 

(1.1) Lorsque ~ est une alg~bre de Lie semi-simple il existe des 
ddcompositions N = X  O ~  de ~ en la somme directe d'une sous-alg6bre ~ et 
d'un sous-espace ~ v6rifiant: 

ii) La restriction de la forme de Killing fi X [resp. /t ~ ]  est d6finie 
n6gative (resp. d6finie positive), x(( et ~ sont orthogonaux pour F. 

Ces ddcompositions sont dites de Cartan. 
[Par exemple si ~ =sl(d, lK)= {matrices carr6es d'ordre d h coefficients dans 

1K (=~,. ou C) de trace nulle}, ou plus g6n6ralement si ~ est une alg6bre de 
Lie semi-simple auto-adjointe de matrices (i.e. X~(#~tXeff), alors la 
d6composition d'une matrice en la somme d'une matrice antihermitienne et 
d'une matrice hermitienne est une d6composition de Cartan]. 

Du fait que la forme de Killing est d6finie n6gative sur : U O  i~, il r6sulte 
que l'alg6bre de Lie de matrices ad(4ff O i r  ~) est la conjugu6e par un 616ment 
de GL(dimfr d'une sous-alg6bre de Lie de l'alg6bre de Lie des matrices 
antihermitiennes. Autrement dit, il existe une base de la complexifi6e fie de 
dans laquelle les matrices adX, Xe:((  (resp. X e ~ )  sont antihermitiennes (resp. 
hermitiennes). 

Choisissons une sous-alg6bre ab61ienne maximale d de ~. I1 existe alors 
une base de ff dans laquelle les matrices de a d d  sont diagonales. Les 616ments 
diagonaux de a d d  d6finissent des formes lin6aires r6elles sur ~ appel6es 
racines. 

Appelons A l'ensemble des racines et, pour tout aeA, posons 

f#~ = {X~fr ad H(X)= a(H)X, V H ~ r  ; 

nous obtenons la d6composition fr ( ~ .  
a~z] 
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Appelons a l 'automorphisme involutif de f# d6fini par a(X)=X si X ~  et 
a (X)=  - X  si X e ~ .  On v6rifie facilement que: 

i) si eeA, alors ( - e ) e A  et ff(_~)=a(f#~), 

ii) f#0 = J / / |  o6 Jr {X~,~ :  [X, sd] =(0)}. 

Soit d '  l'ensemble des points de d o6 aucune racine de A-{0}  ne 
s'annule. Les composantes connexes de ~r (en nombre fini) sont les chambres 
de Weyl. Choisissons une chambre de Weyl W e t  notons A_ [resp. A+] 
l'ensemble des racines, non nulles, n6gatives [resp. positives] sur W. 

Posons 
W =  @f#~ et j l>= @fg~_~)=a(~) .  

a t ~ A  - ~ z l  - 

Des inclusions, 
V~,~A, [fr fr ~ ~ + ~  

(avec la convention fq~+a=(0) si e+fiCA), il r6sulte que Y e t  ~? sont des sous- 
alg6bres de Lie nilpotentes de f#. xgOW et sue @ ~ sont des sous-alg6bres de 
Lie r&olubles de f# et nous avons 

= [se, ~ 3 ,  Y = [d ,  Y ] .  

On obtient alors pour f# les d6compositions, dites ~d'Iwasawa>>, 

f C = A / O d |  et ~ = . A ~ G d O J t q .  

La seconde se d6duisant de la premi6re par l 'automorphisme a. 
Ces ddcompositions ddpendent des choix: de la d6composition de Cartan; 

du sous-espace ab61ien maximal d et de la chambre de Weyl W. On montre 
que deux d6compositions d'Iwasawa se d6duisent par un automorphisme 
int6rieur. 

D'autre part, nous obtenons aussi la d6composition dite <<de Bruhat>>: 

(1.2) D6signons par N, N, A et K les sous-groupes de Lie connexes de G 
ayant respectivement ~,, Y,, d et s f  pour alg6bre de Lie. N et N sont des 
sous-groupes nilpotents simplement connexes de G. A est un sous-groupe 
ab61ien simplement connexe de G, doric i somorphe/ t  (F,, d~m~, +). K contient le 
centre discret Z(G) de G e t  le quotient K/Z(G) est un groupe compact. 

Appelons Ad la reprdsentation adjointe de G. Soient c~A, Xef#~ et a~A; 
6crivons a =  expH avec H~sr nous avons 

Ad a (X) = Ad (exp H) (X) = Exp ad H (X) = e ~(n) X; 
autrement dit, 

Ad a(X) = q)~(a)X, 

oti ~0, est un homomorphisme de A dans IR+. 
Appelons M (resp. M') le centralisateur (resp. le normalisateur) de A dans 

K. M e t  M' sont des sous-groupes ferm6s de G ayant dr pour alg6bre de Lie. 
Comme M e t  M' contiennent le centre Z(G) de G e t  comme K/Z(G) est 
compact, M'/M est un groupe fini, appel6 le groupe de Weyl. Chaque 616ment 
de M' permute les chambres de Weyl. Le groupe de Weyl op6re de faqon 
simplement transitive sur l'ensemble des chambres de Weyl. 
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Ceci dit nous avons pour G les d6compositions suivantes: 

I)  D&omposition d'Iwasawa de G. G =NAt (  (ou G=KAN, NAK, KAN) 
L'application qui au triplet (n, a, k) associe le produit nak est un isomorphi- 

sme de vari6t6s analytiques de N x A x K sur G. 

2) DOcomposition polaire de G. G = K exp WK 
Tout  616ment g de G s'6crit k 1 expak2, avec kl, k2eK et aeW (fermeture de 

la chambre de Weyl W dans s~/). L'616ment a est d6termin6 de fa~on unique. 
Lorsque a~W, les autres d6compositions de g s'obtiennent en remplaqant le 
couple (kl, k2) par (k 1 m,m-lk2) avec maM. 

3) D~composition de Bruhat de G. G= U N m R A M  
meM'/M 

(ou G=  U N m N A M =  ~ N m N A M =  ~ NmRAM).  
meM'/M meM'/M m~M'/M 

Choisissons des repr6sentants mi, 1<iNs, dans M' des 616ments de M'/M. 
Alors G est la r6union disjointe des sous-vari6t6s NmiNAM, l<-i<-s. N N A M  
est une sous-vari6t6 ouverte de G et les autres sont des sous-vari6t6s de 
dimensions strictement plus petites. L'application qui au quadruplet (u,~,a, 7) 
associe le produit u~a7 est un isomorphisme de vari6t6 analytique de N x R 
x A x M sur l 'ouvert N N A M  de G. 

Pour tout meM', nous avons 

(m- 1 gin) = [(m- 1Nm) ~ N] [(m- 1 gin) ~ N];  
et par suite 

N m A R M  = m [(m- 1 N m) ~ N] A R M  = (N c~ m N m- l) m ARM. 

Le groupe nilpotent (m-~Nm)~N admet pour algSbre de Lie 

@ %. 
{cteA - : ~ o A d m e A  - }  

Par suite (m-lNm)c~N=N<=>aoAdmeA,Vc~ed_ ~=>meM. Lorsque m en- 
voie A_ sur A+ (i.e. lorsque m correspond /t l'bl6ment du groupe de Weyl qui 
envoie W sur ( - W) ) ,  nous avons (m-1Nm)c~N= {e} et N m A N M = m A N M .  

Dans la suite nous noterons m~ un repr6sentant dans M' de l'616ment de 
groupe de Weyl qui envoie W sur ( -  W). 

(1.3) Exemple 

G = SL(d, IR) 

N =  {matrices triangulaires sup6rieures r6elles fi 616ments diagonaux 6gaux/t  1} 

N =  {matrices triangulaires inf6rieures r6elles ~ 616ments diagonaux 6gaux/t 1} 

A = {matrices diagonales/t coefficients strictement positifs, de ddterminant 1} 

K = SO(d)= {matrices orthogonales de d6terminant 1} 

el---- 1 M =  diag(e~, ...,~a): ei = -+1, z'= 
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DOcomposition d'Iwasawa: G=NAK (ou KAN, NAK, KAN) 

D&~176176176 M'={+-I,+( 01 ~)}, 

K 

0 
 ,oo 1 

NNAM={(: bd)eSL(2,1R):d=t=O } et (__~ 10) NAM 

_-{(: 

0) NAM 

�9 pour d = 3, le groupe de Weyl admet les reprdsentants suivants dans M': 

/ (i ~ Z) (Z-li) (i~ I, m 2 = 0 - -  , m 3 = 0 , m4 = 0 , 

1 0 1 ( xz) 
m 5 ~  0 , 

0 
On v6rifie que: 

N ANM ={((alj))~SL(3, ~):  

Nm2 ANM = {((ao) )~SL(3, IR): 

N m  3 A lUM = {((a/j))eSL(3, ~) :  

Nm4ANM = {((ao))~SL(3 , ~):  

Nm5 AIVM = {((aij))~SL(3, N): 

Nm6 ANM = {((ao) ) eSL(3, R): 

m 6 =  - - 1  . 

0 

) 
a22 a23  

a33 =l=O e t  A 2 =  @ 0 ~ ,  
a32  a33  J 

a 3 3 = 0  et A24:O}, 
a 3 3 = # 0  et Az=O}, 

a33 =az3 =O, a32=[=O}, 

a32 = a33 = O, a23 =[= 0},  

a32  = a33 = a23 = O} ---- m 6 AIYM.  

Ces parties de G, en projection sur G/ANM sont des orbites de N et elles 
s'interpr&ent g60m6triquenent comme suit. Comme ANM est le stabilisateur 
du couple des sous-espaces engendr6s par e3 seul et (e3, e2), l'espace homogane 
G/A1VM est l'espace des drapeaux de ~3,  c'est-/t-dire des couples form6s de 
deux sous-espaces emboit6s de dimension 1 et 2. D'autre part, l'espace des 
droites de ~ 3  n'est autre que le plan projectif p 2  et G/ANM s'identifie donc 
6galement /t l'ensemble des 616ments de contact /~ p 2 ,  c'est-~-dire des couples 
(x, Ix, y]) form6s par un point xeP 2 et une droite passant par ce point et not6e 
[x,y].  Alors, en notant de la marne faqon vecteurs et points correspondant s 
de p2, les 616ments m/ du groupe de Weyl se projettent suivant les 6 616ments 
de contact 
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e 1 

e2 e 3 

F i g .  1 

(e3, [e3, e2]), (e3, [e3, eli) ,  (e2, [e2, e3]), 

(e2, [e2, el]), (el, [el ,  e3]), (el, [el ,  e2]) 

don t  les orbites sous N sont respect ivement :  
- tous les 616ments de contac t  d 'or igine ext6rieure /t la droite [el ,  e2] et ne 
passant  pas par  el (dim 3) 
- t o u s l e s  616ments de contac t  passant  par  el mais  d 'or igine non situ6e sur 
[el ,  e2] (dim 2) 

- t o u s l e s  616ments de contac t  d 'or igine sur [el ,  e2] mais  ne passant  pas par  el 
(dim 2) 
- t o u s l e s  616ments de contac t  passant  par  el mais  distincts de (el, [el ,  e2]) 
- t o u s l e s  616ments de contac t  d 'or igine e~ mais distincts de (el, [el ,  e2]) 
- l'616ment de contact (el, [el, e2]). 1 

(1.4) Les groupes  N A M  (ou N A M = m s N A M m f  1) de la section (1.2) sont des 
sous-groupes  ferm6s moyennab ies  de G: en effet N A M  est une extension 
compac te  du groupe  r6soluble NAZ(G). C o m m e  deux d6composi t ions  
d ' Iwasawa  de G se d6duisent par  un a u t o m o r p h i s m e  int6rieur, ces groupes  
s 'obtiennent ,  ~t par t i r  de l 'un d'eux, par  conjugaison.  En fait nous savons ([6] 
th6or6me (1.10)) que ces groupes  sont des sous-groupes  moyennab les  maximaux 
de G. 

(1.5) Ddfinition. Nous  appelons  sous-groupe  parabo l ique  de G, tout  sous- 
groupe  ferm6 de G contenant  un des sous-groupes  NAM. 

(1.6) Donnons -nous  une d6compos i t ion  d ' Iwasawa  G = N A K  de G et le sous- 
groupe  moyennab le  max imal  NAM correspondant .  

Nous  savons (voir, par  exemp!e, [2] w ou [17] w que les sous-groupes  
ferm6s de G contenant  N A M  sont les sous-groupes  Po d6finis de la fagon 
suivante. 

D6signons par  A l 'ensemble des racines ayant  servi ~ d6finir N; par  Z 
l 'ensemble  des racines simples de A .  [Rappe lons  qu 'une  racine de A est 
s imple si elle n 'est  pas la s o m m e  de deux racines de A ; tout  616ment de A 
est alors, de faqon unique, une combina i son  lin6aire /t coefficients entiers 
positifs de racines simples].  

Soit O un sous-ensemble  de S;  posons  Ao={a~A:q)~,(a)=l, Vc~O} et 
appe lons  K o  le central isateur  de Ao dans K;  alors Po est le sous-groupe 
parabol ique  K o A N = N A K o .  L'appl ica t ion  O--,Po est vis iblement  croissante et 
de plus Poc~Po,=Pono,, P~=MAN, P~_ =G. 

1 Plus g6n6ralement, si on appelle A k, k e { 1 ..... d - 1 } les mineurs principaux de la matrice ((au)) (voir 
(5.5)), alors NASIM = {((ai.j))ESL(d , ~): Ak+O , Vk~ {1, ..., d - 1}}. 
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Notons [O] le sous-ensemble des racines de A qui sont des combinaisons 
lin6aires ~t coefficients entiers de racines de O; l'alg6bre de Lie de Po est alors 

@ %. 

Tout sous-groupe parabolique de G est donc un conjugu6 d'un des sous- 
groupes paraboliques standard Po, 0 c S. En outre, tout sous-groupe paraboli- 
que est son propre normalisateur. 

Nous notons Po le sous-groupe parabolique KoAN=NAKo.  L'alg6bre de 
Lie de /~  est @ ~ .  

c~e[O] u A + 

Nous avons 
G= ~) NmPo(=~NmPo=Q)NmPo=~)NmPo), 

m e M ' / M '  o m m m 

off M'o=M'~Ko. La sous-vari6t6 NmPo s'6crit aussi mN'n'~ off N ~'~ est le 
sous-groupe de Lie connexe de N ayant @ ~ pour alg6bre de 
Lie. ~e(A _oAdm)n[,[Olc~A - 

L'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomorphisme 
de varidt6s analytiques de N~'~ Po sur l 'ouvert N~'~ de G. 

(1.7) Consid6rons une d6composition de Bruhat de G, soit 

c= U Nm~AM. 
m e M ' / M  

Pour tout m~M'/M, appelons Wm la fermeture de la sous-vari6t6 NmNAM 
dans G. W~ est la r6union de NmNAM et d'une r6union W,~ de sous-vari6t6s 
Nm'NAM, m'~M'/M, de dimensions strictement plus petites que celle de 
NmNAM. NmNAM est un ouvert de W~, pour la topologie induite. 

(1.8) Exemples 

�9 G = SL(2, ~) 
W~=G et W,,,s=m~NAM. 

Les sous-groupes paraboliques de SL(2,N) sont SL(2,N.) et les conjuguds de 
NAM (ou NAM). 

�9 G = SL(3, IR) 
VV~=G, Wm~=N{m.~,m,,,m5,m6}NAM, 

W,,,~=N{m3, m4, ms, m6}NAM, W,,,4=N{m4, m6}NAM, 

W,~=N{ms, m6}NAM, Wm6=m6NAM. 

Les sous-groupes paraboliques de SL(3,1R) sont SL(3,N) et les conjugu6s 
des sous-groupes NAM (ou NAM), {((au))~SL(3,1R): az l=a3 1 =0 }  et 
{((a/j)) e SL(3, IR): a31 = a 32 = 0}.  

2. R6sultats principaux 

A) Suites contractantes 

(2.1) D(Jinition. Nous disons qu'une suite {gn},_>l d'616ments de G est contrac- 
tante si pour une d6composition polaire G=K expWK de G, gn s'6crit xna~k~ 
avec x,, k, eK, a .eexp W e t  ~p~(a,)~0, pour tout ~ A  . 
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Nous allons fi pr6sent 6tudier de telles suites; en particulier nous allons voir 
que lorsque {g,} est une suite contractante, alors la propri6t6 6noncde est vraie 
pour toutes les d6compositions polaires (corollaire (2.3)). 

(2.2) Lemme. Soit ft, [resp. u,] une suite d'Ol~ments d'un compact C de N [resp. 
de N]. Soit a. une suite d'~l~ments de A telle que qo~(a,)--*O, Vc~eA . Alors ~,a, 
[resp. a,u.] s'~crit x ,b ,k ,  avec x,, k, eK, b, e ex p W  tels que x,--*e, k , ~ e  et 
a.b2 a --+e. 

Preuve. Ecrivons fi, a.=x',b,k', avec x',, k',eK et b.eexpW. 

1 ~ Supposons que la suite x'. converge vers x. G poss6de la ddcomposition de 
Bruhat G =  ~ N m A M N .  Soit meM'  tel que x e N m A M N ,  x appartient alors 

meM~M 
/t l 'ouvert K c ~ N A M N m  de K; si bien qu'~ partir d'un certain rang x', s'dcrit: 

X'n = ~n On Cn ~n m 

avec ~ e N ,  v.eN,  c ~ A ,  y~eM tel que v.-~v, v.-~v, c.-~c, 7.-~? et x=~vc7m.  
Nous avons alors: 

O~a~=x.(mb.m-1)k~ 

en posant k,=7,mk',  et x,=x'n(7,m) 1 =~nV. Cn~VC. 
Comme a2 l~,a,  et a2 1 ~nan convergent vers e, de l'6galit6 

(a; 1 ~, an) = (a2 1 ~n a,) (a~ 1 v, an) [a2 1 c, (m b, m - 1)] kn, 

il r6sulte (continuit6 de la ddcomposition d'Iwasawa G = N A K )  que: 

1) a2 1 v, an~e; ce qui entraine vn~e= v. 

2) cnayl(mb, m-1)~e;  ce qui entraine que qo=(mb, m-1)~OVc~eA_, donc 
mbnm l e e x p W  fi partir d'un certain rang; par suite (puisque b .eexpW) meM 
et mbnm- a =bn. 

3) kn--*e. 
Mais alors nous avons aussi x n ~ c e N A c ~ K = { e } .  Et le lemme est ainsi 

prouv6, dans le cas considdr6. 

2 ~ Cas gOnOral. D'apr6s la premi6re partie les valeurs d'adh6rence de la suite 
x'n sont dans M; autrement dit l'image de la suite {x'n} dans K / M  est une suite 
convergeant vers l'image de l'616ment neutre de K. Nous pouvons donc trouver 
une suite {7.}n_>~ de M telle que xn=x',Tn--*e. En 6crivant ~r k, avec k, 

=T2ak'n, nous sommes alors ramen6s /t la situation envisagde au 1~ iCe 

c~(logan) 
lemme g6n6ralise lel lemme 4 de [26] qui suppose qu'en outre sup, fl(logan) < 

+ oo, pour ~, f ieA_J.  

(2.3) Corollaire. Si {gn}n>-i est une suite contractante de G, alors pour tous x, 
yeG la suite {xgny}n_>_l l'est aussi. 

Preuve. Soit g,=x.a .kn  avec xn, kneK et aneexpW tel que opt(an)--*0, Yc~eA . 
Ecrivons xx,=k'n~nbn avec k',eK, ~neN et b, eA. ~, et b, varient respective- 

ment dans un compact de N e t  de A. Appliquons le lemme (2.2) /t la suite 
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fi.b,a., x g . y  s'6crit alors x' .c. l .y  avec x'., 1.eK et c . e e x p W  avec 
r V ~ e A .  

Le corollaire (2.3) s 'obtient  alors en 6crivant 

1.y=d.u.l'. avec d.aA, u .~N et l'.eK 

et en appl iquant  le lemme (2.2) ~t la suite c.d.u.. 

(2.4) Corollaire. Soit {g.}.~_t une suite d'~ldrnents de G. Alors nous avons 
l'Oquivalence: 

i) g. admet une dOcomposition polaire x .a . k ,  telle que 

x . - - * x e N A M N  et q~(a . )~0Vc~eA_.  

ii) g. admet la dOcomposition d'Iwasawa u.a'.k'. (u.eN, a'.eA, k" eK) telle que 
u.-+u et @~(a'.)~0 V0~eA_. 

Dans ce cas on a n~cessairement: ~(u)=~(x), off {: G--*G/MAiV; la suite 
{a'.a2 l} converge p.s. et k'.=k;~k, oit {k"} est une suite d'dWments de K conver- 
geant vers un ~Wment de M. 

Preuve. i) ~ ii). 
Ecrivons, avec des nota t ions  6videntes, 

x .=u .b .m .g t .~NAM N-~ x =ubmE 

Alors a2 a~.a.--*e et a2 l ~ . a .  s'6crit v.c.k;; avec v.eN,  c.eA, k;'eK tels que 
vn--*e, c.--*e et k~-,e. 

D'ofl g. s'6crit u'.a'.k', avec 

u'. = u.(b.m.a.v.a2 i my 1 by 1)~u,  

a'.=a.b.c, et a'.ayl P--~b, 

k'.---m.k~k.. 

ii) ~ i). 

Ecrivons u.=l .~ .b ,  avec l ,~K,  b . s A  et f i . eN .  I1 suffit alors d 'appliquer le 
lemme (2,2) ~t la suite ~.b,,a'.. 

B) ThdorOme principal 

(2.5) D~finitions. 1) Soit R A M  un sous-groupe moyennable  maximal de G 
construit  dans la premi6re section. Une mesure de probabili t6 v sur l 'espace 
homog6ne B =  G / N A M  est dite irr6ductible si 

gv(((Nm))=O, Vg~G, V m e M ' / M - { ~ } ;  

off ~ d6signe l 'application naturelle de  G sur B. 
Si # est une mesure de probabili t6 sur G, nous appelons T. (resp. Gu) le 

semi-groupe (resp. le sous-groupe) ferm6 engendr6 par le support  de #. 
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2) Soit H un sous-groupe ferm6 de G. Nous  disons que H est totalement 
irrOductible s'il n 'existe pas des 616ments x, g t ,  . . . ,  g, de G tels que:  

Hc 0 gi(CNA M)x. 
i = 1  

Dans  le cas de SL(cl, ~) ,  un sous-groupe H est to ta lement  irr6ductible si et 
seulement  s i i l  n 'existe pas des 616ments x, gl . . . .  ,gr  de G et un entier 
k s { 1 , . . . , d - 1 }  t e l sque :  

(*) f i  A k ( g i H x ) - O  
i = 1  

(voir (5.5) pour  la d6finition des Ak, k s { l ,  .. . ,  d -  1}). 
En posant ,  

UO=X(f~_k§ et v i=g i - ' ( f lA . . . / x J~_k ) ,  ( i s { 1 , . . . , r } ) ,  

l'6galit6 (*) 6quivaut  ~t: 

Huo C (.fl {u6 /~ ~a: v iAu=O}.  
i = 1  k 

On en dhduit  que tout  sous-groupe H de SL(d, IR) q u i n e  laisse pas 
invar iant  une rhunion finie de sous-espace p rop re  de /~ Ra, (ks{1  . . . .  , d - l } ) ,  
est to ta lement  irr6ductible, k 

(2.6) Th6or~me. Soient # une mesure de probabilit~ sur G e t  {Yi}i__>l une suite 
de v.a. ind@endantes et de loi #, dOfinies sur un espace probabilisO (f2, J~, IP), 
valeurs dans G. 

Supposons que T, contienne une suite contractante (definition (2.1)) et que G, 
soit totalement irrOductible. 

Soient G = N A K  une dOcomposition d'Iwasawa de G e t  G=K(exp f fZ )K  la 
dOcomposition polaire de G correspondante. ( W e s t  la chambre de Weyl qui a 
servi dL ddfinir N). Nous appelons M le centralisateur de A dans K. 

Alors il existe une unique mesure de probabilitO #-invariante sur B = G/IVAM 
et cette mesure est irr~ductible (d6finition (2.5)). Pour toute mesure de probabilitO 
irr~ductible 2 sur B e t  pour tous y, g s G ,  la suite de mesures {YY1... Y, g2},>=l 
converge lP-p.s, vers une mesure de Dirac ey.z ind@endante de g. 

De plus, si nous ~crivons y Y 1 . . . Y . g = x , a , k ,  avec x , , k ,  s K  et a,  s e x p W ,  
alors l'image de x ,  dans G/iVAM converge p.s. vers la v . a . y . Z  et pour tout 
e t A ,  la suite {q)~(A,)} converge vers zOro. 

En prenan t  B = N A M \ G  et la marche  alhatoire gauche Y,... I71, on a 
6videmment  un r6sultat  analogue.  Si ( dhsigne l ' appl ica t ion naturel le  de G sur 
/~, on en dhduit que les lois des v.a. ~(k,) sont les mSmes que celles d 'une suite 
de v.a. convergente.  D'of l  le corollaire:  

(2.7) Corol |aire.  Avec les hypotheses et les notations du thOor~me (2.6), il existe 
une unique mesure de probabilit~ #-invariante ~ sur B = N A M \ G  et l'image de la 
suite {k,} dans B converge en loi vers ~.g. 
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D'autre part d'apr6s le corollaire (2.4), nous avons aussi: 

(2.8) Corollaire. Avec les hypothkses et les notations du thkorkme (2.6), ~crivons 
y Y~ ... Y , , g = N ~ A , K ,  avec N , e  N,  A , ~ A  et K ,  e K .  

Alors la suite N,  converge p.s. vers une v.a. N~ ayant y .  Z pour image dans 
G / N A M ;  la suite A , a ,  ~ converge p.s. (pour tout c~eA , la suite q~(A,) converge 
donc vers z~ro); et la suite ( (K , )  converge en loi vers ~g. 

C)  Preuve du thdorOme (2.6) 

La d6monstration d6coule de plusieurs lemmes. 

(2.9) Nous d6signons par ~ l'application naturelle de G sur B = G / N A M .  

Soient a e A  et u e N ;  6crivons u = e x p  ~ X~ avec X~eN, .  Pour tout 616ment 
~ A  - 

m d e  m ~, n o u s  a v o n s  

~(aum)=~(aua  lm)=exp (  ~ ~o~(a)X~).~(m) 
c t ~ A  

puisque B =  ~, ~(Nm), nous voyons que l 'homhomorphisme de B associ4 /t 
m ~ M ' / M  

un 616ment a de A est d6termin6 de faqon unique par la famille des r6els {~0~(a), 
~e,Y}; off ~ dhsigne l'ensemble des racines simples de A (voir (1.6)). Ce qui 
n'est pas 6tonnant puisque a lui-m4me est d6termin6 par cette famille; il suffit 
de noter que Z engendre d * .  

R6ciproquement considdrons une famille de r6els positifs ou nuls {r~, a e  X}. 
Nous d6finissons une transformation r({r~, ~e2})  de B, en posant, pour m e M '  

e t u = e x p (  ~ X ~ ) t N ,  
s e a  - 

r (~ (um) )=exp(  ~ r~X~). ~(m); 
a ~ A  - 

off, pour e t a  -1 ; ,  r~ se ddduit de fa~on 6vidente des r4els {r~, a t E } .  
I1 est clair que z({r~, ~t27}) s'6crit ao'c({5~, c~es avec a t A  et bat{0, 1}, 

V c~e 2. L'dlhment a de A n'dtant unique que si r~ > 0, V ct t 27. 
Nous notons ~; l'ensemble des transformations de B assocides /~ des 

616ments {6~, czt~} de {0, 1} ~. 
Nous avons: 

(2.10) Lemme. De route suite {g,} d'Oldments de G, on peut extraire une 
sous-suite {g~,(,)} pour laquelle il existe des ~ldments x, k e K ,  a e A  et zeSs telle 
que, pour tout z appartement ~i l'ouvert ~ ( k - l N )  de B, la suite {go{,).z},=>1 
converge vers x a r k. z. 

La suite {g,} est contractante si et seulement si routes <<ses valeurs 
d'adhdrence xark>> sont telles que ~ corresponde gt OlOment nul de {0, 1} x. 

Preuve. Ecrivons g, = x ,a ,  k, avec x,, k, e K e t a ,  e exp l~. Nous avons, V e t A_, 
q~(a,)t  ]0, 1] car a, eexp  IY. Choisissons une suite d'entiers {~,(n)},~l telle que: 

kq,(,)~k, xq,(,)---,x et Vc~e~, (p~(a0(,))-o2~e[0,1 ]. 



Fronti&e de Furstenberg 201 

On v6rifie ais6ment que pour tout z e ((k-1N),  

g~,(,~, z+xz({2 , ,  c~e,~})k.z.  

Ce qui prouve la premi6re assertion du lemme. La deuxi6me assertion est 
6vidente. 

(2.11) Lemme. Soit {g,} une suite d'Oldments de G e t  fi une mesure de probabi- 
litO irrOductible sur B telle que la suite de mesures {g,'fl},=>a converge vers une 
mesure de Dirac ~ .  Ecrivons g . = x , a , k ,  avec x , ,  k,  e K  e t a ,  eexp  l~. 

Alors la suite ((x,)  converge vers u et g, est une suite contractante. Si bien 
que, pour route mesure de probabilit~ irrdductible )c sur B, g,.  2 converge vers ~,. 

Preuve. On voit ais6ment que les seules valeurs d'adh6rence x a z k  de la suite 
{g,} sont telles que: 

i) ze s t  l'616ment de 3; associ6/t l'616ment nul de {0, 1} ~. 

ii) ( (x)=  u. 

De i) il r6sulte (lemme (2.10)) que {g,} est une suite contractante. De ii) il 
r6sulte que la suite ((x,) n'admet que la valeur d'adh6rence u; ce qui montre 
que ((x,) converge vers u. 

(2.12) Lemme. Soit # une mesure de probabilitO sur G. Alors les deux propridtOs 
suivantes sont Oquivalentes (definitions (2.5)): 

i) G, est totalement irr~ductible. 

ii) Toutes les mesures #-invariantes v sur B sont irr~ductibles. 

Preuve i) ~ ii) 

Cas de SL(d, IR) 

L'espace homog6ne B = G / A N M  s'identifie /t l'espace des drapeaux 9 ,  c'est-/t- 
dire ~t l'ensemble des (d-1)-couples  de sous-espaces de R e, (E,,  ..., Ed_ ~), tels 
que 

d i m E i = i  et E i c E i +  1 Vi~{1 . . . . .  d - l } ,  (Ea=It.e). 

Si g e C N A N M ,  nous avons Ak(g)=O pour un entier k de {1, . . . , d - l } ;  ce 
qui 6quivaut/t:  

f , /x  .../x fd_k/X (gfe_k+ 1 /X ... A gfe)=0.  

L'image d'un translat6 x C M A N M  de ~ N A N M  de B s'identifie alors /t 
d--1 

l'ensemble U ~k(U) des drapeaux off: 
k = l  

~k(U)={(Ea, . . . , E d _ l ) f f ~ "  UAEk=O}  avec u = x ( f l / x  ... /x fa-k)~ /~ IR d. 
d--k 

Pour tout i~{1 . . . . .  d - l } ,  l'ensemble des sous-espaces de dimension i de 
Nd s'identifie de faqon naturelle ~t l'espace projectif P (A Nd) associ6 /~ l'espace 

i 
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vectoriel A IRa. Si Hi d6signe le sous-groupe ferm6 de G laissant invariant 
i 

l'616ment f a - i+ l  A ... Afd de P ( A  IRa), cet espace s'identifie aussi ~ G/H i. Nous 
i 

appelons Hi l 'application naturelle de B sur G/HI. 
S i v  est une mesure de probabilit6 #-invariante, non irr~ductible sur B, v 

charge un des ensembles ~k(u), k~ {1, ..., d - 1 } ,  u~ A IRa. 
d - k  

Par suite Hk(V ) charge {v~P(A IRa): u A ~=0}. 
k 

Soit ~ la famille des sous-espaces vectoriels de A IRa contenu dans le SOUS- 
k 

espace {we A IRa: u A w} de A IRa. Parmi les 616ments de ~ dont l 'image dans 
k k 

P ( A  IRa) est charg6e par Hk(V), choisissons en un V de dimension minimum. 
k 

Pour tout g~G, gVc~V est soit 6gal /t V, soit un sous-espace de AIR a de 
k 

dimension strictement plus petite que V. Par suite, si V d6signe l'image de V 
dans P ( A  IRa), gVr~ Ves t  soit 6gal ~t V, soit de/ /k(v)-mesure nulle. 

k 
I1 s'ensuit que, pour tous 6>0 ,  l 'ensemble des g V,, g~G,  tels que 

Hk(V)(gV)>6 est fini. I1 existe donc un 616ment de G tel que 

Hk(V) (h V) = sup Hk (v) (g V) 
geG 

et l 'ensemble 5 p = {g V: Flk(v)(g V--) =Elk(v)(h V)} est fini. 
L'6quation de convolution: 

Elk (v) (h V) = S Elk (V) (g-1 h V) I~ (d g) 
G 

montre que T u- a et par suite G u applique 5 P dans lui-m6me. Si card ba=r ,  il 
existe donc des 616ments ga . . . .  , g, tels que 

Gu gl F c g117. 
i i~1 

Par suite, 

Gug 1F~ 0 gi{veP(AiRd) : uA~=O}" 
i = l  k 

Si y d6signe un 616ment de G dont l 'image dans G/I1 k appart ient  fi g~ V e t  x ~ G 
est tel que x(fl A ... Afe_k)=U, nous avons alors: 

Guyc 0 g~x{gea: dk(g)----0}; 
i=1  

c'est-fi-dire, 

f l A  k ( X -  1 g / -  1 Gt  t y)  _~ 0 .  
i=1  

Cas gOn~ral 

Supposons qu'il existe une mesure de probabilit6 /~-invariante v non 
irr6ductible sur B. I1 existe alors un translat6 go Wm d'une vari6t6 Wm charg6 
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par  v (on note  W,, l ' image de W~ dans B (voir (1.7))). Consid6rons alors toutes 
les sous-vari6t6s alg6briques de B obtenues en prenant  les intersections d 'un 
nombre  fini de translat6s de W,, et appelons ~ la famille de leurs composantes  
irr6ductibles. 

Parmi  tous 616ments de ~ charg6s par  v, choisissons en un de dimension 
minimum, soit H. Pour  tout  g e G ,  la sous vari&6 g I I n l I  est soit 6gale ~t / / ,  
soit une r6union finie de sous-vari6t6s de dimensions inf6rieures et donc  
v ( g H m H ) = O .  

Par  un ra isonnement  analogue ~t celui fait dans le cas de S L ( d , R ) ,  on 
montre  alors que l 'ensemble 

5p = {g-- 1 H : v(g- 1 H) = sup v (x -  i 17)} 
xEG 

est fini, non vide et invariant  par  G,. 
D'ofi  si card 5 p = r, il existe gl ,  ..-, gr e G tels que 

G u gj I I  ~ g j I I  
j j = l  

off H est contenu dans un translat6 de W~; par  suite 

c . .c0  g,,#o 
j = l  

off ue 0 g jH et g'x, ...,g',eG; et donc 
j ~ l  

G u t  0 g) W,, x-l, 
j = l  

pour  x e G ayant  pour  image u dans B. 

ii) ~ i) 

R6ciproquement  si G. n'est pas tota lement  irr6ductible, 

G.c 0 g (CNA M)x, 
i= l  

pour  x, gl . . . .  , greG.  
La fermeture de l ' image de Gux-  1 dans B e s t  alors un ferm6 G,-invariant  

contenu dans 0 giC~(N) �9 Ce ferm6 Gu-invariant porte  n6cessairement une 
i=1 

mesure de probabili t4 #-invariante v qui n'est done  pas irr6ductible. 

Remarque. I1 r6sulte de la d6monst ra t ion  du lemme pr6c6dent qu 'un  sous- 
groupe ferm6 H de G est to ta lement  irr6ductible si et seulement l 'une quelcon- 
que des assertions suivantes est satisfaite: 

i) pour  toute mesure de probabili t6 # sur H adapt6e /L H (i.e. telle que G. 
= H) les mesures #-invariantes v sur B sont  irr6ductibles, 

ii) H ne laisse pas invariant  une r6union finie de translat6s d 'une  sous- 
vari6t6 alg6brique d 'un  des Win, m e M ' /M.  
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(2.13) Lemme.  Soient # une mesure de probabilitO sur G e t  (Y~)i>=l une suite de 
v.a. ind@endantes et de loi #, dOfinies sur (O, ~ ,  IP), d valeurs dans G. Soit v une 
mesure de probabilitO #-invariante sur B. Nous  appelons Xn le produit Y~... Yn et 

1 #". 
nous notons 2 la mesure ~ 2- ~ 

n>~l 

Alors pour IP | 2-presque tout (co, ~)~ (2 • G, les suites de mesures de probabi- 
lit~ {X,(~o).v},>l  et {X,(co)~'v},_>_l convergent vaguement vers la mdme limite 
O(co). 

Preuve. Elle repose sur la th6orie des mar t ingales  et sur une id6e utilis6e dans 
([22] l emme (1.7)). 

No tons  C(B) l 'espace des fonctions continues sur B. Pour  tout  ~p ~ C(B), la 
fonct ion Fr g ~ G ,  est une fonct ion # -ha rmon ique  born6e sur G (i.e. 

F~(gg')#(dg')=F~(g)). I1 s 'ensuit que la suite de v.a. (Fr est une mar t in -  
G 

gale born6e;  par  cons6quent  F~(X,) converge lP-p.s. 
D ' au t re  part ,  pour  tout  ~o e C(B) et pou r  tous entiers p e t  r, nous avons 

P 

]E[~ (Fr ~ ) -  Fr #~(d~)] 
k - - I  

P 

= Z [~ F2(g)#k+~(dg) - ~ F2(g)#k(dg)] 
k - - 1  G G 

(en utilisant le fait que F~ est # -harmonique)  

< 2 r  H~oll 2 . 

On en d6duit que pou r  IP | 2-presque tout  (co, 4)e 0 • G, 

E (G(Xk(~)  4 ) - -G(Xk(a ) ) )  2 < + ~ ;  
k = l  

ce qui entraine que pou r  IP | 2-presque tout  (o9, ~) e (2 x G, 

lira F~ (X. (w) 4) = lira F o (X.  (a~)). 
n n 

Le l emme (2.13) se d4duit alors de ce qui pr4chde en no tan t  qu 'une  suite de 
mesures  de probabi l i t6  {v.} sur B converge vaguement  si et seulement si la 
suite {v.(q)i)}n~ 1 converge pour  une suite dense {q)i}i>=l de C(B). 

(2.14) Lemme.  Soient # une mesure de probabilitd sur G e t  v une mesure de 
probabilitd, #-invariante, sur B. Supposons que T~ contienne une suite contractan- 
te et que toute mesure de probabilit~ #-invariante sur B soit irrOductible. 

Alors la suite de mesures { X , v =  Y1 ... Y , v } ,~ l  converge p.s. vers une mesure 
de Dirac. 

Preuve. D ' a p r &  le l emme  (2.13), nous pouvons  t rouver  une suite {~i}g>~ dense 
dans  T~ et un sous-ensemble  mesurable  O' de O de lP-mesure 1 tels que: 

(,) V co ~ (2', V i > I ,  l i m X , ( c o ) ~ i . v = l i m X , ( o J ) . v = O ( c o ) .  
n n 
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Soient coef2' et x(co)a(co)z(co)k(co) une valeur d 'adh6rence de la suite 
{X.(co)},=>i (lemme (2.10)); c'est-/t-dire que, pour  une suite d'entiers {O(n)},el 

Xo(,)(co).z~x(co)a(co)~(co)k(co).z, Vze~([k(co)]-lU). 

La mesure v &ant  irr6ductible, de (.) il r6sulte que 

V i >  1, x(co) a(co) T(co) k(co) r v = x(co) a(co) v (co) k(co), v = 0(co). 

En particulier, nous avons 

V i > I  

c e  qui entra~ne en passan t / t  la fermeture 

(**) T(co)k(co)~.v=T(co)k(co).v, V ~ T , .  

L'616ment co de Q' &ant  toujours fix6, prenons une suite contractante  
{~,},_>l de T,. Ecrivons ~.=x,a,1, avec x,, 1.~K et a , 6 e x p  W. Quitte fi prendre 
une sous-suite, nous pouvons  supposer  que x,~x et l,~l. D'aut re  part  si 
xCk l(co)NNAm, nous pouvons  t rouver  ~6 T u tel que ~x6k i(CO)NNAM. En 
effet dans le cas contraire, Tux serait contenu dans le ferm6 

k-l(co)Nml~AM=~k i(co)Nl~AM 
m ~ M ' / M - -  {e} 

de B. I1 existerait alors une mesure de probabilit6 #-invariante port6e par  ce 
ferm6 et donc  non irr6ductible. 

Nous  avons alors 

Vz~( l - iN) ,  k(co)~,.z~(k(co)~x)e~(N) et par  suite, 

puisque v est irr6ductible et T(CO) est une t ransformat ion cont inue de ~(N), 

~(co) k(co) ~ ~. v - - , ~ ( ~ o ~ ( ~ .  

De l'6galit6 (**), il r6sulte alors que T(co)k(co)v et par  suite 0(co) sont des 
mesures de Dirac. Le lemme est ainsi prouv6. 

Nous  sommes / t  prhsent en mesure de prouver  le th6orhme (2.6). 

(2.15) Preuve du th6or~me (2.6). Sous les hypothhses du thhorhme (2.6), toute 
mesure de probabilit6 #-invariante v sur B est irr4ductible (lemme (2.12)). 

D'aprhs  le lemme (2.14), X,.v converge alors p.s. vers une mesure de Dirac 
ez. Mais alors, pour  tous y,g~G, la suite yX, g contracte  p.s. la mesure 
irrhductible g - i v  en la mesure de Dirac  ey. z. D'aprhs  le lemme (2.11), yXng 
s'6crit x,a,k,,x.,k, eK et a, eexp  ~' ,  avec ~(x,) P ~ , y ' Z  et V e t A _ ,  
q~(a,) P~', 0. 

Pour  toute mesure de probabili t6 irr6ductible 2 sur B nous avons alors 
(lemme (2.10)) yX, g. 2~ey.z. 

Enfin la seule mesure de probabili t6 #-invariante sur B est 6videmment la 
loi de la v . a .Z .  

No tons  aussi que des lemmes (2.10) et (2.11) il r6sulte que l 'on a: 
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(2.16) Corollaire. Une suite {g,} d'Ol~ments de G est contractante si et seule- 
ment si pour une (ou toute) mesure de probabilitd quasi-invariante 2 d'un espace 
homogOne G/NAM,  les seules valeurs d'adh&ence de la suite de mesures 
{g," 2},>=1 sont des mesures de Dirac. 

D) G~nOralisation du thOorOme principal 

Dans ce qui pr6c6de, nous avons priviligi6 les sous-groupes paraboliques mini- 
maux de G. 

Donnons-nous fi pr6sent un sous-groupe parabolique quelconque P de G e t  
consid6rons (da classe de conjugaison de P)>; c'est-~t-dire l'ensemble des sous- 
groupes paraboliques de G qui sont les conjugu6s de P. Nous notons C(P) 
cette classe et nous appelons H(P) la classe d'espaces homog6nes de 
G {G/P', P'~ C(P)}. 

Posons la d6finition: 

(2.17) Ddfinition. Nous disons qu'une suite {g,},~l d'616ments de G est 
contractante vis ~t vis de la classe d'espaces homog6nes H(P) si pour une (ou 
toute) mesure de probabilit6 quasi-invariante 2 d'un espace homog6ne G/P, les 
seules valeurs d'adh6rence de la suite {g,. 2},__> 1 sont des mesures de Dirac. 

(2.18) I1 est clair qu'une suite {g,} d'616ments de G est contractante vis-/l-vis 
de H(P) si et seulement si pour une (ou pour toute) d6composition d'Iwasawa 
G = N A K  de G elle v6rifie la propri6t6 suivante: 

D6signons par W (resp. A_) la chambre de Weyl (resp. l'ensemble des 
racines) ayant servi /t d6finir N; par X l'ensemble des racines simples de A_. 
Soit O le sous-ensemble de 27 tel que le sous-groupe parabolique 15o (voir (1.6)) 
appartienne ~t C(P). Alors g. s'6crit x ,a , k ,  avec x , , k ,  e K ,  a , ~ e x p W  et 
q~,(a,)~0, pour tout c~e 27 -O  (et par suite pour tout a e A_ c~ C [O]). 

Nous avons alors le th6or6me: 

(2.19) Th~or~me. Soient # une mesure de probabilitd sur G e t  {Y/}i->I une suite 
de v.a. ind@endantes et de loi #. Soit P un sous-groupe parabolique de G. 

Supposons que T u contienne une suite contractante vis-d-vis de la classe 
d'espaces homogdnes H(P) et que G u soit totalement irrdductible. 

Soit G = N A K  une quelconque ddcomposition d'Iwasawa de G. Ddsignons par 
W(resp. A )  la chambre de Weft (resp. l'ensemble des racines) ayant servi d 
dOfinir N; par 27 l'ensemble des racines simples de A . Soit 69 le sous-ensemble 
de 27 tel que le sous-groupe parabolique Po soit un conjugu~ de P. 

Alors il existe une unique mesure de probabilitd #-invariante v sur G/Po et 
cette mesure est irr~ductible (i.e. g v(Nm Po)=0, V g ~ G, V me  M ' / M ' o -  {8}). 

Soient {y,} et {g,} deux suites d'dldments de G convergeant vers des dldments 
y et g de G. Alors pour toute mesure de probabilitd irrdductible 2 sur G/Po, la 
suite de mesures {y, I11 ... Y.g," 2},__> 1 converge p.s. vers une mesure de Dirac er. z 
ind@endante de {g,}. De plus, si nous dcrivons Y, Y1... Y , g , = x , a , k ,  avec x,, 
k, e K  e t a ,  eexp  W, alors: l'image de la suite x, dans G/Po converge p.s. vers 
y . Z ;  la suite q),(a,) converge'p.s, vers zdro, pour tout ~ e 2 7 - 0 ;  il existe sur 
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Po\G une unique mesure de probabilitO #-invariante ~ e t  l'image de la suite k. 
dans Po\G converse en loi vers ~.g. 

Le th6or~me (2.19) se d4montre de la marne faqon que le thhor4me (2.6) qui 
correspond au cas particulier des sous-groupes paraboliques minimaux de G. 

On en d4duit imm6diatement les deux corollaires suivants: 

(2.20) Corollaire. Soient # une mesure de probabilitd sur G et {Y/}/->I une suite 
de v.a. ind~pendantes et de loi #. Supposons que G u soit totalement irr~ductible. 

Soient {Yn} et {g,,} deux suites convergentes d'dl~ments de G, nous notons 
xna, k, la d~composition polaire du produit y, Y1... Y,g,. 

Alors pour tout ~6 Z, nous avons l" alternative suivante: 

ou bien, tp,(a,) converge p.s. vers zdro ; 

ou bien, pour tous y, g 6 G, il existe un rdel c(y, g)>0  tel que 

y T u g c K  {a~ex p W: c(y, g)<=qo~(a)<= l} K.  

(2.21) Corollaire. Soit T u n  semi-groupe fermd de G engendrant un sous-groupe 
fermO de G totalement irrOductible. 

Soient P e t  P' deux sous-groupes paraboliques de G. 
Alors T contient une suite contractante vis-d-vis de H(P) et une suite contrac- 

tante vis-d-vis de H(P') si et seulement si elle contient une suite contractante vis- 
d-vis de H(P c~ P'). 

Dans notre nouvelle situation, le corollaire (2.8) devient: 

(2.22) Proposition. Avec les hypothdses et notations du th~or~me (2.19), dcrivons 
Y, Y1 ... Y , g , = N , A . K ,  avec N , ~ N ,  A , ~ A  et K , ~ K .  

Alors l'image de la suite N, dans G/Po converse p.s. vers la v .a .y .  Z; la suite 
{A,a2 1} reste presque sfirement dans un compact de A (pour tout a e Z - O ,  nous 

p , s .  
avons donc (p~(A,)-----~0); et l'image de la suite K,  dans Po\G converge en loi 
vers ~. g. 

Preuve de la proposition (2.22). Qui t te / t  remplacer O par un sous-ensemble de 
O, nous pouvons supposer que 

O = {c~e S: la suite {qo,(a,)} ne converge pas vers z6ro}. 

D'apr6s le corollaire (2.20) il existe alors un r6el c > 0 tel que 

V~eO,  inf(p~(a.) > e p.s. 
n 

La proposition (2.22) rdsulte alors du thdor6me (2.19) et du lemme suivant: 

(2.23) Lemme. Soit {g.} une suite d'Ol~ments de G dont les d~compositions 
polaires x .a . k ,  v~rifient : 

i) l'image de la suite {x.} dans G/Po converge vers un Oldment x appartenant 
d l'image de N dans G/Ps. 

ii) ~o.(a.)--,0, V a e Z - O  et 0<c__<(p~(a.)__<l, V n e N ,  V e t O .  

Soit g.= N . A . K .  la ddcomposition d'Iwasawa de g.. Alors l'image de N. dans 
G/Po converge vers x; la suite {A.a2 1} reste dans un compact de A" et K.  
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=k'.k,, off {k',} est une suite d'Ol~ments de K dont l'image dans Po\G converge 
vers l'image de l'dlOment neutre. 

Preuve du lemme. Nous avons Po=5lAKo, off K o est le centralisateur de 
Ao= {aeA: ~o~(a)= 1; Vc~O} dans K. L'espace homog6ne G/P o s'identifie alors ~t 
l'espace K/Ko. D'apr6s l'hypoth6se i), x, s'dcrit x',k',, off {x'.} est une suite 
d'616ments de K convergeant vers un 616ment de NPo et {k',} est une suite 
d'616ments de Ko. 

D'autre part, nous avons 

NPo=Ne'~176 U NmAIVM 
m~M'o /M 

oti Ne'~ @ N~) ,  Ne '~  @ N~). 
c~eC[OlnA-  ~ C [ O l n A +  

De plus l'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomor- 
phisme de vari6t6s analytiques des produits cart6siens N e'~ x 16 o e t  Pox ~re, o sur 
l 'ouvert NP o de G. 

Puisque la suite {x',} converge vers un 616ment de l 'ouvert N ~ ,  /t partir 
d'un certain rang, x', s'6crit p, fi,, o/1 {p,} [resp. vers{fi,}] est une suite 
d'616ments de Po [resp. N~,o] convergeant vers p e p  o [resp. vers ~e~r~'~ 

Consid6rons les deux 616ments a', et a~ de A d6finis par: 

~0~(a',)=l Vc~eO et (p~(a~,)=q0~(a,) V c ~ - O ;  

(p~(a~)=~o~(a,) Vc~eO et (p~(a~')=l V ~ e 2 - O .  

a', et a~' sont respectivement des 616ments de Ao et Ax_o et nous avons a, 
t tt 

= a n an. 
Comme Po =NAKo, p. s'6crit u,b,k;' od {u,} [resp. {b,}, {k"}] est une suite 

d'616ments de N [resp. A, Ko] convergeant vers ueN [resp. beA, k"~Ko]. 
On en ddduit que: 

x,a,=u,b,k" 5,k',a',a~ 
_ ! I t  i -  1 ~ ! t tt -u ,b ,a .k , (a ,  u,a.)k,a, 

car les 616ments de Ao commutent avec ceux de Ko. 
D'apr6s l'hypoth6se ii), la suite {a','} reste dans un compact de Ax_o et la 

suite {a21a, a,} converge vers l'616ment neutre de G. Par suite, 
k~' (a',- 1 . . . .  u,a,)k,a, s'6crit v,c,l, oiJ {v,} [resp. {c,}, {/,}] est une suite d'616ments 
d'un compact de N [resp. de A, de K]. 

Nous avons alors 
N,=u,(b.a'~v,a'.-lb21), 

A.=b,a',c,, 

K. = l, k,. 

Le lemme se d6duit de ces 6galit6s en remarquant aussi que les seules valeurs 
d'adh6rence de la suite , ,-1 1} {b.a,v,a. b2 (resp. {I,}) appart iennent/ t  

Nc~Po=exp(  @ N~) [-resp. ~ Ko]. 
c~e[O] n A - 
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Notons  aussi que l 'on a: 

(2.24) Remarque. Avec les hypotheses du lemme (2.23), soit ct un 616ment de 
~r tel que ~o~(a(KoAs_o))= 1, 06, pour gEG, on note a(g) la composante de g 
sur A dans la d6composition d 'Iwasawa G=NAK. Alors la suite cp~(A~a2 1) 
converge p.s. 

3. Applications 

A) Cocycles g-nOgatifs 

Nous choisissons une d6composition d ' Iwasawa G=NAK de G. Nous 
d6signons par A_ l 'enscmble des racines ayant servi ~ d6finir N; par Z 
l 'ensemble des racines simples de A et par M le centralisateur de A dans K. 

(3.1) D~finition [7]. Soit E un espace sur lequel G op6re continfiment/~ droite. 
On appelle cocycle sur E, toute application continue p de E x G dans IR 
v6rifiant 

p(u, glg2)=p(u, gl)+p(u.gl,g2) (u~E, gl,g2~G). 

Nous disons qu'un cocycle sur E est K-invariant  si, en outre, 

p(u,k)=O (u~E, keK). 

[Nous avons alors p(u, gk) = p(u, g) (u~E, k~K, ge G)]. 
Nous avons 6videmment une d6finition analogue pour  un G-espace /t 

gauche. 

(3.2) Si (k,g) est un 616ment de K x G, d6signons par /~(k,g) la composante 
sur s~', dans la d6composition d 'Iwasawa N ( e x p d ) K ,  de l'616ment kg de G. On 
v6rifie que: 

i) I21(k, glg2)=IrI(k, gl)+IYl(k.gl,g2), (k~K, gl, g2eG), off k .g l  d6signe la 
composante  sur K(=NA\G) de l'616ment kgt de G. 

ii) /-)(~ k, g) =/~(k, g) (TeM, kEK, g~G). 
Pour ueI~=NAM\G et g~G, posons alors 

H (u, g) = I:l ( k, g) 

off k est un quelconque des 616ments de K dont l ' image dans /3 est u. Nous 
obtenons alors une fonction de/3  x G dans ~r v6rifiant 

�9 ~H(u, gzg;)=H(u, gl)+H(u.gl,ga) (u~l~,gl,g2eG) 

~H(u,k)=O (uEB, k~K) 

On montre alors que l 'on a [7]: 

(3.3) Lemme. Tout cocycle K-invariant sur I~=NAM\G est de la forme p(u,g) 
= c~(H(u, g)), pour une certaine forme linOaire r~elle c~ sur ag. 
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(3.4) L'ensemble des cocycles K-invariant sur/~ forme un espace vectoriel r6el 
dont la dimension est 6gale /t celle de l'espace vectorie! r6el d .  Une base de 
l'espace des cocycles K-invariants sur/~ est constitu6e par {so H, se~}. 

Soit # une mesure de probabilit6 sur G. Nous disons qu'un cocycle K- 
invariant p e s t  #-n~gatif  si, pour tout u~B, la suite {p(u, Y~... Y,)} converge p.s. 
vers ( - o o ) ;  off {Y/}i~l d6signe une suite de v.a. ind6pendantes de loi # /t 
valeurs dans G. 

Le th6or6me suivant nous dit que les cocycles {so H, e t a  } sont #-n6gatifs 
pour une grande classe de mesures de probabilit6 #. 

(3.5) Th6or6me. Soient # une mesure de probabilit~ sur G et {Y/}i__>l une suite de 
v.a. ind~pendantes et de loi # d valeurs dans G. 

Supposons que T u contienne une suite contractante (d6finition (2.1)) et que G u 
soit rotalement irr~ductible. 

AIors pour tout u~B  et tout s e A _ ,  

s(H(u,  YI ... Y,)) p.s.> ( _  oo). 

Supposons en outre que, pour un certain s e A _ ,  S sup Is o H(u, g)l #(dg)< + m. 
G u~B 

Alors, si nous appelons ~ l'unique mesure de probabilitd ~t-invariante sur 

co  er ep.s. 
n>__l 

vers le rdel strictement n~gatif ~ ~ s ( H  (u, g)) ~(d u) #(dg). 
a~ 

Preuve. La premi6re assertion r6sulte du corollaire (2.8). 
Lorsque ~ suplso H ( u , g ) l # ( d g ) <  + co, nous savons ([71, lemme (7.3)) que, 

G u~B 

pour tout ue/~, 

1 a o H(u, Y1...  I1,) p.s. I I s ~ H(u, g) ~(du) #(dg). 
n 6~ 

Le th6or6me (3.5) r6sulte alors du lemme suivant, bien connu en th6orie 
ergodique. 

(3.6) Lemme. Soient (X, T, 2) un syst~me dynamique (T2 =2 ,  2(X)= 1) et f une 
n--1  

fonction intOgrable d valeurs rOelles. Si l'on a p.p. lim ~ f o  T k = -  o0, alors 
~J'd2<O. . k=o 
X 

Preuve. Par des arguments standards de la th6orie ergodique, on se ramOne au 
cas off T e s t  inversible et 2 est ergodique. 

Cela dit consid6rons le produit Y = X  x P, et la transformation S de Y 
d6finie par S ( x , r ) = ( T x ,  r + f ( x ) )  qui pr6serve la mesure v = 2 |  off p e s t  la 
mesure de Lebesgue de N.. Comme 

S"(x,r)-- r"x,r + ~ f o  r k ( x  =(r"x,s.(x,r)), 
k = 0  
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il suffit de voir que si ~J 'd2--0,  alors pour tout e > 0  donn6, il existe, pour 
X 

presque tout (x,r)~Y~=X x [ - e , e ] ,  une infinit6 d'entiers n tels que S"(x,r)~Y~. 
Un sous ensemble A de Y est dit errant pour S, si A est non v-n6gligeable et 

les SkA(k>O) sont disjoints relativement /t v. Montrons que si ~ f d 2 = 0  il ne 
X 

peut y avoir de sous-ensemble errant. L'ergodicit6 de 2 donne lim(s,(x, r)/n)=O 
n 

p.p.; on peut donc trouver B c A non v-n6gligeable tel que, Uniform6ment sur B 
on ait lim(s,(x,r)/n)=O, ce qui donne lim(v( ~ SkB)/n)=O. Mais si les SkB 

n n O < - k < ~ n  

6taient tous v-disjoints on aurait v( U S~'B)=nv(B); ce qui contredit la rela- 
tion pr~c6dente. O_<k <, 

Soit alors C l'ensemble des points de lie dont les images successives par S 
n'appartiennent pas ~t Y~; en raison de l'inversibilit6 de S, C est errant s'il est 
non v-n6gligeable. On obtient alors que presque tout 616ment de Y~ revient 
dans Y~ par l'it6ration de S. Une transformation S de Y se trouve alors d6finie 
par la formule S(x,r)=S"(X'~)(x,r) off n(x,r) d6signe le premier temps de retour 
de (x, r) dans Y~. On obtient par it6ration de S une infinit6 de retours de (x, r) 
dans Y~, ce qui justifie le lemme. 

Plus gdn6ralement nous avons: 

(3.7) Th~or~me. Soit p une mesure de probabilit~ sur G telle que Gu soit 
totalement irr~ductible. Soit {Y/}I=> 1 une suite de v.a. ind@endantes et de loi #, 
valeurs dans G. 

Appelons 0 le plus petit sous-ensemble de Z tel que Tu~ contienne une suite 
contractante vis-d-vis de la classe d'espaces homogOnes H(Po) (d6finition (2.17)). 
Alors, pour toute suite convergente {u,} d'dlOments de ;B, nous avons: 

w e z -  o, ~(I-I(u,;Y1... Y,)) v.s. (_ o0) 

VaeO,  suplc~(H(u,,Y1...Y,))]< +oo p.s. 
n 

Supposons en outre que pour un certain aeA , ~ sup [~o H(u,g)[/~(dg)< + oo. 
G u 

Alors l'expression %(~)=S ~aoH(u,g)~(du)p(dg) est ind@endante de la mesure 

de probabilit~ t~-invariante ~ sur B; les suites c~oH(u.,Y 1 ... IT,) et 
(1  1 n > l  

~nLOg(p~(a,Q, o f i Y l . . .  Y ,=x ,a , k ,  (ddcomposition polaire), convergent routes 
t .  ) 

vers zu(~) qui est strictement n~gatif si ~ e X - 0  (et par suite si ~ C  [O] c~A ). 

Preuve. La premi6re assertion r6sulte du th~or6me (2.19), du corollaire (2.20) et 
de la proposition (2.22). 

Lorsque f sup I~o H(u,g)l p(dg)< + o% d6signons par zc une mesure de pro- 
6; u 

babilit~ #-invariante extr~male de /~. D'apr~s le th6or~me ergodique, pour 

r c |  Yl(co)...Y,(~o)}converge 
vers %(c0. 
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Soit k un 616ment de K et 6crivons: 

k Y1 ... Y, = N,(k) A,(k)  K, (k)  (dhcomposition d'Iwasawa) 

k Y~... Y , = k x ,  a,k~ (d6composition polaire). 

D'aprhs la proposition (2.22) nous savons que, pour toute suite convergente 
{k~} d'616ments de K, la suite {A~(k,)a2 ~} reste p.s. dans un compact de A. 
Comme aoH(u ,  Y1 ... Y,)=Log((o~(A~(k)) pour tout k ~ K  ayant u pour image 
dans/~, il r4sulte de ce qui pr6chde que les suites 

convergent vers r~(c 0. On en d6duit que cette int6grale est ind6pendante de la 
mesure de probabilit6 #-invariante ~. D'autre part, lorsque e ~ Z - O ,  le lemme 
(3.6) nous dit que cette int6grale est strictement n6gative. 

(3.8) Corollaire. Soit # une mesure de probabilit~ sur G telle que G u soit 
totalement irr~ductible. 

Soient {Yi}i>__l une suite de v.a. indOpendantes et de loi #, ~ valeurs dans G. 
Soit p un cocycle K-invariant sur B x G tel que ~ sup Ip(u,g)l #(dg)< + oo. 

G u 

Alors l'expression z(#)=~Sp(u,g)~(du)#(dg) est indOpendante de la mesure de 
probabilitO #-invariante ~; pour toute suite convergente {u,} d'~lOments de B, la 

suite de v.a.r . . . .  Y,) converge p.s. vers z(#); et la suite de fonctions 

Preuve. Les deux premi6res assertions r6sultent imm~diatement du th6or6me 
(3.7). 

Pour prouver la derni6re assertion, il suffit de prouver que pour toute suite 
{v,} d'616ments de /~, la suite U,=IE[w,] ,  off w , = p ( v , ,  I71 ... Y,), converge vers 
z(#). Soit c~ une valeur d'adh6rence de U,; il existe alors une suite d'entiers {nk} 
telle que U,~ ~ a et v,~ ~ v. D'apr6s ce qui pr6c6de, la suite w,~ converge p.s. 
vers z(#). 

1 n 

D'autre part, l'in6galit6 [w,]< • ~ sup[p(U, Yk)[ montre que la suite de v.a. 
n k = l  u 

{w,} est 6qui-int6grable. On en d6duit que la suite de v.a. { w J  converge, p.s. 
et dans IL ~, vers z(#). z(#) est donc la seule valeur d'adh6rence de la suite U, et 
le corollaire est d6montr6. 

Signalons au passage la cons6quence suivante: 

(3.9) Corollaire. Soit # une mesure de probabilitk sur G ayant un moment 
d'ordre 1 et telle que G u soit totalement irrkductible. 

Alors pour tout c ~ A _ ,  

S Sa o H(u, g) ~(du) #(dg) = - ~ ~ o Adms(H(u ,  g)) ~(du) ~(dg) 
Gf~ Gf~ 
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oft ~ est l'image de # par l'application gcG--*g 1; ~(resp. v') est une quelconque 
mesure de probabilitO #-invariante (resp. ~-invariante) sur B. 

Preuve. Notons  d 'abord  que si c~eA alors ~oAdm~eA+ et ( -aoAdm~)eA  . 
D'autre  par t  soit V un voisinage compact  de l'616ment neutre dans G, nous 

disons que # poss6de un momen t  d 'ordre  1 si ~6v(g)#(dg)< + 0% off 
G 

6v(g) = i n f { n ~ N *  : g~ V"}. 

Cette d6finition est 6videmment inddpendante du choix de V. 
Ceci dit nous avons vu que l 'expression z , (c0= ~ ~c~o H(u, g)~(du)#(d g) est 

G/~ 

ind6pendante de la mesure de probabili t6 #-invariante ~ et l 'on a 

1 
lim - Log  ((p~ (a,)) = z,  (~), 

n F/ 

off I11 ... Y,= x,a,,k, (d6composit ion polaire). 
De m~me si 111-1 , . .  Yn-1 =)~n~nFC n (d6composit ion polaire), alors l 'expression 

z~(e)=~ ~7oH(u,g)g(du)~(dg) est ind6pendante de la mesure de probabili t6 /~- 
G/~ 

invariante ~ et l 'on a 

lim _1 Log(~o~(cl,)) = z~(7). 
n n 

Mais les v.a. (Y,... Y1) -1 e t  (Y1... y , ) - i  ont  la marne loi. En outre 
(Y1 ... Y,)-1 admet  la d6composi t ion polaire (k2 l ms)(mZ l a2 l m~)(mj i x ,  1). On 
en d6duit que les v.a. 5, et rn~ l a2  1 m~ ont la marne loi. D'ofi le r6sultat. 

B) Cocycles nOgatifs (G = SL(d, ~))  

La propri6t0 de n6gativit6 de la limite de la v.a. ~(H(u, I11 ... Y,)), pour  u~/3 
= N A M \ G  et c ~ A ,  peut  fitre reli6e /t la n6gativit6 de certaines int6grales par 
r a p p o r t / t  la mesure K-invar iante  r~ sur/?.  

(3.10) D~finition. Un cocycle K-invar iant  p sur /3  est dit ndgatif si 

~p(u,g)rh(du)<=O, Vg~G. 

(3.11) Th~or+me. Les Jormes lin~aires c~ sur d telles que le cocycle K-invariant 
~o H soit n~gatif Jorment un cone convexe dont les g~n~ratrices extr~males sont 
engendrdes par les racines simples ndgatives (i.e. par X). 

Avant de justifier cet 6nonc6, nous mont rons  deux lemmes, pour  
G=SL(d, IR). Pour  tout  16{1 . . . . .  d - l }  et pour  tout  g=((a~j))cG, nous appelons 
Al(g) le d6terminant  

aa-l+ la. l+1 - "  aa-t+ la 

a d d _ l +  1 . . .  a d d  [ 
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Nous  posons  6(g)=inf{Idl(g)l:l~{1 . . . .  , d - l } } .  Si g est un 616ment de G, nous 
d6signons par  a(g) la composan t e  sur A, dans la d6compos i t ion  d ' Iwasawa  G 

Ilgull = N A K ,  de g e t  nous  notons  J]g]j--sup 

(3.12) Lemme.  II existe un entier p> l et une constante C > 0  tels que, pour 
tout dl~ment k de K, 

sup jlx- 1 a(kx)ll <= C(6(k)) -p. 
x~ExpW 

Preuve. Si 6 (k )=0 ,  l'in6galit6 est triviale. Lorsque  6 (k)>0 ,  k s'6crit k=ub~7 
avec u e N ,  beA ,  field, 7~M;  et les coefficients des matr ices  u, a et 
sont des po lyn6mes  en les coefficients de k et les inverses des mineurs  d~(k), 
/~{1 . . . . .  d - l } .  I1 existe donc  une constante  C~ > 0  et un entier p=> 1 tels que 

VkEK, IIb(k)ll II~(k)ll _-< C1 (b(k)) -p. 

D 'au t re  part ,  pour  tout  616ment g de G, Ila(g)ll<llgH. En effet la 
d6composi t ion  d ' Iwasawa  de g s 'obt ient  en proc6dant  ~t l 'o r thogonal i sa t ion  du 
syst6me de vecteurs colonnes {gfa, . . . ,g f l }  de g; si bien que les 616ments de la 
matr ice  d iagonale  a(g) sont respect ivement  inf6rieurs aux normes  de ces vec- 
teurs colonnes. 

Ceci dit nous  avons,  pour  x e E x p  W e t  k e K  avec b(k)>0 ,  

k x = n b x ( x - l ~ x ) 7  
et 

IIx- i a(kx)ll = Ilba(x- l ftx)ll < Ilbll Ijx- luxll �9 

Puisque xeExpW,,  chaque 616ment de la matr ice  t r iangulaire  inf6rieure 
x -  ~ ~x est, en module ,  inf6rieur au  module  de l'616ment co r respondan t  de la 
matr ice  ft. I1 existe donc  une cons tante  C 2 > 0  telle que 

sup IIx-l~xll < C2 flail. 
xeExpW 

On en d6duit  alors l 'in6galit6 voulue  avec C = C1 C2. 

(3.13) Lemme .  II existe une constante C > 0  telle que pout tout 0 < e < l ,  

mt~({kEK: cS(k) < e a- 1}) ~ C 

Cette in6galit6 est justifi6e en ([24], corollaire du l emme 1). 

(3.14) Corollaire.  Si ctest une Jorme linOaire sur d ,  la fonction F~ dOfinie par 

F~(u) = sup I c~ o H(u, E x p X )  - c~(X)l (u e/3), 
X s W  

est rh-intOgrable. 

Preuve. D u  l emme  (3.13), il r6sulte que la fonct ion usB~Log6(u )  est rh- 
int6grable [on notera  que 6(kT)=6(yk)=6(k), VkeK,  V y e M  et doric 6 peut atre 
consid6r6e c o m m e  une fonct ion sur M\K,~[~].  

Le corollaire (3.14) est alors une cons6quence de l'in6galit6 du l emme (3.12). 
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(3.15) Preuve du thOorOme (3.11). Mon t rons  d ' abord  la n6gativit6 de l ' int6grale 
~c~oH(u,g)gn(du) pour  a ~ A _ .  C o m m e  cette int6grale est une fonct ion de g 

K-bi- invar iante ,  elle est aussi 6gale ~t 

S S ~ ~ 14(u, y) m(du) u(dy), 

off/z est la probabil i t6  K-b i - invar ian te  m K �9 eg * m K sur G. 
Lorsque  gr la mesure  /~ v6rifie les hypotheses  du th6or6me (3.5). D 'apr6s  

ce th6or+me, nous avons donc  

~ (14 (~, g)) ~ (d u) = J S ~ (14 (u, g) ~ (d u) ~ (d g) < O. 

Inversement ,  supposons  que 5 ~ o H(u, g) rh(d u) < 0, V g e G, et mon t rons  que 

est une combina i son  lin6aire ~t coefficients positifs des racines n6gatives. 
Pour  tout  X e W  et tout  entier n >  1, nous  avons, en posan t  b = E x p X :  

n a (X) < a o H (u, b") + F~ (u) 

< ~ o 14(u, b"),~(du)+ ~F~(u) ~(d u); 

et donc, d 'apr6s l 'hypoth6se,  

9 

On en d6duit que a ( X ) < 0 ,  VXeW; c 'est-a-dire c~eA.  
Le th4oreme (3.11) est ainsi prouv6. 

C) Compactification de l' espace symOtrique (cas G = S l(d, JR)) 

On donne  ici une interpr6ta t ion g6om6tr ique de la convergence de X,(co)v vers 
une mesure  de Dirac:  l ' image canonique de X,(~o) dans l 'espace sym6trique 
G/K convenab lement  compactifi6,  converge vers un point  fronti6re de G/K et 
l ' ensemble  de ces limites s ' identif ie/ t  la fronti6re de Furs tenberg  B = G/NAM. 

D6signons par  m B la mesure  K- invar ian te  sur B, par  A = G m B la fermeture 
en topologie  vague de l 'orbi te  de m 8 sous G, espace qui cont ient  G/K c o m m e  
part ie  dense [6], l ' identification 6tant r6alis6e par  g~gm 8. La  structure de A 
c o m m e  G-espace a 6t6 6tudi6e par  C.C. M o o r e  (cf. en part icul ier  [18]) dans le 
cas g6n6ral d 'un groupe semi-simple.  On re t rouve  ici s implement  ces r6sultats, 
dans  le cas part iculier  G = S l(d,l(), grgtce ~ une r6alisation part iculi6re de A. 

N o t o n s  cependant  que dans le cas g6n6ral, on peut  pr6ciser les 616ments de 
A grgtce au l emme (2-10); ce seront  en effet des translat6es des mesures  zm~ 
avec veX.  Si z cor respond  aux 6~ avec 6 , = 1 ,  si e e O c s  zm B sera la mesure  
Ko- invar ian te  port6e par  Ko/McG/MAN:  En effet, pour  u = e x p  ~ x~X~eN 

~ d  - 
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et aeA, on a le s  formules: 

a.  ( ( u ) = ( [ e x p  ~ ~o~(a)x~X~] 
~ E A  - 

z ( ( u ) = ( [ e x p  ~ r:x:X:].  
~ A  - 

Tout 616ment ~ &x~X~ s'6crit X y,X~ et tout 616ment de ce type est 
a e A  oteA , n [ O ]  

obtenu; comme l'alg6bre de Lie de Po est 6gale /t @ f#,, l 'ensemble de ces 
~ e  [ 0 ]  ,J A + 

616ments s'identifie & l'espace tangent en MAIl: h la sous-vari6t6 Pe/MAiV 
= Ko/M. I1 en d6cotzle que zm B est port6e par  cette sous-varidt& Pour voir que 
zm nes t  K-invariante, il suffit d 'observer que r e s t  limite, en dehors d'une sous- 
vari6t6 de B, de transformations associ6es aux a, eAo; comme K o centralise 
Ao, il commute  avec z ce qui donne: 

k z m ~ = z m  B (keKo). 

Soit C la partie de la grassmannienne de f# form0e des sous-alg0bres de Lie 
R maximales pour la propriOtO: <des valeurs caractOristiques de tout OlOment de 
R sont imaginaires pures>>. Le groupe G op0re sur C par conjugaison et la 
structure de C apparait  ci-dessous. 

(3.16) Th~or~me. Eapplication g-~gm B d~finit un hom#omorphisme de G/K sur 
un ouvert de A. Les G-espaces A et C s'identifient naturelIement; ils sont form,s 
de 2 d- t orbites et la seule orbite compacte de A est formke des mesures de Dirac 
sur B. 

Preuve. Elle consiste en une description des mesures de A et de certains sous- 
groupes associ6s. On d6signe par (q)=(qo, q~, "",qr-~) une suite de formes 
quadratique positives <<emboit6e>> au sens suivant" qo est une forme quadratique 
sur Vo=F,J de noyau V 1~ V o et, par r6currence, qi est une forme quadratique 
sur V i de noyau V/+ lc  Vii ( 0< i<_ r -1 ) .  La donn6e de (q) d6finit donc une suite 
(Vii) de sous-espaces emboit6s et des produits scalaires sur les V//V~+ z. 

On notera par Q l 'ensemble des telles suites (q). 
Soit Rq la composante neutre du stabilisateur de (q), c'est-&-dire de l 'ensem- 

ble de g~ G avec gqo=qo, gq~=q~ ( 0 < i < r - 1 ) .  
Afin de pr6ciser la structure de Rq et d'identifier les alg6bres de Lie 

correspondantes aux 616merits de C, introduisons des suppl6mentaires W~ de 
Vii+ ~ dans Vii. Par d0finition de (q) et Rq, il est clair que Rq fixe les Vii et agit 
orthogonalement sur chaque VJV~+a. Si alors Nq est le sous-groupe des g 
op6rant trivialement sur chaque V//Vi+ ~ et Kq le produit des groupes de 
rotation des W~, le groupe Rq est produit semi-direct de son sous-groupe 
distingu6 nilpotent Nq par le groupe compact  Kq. Les valeurs caract6ristiques 
de g eRq sont de module 1 et un calcul imm6diat montre  d 'autre part  que 

q ( q - 1 )  
d i m R o -  2 . Si la premi6re de ces propri6t6s est vraie d'un sous-groupe 

connexe H e l l e  implique d'apr+s [4], l'existence d'une suite de sous-espaces 
emboit6s l t e =  V o = V~ = ... = V~_~ ~ V~=0 et d 'un produit scalaire sur NJ tel que 
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H laisse invariant les V i e t  agisse orthogonalement sur chaque V / / V / +  1 . Oil en 

--1) Ceci prouve qu'un d6duit l'existence de (q)eQ avec HCRq et dimH<q(q~-~ --. 

sous-groupe de la forme R 5 est maximal pour la propri6t6 6tudi6e; par ailleurs 
si H est maximal la relation H c R  5 implique bien H = R  5. D'ofl l'identification 
de C et de la famille des alg6bres de Lie des R 5. L'ensemble C est compact 

la dimension rlici d(dffl)["" est conserv6e par passage /t la limite ainsi puisque 

que la nullit6 de la partie r6elle des valeurs caract6ristiques. Enfin, remarquons 
que le normalisateur Sq de R 5 est form6 des g 6 G  laissant les V i invariants et 
op6rant par similitudes dans les VIVa+l; c'est un sous-groupe moyennable 
maximal d'apr6s [12] et Rq apparait comme son sous-groupe distingu6 de type 
R maximum. De plus, l'orbite de Rq, ou  de son alg6bre de Lie, sous G, est 
l'espace homog6ne G/Ss; l 'orbite de dimension maximum est l'espace 
sym6trique G/K et l'orbite de dimension minimum la fronti6re de Furstenberg 
G/NAM. La donn6e de (q) d6finit une sous-vari6t6 alg6brique particuli6re Lq de 
B e t  une mesure de probabilit6 2q de support L 5. En effet, le choix d'une suite 
de drapeaux dans chaque VIVa+ 1 d6finit un raffinement maximal de la suite des 
sous-espaces emboit6s V d les drapeaux ainsi obtenus forment la sous-vari6t6 Lq 
qui s'identifie au produit des espaces de drapeaux associ6s aux V~/V~+a. Le 
stabilisateur de L 5 est le sous-groupe <~parabolique>> Pq laissant la suite des Vii 
invariante et le sous-groupe laissant fixes tous les  points de Lq est l'ensemble 
Hq des g~ G operant par homoth~ties sur les V~/V~+~; ce dernier sous-groupe 
Hq contient Nq, est inclus dans S 5 et la composante neutre de S5/H 5 est K 5. Sur 
les espaces de drapeaux associ6s aux Vz/V~+ 1 est ddfinie une mesure naturelle, 
invariante par rotation; la mesure produit 25, de support Lq est Kcinvariante 
et est donc fix6e par So. De plus le stabilisateur de 2q est 6gal ~t Sq. En effet, de 
g2q=25 on d6duit gLq=Lq, soit gePq; 6crivant g comme produit d'un 616ment 
de N 5 et d'616ments des groupes lin6aires des W~, on obtient que ces derniers 
stabilisent les mesures naturelles sur les espaces de drapeaux de W~, et donc 
d6finissent des similitudes sur chaque W~. L'orbite de 25 sous G s'identifie alors 
~t. G/Sq et il y a donc bijection naturelle entre l'ensemble des 2q et celui des Rq. 

Montrons que l'ensemble des 2q est 6gale ~ A, ce qui montrera en parti- 
culier sa compacit6 en topologie vague. Etant donn6 (q)eQ et une suite de 
r6els positifs ~ = ( % ,  ea . . . .  , ~_1)  avec a0<e~ __< ... __<c~_~, consid6rons l'616ment 
a, de H 5 qui en restriction aux W~ se rdduit aux homoth6ties de rapports az. Si 
maintenant la suite c~"=(a~, ..., a~"_ ~) est telle que ~] =o(a7+z) (0 _< i _< r - 2) on a 
bien 2q=lima~,m~ puisque cette limite est port6e p a r  Lq et est K 5- invariante 

n 

comme chaque o-~.m B. 
Donc l'ensemble des "~5 est contenu dans A. Inversement, consid&ons une 

suite g" de G d6compos6e sous forme polaire g"=k"a"k '" off a" est diagonale et 
k", k'" orthogonales. On peut supposer, par extraction de sous-suite que k" 
converge vers k s K  et que a" s'6crit u~a~, off u" converge vers u e t a , ,  est du 
type pr6c6demment envisag6 pour un certain (q)~Q d6fini /t partir de la base 
canonique. La limite de la suite de mesures g"m~ s'6crira donc ku2q et sera 
encore de la forme 2~, avec q'=ku(q). 
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Pour v6rifier que la bijection canonique Rq-"~,,~q e n t r e  les espaces compacts 
C et A est un hom6omorphisme il suffit de v6rifier sa continuit6: si la suite Rq. 
converge vers Rq et si 2q, est valeur d'adh6rence de la suite des 2q, on peut 
affirmer que 2q, est Rq-invariante et ceci implique bien Rq=Rq,, soit 2q=2q,. 

I1 est clair que la fronti6re de Furstenberg G/NAM est plong6e avec sa 
topologie naturelle dans A. Pour v6rifier la m6me propri6t6 de G/K, il suffit de 
voir que l 'orbite correspondante dans A est ouverte, ou encore que l 'ensemble 
des 2q pour Lq~B est ferm6. Si la suite 2g, converge vers 2q, la suite de 
compacts Lq, a pour valeurs d'adh6rence des compacts contenant le support Lq 
de 2q, en particulier dim Lq < l im  sup (dim Lq,), ce qui justifie que l 'ensemble des 
Lq avec Lq + Best  ferm6. 

Pour conclure, la convergence de la suite X,(e))m~ vers une mesure de 
Dirac s'interpr6te donc dans A ou C comme une convergence de la suite de 
G/K associ6e /t X,(co) vers un point fronti6re appartenant  /t la G-orbite de 
dimension minimum, c'est-~-dire ~t B. 

4. Exemple: Application au groupe SL(d, IR) 

(4.1) Prenons pour SL(d,~) les d6compositions d ' Iwasawa et polaire 
consid6r6es en (1.3). Nous avons 

d = {matrices diagonales r6elles de trace nulle}. 

22={el . . . . .  ed-a}, off pour tout i e{1 . . . . .  d - 1 } a  i est l 'homomorphisme 
d'alg6bre de Lie qui / t  X = diag (x i, ..., xd )ed  associe c~i(X ) = x i -xi+ 1. 

W =  {diag (x 1 . . . .  , Xd)E~: X 1 < ... <Xe}. 

Pour g s G, nous 6crivons: 

g = u (g) Exp diag (b 1 (g) . . . . .  b d(g)) k(g) (d6composition d'Iwasawa) 

d 

off u(g)eN,  k(g)eSO(d) et b i (g)~N avec ~ hi(g)=0; 
i = 1  

g = k  1 Exp diag(cl(g) . . . . .  cd(g)) k 2 (d6composition polaire) 

d 

off k 1, k2sSO(d ) et c i ( g ) e ~  avec ~ ci(g)=0, c l (g )<  . . .<ca(g). Les r6els ci(g), 
i = 1  

l<i<=d, sont d~termin6s de fa~on unique par g tandis que le couple (kl, k2) 
n'est pas unique. Lorsque Cx(g)<...<ca(g ), alors les autres d~compositions 
polaires de g s 'obtiennent en rempla~ant le couple (kx,kz) par un couple 
(kl m, m- l k2) avec m~ M. 

Soit # une mesure de probabilit6 sur G telle que G u soit totalement 
irr~ductible. 

Nous d6signons par  {Y~}z=>l une suite de v.a. ind6pendantes, de loi #, ~t 
valeurs dans G; nous posons X , = y ,  YI. . .Y,g ., pour deux suites convergentes 
{y,} et {g,} d'61bments de G. 
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(4.2) Comportement des suites de v.a. bi(X,) et ci(X,), 1 <iNd 

Nous 6crivons bi(n ) et ci(n ) au lieu de bi(X,) et ci(X,). Pour tout i~ {1 . . . .  , d}, 
nous avons (proposition (2.22)) 

(*) sup Ibi(n ) - Ci(rt)l < q- oO p.s. 
n 

D'autre part, pour tout ie{1, . . . , d - l } ,  nous avons l'alternative suivante 
(corollaire (2.20)): 

ou bien les suites r6elles {hi(n)- bi+ 1 (n)} et {ci(n)-ci+ 1 (n)} convergent p.s. 
vers ( -  oe). 

ou bien, pour tous gl, g2 sG, il existe un r6el 7(gl, g2) >0,  tel que 

gl Tug2cK{Expdiag(xl ... . .  xe) ~ Exp ~ :  xi+l-xi==-Y(gl, g2)} K;  
par suite 

suplci(n)-ci+l(n)l<7(y,g ) p.s. 
n 

et 

suplbi(n)-bi+l(n)]< +oo p.s. 
n 

Lorsque T. est compact (ce qui entraine que G , =  T. est compact), nous 
nous trouvons dans la deuxibme alternative pour tout i~ {1, ..., d - 1 } .  

Lorsque T. n'est pas compact, on se trouve dans la premi6re alternative 
pour au moins un entier de {1 . . . .  , d - l } .  De l'6galit6 

d - 1  

il r6sulte alors que les suites {q(n)} et {ba(n)} convergent p.s. vers (+  oe); et les 
suites q(n) et bl(n ) convergent p.s. vers ( -o0) .  

Lorsque T, contient une suite contractante, on se trouve dans la premiare 
alternative pour tout i; c'est en particulier le cas si T, est d'int6rieur non vide 
d'apr6s une consequence non triviale de I-6]. 

Supposons que ~Logl lgJ l#(dg)<+ov.  Alors (th~or~me (3.7)), pour tout 
G 

iE{1 . . . .  ,d},lessuites{l(bi(n)-bi+a(n))}et{l(ci(n)-ei+l(n))}convergentp.s.  

vers un r6el zl strictement n6gatif ou nul selon que les suites {(b~(n)-b~+ l(n))} 
et {(ci(n)-ci+l(n)) } convergent vers ( - o e )  ou sont born6es p.s. 

Onend6dui tque lessu i tes{ !b~(n)}e t  {~ci(n)}, l<=i<=d, eonvergentvers 

des r6els 2 i v6rifiant 2 1 < . . . < 2  e. De plus 21<2i+ 1 except6 si pour tous 
gl, g2sG, il existe un r6el 7(g~, g2)>0 tel que 

gl Tug2cK {Expdiag(xl, ..., Xd)e Exp W: xi+ 1 - x i  <=7(gl, g2)} K. 

Lorsque T, n'est pas compact, 2d>0 et 21 <0.  
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Notons enfin que d'apr6s le corollaire (3.9), lorsqu'on change # en # les 
r6els 2z sont remplac6s par les r6els )~z=-2a+1_ z. De la marne fagon si on 
change # en t# les r6els ).~ sont inchang6s. 

(4.3) Comportement des suites de v.a. k l (X , )  et u(X,) 

Supposons que q(n) -c t+ l(n) P'~, ( -  oo) pour un certain I t  {1 . . . .  , d -  1}. Alors 

la suite de sous-espaces vectoriels de dimension ( d - l )  de IR a engendr6s par 
{kl(X,)fd . . . .  , k l (X,)f t+l},  o/1 {fl . . . .  ,f~} d+signe la base canonique de IRa, 
[resp. par {u(X,)fa . . . . .  u(X,,)fl+ 1}], converge vers un sous-espace vectoriel de 
dimension ( d - l )  de IRa. [On notera que l'espace Fa_ z des sous-espaces vecto- 
riels de dimension ( d - l )  de IRa s'identifie ~t l'un quelconque des espaces 
homog6nes G/P o6 /5 est un conjugu6 du groupe parabolique standard 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  } qui est le stabilisateur dans G de l'616ment de Fa_ 1 
engendr6 par {)ca, ..-, fl+ 1}]. 

Les r6sultats pr6c6dents nous permettent d'am61iorer les th6or6mes (8.6) et 
(8.3) de [7]. 

Nous appelons pn-  1 [resp. ~pa- ~] l'espace projectif associ6 it 

{{ 11 } IRa= : theiR, l < i < d  [resp. 5. tiRd={(U~ . . . . .  ua):uiclR, l < i < d } ] .  

d 

pC-1 s'identifie/t la classe d'espaces homog6nes H(~  ........ d-2}); ~ ,  . . . . . . . . .  } 6tant 
le stabilisateur darts G de l'614ment fa de pa-1. 

Pour u=(ul , . . . ,ua) ,  nous posons LlutL= u 2 ; et pour gESL(d, IR), 
Irugll i= 

nous notons ]]gl[= sup Nous d6signons par p le cocycle sur 

tpn-1 • G d6fini par 

p(ff, g ) = L o g  ]lugl_~] (tT~'P a - l ,  gEG), 
[lull 

off u d6signe un repr6sentant de tT dans tiRa. 
Nous avons alors le th6or6me qui pr6cise, avec des hypoth6ses 

suppl6mentaires, un r6sultat de [7]. 

(4.4) Th6or~me. Soient # une mesure de probabilitd sur SL(d, IR) et {Y/}i>I une 
suite de v.a. ind@endantes et de loi p. Supposons que G, soit non compact et 
totalement irrkductible. 

Appelons X ,  le produit Y, Y1... Y,g,, pour deux suites convergentes {y,} et 
{g,} d'Oldments de G. 

Alors, pour toute suite convergente {u,} d'kldments de tl(e--{0}, ne conver- 
geant pas vers zdro, 

p.s .  
Jtu .X . [ I - -9 (+  oo) 
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et 

0 < i n f  Ilu.X.II < sup  Ilu.X.ll < Ilu.[I 
. I IX . I I  = . I I X . l l  = 

p.s. 

Lorsque ~ Log Ilgll ~(dg)< + 0% l'expression ~ ~ p(u, g)F(du)#(dg) est stric- 
G G tpd 1 

tement positive et ind@endante de la mesure de probabilit~ #-invariante F sur 
tpa-a; et nous avons 

,im~ (~ Log I[u,X~I[)P'-S' lira (!  Log HX~]I) p.s.! tpd "[ t iO(u' g) ~ ( d u ) / / ( d g ) ) O .  

Supposons en outre que Tu contienne une suite contractante vis-a-vis de 
( lu.X2 3 

~ converge p.s. vers une v.a. l'espace projectif pd-~. Alors la suite ( IIX, JJ J 

strictement positive et il existe sur tpd-1 une unique mesure de probabilitO 
#-invariante ~. 

Preuve du thdorOme. Nous pouvons supposer que les vecteurs u, sont norm6s; 
nous 6crivons alors un=eekn, off {kn} est une suite convergente d'616ments de 
SO(d). 

ebd(knXn) Nous avons alors rlX,[[ =e cd(x") et [[u,X,][ = 

Soit O={cq~S:  la suite {c i (X, ) -c i+i(X, )  } ne converge pas p.s. vers 
(-oo)}. Puisque T u n'est pas compact, O n'est pas 6gal fi X et la suite ca(X,) 
converge p.s. vers (+  or). 

D'autre part d'apr6s la proposition (2.22) nous avons: 

(,) sup [ca(X,)- bd(k.X.)l < + oo p.s. 
n 

Les deux premi&es assertions du th6or6me r6sultent alors, via le th6orSme 
ergodique, de ce qui a 6t6 dit en (4.2). 

Lorsque T, contient une suite contractante vis-/t-vis de pa-~ nous savons 
(th6or6me (2.19)) qu'il existe une unique mesure de probabilit6 /~-invariante 
s u r  t p d -  1 et que: 

i) la suite {ca_ l(n)-ca(n)} converge vers ( -oo) ,  
ii) la suite {k, kl(Xn).fd} converge p.s. (voir (4.3)). Ceci signifie, en posant x, 

f x 0 i ~ =k,  katXn)~Otd) ,  que les suites de v.a. - -  , l<i_<d-1,_ converge p.s. (x~ J 
vers des v.a. x(i, d); par suite, puisque x, eSO(d), 

[ x . ( d , d ) l ~  1 (x(i,d)) 2 
.= 

Le calcul montre que 

Ilu.X.II ---Ix,(d, d)l (1 + O(e . . . .  (.)- c~(.))) ; 
I I X . I I  

d'ofl le r6sultat. 
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(4.5) Pour  deux 616ments u= (u  1 . . . .  ,ua) et v=(v  1 . . . .  , va) de 'IR a, nous posons 

d 

IluAvll=K F, (Uil)j--Uj'l')i)2] 1/2 e t  ( u , v ) =  2 ulv i. 
i<i<j<d i= 1 

Nous  avons II uAvll 2 + ( ( u , v ) )  2=  Ilull 2 Ilvll ~. 
Nous appelons 6 la distance sur ,pd-a d6finie par 

IluAvll 
a(a, ~ - I lu l l  Ilvll ' 

off u et v sont des repr6sentants de i et g dans tp, d. Si O(u, v) d6signe l'angle des 
vecteurs u et v, nous avons 

6(if, g) --Isin O(u, v)l. 

Pour  tout  g ~ G, nous posons 

HugAvgll 
Ilgll(2) = s u p  

. . . .  ~d IluAvll 
zi~-v 

Consid6rons l 'espace pa-1  des drapeaux de dimension 2; c'est-~i-dire l'espa- 1,2 
ce des couples (El ,E2)  de sous-espaces vectoriels de I (  a tels que El  c E  2 et 
d i m E i = i ,  i = 1 , 2 .  L'espace pa-1  s'identifie 5 la classe d'espaces homog~nes 1,2 
H ( ~  ........ d-a}); ~ . . . . . . . . . .  3} 6tant le stabilisateur dans G de l'Bl6ment 
(fd, [ fd-  x, fd]) de pa-1  1,2 ' 

Appelons M l'espace constitu6 par l 'espace produi t  P a - l x  p a - ,  auquel on 
a retir6 sa diagonale. Nous  compactif ions M e n  lui adjoignant  l 'espace des 
drapeaux pa-,1,2 de dimension 2; nous disons qu 'une suite {(ff,,g,)} d'616ments 
de M converge vers l'616ment (G [if, g l) de pa-11.2 si la suite {(in, [ i , ,g , ] )}  de 
pa-1  associ6e /t la suite {(i,,  g,)} converge vers (if, [ i ,  g]). Nous  notons M ce 1,2 
compactifi6 de M. 

Posons alors: 

6 ( i . g ,  g. g) 
a((< ~, g) = Log a(<v--) (g~G, (ff, v-)~tM), off u (resp. v) est un 

repr6sentant dans tlRa, de norme 1, de ff (resp. v--); et 

a ( ( i , [ i , g ] ) , g ) = L o g  I l u g A v g l l  ( g roG ,  ( f f , [ i , g ] )  1,2 1, e 'Pa-1~ off u (resp. v) est 
Ilugll 2 tluAvll 

un repr6sentant dans iF,, a, de norme 1, de i (resp. v--). 

L 'applicat ion ~ est alors un cocycle sur t ~  x G. 

(4.6) Th6or6me. Soient # une mesure de probabilitO sur S L ( d , N )  et {Y/}I_>I une 
suite de v.a. ind@endantes et de loi I~. Supposons que Gu soit totalement 
irr~ductible et que T, contienne une suite contractante vis-d-vis de l'espace 
projectif pd-  1. Nous posons X ,  = y ,  Y1... Y,g,  pour deux suites convergentes {y,} 
et {g,} de G. 

Alors pour toute suite ( i , ,  g,) d'Ol~ments de tM, convergeant dans tM, 

a ( n ) = a ( ~ , . x , ,  ~ - x o  ~ ~ , o  
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et 

O<inf6(n)llX"l{2~supC~(n)llX"ll2< + ~  p.s. 
. ] l X n l l ( 2 )  . IIX,]l(2) 

Lorsque SLog l lg ] l# (dg )<+oo ,  l'expression ~ ~ a(u,g)~(du)12(dg), est 
G G tPa  1 

strictement nkgative et ind@endante de la mesure de probabilit~ 12-invariante 
s u r  tp~,21 ; et nous avons 

lira ( !  LogeS(n))P"~' lim (-1 n " HX"]](2)\ P'~ = L o g ~ ]  = ~ ~ a(u,g)?(du)kt(dg)<O, 
G tl~ d l 

Supposons en outre que T u contienne une suite contractante vis-fi-vis de 

~6(n) [X.] 2~ converge l'espace des drapeaux py-11,2 de dimension 2. Alors la suite ( I[X~1[r J 

p.s. vers une v.a. strietement positive; et il existe sur tP~2~ une unique mesure 
de probabilitO 12-invariante ~. 

Preuve. D'aprhs le thhorhme (4.4), on peut remplacer {6(n)} par la suite 

fi'(n) Ilu.X. Av~ 
I Ix . I I  ~ 

Nous pouvons supposer que les vecteurs u. et v. sont norm6s et orthogo- 
naux; nous 6crivons alors u. = edk . et v. = %_ ~ k. off {k.} une suite convergente 
d'616ments de SO(d). 

Nous avons alors 

b'(n)=e bd-'(k"x")-bd(k"x") et IlX,ll(2) =eCd-l(x")-cdcx") 

La d6monstrat ion du th6or~me (4.6) est alors analogue ~t celle du th6orSme 
(4.4). La  derni&e assertion es t / t  rapprocher de la remarque (2.24). 

(4.7) Corollaire. Soit 12 une mesure de probabilit~ sur SL(d,F,,) et {Y~}i>l une 
suite de v.a. ind@endantes et de loi 12. Supposons: que G, soit totalement 
irrdductible ; que T~ contienne une suite contractante vis-a-vis de l'espace projectif 
W -1 et que # poss6de un moment d'ordre 1. Nous appelons X ,  le produit 
rl... Y.. 

Alors la suite de fonctions I E [ a ( . , X , ) ]  , d~finies sur tM, converge 

uniform~ment vers z(#) = S S a(u, g) g(du) 12(dg) < 0. 

Preuve. Soit (if, v--)etM. Nous d6signons par u et v des repr6sentants norm~s de 
ff et g; et nous posons 

w=(v- (u ,  v) u)/llv-(u, v)ulr. 

Soit k et k' des 416ments de SO(d) tel que: 

u=%k,  w=ea_~k et v=%k'.  Nous avons: 

a ( (~ ,  v-). g )  = e bd ~ ~kg~ - bd(k'.~ 

~ ( ( ~ ,  [ a ,  ~ ] ) ,  g )  = e ~" ' ~ - ~ " ~  
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f l  ) 
D 'apr6s  le corollaire (3.8), la suite de fonctions ~ - I E [ a ( . , X , ) ] ~  

alors un i form6ment  sur tM vers 2 a ~ -  2 a. 
converge 

Exposants de Liapounoff 

(4.8) Soit # une mesure  de probabi l i t6  sur SL(d,N) et (Yi)i~l une suite de v.a. 
ind6pendantes  de loi #, ~ valeurs dans G. Nous  supposons  que T, contient  une 
suite contractante ,  que G,  est to ta lement  irr6ductible et que # poss6de un 
m o m e n t  d 'ordre  1. 

Ecrivons, pour  y, g e G, 

X .  = y Y1... Y. g = Nn Exp diag (b i (n) . . . .  , ba(n)) K.  (d6composi t ion d ' Iwasawa),  

X . = y Y 1 . . . Y . g =  x.  Expdiag(cl(n ) . . . .  ,ca(n))1% (d6composi t ion polaire). 

Nous  avons 

Xn'X . = x, Exp diag (c 2 (n), ..., c 2 (n)) x~- 1. 

Puisque l ' image de x n dans K / M  converge, quit te ~t remplacer  x ,  par  x ,7 ,  avec 
G e M ,  nous pouvons  supposer  que x ,  converge vers une v.a. x~  ~t valeurs dans 
SO(d,N). C o m p t e  tenu de (4.2), on en d4duit que la suite de matrices 
(X, tX,)  1/2~ converge p.s. vers la mat r ice  

x~  Exp diag (21 . . . . .  2a)x~ 1. 

D 'au t re  part,  nous avons la p ropos i t ion  

(4.9) Proposition. D~signons par {e 1 . . . .  , ea} la base canonique de tNa et par N~ 
la limite p.s. de la suite de v.a. {N,},>o (voir (4.3)). Alors pour tout iE {1, ..., d}, 

lim l l o g  IleiN~l X ,  II =2i" 
n ~ + o o  F/ 

Preuve. Pour  simplifier l '4criture, posons  

A, = Exp diag (b 1 (n) . . . .  , ba(n)) (n >= 1). 

Le produi t  de mat r ice  N s  aN,, s '4crit 

N ~ I N , =  lim T.+p...T.+~T. 
p ~  q -oo  

en posant  

T,.=AmEu(K.,Y,.+I)]-IA~ a, m > l .  

Si g ~ G  et x~K=SO(d) ,  6crivons 

xg=u(xg)a(xg)k(xg)  (dhcomposi t ion d ' I w a s a w a  G = N A K ) .  

Nous  avons l i u (xg ) - lN<i lg - lN  sup l[a(xg)[[. # ayant  un m o m e n t  d 'ordre  1, il 
x ~ K  

s 'ensuit que la fonct ion g --* log sup ll u (xg) -  ~ l] est #-int6grable et pa r  suite 
limsupllu(K.,ym+o_ll[1/.,~l. ~K 

ra 
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Du comportement des suites {bi(m): r e> l} ,  (voir (4.2), il r6sulte alors que 
pour tout e>0 ,  il existe un entier N(e) tel que: 

Vm>N(e),  Vl<=i<j<d,  Itij(m)l<=e "(z'-~j+~) Off rk=((tij(m)) ). 
Comme 

lira r,+p.. .T,+l r . 
p ~ §  

= I +  ~ ( T ~ I - I ) + . . . +  ~ (T~ 1- I ) . . . (T~I - I ) ,  
i t > n  ia 1 > . . . > i t  >n  

on en d6duit que pour tout ~ > 0, suffisamment petit pour que V i ~ {1 . . . .  , d - 1 }  
2i-21+ 1 + ( d - 1 ) e < 0 ,  il existe un entier N(e) et un rdel positif C tels que 

(.) Vn>N(~) Vl<=i<j<=d, [zij(n)l<=Ce "(z~-)'j+(j-i)~) 

oti go~ 1 gn = ((qTij(F/)))" 

En 6crivant alors 
d 

ai(n) 2 < I1 eiNo~ 1 N , A , K ,  II z = ~ (zij(n) aj(n))2, 
j - - i  

la proposition dbcoule de (*) et de (4.2). 

(4.10) Consid6rons /t pr6sent l 'automorphisme involutif a de SL(d ,N)  qui ~t 
une matrice g de SL(d, IR) associe tg-1. 

Nous avons, en d6signant par m une matrice de SO(d, IR) dont les seuls 
616ments non nuls sont ceux de la diagonale secondaire. 

m i a ( X n )  = a ( m  - 1 N, m) Exp diag ( -  b d (n )  . . . .  , -- b i ( n ) )  m - 1 K~ 

(dhcomposition d'Iwasawa) 

m 1 cr(X, )=(m-lx ,  m) Expdiag(_cd(n),  ..., _ c l ( n ) ) m - l k ,  

(d6composition polaire). 

La proposition (4.2) appliquhe ~t cette nouvelle situation, nous dit que 

ou encore que 

1 
log Ilei~r(rn-lN~ 1) o-(X.)ll ~ - -~d+l  - i ,  

n 

1 
- log II e, G ( N ~  ~) ~ ( X ~ ) I I ~  - ~g, 
n 

Appelons Vii (resp. Vii ~) le sous-espace de qR d form6 des vecteurs u tels que: 

nous avons 

lim 1 log rluX, II < 2i 
n /~/ 

resp. lim -1 Irua(X,)rl __< -21) 
n Yt 

et Vl=  N e j  ~r(NosX); 
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si bien que Vii c~ Vj est un sous-espace de dimension 1 de tNd. En fait, puisque 
N~ et x~ [resp. a(m-lN~m) et a(m-lxo~m)] ont marne image dans B, nous avons 

Vi= Nej. X~ 1 et  V i - lRej xL 1" 

si bien que Vic~ Vi'r=Reix• l. 

(4.11) Consid6rons /t pr6sent une suite Y, de v.a. inddpendantes et de loi /t, 
index6es par 2g, d6finies sur ((2 = G z, ~ ,  IP). 

Posons, 
S,= Yo... Y . si n > 0  

S,=e si n = 0  
S,=Y_-~...Y, -1 si n < 0 .  

La suite de v.a. S, v6rifie la relation de cocycle vis-/t-vis du shift 6 sur GZ; 

Sm+n-~-(SmoOn)Sn Vm, neZ. 

On suppose que # vdrifie les hypothases consid&6es en (4.8). 
D'apras la proposition (4.9), appliqu6e/~ # et /t/~ (image de /~ par l'applica- 

tion g~g-1 ) ,  nous avons" 

lim 1 log HeiN~lSnH---~2i 
n ~  +oo n 

1 
lim - -  log I[ eiMs ~ S. ]l ~ - 2d+ ~ -i 

. . . .  Inl 

off No~= lim u(S,) et M ~ =  lira u(S,). 
n ~  +oo n ~  --oo 

Appelons ~+ (resp. ~ - )  le sous-espace de qR a form6 des vecteurs u tels 
que: 

lim •  HuS, pl <2i 
n ~  +oc  n 

Nous avons 

(resp. l~m_~n] l~163 ). 

/a+1- i  \ 
et Vi = ~  j--@l lReJ) M~I" 

Ecrivons, pour n < 0, 

$ 2  1 = Yn"" r - 1  = l~nx4n]Vn (d6composition d'lwasawa G= KAN). 

$71 est une marche al6atoire gauche mais les r6sultats obtenus pour une 
marche al6atoire droite nous disent, par transposition, que: la suite de v.a. N, 
converge p.s. vers une v.a. N~ /t valeurs darts N. I1 s'ensuit que 

mS,=(mlV,-im-1)(m.,t21m-1)(mIs (d6composition d'Iwasawa G=KAN). 

Par suite (proposition (4.9) appliqu6e/l/~) 

1 
- log Hei(mN~lm-1)-lmS, lp ~ -2e+  1_~, 
t/  
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ou encore 

1 
- log Iler ~ -2~ .  
g/ 

D'ot~ on a aussi V~-= R e j  , et V~+n Vii- est un sous-espace vectoriel 

de t~a de dimension 1. 
Pour tout 616ment u ~ V~+c~ Vii-, on a alors n6cessairement 

lira -1 log [luS,[[ = 2  i. 
n ~  ++_ cx~ Y l  

On retrouve ainsi, dans le cas particulier ici envisag6, les rdsultats de [20] et 
[21]. 

5. Comportement des suites YI ... Y~.u, u~G/~-application 

Soit /~ une mesure de probabilit6 sur G telle que G, soit totalement 
irr6ductible. 

Nous d6signons par {Y~}i~l une suite de v.a. ind6pendantes, de loi #, 
d6finies sur un espace probabilis6 (g2,o~,lP). Nous appelons X,  le produit 
Y1-.. Y, et nous 6crivons X,=x,a , ,k ,  (d6composition polaire). 

(5.0) Nous choisissons une d6composition d ' Iwasawa G = N A K  de G. Nous 
d6signons par A_ l 'ensemble des racines ayant servi fi d6finir N; par 2; 
l 'ensemble des racines simples de A et par M le centralisateur de A dans K. 
Nous appelons G =K(expW)K la d6composition polaire correspondante de G. 

D'apr6s le corollaire (2.20), pour tout c~e2;, nous avons l 'alternative: 

p , s ,  ou bien (p~(a,) ~ 0 

ou bien pour tous y, g~G il existe un r6el y (y ,g)>0  tel que 

y T, g = K  {aeA: 7(y,g)<~o~(a)< l} K. 

Appelons O l 'ensemble des e e Z  satisfaisant /t la deuxi~me al ternat ive.  
Lorsque 7~ n'est pas compact  (i.e. G,  n'est pas compact), O n'est pas 6gal fi 2;; 
le sous-groupe parabolique standard Po correspondant /t O est donc diff6rent 
de G et T, contient une suite contractante vis-/L-vis de la classe d'espaces 
homog6nes H ( ~ ) =  {G/P: P conjugu6 de Po}. 

D'apr6s le th6or6me (2.19), nous savons alors qu'il existe sur G/P o une 
unique mesure de probabilit6 #-invariante v; v est irr6ductible et la suite de 
mesure {X,. v} converge p.s. vers une mesure de Dirac e z. 

Nous nous int6ressons dans cette section au comportement  des suites 
{X,.u}, u~G/P o. Nous montrons d 'abord que VueG/Po, la suite {X, .u} con- 
verge en probabilit6 vers Z. Nous 6tudions ensuite la convergence p.s. de ces 
suites dans le cas de SL(d,R) et nous en d6duisons le comportement  asympto- 
tique des coefficients d'un produit de matrices al6atoires. 
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A)  Convergence en probabilitk 

(5.1) Proposition. Reprenons les notations de (5.0) et dOsignons par 6 une 
distance sur G/~,  K-invariante d gauche. 

Alors pour toutes suites convergentes {u,} et {v,} d'OIOments de G/Po, la suite 

{6(r . . . .  Y~ . u , ,  Y, . . .  r~ .v.)} 

converge vers z&o. La suite { sup IE[b(X. .u ,X . .v )]}  d~croit vers z&o. 
u, v e G / f ' ~  

Preuve. Posons ) ( , =  Y,... Y1 et 6crivons X,=2,fi , /~, .  L'analogue du th6or6me 
(2.19) pour la marche al6atoire gauche, nous dit qu'il existe sur Po\G une 
unique mesure de probabilit6 /Mnvariante ~; ~ est irr6ductible et la suite de 
mesures ~ .X,  converge p.s. vers une mesure de Dirac e 2. De plus ~G(fi,)~0, 
V ~ X - O ;  l'image de /~, dans Po\G converge p.s. vers 2~ et l'image de 2, dans 
G/ri o converge en loi vers v. 

Soit {l,} une suite convergente d'616ments de K. L'image de/~,l,  dans Po\G 
converge alors p.s. vers une v.a. ~t valeurs presque sfirement dans l 'ouvert PoN 
=N/5o de G. On en d6duit (voir preuve du lemme (2.23)) qu'g partir d'un 
certain rang /~.1. s'6crit u.~. off {u.} (resp. {/3.}) est une suite d'616ments d'un 
compact de N~'~ de ~). Comme fi.u.?12 l ~ . , : e ,  on en d6duit que pour 

toute suite convergente {u.} d'616ments de G/Po., la suite {h./~.-u.} converge p.s. 
vers l'image de l'616ment neutre de G clans G/P~. D'o6 la premi6re assertion de 
la proposition. 

Posons 6(n)= sup_ IE[6(X. .u ,X. .v)] .  I1 est clair que la suite 6(n) est 
u , v~G/Po  

d~croissante et que pour tout entier naturel n, 

6(n) = E [6(2".- u., 2 . .  v.)], 

pour un certain couple (u., v.) d'616ments de G/IP o. 
Du th6or6me de convergence domin6e, via la premi6re assertion de la 

proposition (5.1), il r6sulte alors que la seule valeur d'adh6rence de la suite 
{6(n)} est z6ro. 

(5.2) Corollaire. Avec les notations de (5.0), pour tout u~G/fio, la suite de v.a. 
{X n.u} converge en probabilitk vers la v.a. Z; et pour toute fonction f continue 
sur  c / P o ,  

lim sup [~/(g. U)l~"(dg)-~f(v) v(dv)] =0. 
n u~G/Po  

Preuve. Nous avons 

sup ]E [(5 (X~- u, Z)] __< sup ]E [~ (X,. u, X, .  v)] 4- ]E [~ ~ (X~. v, Z) v (d v)]. 
u u ,  v 

D'apr& la proposition (5.1), le premier terme du second membre d6croit 
vers z6ro. Quant au second terme, il converge aussi vers z~ro d'apr6s le 

p . S .  
th~or6me de convergence domin~e et le fait que X, -v  ~e z. On en d6duit 

donc que: sup IE[6(X,.  u, Z)]--*0. D'o6 le corollaire. 
u 
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B )  Convergence presque sfire (G = SL(d, ]R)) 

(5.3) Ddfinitions. Nous disons que/~ est 6talde s'il existe un entier p > 1 tel que 
la convol6e #P de # ne soit pas singuli6re par rapport  ~t la mesure de Haa r  de 
G. 

Nous disons que # poss6de des moments  exponentiels si ~ e~a~(g)#(dg) < + oo 
G 

pour tout a > 0 ;  off V e s t  un voisinage compact  de l'616ment neutre de G et 

6v(g ) = inf{n~N* : g~V"}. 
n 

Si u ~ B = G / N A M ,  nous posons JAl(u)l=]Az(k)[, off k est un 616ment de K 
ayant u pour image dans B. 

Nous avons alors le thdor6me suivant si/~ est 6talde. 

(5.4) Th~or~me. Soient G = S L ( d ,  IR) et t~ une mesure de probabilit~ sur G Otal~e 

et v~rifiant SLog Irg]l # (dg)<  + oo. Nous d~signons par {Y/}i_>l une suite de v.a. 
G 

inddpendantes et de loi tt; nous notons X ,  le produit Ya ... Y,. Nous  appelons m B 
la mesure de probabilitO K-invariante sur l'espace homogOne B = G / N A M .  

Alors, pour mB-presque tout u~B, la suite de v.a. {X , .u}  converge p.s. vers 
une v.a. Z dont la loi est l'unique mesure de probabilit~ I~-invariante v sur B. 

Si en outre # possOde des moments exponentiels (dOfinition (5.3)), alors 

~ L o g l A l ( u ) l v ( d u ) < + o o ,  V/~{1 .. . .  , d - l }  
B 

et pour tout u~B, X , . u  P'~'~Z. 

Avant  de prouver ce thdor6me (section (5.16)), nous allons &ablir un certain 
nombre  de r6sultats importants  par eux-m6mes dans le cas g6n6ral. Ensuite, 
pour montrer  le thdor6me, on d6veloppera des arguments de compacit6 bas6s 
sur l '6talement de ~. En l 'absence d'6talement, l'essentiel de ces arguments 
restera valable, grgtce aux propri&6s de contraction en rempla~ant les fonctions 
continues par des fonctions Lipchitziennes, [16]. 

Le th6or6me (5.4) et ses cons6quences s'6tendront alors essentiellement au 
cas g6n6ral. Notons aussi que si T,4=0, les hypoth6ses du th6or6me (2.6) sont 
satisfaites: l'existence d'une suite contractante dans T, est un r6sultat de [6] et 
on a ici G, = G car G, est ouvert donc ferm6. 

(5.5) Nous prenons pour S L ( d , R )  la d6composition d ' lwasawa consid6r6e 
dans la section 4. 

Si g=((ai;))~SL(d,N),  
d6terminant 

pour /~{l . . . .  , d - l } ,  nous appelons Al(g ) le 

'aa_l+ la_l+ l ... aa-~+ la . 

add-- l+ 1 add 

Un 616ment g de G s'6crit sous la forme g=ui )  avec u e N  ~'~ et /3e/5o si et 
seulement si A~(g)+0, pour 1 appartenant  fi un sous-ensemble Jo de 
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{1 . . . .  , d - l } .  (Par exemple si O={cq  . . . . .  C~k} avec k6{1 . . . . .  d - 2 } ,  alors 
Jo={1 . . . .  , d - k - i } ) .  Les 616ments u et } sont alors des polyn6mes en les 
coefficients alj de g et les inverses des mineures Al(g ), leJ o. 

Pour tout 614ment x de G/P o (resp. Po\G), posons, 

6z(x ) = L o g  IAz(k)l, leJo, 

off k est un 616ment de K dont l'image dans G/P o (resp. Po\G) est x. 
Comme, pour tout koeKo=Kc~['o=Kc~P o, 

A~(kko)= flz(kok)=flt(k) fl,(ko) V k~K 
et 

IA,(k0)l = 1, 

les applications 6z, leJo, sont bien d6finies. 
Nous avons alors: 

(5.6) Lemme. Avec les notations de (5.0) et (5.5), dcrivons X , = N , A , K ,  
(d~composition d'Iwasawa). Supposons que SLog l lgl l#(dg)<+oo.  Soit k un 
~l~ment de K tel que (3 

p . s .  

limsuplAt(K,k)]-l/"<= l, VI~J o. 
tt 

Alors si u d~signe l'image de k dans G/Po, X , . u  v's',Z. 

Preuve. D'apr6s le th6or6me (3.6) et la proposition (2.22), nous avons: 

i) V ~ e Z - O ,  1Log~G(A,) PS',~,(c0<0. 
n 

ii) l'image de N, dans G/ri o converge p.s. vers Z. 
Nous appelons f2' le sous-ensemble de O constitu6 des 616ments co pour 

lesquels i), ii) et limsuplA~(K,k)l-1/"<l, VleJo, sont v6rifi6s. Pour tout 
n 

~o~Q', il existe un entier no(CO) tel que pour n>no(co ), K,(co)k s'6crit u,(co)b.(co) 
avec u,(co)6Ne'~ et les racines eni6mes des modules des 616ments de 
la matrice G(co) ont une <dim sup>> inf6rieure/t 1. Mais alors d'apr~s i), la suite 
{A,(co) u,(co)A2 1(co)} converge vers e et par suite d'apr6s ii), X,(co). u~Z(co). 

(5.7) Appelons K l'espace des cocycles K-invariants sur Po\G. K s'identifie de 
fa~on 6vidente/~ un sous-espace de cocycles K-invariants sur/~ = NAM\G.  

Pour tout peK, nous appelons S, la repr6sentation de G dans l'espace 
C(Po\G ) des fonctions continues sur Po\G d6finie par 

So(g) 4(u)= ep(.,g)4(u, g) (u~Po\G). 

Le dual S*(g) de Sp(g) op6re sur l'espace M(Po\G ) des mesures born6es sur 
Po\G de la fagon suivante: 

So*(g)(v)(du)= f e~"'~...~(du). 
P o ' . G  

Nous notons So(tO et S*(#) les op6rateurs 

~Sp(g)#(dg) et ~S*(g)#(dg). 
G (3 
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Darts ce qui suit nous 6tablissons certaines propri6t6s de ces op6rateurs. 
Ces op6rateurs ont d6j/t bt6 utilis6s par divers auteurs; citons par exemple [25] 
et [31. 

S i v  est une mesure de probabilit6 sur Po\G et ~ une fonction positive sur 
K telle que O(kakkz)=t)(k), Vk~K, Vkl, kz6Ko, nous d6finissons une fonction 
~b, v sur Po\G en posant: 

~ , ,v (u )=  ~ ~(kx-gv(dv) (u~Po\G); 
P o \ G  

off k (resp. x) est un quelconque 616ment de K ayant u(resp, v) pour image dans 
Po\G (~KokK) .  

D'autre  part, pour l~Jo, appelons fll la forme linOaire sur ~ qui ~ la 
matrice X = d i a g ( x  1 . . . .  ,Xd) associe Xd+...+Xd_l+ ~. NOUS dOsignons par Pl le 
cocycle fizoH. On voit facilement que p ~ K ,  pour l~J o e t  que ces cocycles 
forment une base de K. 

Nous avons alors 

(5.8) Lemme.  Avec les notations prOcddentes nous avons les relations d'entre- 
lacement 

IAl[ r * S*p,(g)[v] =Srm(tg)[[At[ r * v], 

pour tout g~G, tout reR,  tout l~J o et toute mesure positive v sur Po\G. 

Preuve. Ecrivons A 1 au lieu de JAil. 
On v6rifie ais6ment les relations suivantes, pour tou t / e{1  . . . . .  d - 1 } .  

A~(ug~t)=A~(g), VgeG, VueN, V~cN. 

A~(ga)=A~(ag)=(2d_~+ 1 ... 2a)(a)A~(g ), Vg~G, Va=diag(21(a  ) . . . .  ,2d(a))EA. 

Si (k, g) est un 616ment de K • G, nous notons 

kg = u(kg) a(kg)(k, g) 

la d6composition d 'Iwasawa de l'616ment kg de G. 
Nous avons, pour tous k, koEK et tout g~G: d'une part, 

At(ktgko ~)= AT(a(ktg)(k. tg)ko 1) 
= [(2a-,+ i ... 2d)(a (k tg))]r A 7((k. tg) ko 1)3 

= srp,('g) [~7" ~o] (u), 

off u est 1'image de k dans Po\G;  et d 'autre part, 

fl~ (ktg ko 1) = d~ (U(kog)) 

=AT(k(ko. g)- 1 a(kog)t[n(kog)]) 

= [(2~_~+ 1..- 2d)(a(kog))YA~(k(ko "g)- 1) 
- -  r - A, �9 S% (g) [~o]  

D'ofi le r6sultat. 
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On en d6duit le corollaire: 

(5.9) Corollaire. Soit p u n  ~lOment de K; p s'Ocrit ~ ~p~ pour des rdels r~, l~J  o. 
IEJo 

Posons Ao= [ I  IAzl r'. 
l~Jo 

Alors, nous avons 
A, �9 S* (g) Iv] =S~('g)[A, �9 v], 

pour tout g e G  et tout mesure positive v sur Po\G. 

(5.10) Proposition. Avec les notations et hypothOses de (5.0), (5.5) et (5.7), 
supposons que # possOde des moments exponentiels. Soit p un ~lOment de K qui 

s'Ocrit p =  ~ fiPl avec rl>O. 
l~Jo 

Alors, en tant qu'opdrateur de C(Po\G),  Sp(#), notd plus simplement S 
possdde, d u n  r~el > 0  pros, une unique fonction propre strictement positive 
associ~e d u n e  valeur propre positive fl ~gale au rayon spectral de S e t  stricte- 
ment supdrieure au module de route autre valeur propre de S. Eop~rateur S 
s'~crit : 

or(.) 

off Q~b=0 et v est une mesure de probabilitO sur Po\G vdrifiant S * v = f i v .  De 
mdme l'opOrateur S =  S p(t#) s'Ocrit (avec des notations ~videntes), 

~= ~(') 

Et nous avons 4)= A * ~ et d?= A * v, off A = [ I  1All r'. 
l~Jo 

Preuve. Nous notons X l'espace homog6ne Po\G et nous appelons E le support 
de l 'unique mesure de probabilit6 #-invariante ~ sur P o \ G .  

Pour s >0,  nous appelons H~ le c6ne des mesures de Radon 2 sur X telles 
que S'2=<s2. Puisque X est compact, H~ est un c6ne ~ base compacte pour la 
topologie de la convergence 6troite. 

Soit f l = i n f { s > O : H s + O  }. L'intersection des c6nes H s non vides est donc 
non vide et 6gale ~ H~. L'op6rateur S* op6re continfiment sur le c6ne H~; 
d'apr~s le th6or6me du point fixe de Schauder-Tychonoff, il existe une mesure v 
de Hp et un r6el 7 > 0 tel que S*v =7  v. Puisque 7 < 8, on a n6cessairement ~ = ft. 

La fonction q~=A.  ves t  alors un 616ment positif de C(X)  v6rifiant ~q~=fiq~ 
(corollaire (5.9)). L'irrdductibilit6 de la probabilit6 p-invariante ~7, nous assure 
que q~ n'est pas nulle sur E. D'apr6s le lemme (5.10), la fonction q~ est donc 
strictement positive sur X. 

Appelons a et d les rayons spectraux des op6rateurs S et S. a et d sont les 
inverses des rayons de convergence des sdries enti6res ~ zk s  k et ~ zk~ '. De 

k > 0  k > 0  

l'+galit6 ~q~=fiq~, avec q~ strictement positive, il r6sulte que d<f i .  D'autre part  
soient e un r6el > 0  et 21 une mesure de probabilit6 sur E; la mesure positive 
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2 2 d6finie par 

v4rifie 

par suite fi < a. 

1 k 

S ' 2  2 =(0-+/2)(22 --/~1) ~ (0" -1- g)(22) ; 

En bchangeant les r61es des mesures /t et t# on obtient de la mame fa?on 
l'existence d'une fonction 0 strictement positive de C(X) v6rifiant SO=riO 
avec o- =< fi< d. 

On en d6duit alors que a = d =  fi=/3. 
Soit ~b une fonction propre de S associ6e A une valeur propre de module/3, 

nous avons donc SO=/3ei~r avec c~slR. 

= ~ ,  nous avons, pour tous u e X  et peN,  
/ 

Posons 
/ 

(*) J ' ~ g t u ' g j #  tag~=e ~(u) 

et eO<, g) 0(u '  g )  p<,t_~ ! ' ~ u ) , , , ~ , = l .  

Soit u o un 616ment de X tel que ~(uo)=su p [~(u)[. 
uff X 

Les relations prdc6dentes entrainent alors que 

~(Uo .T.)= {~ (Uo)}. 

D'ofl e = 0  et ~p(u)=((uo)O(u ) pour tout UEUo. T ~. 
La fonction q - - ~ -  ~(uo)0 v4rifie alors Sq = fiq. Le marne raisonnement que 

prdchdemment nous conduit A 

V u~ul" r., 4,(u) -~(Uo) O(u)=~(uO O(u). 

pour un 616merit u 1 de X tel que ~ - (u0=su  p ~ ( u ) .  
T 

Or les ensembles u o . T  " et u I .T" portent n6cessairement la mesure de 
probabilit6/~-invariante ~. I1 s'ensuit que ~/= 0 et 0 = ~(uo)0, 

La proposition (5.10) est ainsi prouv6e. 

(5.11) Lemme. Supposons que # possOde des moments exponentiels et que # 
possOde une densitd 45 par rapport d la mesure de Haar m G de G. Dans ce cas 
nous avons Gu=G et T, contient une suite contractante (i.e. O =0 ,  ~ = R A M ) .  
Appelons ~ l'espace des fonctions bor~liennes born~es sur B. 

Alors, pour tout cocycle p sur B = N A M \ G ,  So(#) est un opOrateur compact 
de ~ (i.e. qu'iI envoie Ia boule unitd de ~ darts un sous-ensembte reIativement 
compact de C(B)). 

Preuve. Appelons F la fonction d6finie par 

sup Ip(u, g)l 
F (g )=e  "~ <b(g) (gEG). 
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Puisque # possOde des moments exponentiels, F est un 616ment de 
ILI(G,m~). La compacit6 de l'opOrateur S=Sp(#) rOsulte alors du thOor+me 
d'Ascoli et des inOgalitOs 

sup ISf(u. k) -S f (u)]  < ILfll ~ liE(k-1.) -F ( ' ) l l  1Sf  ( k ~ g , f ~ ) .  
u ~ B  

Le lemme (5.11) admet les corollaires suivants: 

(5.12) Corollaire. Supposons que # soit &alOe. Appelons ~ l'unique mesure de 
probabilitO #-invariante sur B = N A M \ G  et ~ respace des fonctions borOliennes 
bornOes sur B. 

Alors l'opOrateur (So(#)-~) de ~ est de rayon spectral strictement infOrieur d 
1. 

Preuve. Lorsque #=~b.m G, il rOsulte de la preuve du lemme (5.11) que So(p) est 
un opOrateur compact de ~3 (on n'a pas besoin pour S0(#) de moments 
exponentiels !). 

Compte tenu des propriOtOs de ces opOrateurs et du corollaire (5.2) (pour la 
marche alOatoire gauche), il rOsulte que (So(#)-~) est un opOrateur de rayon 
spectral strictement infOrieur/t 1. 

Le cas 6tal6 se ram6ne aisOment au cas prOcOdent. 

(5.13) Th~or~me. Supposons que # = ~ . m  G possOde des moments exponentiels, 
d - - 1  1 

Ocrivons p= E tiP, et supposons E ( - r t ) < d ~  ~" Alors Sp(#) possOde une fonc- 
/ = 1  r t<O 

tion propre ~(p) correspondant f son rayon spectral fl(p). Cette fonction est 
unique ( f u n  coefficient pros) continue, strictement positive et Sp(#) se dOcompose 
sous la forme : 

S p(#) = fl(p)( v(p), " ~ O(P) + Qp 

off v(p) est l'unique probabilitO propre pour S*(#), l'opOrateur Qo commute avec 
So(#)-Q pet  annulle O(P). Enfin le rayon spectral de Qo est strictement infOrieur 
a ~(p). 

Preuve. La dOmonstration de la proposition (5.10) reste ici valable, le point 
essentiel ~ justifier &ant la rOgularit6 de A * f. 

On peut d'abord trouver une mesure C ayant une densitO; cette densit6 est 
en effet fonction propre d'un opOrateur So,(# ) off pp' est le cocycle Jacobien de 
g. Cet opOrateur 6tant compact d'aprOs le lemme (5.11), il possOde au moins 
une fonction propre continue positive qui fournit donc la mesure ~ cherchOe. 

La valeur propre correspondante ne peut d'ailleurs ~tre nulle car alors les 
translatOes de C par les 616ments du support de # seraient nulles. D'autre part, 

1 
lorsque ~ (-r~)<d-~i- ,  il rOsulte du lemme 3-13 et de l'inOgalit6 de HOlder 

r l < 0  
d - 1  

que la fonction Ao= [I  IAIF' est mB-intOgrable. On en dOduit que Ap* C est 
1 

continue et strictement positive car C admet une densit6 continue bornOe. 
La preuve de (5-10) montre alors que ~b(p) est l 'unique fonction propre (/t 

un scalaire pros) correspondant ~ une valeur propre positive et la valeur propre 
correspondante/?(p) est bien le rayon spectral de So(#). 
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Pour obtenir la d6composition de So(p) voulue, il suffit, en vertu des 
propri6t6s des op6rateurs compacts, de voir que la valeur propre fl(p) est 
simple, c'est-/t-dire ici l'absence de blocs de Jordan associ6s h fl(p). Par relativi- 
sation ~t l'aide de ~b o qui ne s'annulle pas, on se ram6ne /t un op6rateur 
markovien et fi la valeur propre i. Le sous-espace caract6ristique correspon- 
dant est de dimension finie et puisque la norme de l'op6rateur est 1, l'absence 
de blocs de Jordan est bien v6rifi6e. 

(5.14) Corollaire, Supposons que I~ soit ~talde et poss~de des moments exponen- 
tiels. Soit p u n  cocycle sur B. 

Alors il existe un r~el positif t I tel que, pour tout 2MR, 12[ <t/: 

s~(~)  =/~(2) (v(2), �9 ) r + Q~, 
e t  

s ~  ('~) = ~ (2) (r �9 ) 6(2) + ~ 

off r [resp. q~(2)] est une fonction propre strictement positive de Sao(p ) [resp. 
de S~p(#)] associOe gt la valeur propre fl(2)>O; v(2) et r sont des mesures de 
probabilit~ sur B vOrifiant (v(2), r = (r q~(2)) = 1 ; Qa r = Qx q~(2) = O; les 
rayons spectraux des opOrateurs Qx et O.x sont strictement infdrieurs d fl(2); et les 
applications 2~fl(2) [resp. ~b(2), ~,3(2), v(2), r sont de classe C% 

En outre les fonctions Aao * r et Axe* v(2) sont non nulles et colin~aires 
respectivement aux fonctions ~o(2) et $(2). 

Preuve. Puisque # est 6tal6e, il existe un entier p > 1 tel que 

#p = 00p. rn 6 + vp 

off la mesure vp est singuli~re par rapport ~t m Get [Ivpl[ = z < l .  
L'application 2~Sxp(/~ p) est de classe C ~~ pour la topologie de la norme. 

D'apr6s le corollaire (5.13) et la th6orie des perturbations (voir [5, 14]), le 
rayon spectral de l'op6rateur Sxo(/~P ) tend vers 1 quand 2 tend vers z6ro. 

D'autre part, nous avons 
2 sup p(u,g) 

IIS~p(vp)ll <=Ie "'" v,(dg) 
G 

qui tend vers z < 1 lorsque 2 tend vers zbro. 
Toutes les assertions du coroUaire, except6e l'avant derni6re, s'obtiennent 

alors en appliquant le th6or6me (5.13) ~ la mesure ~p-m G. 
Enfin l'avant derni6re affirmation r6sulte de la th6orie des perturbations. 

(5.15) Preuve du thdor~me (5.4). Ecrivons X~=N~A~K~ (d6composition 
d'Iwasawa). L'image de K~ dans M \ K  s'identifie ~t une chaine de Markov sur 

= N A M \ G  d'op6rateur de transition S0(/0. 
D'apr6s le lemme de Borel-Cantelli, la condition 

lim sup Idl(K,,k)l- 1/. < 1 
n p,s. 

du lemme (5.6) est impliqu6e par 

Vet>0, ~ I P { 6 z ( K , k ) < - n ~ } <  +oo ; 
n > l  
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D'aprSs le corollaire (5.13) cette derni6re condition est 6quivalente 

W > 0 ,  Y. ~[{u~/~: ~ (u-  ~ )<  - n ~ } ]  < +oo  
n> l  

c'est-~t-dire/~ 

(1) ~ lcSl(u" k)l ~(du)< + c~. 

Or la convol6e de ~ par m K est 6gale h r~ et d'apr6s le lemme (3.13) les 
fonctions ]b~[ sont rh-int6grables. On en d6duit donc que (1) a lieu pour 
mK-presque tout k6K.  D'ofl la premiSre assertion du th6orSme (5.4). 

Quant h la derniSre assertion elle r6sulte du lemme: 

(5.16) Lemme. Supposons que # soit ~talde et possOde des moments exponen- 
tiels. Soit ~ l'unique mesure de probabilitd #-invariante sur B. Alors pour tout 
i~{1 . . . .  , d - l )  et pour tout k ~ K ,  

~_ 16i(u" k)l ~(du) < + oo. 
B 

1 - x  ~ 
Preuve. Observons que, pour tout x > 0 ,  2 croit vers ( - L o g x )  lorsque 2 
d6croit vers z6ro. 

Pour i ~ {1 . . . . .  d - 1}, nous avons, en appliquant le corollaire (5.14) au cocycle p~ 
et en faisant un abus de notations, 

0(2)(u) = S_ IA il~(u v - 1) v(2) (dr) = E~ 0(2)(v) ~ (d  v)] 4(2)(u),  
B B 

pour 2 voisin de z6ro, o6 2~q5(2) est de classe C~ 
Or nous avons 

~(~) = ~ 0(,~)(u) ~(du)= ~ IA,l~(u) ~(du) 
B B 

et la fonction 7 est d6rivable ~t droite en z6ro; en effet 

(2) - 1 1 -]d~] ~ 
lira limTS ~ r~(du) 
~,to ~ - - ~ o  

= ~_ [ - L o g  IA,i(u)] ff~(du). 
B 

Comme v(2) converge vaguement vers ~ lorsque 2--*0, on en d6duit, par un 
raisonnement classique, que 

S [ - L o g  IAil (uv- 1)] ~(dv)_<liminf~_ a+o B 1 -[AilX(uv - I ) 2  v(2)(dv) 

<l im (1 -7 (2 )  q~(2)(u) ) 
=,~o 2 

< ~ (0) + ~'(0) (u). 
D'ofl le r6sultat. 
Les r6sultats pr6c6dents, nous permettent aussi de complSter les r6sultats de 

la section 4. 
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(5.17) Proposition. Soit # une mesure de probabilitO sur SL(d, JR) OtalOe et ayant 
des moments exponentiels; nous dOsignons par {Y~}I_->2 une suite de v.a. 
ind@endantes et de loi 12. Pour deux ~lOments y e t  g de SL(d, ~), nous posons 

X,=yY2.. .Y,g=((aij(n))),  i e t  j 6{1 , . . . , d} .  

Alors pour tout i , j~ {1, ..., d}, 

p s  1 1 v.s. liml-Log[aij(n)] ~" im-LogllX,,ll = ~ ~ p(u,g)v(du)kt(dg)>O. 
n n n t l  G t p d  - l 

Pour tout / e{2 , . . . , d -1} ,  la suite -1Log [}At(X")I] converge p.s. vers un rOel 
~ < 0 .  n \ IIX.ll 2 ] 

Preuve. I1 suffit de prouver la premi6re assertion pour add(n)=Al(X,). Les 
autres s'obtiennent alors par un changement du couple (y, g). 

Ecrivons X, = N, diag (fi2 (n) . . . .  , rid(n)) K,  (ddcomposition d'Iwasawa). 
Nous avons alors 

laad(n)[ - lKn(d, d)' § O (fldfl~- (n) ) ) 

Nous s a v o n s q u e l a s u i t e  {~logfle_l/f ld(n)}convergep.s.  ver sunr6e l  < O e t  
( ~(n) 

q u e  c o n v e r g e  p s vers un r+el > O. 
( l l x . l l J  

D'autre part en (5.15), nous avons prouv6 que 

lira sup IK.(d, d)l- 1/. = lim sup 141 (K.)l- 2/. =< 1. 
n n 

Comme JK,,(d,d)t<l, on en d6duit que limJK.(d,d)12/'=l; et par suite 
n 

lira i[aad(n)[tl/"= 1. D'ofi la premi6re assertion de la proposition. 
. ~ [IX.II ! 

La deuxi6me assertion se prouve de fa~on analogue. 
Montrons maintenant comment, grfice aux techniques de [16] on peut 

6tendre ces r6sultats: 

(5.18) Th~or~me. Soit # une mesure de probabilitO sur G=SL(d, IR) poss~dant 
des moments exponentiels. Supposons que Gu, soit totalement irrOductible et que 
7", contienne une suite contractante vis-dt-vis de l'espace projectif pd-2. Soit 
{Yi}iel une suite de v.a. indOpendantes et de loi #; nous notons X ,  le produit 
Y1... I1,. Nous dOsignons par v l'unique mesure de probabilitO t~-invariante sur 
p d -  2,  

Alors, 

~ LoglAl(ff)lv(dff)= ~ Log ([~u H,e d) v ( d f f ) < + ~  
p d -  1 p d  1 

et pour tout ff~pd-1, la suite de v.a. {X,'ff} converge p.s. vers une v.a.Z. 



238 Y. G u i v a r c ' h  et A. R a u g i  

Si, pour deux Olkments y et g de SL(d, ~) ,  nous notons ((aij(n))) la matrice 
y X ,  g, alors pour tout i ,je{1 . . . . .  d}, 

l i m l L o g l a i j ( n ) l P S ' l i m l L o g l l X . I I P 2 ' ~  ~ p(~,g)~(du-)#(dg)>O. 
n n n n G tpa~ 1 

Le th6or6me (5.18) se d6montre de la m6me faqon que le th6or6me (5.4), en 
utilisant la proposition (5.19) ci-dessous qui permet de se passer de l'hypoth6se 
d'&alement. 

Si f e C ( P  a- 1), on d6finit pour 2>0 ,  

] f (u) - f (v )[  
m r ( f ) =  sup (voir (4.5)). 

. . . .  p . . . .  ~(u, v) 
u t v  

Nous appelons L t l'espace des fonctions f de C(P a- ~) telles que 

I f  I t= ] l f l l ~+mt ( f )<  + oo. 

L'espace des cocycles K-invariants sur tpa- x x G est engendr6 par le cocy- 
cle p~, not6 plus simplement p, d6fini par 

p(tT, g ) = L o g  Ilugll (ffstP a-l ,  gsa) ,  
Ilull 

off u est un repr&entant de ~ darts t l l  a, 
Nous avons: 

(5.19) Proposition. PIafons-nous sous Ies hypotheses du thdorkme (5.18). Alors 
pour tout r~el ~, Stjv(l~ ) est un opOrateur bornO de Lt ,  pour 0 < 2 <  1, et l'applica- 
tion ~--*St~p(#) de ~ dans respace de Banach des op~rateurs bornks de L t e s t  
analytique. I1 existe un r~el 0 < 2 o < 1 tel que pout tout 0 < 2 < ;~o, (So(/~) - v )  soit 
un opHateur de rayon spectral strictement infHieur d 1 sur L t. 

Nous r6sumons ci-dessous la preuve de la proposition (5.19). Pour les 
d6tails nous renvoyons le lecteur ~t [16]. 

On prouve les deux lemmes suivants: 

(5.20) Lemme. Pour tout rOel 2>0,  posons 

V~,(n) -- sup IE [e t~(r x,)]. 

Alors il existe 0 <20 =< 1 tel que pour tout 2 <20, lim(vz(n))l/"< 1. 
n 

Preuve. Pour tout 2>0 ,  {7t(n)} est une suite sous-multiplicative si bien que 
lim (~x(n)) 1/" = inf (~(n)) 1/". 

n 

Le lemme (5.20) r&ulte alors du corollaire (4.7) et du fait que, pour tout 
e t a  - -  1 

rOel a, - - 7 - -  dOcroit vers a lorsque 2 dOcroit vers zOro. 
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(5.21) Lemme. Nous avons les indgalit~s: 

sup leaP("'~)-ePP(~'g)[ <~ C(fl)[a(g)]a si fl>O 
(U,V) EtM (~(U, V) =(C(fl)[-a(g)] 31/~1 si f l<0  

[p(u, g) -p (v ,  
sup g)l < C,(a(g))Z ; 

<., v~ ~ tM ~ (u, v) 

off a (g)=sup  {l[gl[, jig-ill} et C(fl) ne d@end que de ft. 

La premi6re assertion de la proposition (5.19) r6sulte alors du lemme (5.21). 
La deuxi6me assertion r6sulte de l'in6galit6 

[S~(#) f[  z _-< ?z (n)[f[~ + r[ f II ~, 

du lemme (5.20), du th6or6me de Ionescu-Tulcea-Marinescu [19] et du corol- 
laire (5.2). 

Le th6or6me (5.18) se g6n6ralise de la faqon suivante: 

(5.22) Th6or~me. Avec les notations et hypothkses de (5.0) et (5.5), appelons # 
l'unique mesure de probabilitd #-invariante sur G/•.  Supposons en outre que # 
possdde des moments exponentiels. 

Alors 
~_ L~ +~ V l e J o  

G/Po 

et pour tout u e G/rio, la suite de v.a. {X,. u} converge p.s. vers une v.a.Z.  
Le thkordme (5.18) correspond au cas O={~1,  ..., %-2}. Pour traiter le cas 

g~nkral on considOre la distance K-invariante sur Po\G ddfinie par 

6(u,v)= ~ ( 1 - A 2 ( k k ' - l ) )  (u, vePo\G) ,  
IEJ~ 

off k et k' sont des dldments quelconques de K ayant respectivement u et v pour 
images dans P e \ G ~  K o \ K .  

Nous terminons cette section en dormant une autre cons6quence des 
r6sultats pr6c6dents. 

(5.23) Th6or6me. Avec les hypothdses et les notations du th~ordme (5.18), appe- 
lons ~le r~el strictement positif 

~ p(ff, g)g(du-)p(dg). 
G t p d  - 1 

Alors nous avons l'alternative suivante : 

ou bien il existe des rdels strictement positifs C et a tels que 

sup k,k'sSO(d)SUp ]P[ LOg[Al(kX"k')[-nTrrCn S t  ] -]-~gl ~' e -"Z [ du N - - ;  

ou bien: 

(*) il existe une fonction continue h sur T ~- 1 telle que V k e N * ,  V ge  Supp# k, 
V ~eSupp  ~, p(ff, g)=ky+h(~ .g) -h(u- ) .  
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Avan t  de p rouver  le th6or6me, r emarquons  que la premi6re  al ternat ive est 
satisfaite dans les divers cas suivants:  

1) Le semi-groupe  Tu est d ' int6rieur non  vide. (C'est le cas si/~ est 6tal6e). 

2) II existe des entiers p e t  q__> 1 tels que 

supp #P c~ supp [~P+q :~ 9" 

3) Supp ~-- p a -  1. 

Preuve du thkorkme (5.23). Nous  notons  A 1 au lieu de IAll. 
Posons 

Z~(k, k') = L o g  A ~(kX~k'); 
et 6crivons 

avec 

Z.(k, k ' ) =  U~(k) + Vn(k, k') 

U.(k) = Log II ed kX~l] 

ledkX.k'fal V.(k, k') = Log  Log  3 ~ (k. X .k') 
[[edkXnl] 

(off k .X,k '  d6signe la composan t e  sur K, dans la d6composi t ion  d ' Iwasawa  
G= NAK, du produi t  kXnk'). 

Pour  tous r6els a et c~> 0 nous avons 

D 'apr6s  (/-16] th6or~me 2), nous  savons que: 

i) la suite t l lE[(U,(k)-nT)2]l  converge vers une constante  O-2 

ind6pendante  de keSO(d). Le r6el o- est > 0  except6 si la condit ion (,) du 
th6or~me (5.23) est v6rifi6e. 

ii) lorsque a > 0, il existe une constante  c ' >  0 telle que: 

sup sup IP =<t e - T  
t~-, keSO(d) O'/n - - ~  oo =]~'<-- 

Pour  p rouver  le th6or6me (5.23), il nous reste alors ~t mon t r e r  que pour  tout  

r 6 e l / / > 0 ,  la suite sup {1/nlP[IVn(k,k')l>=Hl/n] } est b0rn6e. 
k,k" eSO(d) 

Nous  avons  

IP[I W,(k, k')l > i l l / n ]  = [So(l~)YSo(k') [4, o A 1] (#), 

off d),(x)=l[o,e ~r (xe~*) .  
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Lorsque # est 6tal6e, du lemme (5.ll),  il r6sulte que:  

sup IP [1V,(k, k')[ > fl I / n ]  < sup ~(S o (k') [qb, o A ~]) + C p" 
k,k'eK k" eK 

avec 0 < p < l .  
Or 

~ ( S o ( k '  ) E~)n o A 1]) = ~" k'E - L o g  A z > f l ] /~]  

1 
< ~ .k ' [ lLogAa[  ] 

1 < ~  (75(0) + ,~'(0) Ek'- 1]) 

(d'apr~s la preuve du lemme (5.16)); 
d'ofi le r6sultat. 

Lorsque p n'est pas 6talde, consid6rons la suite de fonction 
d6finie par: 

r  = 

an=e-~Vn 

r6elle 

1 

2 e2Pl/.(x _ 2 e-/~V.) 2 

1-2e2~V"(e -pv" --X) 2 

pour  O < x < e  -pv" 
pour  ~e-t3V"< x < 2 e  -~v" 

pour  e-~g"<=x< 32 e-l~r 

Yl r 

0 o n 3/2% 2 a  n 

Fig. 2 

{0.} 

Nous  avons ]IO',H ~ =2e~r De la proposi t ion (5.20) il r6sulte alors que" 

]PEI V,,,(k, k')l _->/~l/n] _-<~. k'(O, o A 0 +  CP"( 2epV"+ 1). 

Or, pour  n assez grand, 

"~ .k ' (~ .oAO_v .k  ({u: Ax(u)<=2e-l~V"}) 

2 
<- ~.k'ElLOgAll]; 

d'ofi le r6sultat. [ ]  



242 Y. Guivarc'h et A. Raugi 

(5.24) Corollaire. Avec les hypothOses et notations des thdorOmes (5.18) et (5.19), 

supposons que la condition ( ,)  du thkordme (5.19) ne soit pas vdrifiOe. Alors il 
existe des rdels strictement positifs a et C tels que 

lP I-L I ( )1  ] 1 t ,z - - - -  C 
s u p  s u p  I 2 ~  < t  ~ e 2 du < _ = .  
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