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0. Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient u une mesure de probabi-
lit¢ sur les boréliens de G et {Y};»; une suite de variables aléatoires
indépendantes et de loi u sur G. Nous nous proposons d’étudier le comporte-
ment asymptotique du produit X, =Y, ... Y,.

Ce probléme a été abordé par divers auteurs, citons Furstenberg, Kesten [7,
9], Tutubalin [25], Virtser [26], Raugi [23]. Dans ces articles, on suppose que
u est absolument continue par rapport a la mesure de Haar de G (ou que plus
généralement u est €talée [1]), ou encore [9] que les Y; sont positives.

Notre étude, faite sans hypothése d’étalement ni positivité, précise les tra-
vaux précédemment cités. Pour illustrer les résultats obtenus, considérons, par
exemple, le cas du groupe G==SI(d,R) des matrices carrées réelles d’ordre d de
déterminant 1.

Désignons par N (resp. N) le groupe des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) ayant des «1» pour ¢léments diagonaux; par K le groupe
SO(d) des matrices orthogonales (i.e. ‘"M =M 1) de déterminant 1. Alors nous
savons que tout €lément g de C s’écrit de fagon unique:

g=u(g) Expb(g)k(g) avec b(g)=diag(bi(g), ..., ba(2))

(décomposition d’ Iwasawa)

u(g)eN, k(g)eS0(d), Vie{l,...,d} bi(geR et i b;(g)=0.

D’autre part, tout élément g de G sécrit g=k, Expc(g)k, avec
c(g)=diag(c,(g),...,c,(g)) (décomposition polaire) avec k,,k,eS0O(d),
d

Vie{l,...,d}c;(g)eR, > c,(g)=0ct c (g)=...<c ()

i=1
Les réels ¢;(g), 1 <i=<d, sont déterminés de fagon unique par g tandis que le
couple (kq, k;) n’est pas unique.
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Lorsque c¢q(g)<...<cu{g), alors les autres décompositions polaires de g
s’obtiennent en remplagant le couple (ky, k,) par un couple (k,m, m~k,) avec

me M ={diag(ey, ..., &) SI(d, R): ;= +1}.

Soit fi, ..., f; la base canonique de IR% Pour tout ic{l,...,d—1}, nous
appelons H, le sous-groupe fermé de G qui laisse invariant en direction le (d —i)-
vecteur fii1A...A fg. Nous avons H;={((a))eSI(d,R): a;,,=0, [e{l,...,i},
ke{i+1,...,d}}; et I'espace homogéne G/H; s’identifie & I'espace des sous-
espaces de dimensions (d —i) de R*.

Si @ est un sous-ensemble de X={1,...,d—1}, nous posons B,=G si @=%
et Pp= ﬂ H; si ®+2X; en particulier Hi:PER{i). Les espaces homogénes

- ieZ— 0
G/Fy, @2, sont des espaces de drapeaux. Par exemple, lorsque 2 —6©
={iy, ..., ij} avec iy <...<i;, I'espace homogéne G/Fys’identifie a I'espace des I-

uples de sous-espaces de R? (E;,, ..., E;)) tels que dimE; =d—i; et E; , , <E;,
je{l, ..., 1}

Aprés ces préliminaires algébriques, donnons nous une mesure de probabi-
lit€¢ u sur les boréliens de G. Nous appelons G, [resp. 1,] le sous-groupe [resp.
le semi-groupe] fermé de G engendré par le support de u. Nous faisons sur p
I'hypotheése (H) suivante:

(H) G, et ses sous-groupes d’indice fini, agissent de fagon irréductible sur R? et
_ses puissances extérieures. Autrement dit G, ne laisse pas invariant une réunion
finie de sous-espaces propres de A\*IRY pour tout ke{l, ..., d}.

Les résultats s’énoncent alors en deux parties:

A. Comportement de X, en coordonnées d’Iwasawa et polaires

Posons:
0=0,={ie{l,...,d—1}: sujp lcit1(g)—ci(g) < + oo}
gedy

I1 est clair que @ =X si et seulement si T,=G, est compact. 3

Nous montrons qu’il existe sur I'espace homogéne X,=G/F, une unique
mesure de probabilité p-invariante (i.e. telle que u*v=v); et la suite de mesu-
res {ex, * V},> converge vaguement, p.s., vers une mesure de Dirac ;. :

Par transposition, il s’ensuit qu’il existe sur X,=Fy\G (avec Fy="'Fp) une
unique mesure de probabilité y-invariante ¥ (i.e. telle que ¥ * u=79) telle que

lim ¥ Y,... Y, =¢3.
De ces convergences on déduit, pour le produit X,, le comportement
suivant:
i) Les images dans X, des composantes k{(X,) et u(X,) convergent p.s. vers
Z. Autrement dit pour tout ie X — @, les suites de v.a. k(X)) (fiz1 A ... A S}

et u(X,)(fiz1A...Af)}, a valeurs dans Pespace des sous-espaces vectoriels de
dimension (d —i) de RY, convergent p.s.
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i) sup sup|b;(X,) —c¢;(X,)|<+o0; et pour tout ieX—O, les suites

1=iZd n
{(b;—b;, )X} et {(c; —c;, )(X,)} convergent p.s. vers (— oo).

iii) Les images dans X . des composantes k,(Y,...Y;) et k(Y,... ¥;) conver-
gent p.s. vers Z; et par suite les images dans X, des composantes k,(X,) et
k(X,) convergent en loi vers ¥. Autrement dit, les suites de v.a., (ie2— ),
{lex A...ne) k(X)) et {(egn... Ae)k(X,)}, & valeurs dans I'espace des sous-
espaces vectoriels de dimension i de ‘R%={(u, ..., u;): u;e R}, convergent en
loi [(eq, ..., ;) désigne la base canonique de ‘R4].

En particulier, lorsque @,=0, la composante u(X,) converge p.s.; I'image
de k{(X,) dans K/M converge p.s.; et les images de k,(X,) et k(X,) dans M\ K
convergent en loi.

Supposons, outre I'hypothése (H) que fLoglgl u(dg)<+oo. Alors pour

- G

. 1 1
tout ie{l,...,d}, les suites {~ bi(X,,)} et «{~ ci(X,,)} convergent p.s. vers des
réels A; vérifiant: n n

li<2'i+1 Si iEZ’_@, Aiziiﬁ—l Si le@ et 2/1,—':0

Lorsque G, n’est pas compact (i.e. @+2), on a donc nécessairement 4; <0 et
A;>0.

Ces résultats contiennent les théorémes de Furstenberg qui portent sur la
croissance exponentielle des vecteurs lignes de X, et sur la décroissance expo-
nentielle des angles de ces vecteurs [7].

. . 1
En effet, on voit aisément: d’une part que les suites {— Log|uX n[l}, ue'R?,
n

1 .
et {- Log|lX n{l} convergent p.s. vers 1,; d’autre part que les suites
n

1 JuX,AvX,|
{ZLOg u Aol }

u, ve'R?, u et v non colinéaires, convergent p.s. vers (4, , —A4,). 4, est stricte-
ment positif dés que G n’est pas compact et (1,_, —A,) est strictement négatif si

sup |, ;(8) —cy(g)) = + oo. Ces résultats peuvent s’interpréter géométriquement
geT,

dans un compactifié naturel G/K étudié par Moore [18]: si @=0, I'image
canonique de X, dans G/K converge vers un point frontiére d’'un type parti-
culier et on peut préciser, en coordonnées polaires ou horosphériques, le
comportement des diverses composantes.

En fait, I'espace G/K s’identifie & I'espace des ellipsoides de RY, centrés en
0, de volume unité et les résultats précédents donnent le comportement asymp-
totique de 'image de la boule unité par X,,.

Une autre conséquence des résultats précédents concerne les exposants de
Liapunoff du cocycle défini par X, [20] dans le cas ou O=0 et
[Logllgll u(dg)< + oo: considérant les ¥, comme définies sur P'espace G? des
G

suites bilatéres muni du shift § et de la mesure produit infini #Z on peut
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trouver une application I'(w) de G% dans GI(d,R) telle que Log|/I'(w)| soit
intégrable et que X, s’écrive sous la forme:

Xp(w)=T(w) Dy(@) =1 0 5"()
ou D, est diagonale et verifie

lim DZ"=diag(e*, e, ..., e*)
n—+ oo
c’est-a-dire que X, se comporte de maniére analogue aux itérées d’une matrige
diagonale a termes diagonaux distincts.

L’ensemble de ces résultats est obtenu en utilisant de maniére essentielle la
proximalité de laction de G sur l'espace des drapeaux, proximalité mise en
évidence en [8], et qui permet de montrer la convergence vers une mesure de
Dirac de la suite de mesures ¢x,_* v. Une hypothése de moment permet alors de
préciser grace au théoréme ergodique, ce résultat qualitatif ce qui fournit le
comportement exponentiel des normes des vecteurs lignes et des angles entre
vecteurs lignes.

B. Comportement des coefficients de X,

p.s. . , 5 - ‘
Nous avons vu que X, -v— ¢z, nous nous intéressons a présent a la conver-

gence des suites X, - u, ueG/E,.
Sous hypothése (H), nous montrons que pour tout ueG/B, la suite {X,-u}
converge en probabilité vers Z.
Supposons, outre I'hypothése (H) que || gl* n(dg)< + oo pour tout a>0 (ou
G

plus généralement pour un certain a>0). Alors pour tout ueG/B, la suite
{X,-u} converge p.s. vers Z.

Pour prouver cette seconde affirmation, nous montrons que la mesure v,
(dont on sait seulement qu’elle existe), intégre certaines fonctions non bornées
généralisant les potentiels logarithmiques. .

Appelons a;;(n), i, je{l,...,d}, les coefficients de la matrice X,. Supposons

que yu vérifie I'hypothese (H), que suplc, ,(g)—c,(g)|=+o et que || g|*n(dg)
G

geT,
< + o0, pour un certain o> 0. Des résultats précédents on déduit, pour le produit
X, le comportement log-normal suivant:

T | s
1) Vi, J,ZLOgMij(n)lp—*/ld

i) Il existe des réels >0, C et o, tels que

_ t u?
P [loglaij(n)l nlldét] B 1 f e T du gi,
o)/n V2r "w ﬂ
Pour obtenir ce type de résultat on observe selon [16] que la chaine de
Markov définie par X, ' sur I'espace des drapeaux vérifie des propriétés de

sup sup
teR i,j




Frontiére de Furstenberg 191

contraction conduisant a la quasi-compacité des opérateurs correspondants
dans des espaces de fonctions Lipchitziennes; ceci résulte des propriétés
particuliéres du comportement asymptotique de X,. Grace aux informations
obtenues sur la mesure stationnaire v, on peut alors contrbler les diverses
composantes de X, en coordonnées polaires et réduire le comportement des
coefficients a celui de la partie diagonale de X,.

1. Préliminaires algébriques

Nous donnons ci-dessous une description des décompositions d’Iwasawa, de
Bruhat et polaire, d’un groupe de Lie semi-simple. Cette description résume
des résultats classiques, exposés, par exemple, dans [13].

Soit G un groupe de Lie ayant (4, [ ,]) pour algébre de Lie. Nous
appelons ad la représentation adjointe de ¥ (ie. adX(Y)=[X,Y], VX, Ye¥%).
Nous disons que G [resp. %] est semi-simple si la forme de Killing

F(X,Y)=tr(adX adY), (X,Ye¥9),
est non dégénérée.

(1.1) Lorsque % est une algebre de Lie semi-simple il existe des
décompositions ¥=4" @ P de ¥ en la somme directe d’une sous-algébre A~ et
d’un sous-espace £ vérifiant:

) [AA VA A PP [F P A

ii) La restriction de la forme de Killing a # [resp. a #] est définie
négative (resp. définie positive). A et & sont orthogonaux pour F.

Ces décompositions sont dites de Cartan.

[Par exemple si ¥ =sl(d, IK)={matrices carrées d’ordre d a coefficients dans
K (=R ou €) de trace nulle}, ou plus généralement si ¥ est une algébre de
Lie semi-simple auto-adjointe de matrices (ie. Xe%='Xec¥), alors la
décomposition d’'une matrice en la somme d’une matrice antihermitienne et
d’une matrice hermitienne est une décomposition de Cartan].

Du fait que la forme de Killing est définie négative sur # @iZ il résulte
que l'algébre de Lie de matrices ad(# @i#) est la conjuguée par un élément
de GL(dim¥%,C) d’une sous-algébre de Lie de lalgébre de Lie des matrices
antihermitiennes. Autrement dit, il existe une base de la complexifiée 4% de ¢
dans laquelle les matrices ad X, Xe %" (resp. X €%) sont antihermitiennes (resp.
hermitiennes).

Choisissons une sous-algébre abélienne maximale &/ de £ Il existe alors
une base de ¢ dans laquelle les matrices de ad.«/ sont diagonales. Les éléments
diagonaux de ad.«/ définissent des formes linéaires réelles sur «of appelées
racines.

Appelons 4 I'ensemble des racines et, pour tout a4, posons

4, ={Xe%: ad H(X)=u(H)X,VHe};

nous obtenons la décomposition ¥ =P %,.

aed
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Appelons ¢ 'automorphisme involutif de ¢ défini par ¢(X)=X si Xe? et
6(X)= —X si XeA. On vérific facilement que:

i) si aed, alors (—a)ed et G_,,=0(%,),

i) Go=M DA o0 M={XeX:[X,]=(0)}.

Soit .«/' I'ensemble des points de o/ ou aucune racine de 4—{0} ne
s’annule. Les composantes connexes de o/’ (en nombre fini) sont les chambres
de Weyl. Choisissons une chambre de Weyl W et notons A_ [resp.4,]

I'ensemble des racines, non nulles, négatives [resp. positives] sur W.

Posons )
M: @ga et W: @g(~a):0(/1/‘).
Des inclusions, ned- aed-

fo, ﬁEA, [gaagﬂjcga+ﬁ

(avec la convention %, ;=(0) si e+ f¢A), il résulte que A" et A sont des sous-
algébres de Lie nilpotentes de 4. o @ N et of @A sont des sous-algébres de
Lie résolubles de % et nous avons

N =[N, N =[AN].

On obtient alors pour ¥ les décompositions, dites «d’Iwasawa»,
G=NDADKH et G=NDADNA.

La seconde se déduisant de la premiére par 'automorphisme o.

Ces décompositions dépendent des choix: de la décomposition de Cartan;
du sous-espace abélien maximal o/ et de la chambre de Weyl W. On montre
que deux décompositions d’Iwasawa se déduisent par un automorphisme
intérieur.

D’autre part, nous obtenons aussi la décomposition dite «de Bruhat»:

G=—NDADN D M.

(1.2) Désignons par N, N, 4 et K les sous-groupes de Lie connexes de G
ayant respectivement 4, A, o/ et A pour algébre de Lie. N et N sont des
sous-groupes nilpotents simplement connexes de G. A est un sous-groupe
abélien simplement connexe de G, donc isomorphe a (R¥™, +). K contient le
centre discret Z(G) de G et le quotient K/Z(G) est un groupe compact.

Appelons Ad la représentation adjointe de G. Soient acd, Xe¥%, et acA;
écrivons a=exp H avec He.«/, nous avons

Ada(X)=Ad(expH)(X)=EBExpad H(X)=e* X ;
autrement dit,
Ada(X)=g,(a) X,

ou ¢, est un homomorphisme de 4 dans R .

Appelons M (resp. M’) le centralisateur (resp. le normalisateur) de 4 dans
K. M et M’ sont des sous-groupes fermés de G ayant .# pour algébre de Lie.
Comme M et M’ contiennent le centre Z(G) de G et comme K/Z(G) est
compact, M'/M est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl. Chaque élément
de M’ permute les chambres de Weyl. Le groupe de Weyl opére de fagon
simplement transitive sur Pensemble des chambres de Weyl.
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Ceci dit nous avons pour G les décompositions suivantes:

1) Décomposition d'Iwasawa de G. G=NAK (ou G=KAN, NAK, KAN)
L’application qui au triplet (n, a, k) associe le produit nak est un isomorphi-
sme de variétés analytiques de N x 4 x K sur G.

2) Décomposition polaire de G. G=K exp WK

Tout élément g de G s’écrit k, exp ak,, avec k,, k,eK et aeW (fermeture de
la chambre de Weyl W dans /). L’élément a est déterminé de fagon unique.
Lorsque aeW, les autres décompositions de g s’obtiennent en remplagant le
couple (k,,k,) par (k,m,m™'k,) avec me M.

3) Décomposition de Bruhat de G. G= () NmNAM

meM'’' /M
(ouG= () NmNAM= () NmNAM= |) NmNAM).
meM’'|M meM' /M meM’'/M

Choisissons des représentants m;, 1 <i<s, dans M’ des ¢léments de M'/M.
Alors G est la réunion disjointe des sous-variétés Nm;NAM, 1<i<s. NNAM
est une sous-variété ouverte de G et les autres sont des sous-variétés de
dimensions strictement plus petites. L’application qui au quadruplet (u,#,a,y)
associe le produit uiiay est un isomorphisme de variété analytique de N x N
x Ax M sur I'ouvert NNAM de G.

Pour tout meM’, nous avons

(m~'Nm)=[(m '"Nm)nN][(m 'Nm)ANT;
et par suite

NmANM=m[(m *Nm)AnN]JANM =(NnmNm~YmANM.
Le groupe nilpotent (m~Nm)n N admet pour algébre de Lie

g,.

{oed ;oo Admed _}

Par suite (n"*Nm)nN=N<oocAdmed_,Vacd_<>meM. Lorsque m en-
voie 4_ sur A, (ie. lorsque m correspond a Iélément du groupe de Wey! qui
envoie W sur (— W)), nous avons (m 'Nm)nN={e} et NmANM =mANM.

Dans la suite nous noterons mg un représentant dans M’ de I’élément de
groupe de Weyl qui envoie W sur (— W).

(1.3) Exemple

G=SL{d,R)

N = {matrices triangulaires supéricures réelles a éléments diagonaux égaux a 1}
N = {matrices triangulaires inférieures réelles a éléments diagonaux égaux a 1}
A = {matrices diagonales a coefficients strictement positifs, de déterminant 1}
K =S0(d)= {matrices orthogonales de déterminant 1}

d
Mz{diag(ai, ey 8g) = il,ﬂeizl}.

i=1
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Décomposition &’ Iwasawa: G=NAK (ou KAN, NAK, KAN)

d
Décomposition polaire: G=K {Exp diag(xy,...,x,): Z x,=0,x;=... gxd} K
i=1

i

01
Décomposition de Bruhat: @ pour d=2, M’={ +I, + ( ) 0)},

~ 1\ ~ 0 1\ .
d’ou G=NNAM+N( 0)NAMzNNAM#—(_1 0>NAM

~ 1\ -~
NNAM={(? Z)eSL(Z,IR):d#:O} et (_(1) O)NAM

={(Z’ Z)eSL(Z,]R):d=O}.

® pour d=3, le groupe de Weyl admet les représentants suivants dans M':

E

0 01 010

>

1 0 0 0 -1 0 0 0 1
{I,m2= 0 0 -1, my=|t1 00 my=|1 0 0
0 1 0
010 0 0 1
ms=|0 0 1], mg=|0 —1 0 }
1 00 1 00
. On vérifie que:

NANM={((aij))eSL(3, R): az340 et A2=‘a22 @23

a3z daszs

NmyANM = {((a;;))eSL(3,R): a33 =0 et 4,+0},
NmyANM = {{(a;}))eSL(3,R): as3+0 et 4,=0},
Nm4A1\7M={((aij))eSL(3,]R): a3z =a,;3=0,a3,+0},
NmsANM ={((a;;))eSL(3,R): a3, =a33=0, a53 0},
NmGANMz{((aij))eSL(3,R): A3, =033=0,3=0} =mg ANM.

Ces parties de G, en projection sur G/ANM sont des orbites de N et elles
s'interprétent géométriquenent comme suit. Comme ANM est le stabilisateur
du couple des sous-espaces engendrés par e; seul et (es, e,), 'espace homogéne
G/ANM est Tespace des drapeaux de R? cest-a-dire des couples formés de
deux sous-espaces emboités de dimension 1 et 2. D’autre part, lespace des
droites de IR? n’est autre que le plan projectif P? et G/JANM s’identific donc
¢galement & I'ensemble des ¢léments de contact & P2, c’est-a-dire des couples
(x,[x, y]) formés par un point xeP? et une droite passant par ce point et notée
[x,y]. Alors, en notant de la méme fagon vecteurs et points correspondants
de P?, les éléments m; du groupe de Weyl se projettent suivant les 6 éléments
de contact
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€

ey e3
Fig. 1

(63, [63, 62])7 (63, [63, 81]), (629 [62, e3])a
(e2, [e2 e11),(e1, [e1, €3]), (€1, [e1, €2])

dont les orbites sous N sont respectivement:

- tous les €éléments de contact d’origine extérieure a la droite [ey, e;] et ne
passant pas par e, (dim 3)

— tous les éléments de contact passant par e; mais d’origine non située sur
[es, e,] (dim?2)

— tous les éléments de contact d’origine sur [e;, e,] mais ne passant pas par e,
(dim 2)

— tous les éléments de contact passant par e; mais distincts de (eq, [ey, e;])

— tous les éléments de contact d’origine e; mais distincts de (e, [eq, e5])

— Iélément de contact (eq,[ey, e2]).1

(14) Les groupes NAM (ou NAM =m;NAMm; ') de la section (1.2) sont des
sous-groupes fermés moyennables de G: en effet NAM est une extension
compacte du groupe résoluble NAZ(G). Comme deux décompositions
d’Iwasawa de G se déduisent par un automorphisme intérieur, ces groupes
s’obtiennent, a4 partir de 'un d’eux, par conjugaison. En fait nous savons ([6]

théoréme (1.10)) que ces groupes sont des sous-groupes moyennables maximaux
de G.

(1.5) Définition. Nous appelons sous-groupe parabolique de G, tout sous-
groupe fermé de G contenant un des sous-groupes NAM.

(1.6) Donnons-nous une décomposition d’Iwasawa G=NAK de G et le sous-
groupe moyennable maximal NAM correspondant.

Nous savons (voir, par exemple, [2] §11 ou [17] §2) que les sous-groupes
fermés de G contenant NAM sont les sous-groupes B, définis de la fagon
suivante.

Désignons par 4_ l'ensemble des racines ayant servi a définir N; par 2
I'ensemble des racines simples de 4_. [Rappelons quune racine de A4_ est
simple si elle n’est pas la somme de deux racines de 4 _; tout élément de A_
est alors, de fagon unique, une combinaison linéaire a coefficients entiers
positifs de racines simples].

Soit @ un sous-ensemble de X; posons Ag={acd:p,(a)=1,Vac®} et
appelons Ky le centralisateur de Ay dans K; alors Fy est le sous-groupe
parabolique KgAN =NAK,. L’application @ - F, est visiblement croissante et
de plus Pyn Py =Py, 9, P,=MAN, P, =G.

! Plus généralement, si on appelle 4,, ke {1, ..., d — 1} les mineurs principaux de la matrice ((a; ) (voir

(5.5)), alors NANM={((ai,j))eSL(d, R): 4,%0,Vke{l,...,d —1}}.
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Notons [@] le sous-ensemble des racines de 4 qui sont des combinaisons
linéaires a coeflicients entiers de racines de @; I'algébre de Lie de B, est alors

@ 4.

ae[@]ud-

Tout sous-groupe parabolique de G est donc un conjugué dun des sous-
groupes paraboliques standard F,, ® = X. En outre, tout sous-groupe paraboli-
que est son propre normalisateur.

Nous notons B, le sous-groupe parabolique KoAN =NAK,. L’algébre de
Liede Best @ %,

ae[@lud
Nous avons

G= |J NmB(=UNmB={)NmP=|)NmB),

meM’ /M,

ou Mp=M K. La sous-variété NmPB, s’écrit aussi mN™®E,, oo N™ est le

sous-groupe de Lie connexe de N ayant @® 9, pour algébre de
Lie ae(d -ocAdm)n([O1nd -

L’application qui au couple (u, p) associe le produit up est un isomorphisme
de variétés analytiques de N*® x B, sur I'ouvert N®®F, de G.
(1.7) Considérons une décomposition de Bruhat de G, soit

G= (/] NmNA4M.

meM’'/M

Pour tout meM'/M, appelons W,, la fermeture de la sous-variété NmNAM
dans G. W, est la réunion de NmNAM et d’'une réunion W, de sous-variétés
Nm'NAM, m'eM'/M, de dimensions strictement plus petites que celle de
NmNAM. NmNAM est un ouvert de W,,, pour la topologie induite.

(1.8) Exemples
e G=SL(2,R)
W,=G et W, =mNAM.

Les sous-groupes paraboliques de SL(2,IR) sont SL(2,R) et les conjugués de
NAM (ou NAM).

e G=SL(,R) )
W/e:Gz szzN{mZam4:m5:m6}N‘4M’

ngzN{m?n My, ms, m6}NAM9 Wm4:N{m4: mG}NAMa
WmszN{m55m6} NAM, WmSZmGNAM.

Les sous-groupes paraboliques de SL(3,R) sont SL(3,R) et les conjugués
des sous-groupes NAM (ou NAM), {((a;))eSLB,R): a,;=a;; =0} et
{((a;))eSL(3,R): a3y =az,=0}.

2. Résultats principaux

A) Suites contractantes

(2.1)  Définition. Nous disons qu’une suite {g,},> d’¢léments de G est contrac-
tante si pour une décomposition polaire G=KexpWK de G, g, sécrit x,a,k,
avec x,, k,eK, a,eexpW et ¢,(a,)—0, pour tout acd_.
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Nous allons a présent étudier de telles suites; en particulier nous allons voir
que lorsque {g,} est une suite contractante, alors la propriété énoncée est vraie
pour toutes les décompositions polaires (corollaire (2.3)).

(2.2) Lemme. Soit ii, [resp.u,] une suite d’éléments d'un compact C de N [resp.
de N1. Soit a, une suite d’éléments de A telle que ¢,(a,)—0, Vaed_. Alors i,a,
[resp. anu,] sécrit x,b,k, avec x,, k,eK, b,cexpW tels que x,—e, k,—e et
a,b; 1 —e.

. ~ ’ ’ ’ 0,
Preuve. Ecrivons i, a,=x,b,k, avec x,, k,eK et b,eexpW.

1°) Supposons que la suite x, converge vers x. G posséde la décomposition de
Bruhat G= )| NmAMN. Soit me M’ tel que xe NmAMN. x appartient alors

meM'|M
alouvert KnNAM Nm de K; si bien qu'a partir d’un certain rang x, s’écrit:

o~
xnzvnvncn’})nm

avec 0,eN, v,eN, c, €4, y,eM tel que 0,-7, v,—v, c,—c, y,—7y et x=Dvcym.
Nous avons alors:
Gy =X, (mb,m™ )k,

en posant k,=y,mk, et x,=x,(y,m)"*=,v,c,~Tvc.
Comme a; ‘d,a, et a; *0,a, convergent vers e, de 'égalité

1

(a;lanan):(an_ ﬁnan)(an_lvnan)[anﬁlcn(mbnm;l)] kna

il résulte (continuité de la décomposition d’Iwasawa G=NAK) que:

1) a; *v,a,—~e; ce qui entraine v,—e=u,

2) c,ay H(mb,m~')—e; ce qui entraine que @,(mb,m ')—>0Vacd , donc
mb,m~teexpW a partir d’un certain rang; par suite (puisque b,eexp W) meM
et mb,m~'=b,.

3) k,—e.

Mais alors nous avons aussi x,—ceNAnK={e}. Et le lemme est ainsi
prouvé, dans le cas considéré.

2°) Cas général. D’aprés la premiére partie les valeurs d’adhérence de la suite
x, sont dans M ; autrement dit 'image de la suite {x;} dans K/M est une suite
convergeant vers I'image de I’élément neutre de K. Nous pouvons donc trouver
une suite {y,},»1 de M telle que x,=x,y,—~e. En écrivant i,a,=x,b,k, avec k,

=y, 1k, nous sommes alors ramenés a la situation envisagée au 1°). [Ce

1
lemme généralise le lemme 4 de [26] qui suppose qu’en oufre sup%iz";<

+ o0, pour o, ﬁeAv].

(2.3) Corollaire. Si {g,},> est une suite contractante de G, alors pour tous x,
veG la suite {xg,V}n>1 Pest aussi.

Preuve. Soit g,=X,a,k, avec x,, k,eK et a,eexp W tel que ¢,(a,)—0, Voed_.
Ecrivons xx,=k,i,b, avec k,eK, #,eN et b,eA. ii, et b, varient respective-
ment dans un compact de N et de A. Appliquons le lemme (2.2) 4 la suite
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i,b,a, xg,y seécrit alors x,c,l,y avec x,, [ eK et c,cexpW avec
@,(c,)—=0,Vaed _.
Le corollaire (2.3) s’obtient alors en écrivant

Ly=d,u,l, avec d,cA, u,eN et LeK

et en appliquant le lemme (2.2) a la suite ¢,d,u,.
(24) Corollaire. Soir {g,},>, une suite d’éléments de G. Alors nous avons
lequivalence :

i) g, admet une décomposition polaire x,a,k, telle que

x,—»XxeNAMN et o,(a,)—>0Vaed_.

ii) g, admet la décomposition d’Iwasawa u,a,k, (u,eN, a,eA, k,eK) telle que
u,—u et O (a,)~>0Vaed_.

Dans ce cas on a nécessairement: {(u)={(x), ot {: G—>G/MAN; la suite
{a,a; '} converge ps. et ky=Kkyk, ou {k,} est une suite d’éléments de K conver-
geant vers un élément de M.

Preuve. 1) = ii).
Ecrivons, avec des notations évidentes,

x,=u,b,m,i,e NAMN—x=ubmi.

Alors a; lii,a,—e et a; ‘i,a, sécrit v,c,k, avec v,eN, c,€4, kjeK tels que
vp—e, c,—e et ki —e.
D’ou g, s’écrit u,a,k, avec

_ -1,,~13-1
un—un(bnmnanvnan my, bn )—»u,

dy=a,b,c, et dyay'=Isb,
kn=m,k, k,.
i) = 9.
Ecrivons u,=1,ii,b, avec I, K, b,e A et ii,e N. 11 suffit alors d’appliquer le
lemme (2.2) a la suite #,b,a,

n-n"n"

B) Théoréme principal

(2.5) Définitions. 1) Soit NAM un sous-groupe moyennable maximal de G
construit dans la premiére section. Une mesure de probabilité v sur espace
homogéne B=G/NAM est dite irréductible si

gv({(Nm))=0, VgeG, VmeM'/M—{z&},

ou { désigne l'application naturelle de G sur B.
Si u est une mesure de probabilité sur G, nous appelons T, (resp. G,) le
semi-groupe (resp. le sous-groupe) fermé engendré par le support de p.
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2) Soit H un sous-groupe fermé de G. Nous disons que H est totalement
irréductible §’il n’existe pas des €léments x, g4, ..., g de G tels que:

He () g NANM)x.
i=1

Dans le cas de SL(d, R), un sous-groupe H est totalement irréductible si et
seulement si il n’existe pas des éléments x,g;,...,g de G et un entier
ke{l,...,d—1} tels que:

r

(*) H 4, (g Hx)=0

(voir (5.5) pour la définition des 4,, ke{l,...,d —1}).
En posant,

o=X(fa_rxs1 A AJD) ot vi=gr W (finAfai),  (i€{l, ... 1)),
I’égalité () équivaut a:

Huoc‘U1 {ue/k\]R": v; Au=0}.

On en déduit que tout sous-groupe H de SL(d,IR) qui ne laisse pas
invariant une réunion finie de sous-espace propre de /\ R (kef{l,...,d—1}),
est totalement irréductible.

(2.6) Théoréme. Soient p une mesure de probabilité sur G et {Y};», une suite
de v.a. indépendantes et de loi u, définies sur un espace probabilisé (Q, #,1P), a
valeurs dans G.

Supposons que T, contienne une suite contractante (definition (2.1)) et que G,
soit totalement irréductible.

Soient G=NAK une décomposition d’Iwasawa de G et G=K(expW)K la
décomposition polaire de G correspondante. (W est la chambre de Weyl qui a
servi d définir N). Nous appelons M le centralisateur de A dans K.

Alors il existe une unique mesure de probabilité p-invariante sur B=G/NAM
et cette mesure est irréductible (définition (2.5)). Pour toute mesure de probabilité
irréductible A sur B et pour tous y, geG, la suite de mesures {yY;...Y,8A}uz1
converge IP-p.s. vers une mesure de Dirac ¢,.; indépendante de g.

De plus, si nous écrivons yY,...Y,g=x,a,k, avec x,, k,eK et a,eexp W,
alors limage de x, dans G/NAM converge p.s. vers la v.a. y-Z et pour tout
oA, la suite {@,(A,)} converge vers zéro.

En prenant B=NAM\G et la marche aléatoire gauche Y,...Y;, on a
évidemment un résultat analogue. Si { désigne P'application naturelle de G sur
B, on en déduit que les lois des v.a. {(k,) sont les mémes que celles d’une suite
de v.a. convergente. D’ou le corollaire:

(2.7) Corollaire. Avec les hypothéses et les notations du théoréme (2.6), il existe
une unique mesure de probabilité u-invariante ¥ sur B= NAMN\G et I'image de la
suite {k,} dans B converge en loi vers V- g.
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D’autre part d’aprés le corollaire (2.4), nous avons aussi:

(2.8) Corollaire. Avec les hypothéses et les notations du théoréme (2.6), écrivons
vY,...Y,g=N_A,K, avec Nye N, A, ecA et K ,€K.

Alors la suite N, converge p.s. vers une v.a. N, ayant y-Z pour image dans
G/NAM; la suite A,d,* converge p.s. (pour tout oA _, la suite ¢ (A,) converge
donc vers zéro); et la suite {(K,) converge en loi vers vg.

C) Preuve du théoréme (2.6)

La démonstration découle de plusieurs lemmes.

(29) Nous désignons par { Iapplication naturelle de G sur B=G/NAM.
Soient ae 4 et ue N; écrivons u=exp Z X, avec X,€%,. Pour tout élément

aed ..

m de M’, nous avons

{aum)={(aua"'m)=exp( ), @.(a)X.)-{(m)

aed -

puisque B= Y {(Nm), nous voyons que 'homéomorphisme de B associé a
meM’'/M

un ¢lément a de /A est déterminé de fagon unique par la famille des réels {¢,(a),

aeX}; ou X désigne I'ensemble des racines simples de A_ (voir (1.6)). Ce qui

n’est pas étonnant puisque a lui-méme est déterminé par cette famille; il suffit

de noter que Z engendre .&/*.

Réciproquement considérons une famille de réels positifs ou nuls {r,, ae X}.
Nous définissons une transformation z({r,, «€ X'}) de B, en posant, pour me M’
et u=exp( ), X,)eN,

acd-
t(lum)=exp( ). r.X,) {(m);
aed-
oy, pour acd_ — X, r, se déduit de fagon évidente des réels {r,, ac X}.

11 est clair que =({r,, xe2}) sécrit aot({d,, ac2}) avec acA et J,€{0,1},
VaeZ. L’élément a de A n’étant unique que si r,>0, Vae X

Nous notons I Densemble des transformations de B associées a des
éléments {5,, ae X} de {0,1}%.

Nous avons: '

(2.10) Lemme. De toute suite {g,} d’éléments de G, on peut extraire une
sous-suite {g,,} pour laquelle il existe des éléments x,keK, acA et 1€ telle
que, pour tout z appartement a louvert {(k™'N) de B, la suite {Zym Z}n>1
converge vers x a tk-z.

La suite {g,} est contractante si et seulement si toutes «ses valeurs
dadhérence xatk» sont telles que © corresponde & élément nul de {0, 1}~

Preuve. Ecrivons g,=Xx,a,k, avec x,, k,e K et a,eexp W. Nous avons, Voed_,
@.(a,)€]0, 1] car a,eexp W. Choisissons une suite d’entiers {{/(n)},»: telle que:

kym—=k, xpm—x et VaeZ, oaym)—4.€[0,1].
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On vérifie aisément que pour tout ze{(k~* N),
Sy Z2—XT({A,, e X}k 2.

Ce qui prouve la premiére assertion du lemme. La deuxiéme assertion est
évidente.

(2.11) Lemme. Soit {g,} une suite d’éléments de G et [} une mesure de probabi-
lité irréductible sur B telle que la suite de mesures {g,- P}n»1 converge vers une
mesure de Dirac e,. Ecrivons g,=X,a,k, avec x,, k,e K et a,cexp W.

Alors la suite {(x,) converge vers u et g, est une suite contractante. Si bien
que, pour toute mesure de probabilité irréductible A sur B, g,- A converge vers g,.

Preuve. On voit aisément que les seules valeurs d’adhérence xatk de la suite
{g,} sont telles que:

i) 7 est I'élément de T associé a I'élément nul de {0, 1}

i) {(x)=u.

De i) il résulte (lemme (2.10)) que {g,} est une suite contractante. De ii) il

résulte que la suite {(x,) n’admet que la valeur d’adhérence u; ce qui montre
que {(x,) converge vers u.

(2.12) Lemme. Soit u une mesure de probabilité sur G. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes (definitions (2.5)):

i) G, est totalement irréductible.
ii) Toutes les mesures p-invariantes v sur B sont irréductibles.

Preuve 1) =ii)

Cas de SL(d,IR)

L’espace homogéne B=G/ANM s’identifie 4 I'espace des drapeaux 9, c’est-a-
dire & I’ensemble des (d—1)-couples de sous-espaces de R%, (E, ..., E,_), tels
que

dimE;=i et E,cE, , Vie{l,...,d—1}, (E;=R%.

Si ge[:NANM, nous avons A4,(g)=0 pour un entier k de {1,...,d—1}; ce
qui équivaut a:
Sin oA facen@facksr Ao A8 =0.
Limage d’un translaté x[MANM de [NANM de B s'identifie alors a
d—1

I’ensemble O 2, (u) des drapeaux ou:
k=1
D)={(E(,....E;_)€D: unE=0} avec u=x({(fir...Afi_)e A R
d—k

Pour tout ie{l,...,d—1}, ’ensemble des sous-espaces de dimension i de
R s'identifie de fagon naturelle & I'espace projectif P(A IR associé & I'espace
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vectoriel A R% Si H; désigne le sous-groupe fermé de G laissant invariant

t

Pélément f;_;. A ... A fy de P(A RY), cet espace s’identifie aussi & G/H;. Nous

appelons I1; I'application naturelle de B sur G/H,.
Si v est une mesure de probabilité u-invariante, non irréductible sur B, v
charge un des ensembles P (u), ke {l,...,d—1},ue A R%

Par suite I1,(v) charge {7eP (A RY): uA5=0}. o

Soit .# la famille des sous-es;aces vectoriels de A R? contenu dans le sous-
espace {we A R*: uaw} de A R% Parmi les élémenkts de £ dont 'image dans
P(A R estkchargée par kav), choisissons en un V de dimension minimum.
PoSr tout geG, gV nV est soit égal 4 V, soit un sous-espace de A R? de

. k
dimension strictement plus petite que V. Par suite, si V' désigne I'image de V
dans P(A RY), gV V est soit égal & V, soit de IT,(v)-mesure nulle.

k —
Il s’ensuit que, pour tous &>0, l'ensemble des gV, geG, tels que
I (v)(g V)= 6 est fini. Il existe donc un élément de G tel que

() (hV)= SUIG)Hk(V) &)

et Pensemble & ={gV: I, (v)(gV)=H,(»)(hV)} est fini.
L’équation de convolution:

() (V)= g; () (g~ *h V) u(dg)

montre que T,”' et par suite G, applique & dans lui-méme. Si card ¥ =r, il
existe donc des éléments g4, ..., g, tels que

Gy (O giV)c,U gV

i=

Par suite,
G.g1Ve ) g{peP(ARY: unt=0}.
i=1 k

Si y désigne un élément de G dont I'image dans G/H, appartient 4 g, V et xe G
est tel que x(fi A ... A f;_1) =u, nous avons alors:

Guyc‘U1 gix{geG: A(g)=0};
c’est-a-dire, =
[T 4k(x" g7 G, »)=0.
i=1

Cas général

Supposons qu’il existe une mesure de probabilit¢ p-invariante v non
irréductible sur B. Il existe alors un translaté g, W, d’une variété W, chargé
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par v (on note W,, l'image de W,, dans B (voir (1.7))). Considérons alors toutes
les sous-variétés algébriques de B obtenues en prenant les intersections d’un
nombre fini de translatés de W,, et appelons 7 la famille de leurs composantes
irréductibles.

Parmi tous €éléments de ¥~ chargés par v, choisissons en un de dimension
minimum, soit II. Pour tout ge G, la sous variété gII nII est soit €gale a II,
soit une réunion finie de sous-variétés de dimensions inférieures et donc
viglI ~I1)=0.

Par un raisonnement analogue a celui fait dans le cas de SL(d,IR), on
montre alors que 'ensemble

F={g . vig- My=supv(x~*II)}
xeG

est fini, non vide et invariant par G,.
D’ou si card & =r, il existe g4, ..., g, €G tels que

Gu (U ng>C U ng
J=1 i=1
ol IT est contenu dans un translaté de W,,; par suite

Guuc O 2 W

j=1

.
ou ue | ) g;[T et gy, ..., g €G; et donc
=1

G, | giWux~1,
j=1
pour x € G ayant pour image u dans B.

i) = i)

Réciproquement si G, n’est pas totalement irréductible,

G, Ul g ([ NANM)x,

pour x, g4, ..., 8 €G.
La fermeture de 'image de G,x~' dans B est alors un fermé G,-invariant

r
contenu dans () g [{(N). Ce fermé G,-invariant porte nécessairement une
i=1
mesure de probabilité y-invariante v qui n’est donc pas irréductible.

Remarque. 11 résulte de la démonstration du lemme précédent qu'un sous-
groupe fermé H de G est totalement irréductible si et seulement I'une quelcon-
que des assertions suivantes est satisfaite:

i) pour toute mesure de probabilité u sur H adaptée a H (i.e. telle que G,
= H) les mesures p-invariantes v sur B sont irréductibles,

il) H ne laisse pas invariant une réunion finie de translatés d’une sous-
variété algébrique d'un des W,,, me M'/M.
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(2.13) Lemme. Soient u une mesure de probabilité sur G et (Y);», une suite de
v.a. indépendantes et de loi u, définies sur (Q, #,1P), a valeurs dans G. Soit v une
mesure de probabilité p-invariante sur B. Nous appelons X, le produit Y;...Y, et

1
. n
nous notons A la mesure Z_:l 7 M
n=

Alors pour IP ® A-presque tout (w, £)e Q X G, les suites de mesures de probabi-
lite {X,(w) v}y, et {X,(w)& v},»1 convergent vaguement vers la méme limite

B(w).

Preuve. Elle repose sur la théorie des martingales et sur une idée utilisée dans
([22] lemme (1.7)).

Notons C(B) I'espace des fonctions continues sur B. Pour tout ¢ e C(B), la
fonction F,(g)=gv(p), g€ G, est une fonction p-harmonique bornée sur G (i.c.
f F,(gg)u(dg)=F,(g). Il sensuit que la suite de v.a. (F,(X,)),>, est une martin-
G

gale bornée; par conséquent F,(X,) converge IP-p.s.

D’autre part, pour tout ¢ € C(B) et pour tous entiers p et r, nous avons

P
2 ELJ(F, (X5~ F,(X)* ()]
=Y [JF}(e)**"(dg)~ | F}(g) i (dg)]
k=1 G G
(en utilisant le fait que F, est p-harmonique)
S2rlel%.

On en déduit que pour IP® A-presque tout (w, £)e 2x G,
Y (Fp(Xi() &) = Fp (X (@)))? < + 00;
k=1

ce qui entraine que pour IP® A-presque tout (w, £) e 2x G,

lim F,, (X ,(0) &) =1im F,,(X,(c)).

Le lemme (2.13) se déduit alors de ce qui précéde en notant qu’une suite de
mesures de probabilité {v,} sur B converge vaguement si et seulement si la
suite {v,(¢;)},z1 converge pour une suite dense {¢;};>, de C(B).

(2.14) Lemme. Soient u une mesure de probabilité sur G et v une mesure de
probabilité, y-invariante, sur B. Supposons que T, contienne une suite contractan-
te et que toute mesure de probabilité y-invariante sur B soit irréductible.

Alors la suite de mesures {X,v=1Y,...Y, v}, converge p.s. vers une mesure
de Dirac.

Preuve. D’aprés le lemme (2.13), nous pouvons trouver une suite {&;};»; dense
dans T, et un sous-ensemble mesurable Q' de Q de IP-mesure 1 tels que:

(%) Vowe, Vizl, limX,(w)¢ -v=I1imX,(w) -v=_~0(w).
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Soient we® et x(w)a(w)t(w)k(w) une valeur d’adhérence de la suite
{X (®)}yz1 (lemme (2.10)); c’est-a-dire que, pour une suite d’entiers {1/ (n)},»

Xy(w) z-x(0) a(w) t() k(w) -z, Vzel([k(@)] 'N).
La mesure v étant irréductible, de (*) il résulte que
Vizl,  x(w)a(w)t(w) k(@) ;- v=x(w)a(w) t(w) k(w) - v=—0(w).
En particulier, nous avons
Vizl  t(w)k(w) - v=1(w)k(w)-v;
ce qui entraine en passant a la fermeture
(¥%) Hw)k(w) $-v=1(w)k(w)-v, V€T,

L’élément o de € étant toujours fixé, prenons une suite contractante
{&:}nz1 de T,. Ecrivons &,=x,a,l, avec x,, l,e K et a,cexp W. Quitte a prendre
une sous-suite, nous pouvons supposer que x,—x et [,—I D’autre part si
x ¢k~ (w) NNAM, nous pouvons trouver e T, tel que Exek™ Y{w)NNAM. En
effet dans le cas contraire, T, x serait contenu dans le fermé

k™" (@) NmNAM=[k () NNAM
meM’'/M—{e}
de B. Il existerait alors une mesure de probabilité p-invariante portée par ce
fermé et donc non irréductible.
Nous avons alors

Vzel(I 'N), k(w)Eé, z—{(k(w)Ex)el(N) et par suite,
puisque v est irréductible et 7(w) est une transformation continue de {(N),

t(w) k(@) £&, V= o)tk 2x))-

De Pégalité (xx), il résulte alors que t(w)k(w)v et par suite §(w) sont des
mesures de Dirac. Le lemme est ainsi prouvé.
Nous sommes a présent en mesure de prouver le théoréme (2.6).

(2.15) Preuve du théoréme (2.6). Sous les hypothéses du théoréme (2.6), toute
mesure de probabilité y-invariante v sur B est irréductible (lemme (2.12)).

Draprés le lemme (2.14), X ,-v converge alors p.s. vers une mesure de Dirac
&z. Mais alors, pour tous y,geG, la suite yX,g contracte p.s. la mesure
irréductible g~'v en la mesure de Dirac ¢,.,. D’aprés le lemme (2.11), yX,g
sécrit  x,a,k,, x,, k,eK et a,cexpW, avec ((x)—>y-Z et Voaed_,
®,(a,)-">>0.

Pour toute mesure de probabilité irréductible 4 sur B nous avons alors
(lemme (2.10)) yX,g- A—¢,. 2.

Enfin la seule mesure de probabilité p-invariante sur B est évidemment la
loi de la v.a. Z. ;

Notons aussi que des lemmes (2.10) et (2.11) il résulte que 'on a:
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(2.16) Corollaire. Une suite {g,} d’éléments de G est contractante si et seule-
ment si pour une (ou toute) mesure de probabilité quasi-invariante . d’un espace
homogéne G/NAM, les seules valeurs d’adhérence de la suite de mesures
{gn* A}nz1 sont des mesures de Dirac.

D) Généralisation du théoréme principal

Dans ce qui précéde, nous avons priviligié les sous-groupes paraboliques mini-
maux de G.

Donnons-nous a présent un sous-groupe parabolique quelconque P de G et
considérons «la classe de conjugaison de P»; Clest-a-dire 'ensemble des sous-
groupes paraboliques de G qui sont les conjugués de P. Nous notons C(P)
cette classe et nous appelons H(P) la classe d’espaces homogénes de
G{G/P', P'e C(P)}.

Posons la définition:

(217) Définition. Nous disons qu’une suite {g,},>; d’¢léments de G est
contractante vis 4 vis de la classe d’espaces homogénes H(P) si pour une (ou
toute) mesure de probabilité quasi-invariante A d’'un espace homogéne G/P, les
seules valeurs d’adhérence de la suite {g,- A}, sont des mesures de Dirac.

(2.18) 1l est clair qu’une suite {g,} d’éléments de G est contractante vis-a-vis
de H(P) si et seulement si pour une (ou pour toute) décomposition d’Iwasawa
G=NAK de G elle vérifie la propriété suivante:

Désignons par W (resp. A_) la chambre de Weyl (resp. I'ensemble des
racines) ayant servi a définir N; par X I'ensemble des racines simples de 4_.
Soit @ le sous-ensemble de X tel que le sous-groupe parabolique B, (voir (1.6))
appartienne & C(P). Alors g, sécrit x,a,k, avec x,, k,eK, a,cexpW et
¢.(a,)—0, pour tout ae X — @ (et par suite pour tout aed_n[[O]).

Nous avons alors le théoréme:

(2.19) Théoréme. Soient y une mesure de probabilité sur G et {Y;};5, une suite
de v.a. indépendantes et de loi p. Soit P un sous-groupe parabolique de G.

Supposons que T, contienne une suite contractante vis-d-vis de la classe
d’espaces homogénes H(P) et que G, soit totalement irréductible.

Soit G=NAK une quelconque décomposition d’Iwasawa de G. Désignons par
W (resp. A_) la chambre de Weyl (resp. l'ensemble des racines) ayant servi d
définir N; par X lensemble des racines simples de A_. Soit @ le sous-ensemble
de X tel que le sous-groupe parabolique B, soit un conjugué de P.

Alors il existe une unique mesure de probabilité p-invariante v sur G/B, et
cette mesure est irréductible (i.e. gv(NmB)=0,Yge G, Vme M'/My—{&}).

Soient {y,} et {g.} deux suites d’éléments de G convergeant vers des éléments
y et g de G. Alors pour toute mesure de probabilité irréductible ) sur G/B,, la
suite de mesures {y,Y;... Y, g,  A}uz1 converge p.s. vers une mesure de Dirac ¢,.,
indépendante de {g,}. De plus, si nous écrivons y,Y,...Y,g,=x,a,k, avec x,,
k,e K et a,cexp W, alors: limage de la suite x, dans G/PB, converge p.s. vers
y-Z; la suite @,(a,) converge p.s. vers zéro, pour tout aeX—@; il existe sur
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Po\G une unique mesure de probabilité p-invariante v et limage de la suite k,
dans By\G converge en loi vers ¥-g.

Le théoréme (2.19) se démontre de la méme fagon que le théoréme (2.6) qui
correspond au cas particulier des sous-groupes paraboliques minimaux de G.
On en déduit immédiatement les deux corollaires suivants:

(2.20) Corollaire. Soient p une mesure de probabilité sur G et {Y;};5, une suite
de v.a. indépendantes et de loi y. Supposons que G, soit totalement irréductible.
Soient {y,} et {g,} deux suites convergentes d’éléments de G, nous notons
Xna,k, la décomposition polaire du produit y, Y ... Y,g,.
Alors pour tout a€ X, nous avons lalternative suivante:
ou bien, @,(a,) converge p.s. vers zéro;

ou bien, pour tous y, g€ G, il existe un réel c(y, g)>0 tel que
yT.g=K {acexp W: c(y, ) S ¢ <1} K.

(2.21) Corollaire. Soit T un semi-groupe fermé de G engendrant un sous-groupe
fermé de G totalement irréductible.

Soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques de G.

Alors T contient une suite contractante vis-a-vis de H(P) et une suite contrac-
tante vis-d-vis de H(P'} si et seulement si elle contient une suite contractante vis-
a-vis de H(P N P').

Dans notre nouvelle situation, le corollaire (2.8) devient:

(2.22) Proposition. Avec les hypothéses et notations du théoréme (2.19), écrivons
yonYi...Y,g8,=N,A,K, avec NeN, A, €A et K,eK.

Alors l'image de la suite N, dans G/B, converge p.s. vers la v.a. y-Z; la suite
{A,a; '} reste presque siirement dans un compact de A (pour tout o X — @, nous
avons donc @,(A,)=>0); et limage de la suite K, dans P,\G converge en loi
vers V-g.

Preuve de la proposition (2.22). Quitte a remplacer @ par un sous-ensemble de
@, nous pouvons supposer que

©@={ucX: la suite {¢,(a,)} ne converge pas vers zéro}.
D’apres le corollaire (2.20) il existe alors un réel ¢ >0 tel que

Vae®, infe.(a,)=c ps.

La proposition (2.22) résulte alors du théoréme (2.19) et du lemme suivant:
(2.23) Lemme. Soit {g,} une suite d’éléments de G dont les décompositions
polaires x,a,k, vérifient :

1) limage de la suite {x,} dans G/P; converge vers un élément x appartenant
a limage de N dans G/P,.

1) @,(a,)—>0, YaeX—0 et 0<c=@q(a,)=1, VneN, VaeB.

Soit g,=N,A,K, la décomposition & Iwasawa de g,. Alors 'image de N, dans
G/PFy converge vers x; la suite {A,a; '} reste dans un compact de A; et K,
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=kyk,, ou {k,} est une suite d’éléments de K dont 'image dans B\ G converge
vers limage de 'élément neutre.

Preuve du lemme. Nous avons P,=NAK,, ol K, est le centralisateur de
Ag={acA: ¢ (a)=1;Vac®} dans K. L'espace homogéne G/f’@ s’identifie alors a
I’espace K/Kg. D’aprés I'hypothése i), x, s’écrit x,k;,, ou {x;,} est une suite
d’éléments de K convergeant vers un élément de NP, et {k,} est une suite
d’¢léments de K.

D’autre part, nous avons

NB,=N*°B =P N“°= |) NmANM
meMb/M
ot N*®°=exp( @ %), N°=exp( @ %)
acllOInd- ael[@1nAd+
De plus lapplication qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomor-
phisme de variétés analytiques des produits cartésiens N*® x B, et B, x N*€ sur
Pouvert NB, de G.

Puisque la suite {x,} converge vers un élément de 'ouvert NB,, a partir
d’un certain rang, x| sécrit p,i, ou {p,} [resp. vers{@,}] est une suite
d’éléments de P, [resp. N©®] convergeant vers pe PR, [resp. vers iie N9].

Considérons les deux éléments a, et a, de A définis par:

@qla)=1 Yac® et @,(a)=0,(a,) VaeX—-0;
o a)=@.(a,) Yae® et ¢@,(a,)=1 Va2 — 6.

a, et a, sont respectivement des éléments de Ay et As_g et nous avons a,
=da,ay,.

Comme B,=NAKy, p, sécrit u,b,k, ou {u,} [resp. {b,}, {k,}] est une suite
d’¢léments de N [resp. 4, Ko] convergeant vers ueN [resp. be A, k"eKg].

On en déduit que:

s

xnan:unbnk;{ﬁnk;anan

_ ’ r—1n~ ’ i
- un bn an k;l, (an ull an) k'l an

car les éléments de A, commutent avec ceux de Kg.

D’aprés ’hypothése ii), la suite {a,;} reste dans un compact de 4;_g et la
suite {a, '@i,a,} converge vers [Iélément neutre de G. Par suite,
K (a, *ugay) kya; sécrit v,c,l, ou {v,} [resp. {c,}, {L,}] est une suite d’¢léments
d’un compact de N [resp. de 4, de K.

Nous avons alors
Nn = un(bn a;z Up d;,* ! b; 1):

An = bna;zcna
K,=1,k,.

Le lemme se déduit de ces égalités en remarquant aussi que les seules valeurs
d’adhérence de la suite {b,a,v,a,” ' b, '} (resp. {I,}) appartiennent a

NrnB=exp{ @® %, [resp.a Kol

ae[@1nd-
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Notons aussi que I'on a:

(2.24) Remarque. Avec les hypothéses du lemme (2.23), soit a un élément de
o* tel que @, (a(KgAs_g))=1, ou, pour geG, on note a(g) la composante de g
sur A dans la décomposition d’Iwasawa G=NAK. Alors la suite ¢@,(4,a; ")
converge p.s.

3. Applications
A) Cocycles y-négatifs

Nous choisissons une décomposition d’Iwasawa G=NAK de G. Nous
désignons par 4_ l'ensemble des racines ayant servi a définir N; par X
I’ensemble des racines simples de A_ et par M le centralisateur de A dans K.

(3.1) Définition [7]. Soit E un espace sur lequel G opére continfiment & droite.
On appelle cocycle sur E, toute application continue p de ExG dans R
vérifiant

P 8182)=p(u,g1)+p(u-g1,82)  (u€E, g1,82€G).

Nous disons qu’un cocycle sur E est K-invariant si, en outre,
pu,k)=0 (ueE, keK).

[Nous avons alors p{u,gk)=p(u, g) (ucE ke K, geG)].
Nous avons évidemment une définition analogue pour un G-espace a
gauche.

(3.2) Si (k,g) est un élément de K x G, désignons par H(k,g) la composante
sur .7, dans la décomposition d’Iwasawa N{exp=/)K, de I'élément kg de G. On
vérifie que:

i) Hk,g182)=H(k,g)+ H(k-g1,25), (keK, g1, £,€G), o k-g, désigne la
composante sur K(=NA\G) de I'élément kg, de G.

ii) H(yk,g)=H(k, g)(yeM,keK,geG).

Pour ueB=NAMN\G et geG, posons alors

H(u,g)=H(k,g)

ou k est un quelconque des éléments de K dont I'image dans B est u. Nous
obtenons alors une fonction de B x G dans ./ vérifiant

" {H(M,glgz):H(u,g1)+H(U’g1,g2) (u6§7g17g2€G)
H{u,k)=0 (ueB, keK)
On montre alors que l'on a [7]:

(3.3) Lemme. Tout cocycle K-invariant sur B=NAM\G est de la forme p(u,g)
=a(H(u,g)), pour une certaine forme linéaire réelle o sur of.
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(3.4) L’ensemble des cocycles K-invariant sur B forme un espace vectoriel réel
dont la dimension est égale a celle de l'espace vectoriel réel .« Une base de
I'espace des cocycles K-invariants sur B est constituée par {ao H, acZ}.

Soit # une mesure de probabilité sur G. Nous disons qu'un cocycle K-
invariant p est p-négatif si, pour tout ueB, la suite {p(4, Y; ... ¥;)} converge ps.
vers (—o0); ou {Y};»; désigne une suite de v.a. indépendantes de loi u a
valeurs dans G.

Le théoréme suivant nous dit que les cocycles {ao H, aeAd_} sont y-négatifs
pour une grande classe de mesures de probabilite u.

(3.5) Théoréme. Soient y une mesure de probabilité sur G et {Y;};5 une suite de
v.a. indépendantes et de loi u & valeurs dans G.

Supposons que T, contienne une suite contractante (définition (2.1)) et que G,
soit totalement irréductible.

Alors pour tout ueB et tout acd_,

a(H(Wu, Y; ... %)) =5 (— oo).

Supposons en outre que, pour un certain aeA _, [ sup|ao H(u,g)| p(dg)< + co.
G uchB
Alors, si nous appelons V [lunique mesure de probabilité p-invariante sur B

- 1
(corollaire (2.7)), pour tout ueB, la suite {ncx(H WY .. Y,,))} converge p.S.

nz1

vers le réel strictement négatif f {a(H(u,2) V(du) u(dg).
GB
Preuve. La premiére assertion résulte du corollaire (2.8).
Lorsque jsuplaoH (u,g)| u(dg)< + oo, nous savons ([7], lemme (7.3)) que,

G ueB
pour tout ueb,

laoH(u, Yy ... Y) 25 | fao H(u, g) ¥(du) u(dg).
n G5

Le théoréme (3.5) résulte alors du lemme suivant, bien connu en théorie
ergodique.

(3.6) Lemme. Soient (X, T, 1) un systéme dynamique (TA=4, A(X)=1) et [ une
n—1

fonction intégrable a valeurs réelles. Si Pon a p.p. lim Y foT*=—co, alors
[fdi<o. " k=0
X

Preuve. Par des arguments standards de la théorie ergodique, on se raméne au
cas ou T est inversible et A est ergodique.

Cela dit considérons le produit Y=X xR et la transformation § de Y
définie par S(x,7)=(Tx,r+f(x)) qui préserve la mesure v=A®p ol p est la
mesure de Lebesgue de IR. Comme

S"(X, 7’) = (T"x, r+ :2:f° Tk(x)) =(Tnx7 Sn(xa 7')),
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il suffit de voir que si | fdA=0, alors pour tout ¢>0 donné, il existe, pour
X

presque tout (x,r)eY, =X x [ —¢, ], une infinité d’entiers n tels que S"(x,r)eY,.
Un sous ensemble 4 de Y est dit errant pour S, si A est non v-négligeable et
les $*A (k>0) sont disjoints relativement a v. Montrons que si [fdA=0 il ne

X
peut y avoir de sous-ensemble errant. L'ergodicité de A donne lim(s,(x,7)/n)=0

p-p.; on peut donc trouver Bc A4 non v-négligeable tel que, uniformément sur B
on ait hm(s (x,7)/nm)=0, ce qui donne hm(v () S*B)/m)=0. Mais si les S*B
O0<k=n

étaient tous v-disjoints on aurait v( [ S"B) nv(B); ce qui contredit la rela-
tion précédente. Ogksn

Soit alors C T'ensemble des points de Y, dont les images successives par S
n’appartiennent pas 4 Y,; en raison de linversibilité de S, C est errant s’il est
non v-négligeable. On obtient alors que presque tout élément de Y, revient
dans Y, par litération de S. Une transformation S de Y se trouve alors définie
par la formule S(x,7)=S8"®"(x,r) ou n(x,r) désigne le premier temps de retour
de (x,r) dans Y,. On obtient par itération de S une infinité de retours de (x,7)
dans Y, ce qui justific le lemme.

Plus généralement nous avons:

(3.7) Théoréme. Soit u une mesure de probabilité sur G telle que G, soit
totalement irréductible. Soit {Y},, , une suite de v.a. indépendantes et de loi p, d
valeurs dans G. B
Appelons @ le plus petit sous-ensemble de X tel que T, contienne une suite
contractante vis-d-vis de la classe d’espaces homogénes H(BE,) (définition (2.17)).
Alors, pour toute suite convergente {u,} d’éléments de B, nous avons:
Vaer—0, aH@wu,Y,...Y)=2(— o)

Voae®, supla(H(u,Y, ...Y)|<+o ps.

Supposons en outre que pour un certain oA _, | sup|ao H(u,g)|l u(dg)< + co.
Alors Pexpression t,(0)=[ foo H(u,g) ¥(du) u(dg) e;;t 1i‘ndépenalante de la mesure
de probabilité ,u-inuarian(;: ¥ sur B; les suites {%axo Hu,Y, .. Y,,)} et

%Log @.(a)p, oun Y, ...Y,=x,a,k, (décomposition polaire), convergentn:olutes
vers 7,(x) qui est strictement négatif si ae2 — @ (et par suite si cxeﬂ [@]1n4a_).

Preuve. La premiére assertion résulte du théoréme (2.19), du corollaire (2.20) et
de la proposition (2.22).
Lorsque [ sup|ao H(u,g)| u(dg)< + oo, désignons par = une mesure de pro-
G u

babilité p-invariante extrémale de B. D’aprés le théoréme ergodique, pour

" . 1
T®IP - presque tout (u, w)eB x Q, la suite {—chH Y (w)... Yn(cu)} converge
vers 7, (a). "
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Soit k un élément de K et écrivons:
kY, ...Y,=Ny(k)A,(k) K, (k) (décomposition d’Iwasawa)
kY, ... Y,=kx,a,k, (décomposition polaire).

D’apres la proposition (2.22) nous savons que, pour toute suite convergente
{k,} d’¢léments de K, la suite {A,(k,)a; '} reste p.s. dans un compact de A.
Comme oo H(u,Y; ... Y,)=Log(p,(A4,(k)) pour tout ke K ayant u pour image
dans B, il résulte de ce qui précéde que les suites

1 1
{EM(H( 1ns n))} et {ﬁLOgﬁoa(an)}

convergent vers t.(«). On en déduit que cette intégrale est indépendante de la
mesure de probabilité p-invariante n. D’autre part, lorsque a2 — @, le lemme
(3.6) nous dit que cette intégrale est strictement négative.

(3.8) Corollaire. Soit p une mesure de probabilité sur G telle que G, soit
totalement irréductible.

Soient {Y};5, une suite de v.a. indépendantes et de loi u, d valeurs dans G.
Soit p un cocycle K-invariant sur B x G tel que jsuplp(u 2ludg)< + .

Alors Pexpression t(u)= j"j plu, g) ¥du) u(d g) est indépendante de la mesure de
probabilité p-invariante ¥; pour toute suite convergente {u,} d’éléments de B, la

1
suite de v.a.r. {Ep(un,Yl Yn)} converge p.s. vers t(u); et la suite de fonctions
1 -
{;IE[p(-, Y, ... Yn)]} converge uniformément sur B vers t(u).

Preuve. Les deux premicres assertions résultent immeédiatement du théoréme
3.7).

Pour prouver la derniére assertion, il suffit de prouver que pour toute suite
{v,} d’¢léments de B, la suite U,=IE[w,], ot w,=p(v,, Y, ... ¥,), converge vers
7(u). Soit o une valeur d’adhérence de U,; il existe alors une suite d’entiers {n,}
telle que U, —a et v, —v. D’aprés ce qui précéde, la suite w, converge p.s.
vers t(u). n

1
D’autre part, I'inégalité |w, |< Y suplp(u, )| montre que la suite de v.a.
RgZ1 u
{wa} est équi-intégrable. On en déduit que la suite de v.a. {w, } converge, p.s.
et dans IL*, vers t(u). t(©) est donc la seule valeur d’adhérence de la suite U, et
le corollaire est démontré.
Signalons au passage la conséquence suivante:

(3.9) Corollaire. Soit u une mesure de probabilité sur G ayant un moment
d’ordre 1 et telle que G, soit totalement irréductible.
Alors pour tout aed_,

g[af’H(u,g) Wdu)u(dg)= —(J;[owAdms(H(u, 8)V(du) fi(dg)
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ot [t est limage de u par Papplication geG—g~1; V(resp. V) est une quelconque

mesure de probabilité u-invariante (resp. fi-invariante) sur B.

Preuve. Notons d’abord que si aed_ alors oo Admed . et (—aocAdmged_.
D’autre part soit V' un voisinage compact de I’¢lément neutre dans G, nous

disons que u posséde un moment d’ordre 1 si {y(g) u(dg)< + , ou
G

Op(g) =inf{neN*: geV"}.

Cette définition est évidemment indépendante du choix de V.
Ceci dit nous avons vu que l'expression ru(oc)zjj"ocoH (u,g) (du)u(dg) est
GB

indépendante de la mesure de probabilité u-invariante ¥ et 'on a

lim ) Log(o,(a,)=7, (),

ou Y, ... Y =x,a,k, (décomposition polaire).

nn

De méme si Y71 ... Y~ '=X, d k, (décomposition polaire), alors 'expression

n rR"n""n

1,(0)=f Joro H(u,g) ¥(du) ji(dg) est indépendante de la mesure de probabilité p-
G B
invariante v et 'on a

lim % Log(@,(d,) = t:().

Mais les va. (Y,...Y;) ! et (¥;...Y) ! ont la méme loi. En outre

(Y;...Y,)"! admet la décomposition polaire (k; ! my)(m; ' a; *mg)(m; *x,; ). On

en déduit que les v.a. &, et m; La,; 1mg ont la méme loi. D’ou le résultat.

B) Cocycles négatifs (G=SL(d,R))

La propriété de négativité de la limite de la v.a. a(H(u,Y, ... Y,)), pour ueB
=NAMN\G ¢t acd_, peut étre reliée a la négativité de certaines intégrales par
rapport a la mesure K-invariante # sur B.

(3.10) Définition. Un cocycle K-invariant p sur B est dit négatif si

{p(u,g)m(du) <0, VgeG.
B

(3.11) Théoréme. Les formes linéaires o sur o/ telles que le cocycle K-invariant
oo H soit négatif forment un cone convexe dont les génératrices extrémales sont
engendrées par les racines simples négatives (i.e. par X ).

Avant de justifier cet énoncé, nous montrons deux lemmes, pour
G=SL(d,R). Pour tout le{l,...,d—1} et pour tout g=((a;;))€G, nous appelons
A4,(g) le déterminant

Qg _1+1d—1+1 - Q—1414

dga—1+1  ---  Qag
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Nous posons §(g)=inf{|4,(g)|: le{l,...,d—1}}. Si g est un €lément de G, nous
désignons par a(g) la composante sur A, dans la décomposition d’Iwasawa G

=NAK, de g et nous notons ||g|| =sup ||gu||‘
uerd [l

(3.12) Lemme. Il existe un entier p=1 et une constante C=>0 tels que, pour
tout élément k de K,
sup |x~ a(kx)| < C(6(k)~.
xeExpW

Preuve. Si §(k)=0, I'inégalité est triviale. Lorsque 5(k)>0, k s*écrit k=ubiiy
avec ueN, bed, ieN, yeM; et les coefficients des matrices u, a et @
sont des polyndmes en les coefficients de k et les inverses des mineurs 4,(k),
le{l,...,d—1}. 1l existe donc une constante C, >0 et un entier p=1 tels que

VkeK, bRl a(k)l = C1(6(k)~".

D’autre part, pour tout élément g de G, Ja(g)|=]gl. En effet la
décomposition d’Iwasawa de g s’obtient en procédant & 'orthogonalisation du
systéme de vecteurs colonnes {gf;,...,gf1} de g; si bien que les éléments de la
matrice diagonale a(g) sont respectivement inférieurs aux normes de ces vec-
teurs colonnes.

Ceci dit nous avons, pour xeExp W et keK avec d(k)>0,

kx=nbx(x *ix)y
et
Ix~talkx)| = (ba(x~"ax)| bl |x~ " dx|.

Puisque xeExpW, chaque élément de la matrice triangulaire inférieure
x~Yiix est, en module, inférieur au module de 'é1ément correspondant de la
matrice . Il existe donc une constante C, >0 telle que

sup [ x~ x| £ Cy .
xeExpW

On en déduit alors I'inégalité voulue avec C=C; C,.

(3.13) Lemme. I existe une constante C>0 telle que pout tout 0 <e<1,
mx({keK: d(k)<e® 1)< Ce

Cette inégalité est justifiée en ([24], corollaire du lemme 1).
(3.14) Corollaire. Si a est une forme linéaire sur <, la fonction F, définie par
F(u)=sup|ao H(u,ExpX)—a(X)| (ueB),
est m-intégrable. <

Preuve. Du lemme (3.13), il résulte que la fonction ueB—Logd(u) est #i-
intégrable [on notera que d{ky)=3d(yk)=0(k), VkeK, VyeM et donc & peut étre
considérée comme une fonction sur M\ K ~ B].

Le corollaire (3.14) est alors une conséquence de l'inégalité du lemme (3.12).
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(3.15) Preuve du théoréme (3.11). Montrons d’abord la négativité de I'intégrale
[con (u, gym(du) pour aed_. Comme cette intégrale est une fonction de g
B

K-bi-invariante, elle est aussi égale a
 Jao H(u, y) (du) n(d ),
Gg

ou u est la probabilité K-bi-invariante my * g, * mg sur G.
Lorsque g¢K, la mesure p vérifie les hypothéses du théoréme (3.5). D’apres
ce théoréme, nous avons donc

JoH @, ) d)=] [o(H ) (du) e ) <O

Inversement, supposons que |ao H(u, g)M({du) <0, YgeG, et montrons que «

B
est une combinaison linéaire A coefficients positifs des racines négatives.
Pour tout XeW et tout entier n=1, nous avons, en posant b=Exp X:

no(X)<ao H(u,b")+E,(u)
< fao H(u,b")(du) + | F,(u) m(du);
B B

et donc, d’aprés I’hypothése,

na(X)< [E,(w)m(du).

On en déduit que a(X)<0, VX eW, cest-a-dire acd _.
Le théoréme (3.11) est ainsi prouvé.

C) Compactification de lespace symétrique (cas G=S1(d,R))

On donne ici une interprétation géométrique de la convergence de X ,(w)v vers
une mesure de Dirac: 'image canonique de X, (w) dans I'espace symétrique
G/K convenablement compactifié, converge vers un point fronti¢re de G/K et
ensemble de ces limites s’identifie a l1a frontiére de Furstenberg B=G/NAM.
Désignons par my la mesure K-invariante sur B, par A=Gmy la fermeture
en topologie vague de l'orbite de my sous G, espace qui contient G/K comme
partie dense [6], I'identification étant réalisée par g—gm,. La structure de A
comme G-espace a été étudiée par C.C. Moore (cf. en particulier [18]) dans le
cas général d’'un groupe semi-simple. On retrouve ici simplement ces résultats,
dans le cas particulier G=SI(d,R), grice a une réalisation particuliére de A.
Notons cependant que dans le cas général, on peut préciser les éléments de
A grice au lemme (2-10); ce seront en effet des translatées des mesures tmy
avec 1eX. Si t correspond aux d, avec d,=1, si ae@ < X, tmy sera la mesure
K g-invariante portée par Ko/M<G/MAN: En effet, pour u=exp Y x,X,eN

aed-
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et ac A, on a les formules:

a-{w)={[exp }, @,(@)x,X,]

aeAd -

t{w={lexp }, r,x,X,].

aed -

Tout élément ) r,x,X, sécrit Y  y,X, et tout élément de ce type est
aeA_ aed - n[O]

obtenu; comme l'algébre de Lie de E, est égale a3 B ¥, l'ensemble de ces
_ael@lud, - -
¢léments s’identifie a lespace tangent en MAN a la sous-variété B/MAN

=K/M. Il en découle que tmy est portée par cette sous-variété. Pour voir que
tmy est K-invariante, il suffit d’observer que t est limite, en dehors d’une sous-
variété de B, de transformations associées aux a,e4q; comme K, centralise
Ag, 1l commute avec T ce qui donne:

ktmg=1tmy (keKy).

Soit C la partie de la grassmannienne de ¥ formée des sous-algébres de Lie
R maximales pour la propriété: «les valeurs caractéristiques de tout élément de
R sont imaginaires pures». Le groupe G opére sur C par conjugaison et la
structure de C apparait ci-dessous.

(3.16) Théoréme. Lapplication g—gmy définit un homéomorphisme de G/K sur
un ouvert de A. Les G-espaces A et C s’identifient naturellement; ils sont formés
de 2%~ 1 orbites et la seule orbite compacte de A est formée des mesures de Dirac
sur B.

Preuve. Elle consiste en une description des mesures de A et de certains sous-
groupes associés. On désigne par (¢)={(qq, 4, ---»4,_,) une suite de formes
quadratique positives «emboitée» au sens suivant: g, est une forme quadratique
sur V,=IR? de noyau V, <V, et, par récurrence, g; est une forme quadratique
sur ¥, de noyau V,, , =V, (0<i<r—1). La donnée de (g) définit donc une suite
(V) de sous-espaces emboités et des produits scalaires sur les V/V,, .

On notera par Q I'ensemble des telles suites (g).

Soit R, la composante neutre du stabilisateur de (g), c’est-a-dire de I'ensem-
ble de ge G avec gg,=14,, 2¢;=¢; (0Zi<r—1).

Afin de préciser la structure de R, et d’identifier les algébres de Lie
correspondantes aux éléments de C, introduisons des supplémentaires W, de
V., 1 dans V,. Par définition de (q) et R, il est clair que R, fixe les V; et agit
orthogonalement sur chaque V/V, ;. Si alors N, est le sous-groupe des g
opérant trivialement sur chaque V/V, ; et K  le produit des groupes de
rotation des W, le groupe R, est produit semi-direct de son sous-groupe
distingué nilpotent N, par le groupe compact K,. Les valeurs caractéristiques
de geR, sont de module! et un calcul immédiat montre d’autre part que

(g—1)

dim qugT—. Si la premiére de ces propriétés est vraie d’un sous-groupe

connexe H elle implique d’aprés [4], Pexistence d’une suite de sous-espaces
emboités R'=V,>V,>...2V,_;5V,=0 et d’un produit scalaire sur R* tel que
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H laisse invariant les V; et agisse orthogonalement sur chaque ¥/V, ;. On en

. ) . -1
déduit lexistence de (q9)eQ avec HcR, et dimH gg(gz—l. Ceci prouve qu’'un
sous-groupe de la forme R, est maximal pour la propriét¢ €tudiée; par ailleurs
si H est maximal la relation H< R, implique bien H=R . D’ou I'identification

q
de C et de la famille des algebres de Lie des R,. L'ensemble C est compact

=

puisque la dimension [ici est conservée par passage a la limite ainsi

que la nullité de la partie réelle des valeurs caractéristiques. Enfin, remarquons
que le normalisateur S, de R, est formé des ge G laissant les V] invariants et
opérant par similitudes dans les V;/V, ;; Cest un sous-groupe moyennable
maximal d’aprés [12] et R, apparait comme son sous-groupe distingué de type
R maximum. De plus, 'orbite de R,, ou de son algebre de Lie, sous G, est
espace homogéne G/S,; lorbite de dimension maximum est lespace
symétrique G/K et l'orbite de dimension minimum la frontiére de Furstenberg
G/NAM. La donnée de (q) définit une sous-variété algébrique particuliére L, de
B et une mesure de probabilité 4, de support L,. En effet, le choix d’'une suite
de drapeaux dans chaque V;/V,, ; définit un raffinement maximal de la suite des
sous-espaces emboités V;; les drapeaux ainsi obtenus forment la sous-varieté L,
qui s’identifie au produit des espaces de drapeaux associés aux V/V, ;. Le
stabilisateur de L, est le sous-groupe «parabolique» F, laissant la suite des V;
invariante et le sous-groupe laissant fixes tous les points de L, est I'ensemble
H, des geG opérant par homothéties sur les V,/V,, ;; ce dernier sous-groupe
H, contient N,, est inclus dans S, et la composante neutre de S,/H, est K . Sur
les espaces de drapeaux associés aux V/V,,, est définie une mesure naturelle,
invariante par rotation; la mesure produit 4, de support L, est K -invariante
et est donc fixée par S,. De plus le stabilisateur de /, est égal a S,. En effet, de
gl =4, on déduit gL,=L,, soit geF,; écrivant g comme produit d’un élément
de N, et d’¢léments des groupes linéaires des W, on obtient que ces derniers
stabilisent les mesures naturelles sur les espaces de drapeaux de W,, et donc
définissent des similitudes sur chaque W,. L'orbite de 4, sous G s’identifie alors
4 G/S, et il y a donc bijection naturelle entre I'ensemble des 4, et celui des R,.
Montrons que I'ensemble des A, est égale 4 A, ce qui montrera en parti-
culier sa compacité en topologie vague. Etant donné (g)eQ et une suite de

réels positifs a=(xy, %y, ..., &, _,) avec <o =<...<q,_,, considérons I’¢lément
o, de H, qui en restriction aux W, se réduit aux homothéties de rapports «;. Si
maintenant la suite «”=(aj, ..., of _,) est telle que o} =o(a!, ;) OZi=<r—2)ona

bien A, =limo,.my puisque cette limite est portée par L, et est K - invariante
n

comme chaque o,.mg.

Donc I'ensemble des 4, est contenu dans A. Inversement, considérons une
suite g" de G décomposée sous forme polaire g"=k"a"k'™ ot a”" est diagonale et
k" k'" orthogonales. On peut supposer, par extraction de sous-suite que k"
converge vers ke K et que a" s’écrit u”o,, ol u" converge vers u et g,, est du
type précédemment envisagé pour un certain (q)eQ défini a partir de la base
canonique. La limite de la suite de mesures g"my s’écrira donc kul, et sera
encore de la forme 4, avec ¢'=ku(g).
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Pour vérifier que la bijection canonique R,—4, entre les espaces compacts
C et A est un homéomorphisme il suffit de vérifier sa continuité: si la suite R,
converge vers R, et si A, est valeur d’adhérence de la suite des A,. on peut
affirmer que 4, est R -invariante et ceci implique bien R, =R, soit 4,=4,.

Il est clair que la frontiere de Furstenberg G/NAM est plongée avec sa
topologie naturelle dans A. Pour vérifier la méme propriété de G/K, il suffit de
voir que l'orbite correspondante dans A est ouverte, ou encore que 'ensemble
des A, pour L +B est fermé. Si la suite A, converge vers 4, la suite de
compacts L, a pour valeurs d’adhérence des compacts contenant le support L,
de /,, en particulier dim L, <lim sup (dim L,.), ce qui justifie que 'ensemble des
L, avec L,+ B est ferme. "

Pour conclure, la convergence de la suite X, (w)my vers une mesure de
Dirac s’interpréte donc dans A ou C comme une convergence de la suite de
G/K associée 4 X,(w) vers un point frontiére appartenant a la G-orbite de
dimension minimum, c’est-a-dire a B.

4. Exemple: Application au groupe SL(d, R)

(4.1) Prenons pour SL{d,R) les décompositions d’Iwasawa et polaire
considérées en (1.3). Nous avons

of = {matrices diagonales réelles de trace nulle}.

T={ay,...,005_4}, o0 pour tout ie{l,...,d—1}a; est 'homomorphisme
d’algébre de Lie qui & X =diag(x, ..., x,) €./ associe a,(X)=x;—x;,,.

W={diag(x,, ..., x)e: x; <...<X,}.

Pour ge G, nous écrivons:

g=u(g) Exp diag (b,(g), ..., b,(g)) k(g)  (décomposition d’Iwasawa)

ou u(g)eN, k(g)eSO(d) et b,(g)eR avec i bi(g)=0;

i

g=k, Expdiag(c,(g), ..., cs(g)k, (décomposition polaire)

d
ou k,,k,eS0(d) et ¢c;(g)eR avec ) ¢;(g)=0, c;(g)<...=c,(g). Les réels ¢(g),

1=

1<i<d, sont déterminés de fagon unique par g tandis que le couple (k,, k,)
west pas unique. Lorsque c;(g)<...<c,(g), alors les autres décompositions
polaires de g s'obtiennent en remplagant le couple (k;,k,) par un couple
(k,m,m~'k,) avec me M.

Soit g une mesure de probabilité sur G telle que G, soit totalement
irréductible.

Nous désignons par {Y;},., une suite de v.a. indépendantes, de loi y, a
valeurs dans G; nous posons X,=y,Y,...Y,g,, pour deux suites convergentes
{y,} et {g,} d’¢léments de G.
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(4.2) Comportement des suites de v.a. b(X,) et c(X,), 1<i<d

Nous écrivons b,(n) et c;(n) au lieu de b,(X,) et ¢,(X,). Pour tout ie{l,...,d},
nous avons (proposition (2.22))

(*) sup|b;(n)—c;(n)l <+ ps.

Drautre part, pour tout ie{l,...,d—1}, nous avons l'alternative suivante
(corollaire (2.20)):

ou bien les suites réelles {b,(n)—b,, ,(n)} et {c;(n)—c;,  (n)} convergent p.s.
vers (— o).

ou bien, pour tous g,, g, € G, il existe un réel y(g,, g,)>0, tel que

g, T,g,=K{Expdiag(x,, ..., x;) € Exp w: Xip1 =X =7(81, 82} K

ar suite
P suple;(m)—ciy (WIS 8)  p.s.

et
suplbi(m)—b,, (I <+0  ps.

Lorsque 7, est compact (ce qui entraine que G,=7T, est compact), nous
nous trouvons dans la deuxiéme alternative pour tout ie {1, ...,d~—1}.

Lorsque T, n’est pas compact, on se trouve dans la premiére alternative
pour au moins un entier de {1, ...,d—1}. De I’égalité

d—1
)y =d™ | 3 Kley, ()=,

il résulte alors que les suites {c,(n)} et {b,;(n)} convergent p.s. vers (+ c0); et les
suites c, (n) et b, (n) convergent p.s. vers (— o).

Lorsque 7, contient une suite contractante, on se trouve dans la premiere
alternative pour tout i; c’est en particulier le cas si T, est d’intérieur non vide
d’aprés une conséquence non triviale de [6].

Supposons que jLog gl udg)< +oco. Alors (théoréme (3.7)), pour tout
G
1 1
ie{l,...,d}, les suites {; (bl.(n)—b,.H(n))} et {; (ci(n)—ciﬂ(n))} convergent p.s.

vers un réel 7, strictement négatif ou nul selon que les suites {(b;(n)—b,, ,(n))}
et {(c;(n)—c;, (n))} convergent vers (— c0) ou sont bornées p.s.

1 1
On en déduit que les suites {— bi(n)} et {— ci(n)}, 1<i<d, convergent vers
n n

des réels A, vérifiant A, =...</,. De plus 4;<4,,, excepté si pour tous
21,2, €0, il existe un réel y(g,, g,) >0 tel que

g, T,g,<K{Expdiag(x,, ..., x))e Exp W: x,, | —x,=7(g,, g,)} K.

Lorsque T, n’est pas compact, 4,>0 et 1, <0.
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Notons enfin que d’apres le corollaire (3.9), lorsqu'on change p en g les
réels A; sont remplacés par les réels 4;=—4, ,_;,. De la méme fagon si on
change u en i les réels A; sont inchangés.

(4.3) Comportement des suites de v.a. k,(X,) et u(X,)

Supposons que cz(n)—cl“(n)—pi»(— c0) pour un certain le {1, ...,d—1}. Alors

la suite de sous-espaces vectoriels de dimension (d—I) de IR? engendrés par
(ki (XD fas s ki (XD fiy 1), 00 {fy, ..., [y} désigne la base canonique de RY,
[resp. par {u(X,)f;, ..., u(X,) f;, }], converge vers un sous-espace vectoriel de
dimension (d—1) de R% [On notera que I'espace F,_, des sous-espaces vecto-
riels de dimension (d—I[) de R? s’identific & I'un quelconque des espaces
homogénes G/P ou P est un conjugué du groupe parabolique standard
P wsy Qui est le stabilisateur dans G de lélément de F,_,

[CTP AT — 14 &L 4 14 -nns

engendré par {f;, ..., fi 1)1
Les résultats précédents nous permettent d’améliorer les théorémes (8.6) et
8.3y de [7].

Nous appelons P4~ [resp. ‘P*~ '] 'espace projectif associé a

Uy
]R"={[ : ]: ueR, lgigd][resp. AaRY={(u,,...,u): u,cR, 1 <i<d}].

Uy

P~ ! sidentifie & la classe d’espaces homogénes H(E,, .. ) P,

, €tant
le stabilisateur dans G de 'élément f; de P4~ 1.

d 1/2

Pour u=(u,,...,u;), nous posons llu|l=<z uf) ; et pour geSL(d,R),
Jug]

weRa—(0) [u

=1

nous notons |g|l=

'P~1 x G défini par

Nous désignons par p le cocycle sur

u
p@.g)=Log LEL  @eP, g
u
ou u désigne un représentant de 7 dans R%
Nous avons alors le théoréme qui précise, avec des hypothéses
supplémentaires, un résultat de [7].

(4.4) Théoréme. Soient u une mesure de probabilité sur SL(d,R) et {Y};., une
suite de v.a. indépendantes et de loi p. Supposons que G, soit non compact et
totalement irréductible.

Appelons X, le produit y,Y,...Y,g,, pour deux suites convergentes {y,} et
{g.} d’éléments de G.

Alors, pour toute suite convergente {u,} d’éléments de "R*—{0}, ne conver-
geant pas vers zéro,

4 X ][ =5 (4 00)
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et

X X
o Xall ol ‘H_“ 1 ps

0 <inf <s
XL =S

Lorsque fLog lgll u(dg)< + oo, lexpression | [ plu, g)¥(du) u(dg) est stric-
Gtpd-1
tement posztlve et indépendante de la mesure de probabilité p-invariante ¥ sur
"P?~1; et nous avons

1 1
tim (, Log Ju, X,11) = lim Log | X,1)™ [ [ plu &) dwuidg)>0.

Gtpd-1

- Supposons en outre que T, contienne une suite contractante vis<a-vis de
4 X
X1
strictement positive et il existe sur P~ une unique mesure de probabilité
u-invariante 9.

Pespace projectif P*~*. Alors la suite { } converge p.S. vers une v.a.

Preuve du théoréme. Nous pouvons supposer que les vecteurs u, sont normes;
nous écrivons alors u,=e¢,k,, ou {k,} est une suite convergente d’¢léments de
S0(d).
Nous avons alors || X,[| =< et |u, X, | =e
Soit @={a;e2: la suite {c,(X,)—c;,,(X,)} ne converge pas p.s. vers
(—o0)}. Puisque T, n’est pas compact, @ n'est pas €gal a X et la suite ¢,(X,)
converge p.s. vers (+ co).

balknXy)

Drautre part d’aprés la proposition (2.22) nous avons:
(%) sup [c,(X,)=b,(k, X, )<+ p.s.

Les deux premieres assertions du théoréme résultent alors, via le théoréme
ergodique, de ce qui a été dit en (4.2).

Lorsque 7, contient une suite contractante vis-a-vis de P?~! nous savons
(théoréme (2.19)) qu’il existe une unique mesure de probabilité u-invariante ¥
sur ‘P41 et que:

i) la suite {c,_,(n)—c4(n)} converge vers (— co),

ii) la suite {k,k,(X,)-f,} converge p.s. (voir (4.3)). Ceci signifie, en posant x,
—k k,(X,)eSO(d), que les suites de v.a. {X"(” 9)

! x,(d, d)
vers des v.a. x(i, d); par suite, puisque x, €S0 (d),

}, 1=<i<d—1, converge p.s.

os d—1 _1/2
%155 (14 T chd))

Le calcul montre que
[, X,
1 X

= [x,(d, )| (1 + Ofets <))

d’ou le résultat.
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(4.5) Pour deux éléments u=(u,,...,u,) et v=(v,, ..., v,) de IR% nous posons
' d
lunv|=[ z (uivj'“ujvi)zjl/z et {u,vy= Z U;v;.
igi<jsd i=1

Nous avons [lu A v||* +({u, v)*= fjul* |v| >
Nous appelons 6 la distance sur ‘P~ ! définie par

lunvl

ull 1ol

ou u et v sont des représentants de @ et & dans ‘R?. Si 0(u, v) désigne I'angle des
vecteurs u et v, nous avons

8(i1, )=

o(ir, D) =|sin O(u, v)|.
Pour tout ge G, nous posons

lug Avgl
u,vetIR lunvl

lgl)=

Considérons I'espace P}'3! des drapeaux de dimension 2; cest-a-dire I'espa-
ce des couples (E;, E,) de sous-espaces vectoriels de R? tels que E,cE, et
dimE; =i, i=1,2. L’espace P{3' s’identific & la classe d’espaces homogenes
H(B, . w): B étant le stabilisateur dans G de [élément
(o [ﬂi—pfd]) de Pld,_zl-

Appelons M I'espace constitué par I'espace produit P*~! x P4~! auquel on
a retir€ sa diagonale. Nous compactifions M en lui adjoignant I'espace des
drapeaux P{3' de dimension 2; nous disons qu'une suite {(@,,7,)} d’éléments
de M converge vers I'élément (7, [a,7]) de P’ si la suite {(&,, [,,5,])} de
P{3! associée a la suite {(i1,, 7,)} converge vers (i, [ii, 7]). Nous notons M ce
compactifié¢ de M.

Posons alors:

ol o 7
o ((i, D), g)=Log_(L;(§_;_%g)

représentant dans ‘R¢ de norme 1, de i (resp. 7); et

S lug nvgl
(@ [a. 21), e)=Log o

un représentant dans ‘IRY, de norme 1, de i (resp. b).

(geG, @, 0)e'M), ou u (resp. v) est un

(g€G, (@, [@,0]) e P31, ou u (resp. v) est

L’application ¢ est alors un cocycle sur ‘M x G.

(4.6) Théoréme. Soient u une mesure de probabilité sur SL{d,R) et {Y}is, une
suite de v.a. indépendantes et de loi u. Supposons que G, soit totalement
irréductible et que T, contienne une suite contractante vzs-a—vls de Tlespace
projectif P*~*. Nous posons X,=y,Y,...Y,g, pour deux suites convergentes {y,}
et {g,} de G.

Alors pour toute suite (i1, 0,) d’éléments de "M, convergeant dans 'M,

S(my=0o(u,- X, )——>0
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et
. Sm X2 s X,?
0<inf = <sup <400 pS.
n HXn”(Z) n HXnH(Z)

Lorsque {Loglgllu(dg)<+ oo, lexpression | [ o(u,g)¥(duyu(dg), est
G GPy 4
strictement négative et indépendante de la mesure de probabilité u-invariante ¥
sur "P{31; et nous avons

1 1 Xl )

. 1 p.s. .. 1 p.s.
hrrtn (;Logé(n)) = 11}{n< Log X, “2) = é; 3" alu, g)¥(du)u(dg) <

Supposons en outre que T, contienne une suite contractante vis-d-vis de
_Ln) IX |2} converge

X §
p.S. vers une v.a. Strictement positive; et il existe sur ’Pl 5 Une unique mesure
de probabilité p-invariante 7.

Pespace des drapeaux PP de dimension 2. Alors la suite {

Preuve. D’aprés le théoréme (4.4), on peut remplacer {3(n)} par la suite
[u, X, Av, X,

YO="R R

Nous pouvons supposer que les vecteurs u, et v, sont normés et orthogo-
naux; nous écrivons alors u,=¢;k, et v,=¢,_, k, ou {k,} une suite convergente
d’éléments de SO(d).

Nous avons alors

5r(n)=ebd—1(ann)—ba(ann) et ”XnH(Z)=ecd—1(Xn)_Cd(Xn)'

La démonstration du théoréme (4.6) est alors analogue a celle du théoréme
(4.4). La derniére assertion est a rapprocher de la remarque (2.24).

(4.7) Corollaire. Soit y une mesure de probabilité sur SL(d,R) et {Y},., une
suite de v.a. indépendantes et de loi p. Supposons: que G, soit totalement
irréductible; que T, contienne une suite contractante vis-d-vis de lespace projectif
P4~ er que u posséde un moment dordre 1. Nous appelons X, le produit
Y;...Y,

ne

1 _
Alors la suite de fonctions E]E[U(-an)] , définies sur ‘M, converge
uniformément vers T(u)=({ o (u, g) ¥(du) u(dg)<0.

Preuve. Soit (7, ) €'M. Nous désignons par u et v des représentants normeés de
i et U, et nous posons

=—<u, vyu)f/llv—<u, v)ul.
Soit k et k' des éléments de SO(d) tel que:
u=e,k, w=e,_ ket v=e,k’. Nous avons:

o ((g, 5)’ g) — gba-1tkg) —balk’g)

o((@, [, 1), g)=ebe &)~ Patke),
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) 1
D’aprés le corollaire (3.8), la suite de fonctions {IE[O‘(.,X”)]} converge
alors uniformément sur ‘M vers 4, ,—4,. "

Exposants de Liapounoff

(4.8) Soit u une mesure de probabilité sur SL(d, R) et (Y));», une suite de v.a.
indépendantes de loi u, a valeurs dans G. Nous supposons que 7, contient une
suite contractante, que G, est totalement irreductible et que u posséde un
moment d’ordre 1.

Ecrivons, pour y, geG,
X,=yY,...Y,g=N, Expdiag(b,(n), ..., b (n) K, (décomposition d’ lwasawa),
X,=yY,...Y,g=x,Expdiag(c,(n), ..., c,(n)k, (décomposition polaire).

Nous avons

X,'X,=x, Expdiag(c(n), ..., c(n) x, .

Puisque I'image de x, dans K/M converge, quitte a remplacer x, par x, 7y, avec
y,€ M, nous pouvons supposer que x, COnverge vers une v.a. x,, a valeurs dans

SO(d,R). Compte tenu de (4.2), on en déduit que la suite de matrices
(X, X )?" converge p.s. vers la matrice

x,, Expdiag{4,, ..., 4)x "
D’autre part, nous avons la proposition
(4.9) Proposition. Désignons par {e,, ..., e;} la base canonique de 'R? et par N,

la limite p.s. de la suite de v.a. {N,}, , (voir (4.3)). Alors pour tout ie{l, ..., d},

1
lim ﬁlog le,NJY X, =2,

n— + 00

Preuve. Pour simplifier I'écriture, posons
A,=Expdiag (b, (n), ..., by(n)  (n=1).
Le produit de matrice Ng* N, s’écrit

N 'N,= lim T,, .. T, T,

n+p - tn+1lin
p—+00

en posant _
Tm=Am[“(KmYm+1)]—1Ar;13 mgl

SigeG et xe K=S0(d), écrivons
xg=u(xg)a(xg)k(xg) (décomposition d’Iwasawa G=NAK).

Nous avons [u(xg) || <|lg | sup|la(xg)|. ¢ ayant un moment d’ordre 1, il

xeK

sensuit que la fonction g-—logsup |lu{xg)~*|| est p-intégrable et par suite
limsup |u(K, Y, )" t|Ym<1.  *K

mim+1
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Du comportement des suites {b;,(m): m=1}, (voir (4.2), il résulte alors que
pour tout £¢>0, il existe un entier N(g) tel que:
Vm=N(), VISi<j=d, |tm)]<em® =579 ou  T=((t;;(m)).

Comme
lim T T4 T

n+p* n+1
p— + 00
=I+ ) (T,-D+...+ Y (T, ,—D..(T,, = 1),
i1Zn ’ ig-1>...>012n
on en déduit que pour tout ¢>0, suffisamment petit pour que Vie{l, ..., d—1}

Ai— 2,1 +(d—1)e<0, il existe un entier N(¢) et un réel positif C tels que
(%) VnzN() VISi<jsd, [0S Certmhtumoa

ot N ' N, =((z;;;(n)).

En écrivant alors

an)?<|e, NN, A K, |*= Z(‘EU a;(n)?,

la proposition découle de () et de (4.2).

(4.10) Considérons a présent 'automorphisme involutif ¢ de SL(d,R) qui a
une matrice g de SL(d, R) associe 'g~ 1.

Nous avons, en désignant par m une matrice de SO(d,R) dont les seuls
¢léments non nuls sont ceux de la diagonale secondaire.

“1o(X,)=0c(m*N,m)Expdiag(—b,(®), ..., —b,(m))m~ 'K
(décomposition d’Iwasawa)

“lo(X,)=(m'x,m)Expdiag(—c,n), ..., —c,(n)m 'k
(décomposition polaire).

n

n

La proposition (4.2) appliquée a cette nouvelle situation, nous dit que

1
EIOg le;o(m™ NG o (X ) - —24s 11
ou encore que

—10g le;o(NgH o (X )l — 4.
Appelons V, (resp. V) le sous-espace de ‘R? formé des vecteurs u tels que:

1 1
limﬁlog luX,| <4 (resp. lim; lua(X )| = —/ll.)

nous avons

= (j@]Rq) NZ' et Vo= (é.]Rej) a(NZY);
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si bien que V,n ¥ est un sous-espace de dimension 1 de ‘R% En fait, puisque
N, et x, [resp. a(m N, _m) et o(m~'x_m)] ont méme image dans B, nous avons

i d
Vi:(@ ]Rej) xz! et V;’:(@IRej) x3h
J=1 Jj=i

si bien que V,nV7=Rex "

(4.11) Considérons a présent une suite Y, de v.a. indépendantes et de loi u,
indexées par Z, définies sur (2= GZ%, &, IP).

Posons,
S,=Y,...7, si n>0
S,=e si n=0
S,=Y_!..Y~' sin<0.

La suite de v.a. S, vérifie la relation de cocycle vis-a-vis du shift & sur G%;
Sin=(8,°0MS, Vmnel.

On suppose que u vérifie les hypothéses considérées en (4.8).
Draprés la proposition (4.9), appliquée a p et a g (image de p par Papplica-
tion g—g~ '), nous avons:
o1
lim —loglle,Ng*S, | —4

n—+oo N

1
lim —log [e,MZ'S,||»>— 24 _;

s —oo |11

ou N, = lim u(S,) et M= lim u(S,).
n— +00 A= —00
Appelons V,* (resp. ¥,7) le sous-espace de ‘R? formé des vecteurs u tels
que:

.1 1
lim Zlog luS, | <4; (resp, lim —

n— +00 nﬂ—oo\n\

log 5,1 < — ).

Nous avons
d+1—i

K*z(@ ]Rej)Nog1 et Vi’==< @ ]Rej) MZ*'
=1 j=1
Ecrivons, pour n <0,
S;'=Y,..Y_,=K,A,N, (décomposition d’Twasawa G=KAN).

S, ' est une marche aléatoire gauche mais les résultats obtenus pour une
marche aléatoire droite nous disent, par transposition, que: la suite de v.a. N,
converge p.s. vers une v.a. N a valeurs dans N. Il s’ensuit que

mS,=mN; 'm~ ') (mA; 'm~')(mK))  (décomposition d’Iwasawa G=KAN).

Par suite (proposition (4.9) appliquée a )

1 ~
1o e, (NS m ) mS, > ey
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ou €ncore

1 ~
~log e, > — 4

d
D’ou on a aussi V™= (@ ) > €t V.t NV~ est un sous-espace vectoriel

de ‘IR* de dimension 1.
Pour tout élément ue V,;* nV,~, on a alors nécessairement

13

lim —log luS, [ =4;

n—>tooFl

On retrouve ainsi, dans le cas particulier ici envisagé, les résultats de [20] et

[21].

5. Comportement des suites Y, ... ¥, -u, ueG/P,-application

Soit u une mesure de probabilitt sur G telle que G, soit totalement
irréductible.

Nous désignons par {Y};,», une suite de v.a. indépendantes, de loi p,
définies sur un espace probabilisé (2, %IP). Nous appelons X, le produit
Y, ... Y, et nous écrivons X, =x,q,k, (décomposition polaire).

(5.0) Nous choisissons une décomposition d’Iwasawa G=NAK de G. Nous

désignons par A_ lensemble des racines ayant servi a définir N; par X

I'ensemble des racines simples de 4_ et par M le centralisateur de 4 dans K.

Nous appelons G =K (expW)K la décomposition polaire correspondante de G.
Draprés le corollaire (2.20), pour tout ae 2, nous avons lalternative:

ou bien ¢ (a,) >0

ou bien pour tous y, geG il existe un réel y(y,g)>0 tel que
yT,gcK{acd:y(y,g)Sp.(a) <1} K.

Appelons © T'ensemble des acX satisfaisant 4 la deuxiéme alternative.
Lorsque 7T, n'est pas compact (i.e. G, n’est pas compact), @ n’est pas égal & X;
le sous-groupe parabolique standard B, correspondant a @ est donc différent
de G et T, contient une suite contractante vis-a-vis de la classe d’espaces
homogenes H(P ={G/P: P conjugué de B,}.

D’aprés le théoréme (2.19), nous savons alors quil existe sur G/B, une
unique mesure de probabilité p-invariante v; v est irréductible et la suite de
mesure {X,-v} converge p.s. vers une mesure de Dirac ¢,.

Nous nous intéressons dans cette section au comportement des suites
{X, u}, ueG/B,. Nous montrons d’abord que YueG/E, la snite {X,-u} con-
verge en probabilité vers Z. Nous étudions ensuite la convergence p.s. de ces
suites dans le cas de SL(d,R) et nous en déduisons le comportement asympto-
tique des coefficients d’un produit de matrices aléatoires.
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A) Convergence en probabilité

(5.1) Proposition. Reprenons les notations de (5.0) et désignons par O une
distance sur G/E,, K-invariante a gauche.
Alors pour toutes suites convergentes {u,} et {v,} d’éléments de G/E,, la suite

(6(Y,... Y, u, Y,... Y, v,)}

converge vers zéro. La suite { sup IE[6(X, -u, X, -v)]} décroit vers zéro.
u,veG/Pw

Preuve. Posons X,=Y,...Y, et écrivons X,=%,4,k,. L’analogue du théoréme
(2.19) pour la marche aléatoire gauche, nous dit qu’il existe sur E,\G une
unique mesure de probabilité p-invariante ¥; ¥ est irréductible et la suite de
mesures ¥+ X, converge p.s. vers une mesure de Dirac ;. De plus ¢,(d,)—0,
VaeX —@; limage de k, dans B,\G converge ps. vers Z et I'image de %, dans
G/B, converge en loi vers v.

Soit {I,} une suite convergente d’éléments de K. L’image de k, I, dans B\ G
converge alors p.s. vers une v.a. & valeurs presque sirement dans 'ouvert BN
=NPB, de G. On en déduit (voir preuve du lemme (2.23)) qua partir d’un

certain rang kI, s’écrit u,p, ou {u,} (resp. {f,}) est une suite d’¢léments d’un

n°n

compact de N*®(resp. de E,). Comme &nun&n’l?e, on en déduit que pour

toute suite convergente {u,} d’éléments de G/E,, la suite {4,k,-u,} converge p.s.
vers I'image de I'¢lément neutre de G dans G/E,. D’ou la premiére assertion de
la proposition.

Posons d(n)= sup IE[J(X,-u,X,-v)]. Il est clair que la suite d(n) est

u,veG/ﬁ@
décroissante et que pour tout entier naturel n,

Sm=E[sX, u, X, v)],

pour un certain couple (u,,v,) d’éléments de G/B,.

Du théoréme de convergence dominée, via la premiére assertion de la
proposition (5.1), il résulte alors que la seule valeur d’adhérence de la suite
{6(n)} est zéro.

(5.2) Corollaire. Avec les notations de (5.0), pour tout ueG/B,, la suite de v.a.
{X,-u} converge en probabilité vers la v.a. Z; et pour toute fonction f continue
sur G/E,,

lim sup |{f(g-u)u"(dg)—[f(v)v(dv)|=0.

n ueG/Pe

Preuve. Nous avons
supIE[é(X,,~u,Z)]§sup]E[5(Xn-u,Xn-v)]+IE[§5(Xn-v,Z)v(dv)].
D’aprés la proposition (5.1), le premier terme du second membre décroit
vers zéro. Quant au second terme, il converge aussi vers zéro daprés le
théoréme de convergence dominée et le fait que X,-v—""5¢,. On en déduit

donc que: sup IE[d(X - u, Z)]—0. D’ou le corollaire.
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B) Convergence presque siire (G=SL(d,R))

(5.3) Définitions. Nous disons que u est étalée s’il existe un entier p=1 tel que
la convolée uP de u ne soit pas singuliére par rapport a la mesure de Haar de
G.
Nous disons que x posséde des moments exponentiels si | e**® p(dg) < + 00
G

pour tout a>0; ou V est un voisinage compact de 'élément neutre de G et

op(g)=inf{nelN*: geV"}.

Si ueB=G/NAM, nous posons |A,(u)|=|4,(k)|, ou k est un élément de K
ayant 4 pour image dans B.
Nous avons alors le théoréme suivant si y est étalée.

(5.4) Théoréme. Soient G=SL(d,IR) et u une mesure de probabilité sur G étalée
et vérifiant [Log|\g| p(dg)< + oo. Nous désignons par {Y}., une suite de v.a.
G

indépendantes et de loi p; nous notons X, le produit Y, ... Y,. Nous appelons m,
la mesure de probabilité K-invariante sur Pespace homogéne B=G/NAM.

Alors, pour mg-presque tout ueB, la suite de v.a. {X, u} converge ps. vers
une v.a. Z dont la loi est l'unique mesure de probabilité u-invariante v sur B.

Si en outre p posséde des moments exponentiels (définition (5.3)), alors

[Logld,w)|v(du)< +oc0, Vie{l,...,d—1}
B

et pour tout ueB, X, - u->>Z.

Avant de prouver ce théoréme (section (5.16)), nous allons établir un certain
nombre de résultats importants par eux-mémes dans le cas général. Ensuite,
pour montrer le théoréme, on développera des arguments de compacité basés
sur I’étalement de p. En labsence d’étalement, 'essentiel de ces arguments
restera valable, grice aux propriétés de contraction en remplagant les fonctions
continues par des fonctions Lipchitziennes, [16].

Le théoréme (5.4) et ses conséquences s’étendront alors essentiellement au
cas général. Notons aussi que si 71#0), les hypothéses du théoréme (2.6) sont
satisfaites: I’existence d’une suite contractante dans T, est un résultat de [6] et
on aici G,=G car G, est ouvert donc fermé.

(5.5) Nous prenons pour SL(d,R) la décomposition d’Iwasawa considérée
dans la section 4.

Si g=((a;)eSL({d,R), pour le{l,...,d—1}, nous appelons 4,(g) le
déterminant

Qg 1r1a—141 - Q1414

Aag_141 [

Un élément g de G s'écrit sous la forme g=up avec ueN®® et peb, si et
seulement si A,(g)+0, pour [ appartenant a un sous-ensemble J, de
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{1, ...,d—1}. (Par exemple si @={a,,...,a,} avec ke{l,...,d—2}, alors
Jo={1,...,d—k—1}). Les éléments u et p sont alors des polyndmes en les
coefflclents a;; de g et les inverses des mineures 4,(g), l€J,.

Pour tout element x de G/B, (resp. B\ G), posons,

6l(x):L0g|Al(k)|s lGJ@,

ou k est un élément de K dont I'image dans G/B, (resp. B\ G) est x.
Comme, pour tout kyeKg=KnE,=KnE,

Ay(kko)=Ay(kok)y=4,(k) A,(ko) VkeK
et
|4,(ko)|=1,

les applications 0,, [eJg, sont bien définies.
Nous avons alors:

(5.6) Lemme. Avec les notations de (5.0) et (5.5), écrivons X,=N,A, K,

(décomposition d’Iwasawa). Supposons que jLog lgll u(dg)< +oo. Soit k un
élément de K tel que

p.s.
limsup|4,(K, k)|~ <1, Ve,

Alors si u désigne Pimage de k dans G/B,, X ,-u—"5Z.

Preuve. D’aprés le théoréme (3.6) et la proposition (2.22), nous avons:
1 s.
i) VaeX — @,ELog(pa(An) 251, (0) <O.

ii) l'image de N, dans G/E, converge p.s. vers Z.
Nous appelons @' le sous-ensemble de Q constitué¢ des éléments w pour
lesquels 1), i) et limsup|4,(K, k)|~'"<1, Vledy, sont vérifiés. Pour tout

we?, il existe un entier ny(w) tel que pour n=ny(w), K, (w)k s’écrit u,(w)p,(w)
avec u,(w)eN®®,p,(w)eB,; et les racines eniémes des modules des éléments de
la matrice u,(w) ont une «lim sup» inférieure a4 1. Mais alors d’aprés i), la suite
{A, (0)u,(w)A; *(w)} converge vers e et par suite daprés ii), X, (w)-u—Z(w).

(5.7) Appelons K l'espace des cocycles K-invariants sur B\ G. K s’identifie de
fagon évidente 4 un sous-espace de cocycles K-invariants sur B= NAM\G.

Pour tout peK, nous appelons S, la représentation de G dans I'espace
C(E)\G) des fonctions continues sur B,\G définie par

S,@bw)=e"“"Pu-g) (eR\G).

Le dual S%(g) de S,(g) opere sur I'espace M(E,\G) des mesures bornées sur
B\G de la fagon suivante:

S2H@Wdw= [ "¢, v(du).

Po -G

Nous notons S,(u) et S5 (u) les opérateurs

i S,(@u(dg) et (f; S*(g)u(dg).



Frontiére de Furstenberg 231

Dans ce qui suit nous établissons certaines propriétés de ces opérateurs.
Ces opérateurs ont déja été utilisés par divers auteurs; citons par exemple [25]
et [3].

Si v est une mesure de probabilité sur B,\G et ¥ une fonction positive sur
K telle que y(k, kk,)=y(k), VkeK, Vk,, k,eKg, nous définissons une fonction
Y *v sur B,\G en posant:

Y v(u)= ) [ ¥kx")vdv)  (ueR\G);

o~

ou k (resp. x) est un quelconque élément de K ayant u(resp. v) pour image dans
B\G (xKo\K).

Drautre part, pour leJy, appelons f, la forme linéaire sur &/ qui a la
matrice X =diag(x,,...,x,) associe x,+...+x,_;,,. Nous désignons par p, le
cocycle 8,0 H. On voit facilement que p,eK, pour leJ, et que ces cocycles
forment une base de K.

Nous avons alors

(5.8) Lemme. Avec les notations précédentes nous avons les relations d’entre-
lacement
14, 8%, (@) [v]=S,,,(g)[14,I"* V],

pour tout geG, tout reR, tout leJq et toute mesure positive v sur P\ G.

Preuve. Ecrivons 4, au lieu de |4,].
On vérifie aisément les relations suivantes, pour tout le{l,...,d —1}.

A(ugi)=A4,(g), VgeG, YueN, VieN.
4y(gay=A4,(ag)=y_;11--- 2 Na) 4)(g), VgeG, Va=diag(i(a),...,4,(a)€A.

Si (k,g) est un élément de K x G, nous notons

kg=u(kg)alkg)(k-g)

la décomposition d’Iwasawa de I'¢lément kg de G.
Nous avons, pour tous k, k,eK et tout geG: d’une part,

A,(k'gks ) =4i(a(k'g)(k-')ks ")
=[(a_r1--- A alk'g)] 4;((k-"g)kg )]
=S,, (4] * & 1(w),

ou u est 'image de k dans B\ G; et d’autre part,

Ai(k'gky ")= A7 (k'(k,g))
=4 (k(ko )™ " alkog)'[n(kog)])
=[(Ag_rs1--- A)alko@)] A7 (k(ko - g) ™)
=47+ 8}, (8) [,

D’ou le résultat.
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On en déduit le corollaire:

(5.9) Corollaire. Soit p un élément de K, p s'écrit Y r,p, pour des réels r, leJg.
leJeo
Posons A,= ] |4,
leJo
Alors, nous avons

A,%S3(@vV1=5;(g)[4,*V],
pour tout geG et tout mesure positive v sur B\G.

(5.10) Proposition. Avec les notations et hypothéses de (5.0), (5.5) et (5.7),
supposons que p posséde des moments exponentiels. Soit p un élément de K qui
Sécrit p= Y 1,p; avec r,20.

leJo

Alors, en tant quopérateur de C(B\G), S, (u), noté plus simplement S
posséde, a un réel >0 prés, une unique fonction propre strictement positive ¢
associée a une valeur propre positive B égale au rayon spectral de S et stricte-
ment supérieure au module de toute autre valeur propre de S. Lopérateur S
Sécrit:

v(+)

v(9)

ot Q=0 et v est une mesure de probabilité sur E\\G vérifiant S*v=[fv. De
méme lopérateur S=S (') s'écrit (avec des notations évidentes ),

=B P +0,

) . A
S=B—=¢+0.
V()
Et nous avons p=Ax* Vet f=Axv, on A= [] 4"
leJo

Preuve. Nous notons X I’espace homogene F,\G et nous appelons E le support
de I'unique mesure de probabilité y-invariante ¥ sur B,,\G.‘t

Pour s>0, nous appelons H le cone des mesures de Radon 4 sur X telles
que S*A<si. Puisque X est compact, H, est un cdne 4 base compacte pour la
topologie de la convergence étroite.

Soit B=inf{s>0: H,#+@}. L’intersection des cObnes H, non vides est donc
non vide et égale a Hy. L’opérateur S* opére continlment sur le cone Hyg;
d’aprés le théoréme du point fixe de Schauder-Tychonoff, il existe une mesure v
de Hj et un réel y>0 tel que S*v=1yv. Puisque y<p, on a nécessairement y= ﬁ

La fonction ¢=A v est alors un élément positif de C(X) vérifiant Sd=p
(corollalre (5.9)). L'irréductibilité de la probabilité u-invariante ¥, nous assure
que ¢ mest pas nulle sur E. D’aprés le lemme (5.10), la fonction ¢ est donc
strictement positive sur X.

Appelons ¢ et ¢ les rayons spectraux des opérateurs S et S. ¢ et ¢ sont les
inverses des rayons de convergence des séries entiéres Y zFS¥ et Y z*S* De

kz0 kz0
égalité Sd=p¢, avec @ strictement positive, il résulte que &< . D’autre part
soient ¢ un réel >0 et 4, une mesure de probabilité sur E; la mesure positive
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4, définie par

1) =4, (kz

k
> g S) Ueca
vérifie
S*dy=(0+e)(A,— 4 )= (a+8)(4,);
par suite f<o.

En échangeant les réles des mesures u et ‘u on obtient de la méme fagon
Pexistence d’une fonction ¢ strictement positive de C(X) vérifiant S¢=f¢
avec c<f <46

On en déduit alors que o =d=f=f.

Soit ¥ une fonction propre de S associée a une valeur propre de module £,
nous avons donc Sy = e’y avec aelR.

Posons C:%, nous avons, pour tous ueX et pelN,

(%) i ol g’gp( ¢(g;é(u-g)ﬂ"(dg)=e’”'°‘§(u)
et gp(ug)d’( (g; W(dg)=1.

Soit u, un élément de X tel que &(uy)=sup|E(w)].
ueX

Les relations précédentes entrainent alors que

Elug - Tu) = {&(up)}-

Drou a=0 et ¥(u)=¢(up) ¢(u) pour tout ueuy-T,.

La fonction =y —&(u,) ¢ vérifie alors Sn= 7. Le méme raisonnement que
précédemment nous conduit &

Vueu, T, Y(u) —E(uo) ¢w) =n(uy) (u).

pour un élément u, de X tel que a(%)—SUP

ueX

¢(u).

Or les ensembles u,-T, et u,-T, portent nécessairement la mesure de
probabilité p-invariante . Il s’ensuit que =0 et ¥ =£(u,) ¢.
La proposition (5.10) est ainsi prouvée.

(5.11) Lemme. Supposons que p posséde des moments exponentiels et que p
posséde une densité ® par rapport d la mesure de Haar mg de G. Dans ce cas
nous avons G,=G et T, contient une suite contractante (iN.e. =0, ISQ:NAM).
Appelons B lespace des fonctions boréliennes bornées sur B.

Alors, pour tout cocycle p sur B=NAM\G, S o(1) est un opérateur compact
de B (ie. qu'il envoie la boule unité de B dans un sous-ensemble relativement
compact de C(B)).

Preuve. Appelons F la fonction définie par

sup|p(u, g)|
F(g)=e~’ D(g) (ge0).
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Puisque u posséde des moments exponentiels, F est un élément de
IL'(G,m;). La compacité de lopérateur S =S§,(u) résulte alors du théoréme
d’Ascoli et des inégalités

sup [Sf(u-k)=Sf S| flloIF(k=")=F)I,Sf (keK,feB).

ueB
Le lemme (5.11) admet les corollaires suivants:

(5.12) Corollaire. Supposons que p soit étalée. Appelons ¥ lunique mesure de
probabilité y-invariante sur B=NAM\G et B Pespace des fonctions boréliennes
bornées sur B.

Alors Popérateur (S, (u) —V) de B est de rayon spectral strictement inférieur d
1.

Preuve. Lorsque pu= @ -myg, il résulte de la preuve du lemme (5.11) que S, () est
un opérateur compact de B (on n’a pas besoin pour S,(x) de moments
exponentiels!).

Compte tenu des propriétés de ces opérateurs et du corollaire (5.2) (pour la
marche aléatoire gauche), il résulte que (Sq(u)—7¥) est un opérateur de rayon
spectral strictement inférieur a 1.

Le cas étalé se raméne aisément au cas précédent.

(5.13) Theoreme Supposons que p=P-m; posséde des moments exponentiels,

1
écrivons p= Z 1P, et supposons Z (—r,)< . Alors S ,(u) posséde une fonc-
=1 r1<0
tion propre ¢(p) correspondant d son rayon spectral p(p). Cette fonction est

unique (d un coefficient prés) continue, strictement positive et S ,(u) se décompose

sous la forme:
S, (=B (p)<vip). > ¢(p)+Q,

ou v(p) est l'unique probabilité propre pour S%(u), Popérateur Q, commute avec
S,(w)—Q, et annulle ¢(p). Enfin le rayon spectral de Q, est strictement inférieur

a B(p).

Preuve. La démonstration de la proposition (5.10) reste ici valable, le point
essentiel a justifier étant la régularité de 4+ 9.

On peut d’abord trouver une mesure v ayant une densité; cette densité est
en effet fonction propre d’'un opérateur S, (1) ou pp’ est le cocycle Jacobien de
g. Cet opérateur étant compact d’aprés le lemme (5.11), il posséde au moins
une fonction propre continue positive qui fournit donc la mesure ¥ cherchée.

La valeur propre correspondante ne peut d’ailleurs é&tre nulle car alors les
translatées de v par les éléments du support de u seraient nulles. D’autre part,

lorsque ) (—r,)< L il résulte du lemme 3-13 et de l'inégalité de Holder

r<0
d— 1

que la fonction 4,= I:[lA,]" est my-intégrable. On en déduit que A,V est

continue et strictement positive car v admet une densité continue bornée.

La preuve de (5-10) montre alors que ¢{p) est P'unique fonction propre (a
un scalaire prés) correspondant & une valeur propre positive et la valeur propre
correspondante f(p) est bien le rayon spectral de S, ().
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Pour obtenir la décomposition de S, (1) voulue, il suffit, en vertu des
propriétés des opérateurs compacts, de voir que la valeur propre f(p) est
simple, c’est-a-dire ici I'absence de blocs de Jordan associés a f(p). Par relativi-
sation & laide de ¢, qui ne s'annulle pas, on se ramene 4 un opérateur
markovien et & la valeur propre 1. Le sous-espace caractéristique correspon-
dant est de dimension finie et puisque la norme de 'opérateur est 1, ’absence
de blocs de Jordan est bien vérifiée.

(5.14)  Corollaire. Supposons que p soit étalée et posséde des moments exponen-
tiels. Soit p un cocycle sur B.
Alors il existe un réel positif n tel que, pour tout AeR, |A|<y:

Si0()=BAV(A),*> d(A+Q;,
S1,(W)=BAHR), > () +0,

ot ¢(A) [resp. @(A)] est une fonction propre strictement positive de S, o) [resp.
de S;,(W] associée a la valeur propre f(2)>0; v(4) et ¥(4) sont des mesures de
probablllte sur B vérifiant {v(2), p(1)> = <v(/1),¢(/1)> =1; Q,¢()=0,$(2)=0; les
rayons spectraux des opérateurs Q; et Q, sont strictement inférieurs a B(1); et les
applications A— B(1) [resp. ¢(A), d(A), v(1), ¥(A)] sont de classe C*.

En outre les fonctions 4,,% V(%) et A,,xv(4) sont non nulles et colinéaires
respectivement aux fonctions ¢(A) et $(A).

et

Preuve. Puisque u est étalée, il existe un entier p=1 tel que
#P = QP . mG + vp

ou la mesure v, est singuliére par rapport a mg et ||v,[|=7<1.

L’application 1S, (4?) est de classe C* pour la topologie de la norme.
D’aprés le corollaire (5.13) et la théorie des perturbations (voir [5, 14]), le
rayon spectral de Popérateur S, (u?) tend vers 1 quand 4 tend vers zéro.

D’autre part, nous avons

Asup p(u, g)
”Sﬂp(vp)ngje uet vp(dg)
G

qui tend vers 7<1 lorsque A tend vers zéro.

Toutes les assertions du corollaire, exceptée I'avant derniére, s’obtiennent
alors en appliquant le théoréme (5.13) a la mesure @,-m.

Enfin P’avant derniére affirmation résulte de la théorie des perturbations.

(5.15) Preuve du théoréme (5.4). Ecrivons X,=N,A4,K, (décomposition
d’Iwasawa). L'image de K, dans M\ K s’identifie 4 une chaine de Markov sur
B=NAM\G d’opérateur de transition S (x).

Draprées le lemme de Borel-Cantelli, la condition

lim sup|4,(K, k)|~ " < 1

p.s.

du lemme (5.6) est impliquée par

Va>0, Y IP{6,(K, k)< —na} <+ o0;

nz1
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D’aprés le corollaire (5.13) cette derniére condition est équivalente a

Va>0, Y $[{ueB:§u k)< —na}]<+o

nz1

cest-a-dire a

(1) [16,u-] 5(dw) < + oo,

Or la convolée de ¥ par my est égale a i et d’aprés le lemme (3.13) les
fonctions 16, sont m-intégrables. On en déduit donc que (1) a lieu pour
my-presque tout ke K. D’ou la premicre assertion du théoreme (5.4).

Quant a la derniere assertion elle résulte du lemme:

(5.16) Lemme. Supposons que u soit étalée et posséde des moments exponen-
tiels. Soit ¥ Punique mesure de probabilité p-invariante sur B. Alors pour tout
ie{l,...,d—1} et pour tout ke K,

£|5i(u k) V(du)< + o0.

B

—x*
Preuve. Observons que, pour tout x>0, —
décroit vers zéro.
Pourie{l, ..., d—1},nous avons,en appliquant le corollaire (5.14) au cocycle p,

et en faisant un abus de notations,

croit vers (—Logx) lorsque A

YW= §|A| @o~ () (dv)= [[l//(/l)(v)M(dv)] d(M(w),

pour 4 voisin de zéro, ou A—¢(A) est de classe C*.
Or nous avons

y(A)= N(l (u)(du)= ﬂA |*(u) i (du)
et la fonction y est dérivable a droite en zéro; en effet

i PO =1
m =

il0

fi(du)
=[ [ —Log|4,|(w]m(dw).

Comme v(4) converge vaguement vers ¥ lorsque A—0, on en déduit, par un
raisonnement classique, que

{[—Logld;|(uv~1)] \7(¢iv)§]iminf~[%4£—_2 v(4)(dv)
B AlO B
. (1=y(A) p(D) W)
c

<Y () 4+ o' (0)(u).
D’ou le résultat. =70+ 0)@)

Les résultats précédents, nous permettent aussi de compléter les résultats de
la section 4.
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(5.17) Proposition. Soit i une mesure de probabilité sur SL(d, R) étalée et ayant
des moments exponentiels; nous désignons par {Y},., une suite de v.a.
indépendantes et de loi p. Pour deux éléments y et g de SL{d, R), nous posons

anle"'Yng:((aij(n)))’ iet _]E{].,,d}
Alors pour tout i,je{l,...,d},

1
lim~ Log|a;; ()= hm - Log| 1X,01= f f  Plu.g)v(du) p(dg)>0.

|A1(Xn)\ n ré l
HX HZ converge p.s. vers u ee

1
Pour tout le{2,...,d—1}, la suite —Log(
7<0. "

Preuve. 11 suffit de prouver la premiére assertion pour a,,(n)=4,(X,). Les
autres s’obtiennent alors par un changement du couple (y, g).

Ecrivons X, =N, diag(f,(n), ..., ,(n) K, (décomposition d’Twasawa).

Nous avons alors

laz4(n)|

~ B,
5 "I Di+0 (d—(n)).

Ba

1
Nous savons que la suite {~ log Bd_l/ﬁd(n)} converge p.s. vers un réel <0 et
n

que {f;(( ‘)1} converge p.s. vers un réel >0.
D’autre part en (5.15), nous avons prouvé que

limsup|K,(d,d)|~'"=limsup |4, (K,)| " <1.

Comme |K,(d,d)I<1, on en déduit que lim|K,(d,d)|'"=1; et par suite

lim ((Cllld;((rlll)l) =1. D’ou la premiére assertion de la proposition.

La deuxiéme assertion se prouve de fagon analogue.
Montrons maintenant comment, grice aux techniques de [16] on peut
étendre ces résultats:

(5.18) Théoréme. Soit u une mesure de probabilité sur G=SL(d,R) possédant
des moments exponentiels. Supposons que G,, soit totalement irréductible et que
T, contienne une suite contractante vis-d-vis de lespace projectif P*~1. Soit
{Y};5 une suite de v.a. indépendantes et de loi u; nous notons X, le produit
Y,...Y,. Nous désignons par v Punique mesure de probabilité p-invariante sur

Pt
<ll ull” >

Alors,
f Log|A, (@) v(di)= f Log
et pour tout #€P*~1, la suite de v.a. {X, i1} converge p.s. vers une v.a. Z.

v(di) < + o0
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Si, pour deux éléments y et g de SL(d, R), nous notons ((a;;(n))) la matrice
vX,.g, alors pour tout i,je{l, ..., d},

limlLogwi,»(n)l"i' lim > Log | X,1% | | p@g)i(di)udg)>0.
n N n B Gtpd-1
Le théoréme (5.18) se démontre de la méme fagon que le théoréme (5.4), en
utilisant la proposition (5.19) ci-dessous qui permet de se passer de I'’hypothese
d’étalement.
Si feC(P*" 1), on définit pour 1>0,

|/ () —f )|

w,vePd=1- 51(“, U)

u¥v

m,(f)= (voir (4.5)).

Nous appelons L, I'espace des fonctions f de C(P?~?) telles que

|f|A=Hf||oo+ml(f)< + oo.

L’espace des cocycles K-invariants sur ‘P4~ ! x G est engendré par le cocy-
cle p,, noté plus simplement p, défini par

lugl
Jjull

ol u est un représentant de i dans ‘R
Nous avons:

(ue'P!", geG),

p(u, g)=Log

(5.19) Proposition. Plagons-nous sous les hypothéses du théoréme (5.18). Alors
pour tout réel B, Sy (1) est un opérateur borné de L, pour 0<i<1, et Papplica-
tion p—S;,(u) de IR dans Pespace de Banach des opérateurs bornés de L, est
analytique. 11 existe un réel 0<A,<1 tel que pout tout 0<i<l,, (So(p) —V) soit
un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a 1 sur L,.

Nous résumons ci-dessous la preuve de la proposition (5.19). Pour les
détails nous renvoyons le lecteur a [16].
On prouve les deux lemmes suivants:

(5.20) Lemme. Pour tout réel A>0, posons
7,(n)= sup E[e**&*].
tetM

Alors il existe 0<1,<1 tel que pour tout A<Ay, lim(y,(n)'"<1.

Preuve. Pour tout 1>0, {y,(n)} est une suite sous-multiplicative si bien que
lim (y, (n) '/ =inf(y,(m) "

Le lemme (5.20) résulte alors du corollaire (4.7) et du fait que, pour tout
e/la_

réel a, décroit vers a lorsque 4 décroit vers zéro.



Frontiére de Furstenberg 239

(5.21) Lemme. Nous avons les inégalités:

sup w<{c(ﬁ) [o(g)) si >0

W, v)etM o(u, v) TlCPH)o@*?  si <0
lo(u, 8)—p, 9| _ ., .
(u’Svl)lgM ——’5—(5,—0)—— <C'(o(g)*;

ot o(g)=sup {llgl, g~ I} et C(B) ne dépend que de p.

La premiére assertion de la proposition (5.19) résulte alors du lemme (5.21).
La deuxiéme assertion résulte de I'inégalité

1S5 S =M1+ 11

du lemme (5.20), du théoréme de Ionescu-Tulcea-Marinescu [19] et du corol-
laire (5.2).
Le théoréme (5.18) se généralise de la fagon suivante:

(5.22) Théoréme. Avec les notations et hypothéses de (5.0) et (5.5), appelons u
Punique mesure de probabilité u-invariante sur G/B,. Supposons en outre que
posséde des moments exponentiels.

Alors
| Logld,m)vdu)y<+o0, Vielg

G/Ps

et pour tout ue G/B,, la suite de v.a. {X,-u} converge p.s. vers une v.a. Z.
Le théoréme (5.18) correspond au cas @ ={a,,...,a,_,}. Pour traiter le cas
général on considére la distance K-invariante sur B)\ G définie par

S, )= ) (1-4}kk™") (u,veR\G),

leJa

ou k et k' sont des éléments quelconques de K ayant respectivement u et v pour
images dans P,\G= K,\ K.

Nous terminons cette section en donnant une autre conséquence des
résultats précédents.

(5.23) Théoréme. Avec les hypothéses et les notations du théoréme (5.18), appe-
lons vy le réel strictement positif

[ [ p@g)vdDuds).
G tpd-1
Alors nous avons l'alternative suivante:
ou bien il existe des réels strictement positifs C et o tels que
u2

"Ny __ t _u?
IP[Logml(kx,.k)l n_, P e Sads S

]ﬂ_ 1
oY/ V27 Va

sup sup
teR kK eSO(d)

ou bien:

(%) il existe une fonction continue h sur P*~? telle que ¥V ke IN*, V geSupp u*,
ViueSupp¥, p(i, g)=ky+h(it-g)—h(@).
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Avant de prouver le théoréme, remarquons que la premiére alternative est
satisfaite dans les divers cas suivants:

1) Le semi-groupe T, est d’intérieur non vide. (C'est le cas si u est étalée).
2) 1l existe des entiers p et g=1 tels que

supp u” Nsupp uP 1.
3) Supp =P 1,

Preuve du théoréme (5.23). Nous notons 4, au lieu de |4,].
Posons

Z,(k, K)=Log 4, (kX K);
et écrivons

Z,(k, k) =U, )+ V, (k. K)
avec '

U,(k)=Log | e,k X,|

leak X, K1yl

V.(k,k)=Log W
d n

—Log4,(k-X,k)

(ou k-X, k' désigne la composante sur K, dans la décomposition d’Iwasawa
G=NAK, du produit kX k).

Pour tous réels ¢ et >0 nous avons

e e Bl

Draprés ([16] théoréme 2), nous savons que:

. . 1
i) la suite {—]E[(Un(k)—ny)z]} converge vers une constante o2
n
indépendante de keSO(d). Le réel ¢ est >0 excepté si la condition () du
théoréme (5.23) est vérifiée.
ii} lorsque ¢ >0, il existe une constante ¢’ >0 telle que:

U,(k)— ny _ L. c’
P < — 24
[ oy/n ] ]/275 —jooe ¢ ﬂ

Pour prouver le théoréme (5.23), il nous reste alors a montrer que pour tout
réel $>0, la suite  sup {]/nIP[| V,(k, k' |>ﬁ]/n]} est bornée.

k keSO

sup sup
teR keSO(d)

Nous avons
P[|V,(k, k)| 2 BY/n]=[So()]"So(K) [$,0 4,1(K),
Oﬁ ¢n(x)= l[o’efﬁl/n] (x) (XG]R’i)
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Lorsque u est étalée, du lemme (5.11), il résulte que:

sup IP[IV,(k, k)| = B1/n]<sup #(So(k)[d,04,1)+ Cp"
k,k'eK k’eK

avec 0<p<l1.
Or

#(So(k) [pyo4,1)=7-k'[—LogA,=fY/n]
1

V-k'[|Log4,]]

(A

=

B

=

(73(0)+¢' (O [k~ 1])
Byn

(d’aprés la preuve du lemme (5.16));
d’ou le résultat.

Lorsque p n’est pas étalée, considérons la suite de fonction réelle {y,}
définie par:

1 pour 0<x<e #Vr
Y. (x)= 2e*Vi(x—2e V)2 pour 2e FVr<x<2e FVn
1-2e2Vn(e=FVn—x)2  pour e V" <x<3eFVm

— BV
a,=e "

172

Nous avons ||y, =2€’Y". De la proposition (5.20) il résulte alors que:

LIV, (k k)| 2 BYn]<T-K (f,04,)+ Cp"(2e" V" +1).
Or, pour n assez grand,

V-k'(Ypod) ¥k ({u: Al(u)_§2ekﬂl/n})

vk ({u —LogAl(u)ggl/;})

V-k'[|[Log 44]1;

lIA

A

2
BY/n

d’ou le résultat. [
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(5.24) Corollaire. Avec les hypothéses et notations des théorémes (5.18) et (5.19),
supposons que la condition (x) du théoréme (5.19) ne soit pas vérifiée. Alors il
existe des réels strictement positifs o et C tels que

t _u?

IP[Log|aU(n)|—-ny ‘[ e Zdu

o1/ |- V2r 1/n'

sup  sup
teR i, je{l, ..., d}
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