
Anelli Henseliani topologici (*)(**). 

PAo~0 V A ~ A  

Suramary. - In the present work we give a generalization of the concept o] (< ring henselian with 
respect to its ideal m ,), by introducing the concept o] (< ring henselian with respect to the ideal m 
and the linear topology z ~. Then we get the henselization o] a triple (A, m, z) (ring, ideal, 
linear topology) and investigate its relations with cowpletion, mainly in the (~ m-adic , situation. 
Among our results there is also a re]o~ulation, with kss restrictive hypothvsis, o/ the Henscl 
le~ama as it is given in Bourbaki. 

I n t r o d u z i o n e .  

I1 coneet to  di anello locale hensel iano g stgto in t rodo t to  da G. AZIJD[AYA [1] 
sullg base della tesi  del lemma di ttE~SV, L classico ([15], cap. V, n. 30, pag. 103). 
t~sso ha  dato origine alla teor ia  dell 'henselizzazione di un anello locale r i spet to  al 
suo idealc massimo, e laborata  in t re  impor tan t i  art icoli  da ~[. NAGATA [14] e consi- 
s tente  nella soluzione di un problema nniversale per la eategoria degli anelli  locali 
con  omomorfismi locali.  

Sempre basandosi  sulla tesi  del lemm~ di H ~ s ] s L  classico, il caso locale ora 

descri t to  pub estendersi  mediante  la nozione di (( anello henseliano A r ispet to  
un  suo ideale m ~) ovvero di << coppia (A, m) hensel iana ,~. I1 problema universalc 
di  henselizzazione di una  coppia g stato affrontato da LAFO~ in [13], da G~ECo 
in  [11], da  RA¥~'A~YD i n  [16] e r isolto in var i  modi.  

Nel presente  lavoro ci siamo basat i  sulla versione BOUICBAKI del lemma di  

H ~ s ~ L  (cfr. [5], Cap. I I I ,  Theor.  1, § 4, n. 3) che estende quella elassica mediante  
ungtopologia l ineare  non discreta sull 'anello base, per  in t rodur re  il concerto di t e rna  
hensel iana cost i tui ta  da un  anello, un  suo ideale e una  topologia l ineare sull 'anello. 
Natura lmente  nel]a nostra  teor ia  pre tendiamo di estendere i concet t i  relat ivi  alle 
col)pie, nel  senso che una  te rna  henseliana, p r iva ta  della topologia, deve res ta te  
u n a  coppia henseliana.  Tale esigenza ei por ta  a due definizioni diverse, di tc rna  
hensel iana e di t e rna  for te  (cfr. n. 2). 

I1 lavoro ~ diviso in sei sezioni. 
Nel n. 1 r iprendiamo rhensel izzazione detle coppie, per  estendere alcuni r isul tat i  

gig not i  i n  m o d o  uti le  per  lo studio detle terne .  

(*) Entra~a in Redazione il 24 marzo 1971. 
(**) Lavoro esegtfito nell'ambito dei Contrat~i di ricerca del Comitato Nazionale per la 

matematica del C.N.R. 
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1gel ~. 2 diseutiamo le principMi definizioni relative Mle terne (terne henseliane, 
te rns  forti ,  morfismi, etc.). 

Nei nn. 3 e 4 si oceupiamo di Iimiti proiet t ivi  di sistemi proiett ivi  di coppie 
henseliane e della immersione di una terna  qualsiasi in una for temente henselia, m% 
ottenendo,  h'a l'a.ltro, un~ generMizzazione del iemma di HElXSEL versione BOL.~]~Ak~. 
I r isul tat i  o t tenut i  sonsentono nsl  n. 5 di risolvere il problema universMe delrhense- 
lizzazione (non forte) delle terns .  

Infine toncludiamo il lavoro con un gruppo di esempi (n. 6), fra i quMi ha  parti- 
colare interesse l 'esempio 2); esso ei permette  infa t t i  di dimostrare ehe il eontet to 
di terna henseliana 6 effct t ivamcnte pill restr i t t ivo (non solo in apparenza) di quello 
di eoppia henseliana, e di dare quindi un sense M problema della henselizzazione 
delle terne.  

Restano aperte varie questioni: ad esempio vedere se una tern~ henseliana 6 
sempre forte, oppure, in case tontrario,  vedere se esiste sempre l'henselizzazione 
forte, dist inta dMFhenselizz~zione che viene costruita in questo lavoro. 

1. - Ripreudiamo in questo numero i concetti  principali retativi Mle COl)pie hen- 
seliane come vengono presentat i  in [11], per peter  fare Mcune osservazioni e gene- 
lizzare quMehe risultato.  

In  [11] tu t t i  gli anelli  sono commutat iv i  unitari ,  gli omomorfismi di ane]li tra- 
sformano 1 in I e 16 Mgebre sono unitarie.  A queste condizioni ci a t terremo in tu t to  
il presente tavoro, anche tratt~mdo di terne. 

In  [11] una coppia (A, m) 6 cost i tui ta  da uu anello A e da un sue ideMe quM- 
siam m. Un morfismo di coppie ~: (A, m) -+ (B ,  n) 6 un omomorfismo di anelli 
cp: A - + B ,  tale che ~0-1(rt)=m. Questa definizione estende quella di omomorfismo 
locals (cfr. [4], tap.  I I ,  § 3, n. 1, definizione 2), cui fa sempre riferimento Iq~GAT~. 
nella sua teori~ degli anelli locMi henseliani (cfr. [14], [15]). 

Una H-coppia (A, m) (o toppia henseliana) soddisfa per definizions Mle seguenti 

condizioni: 

1) m_c 1gad (A); 

2) ~ verifieata la tesi del temma di t t]~SEL e]assieo ([15], cap. V, n. 30, pag. 103). 

Condizione nesessaria e sufficiente aifinch~ 1~ eoppia (A, m) sia henseliana ~ che 
siano soddisfat ts  le due seguenti condizioni: 

I') m _c l~ad (A); 

2') se ~ ' (X)  = ao + a~X  -{-... -k a~-~X ~-~ -{- X ~ ~ un quMsiasi polinomio a eoef- 
fieienti in A tale che ao e m e a~ ~ unitario modulo m, Mlora F(X) ammet te  una 
radice in m (F(X) si dike Lg-polinomio). 

L~ H-chiusura (o chiusm'a henseliana) di una coppia (A, m) ~ una H-coppia 
(B, n) con un morfismo ~0: (A~ m)-->(B, rt) tale ehe, preso comunque un morfismo 
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~p: (A~ m)->(B',  n'), dove la seeonda ~ una coppia henseliana~ esiste uno e un solo 
morfismo !P': (B, n)-÷(B',  n') per cui si ha: ~' o~----F. 

Un morfismo ~0: (A, m) -> (B, n) si dice stretto me sono verificate le due seguenti 
condizioni: 

i) n = m-B (m.B ~ una notazione abbreviata per indicate ~(m)-B); 

ii) ~ induce un isomorfismo: (A/m)-> (B/n). 

Si pub dimostrare the il morfismo canonieo di una coppia nella sun H-chiusura 
stretto. 

Per costruire la H-chiusura si comincia con la definizione di 5T-estensione semplice 
di una coppis (A, m): 

((Se F(X) b un .Y-polinomio in A[X], e si pone A[x]---A[X]/(F{X)) ,  S = 1 4- 
-~(m, x).A[x],  B =  S-1.A[x]~ diciamo the (.B, roB) ~ una 5V-estensione semplice di 
(A, m) ~). 

Una N-estensione di (A, m) si ottiene mediante un numero finito di hT-estensioni 
semplici. Se (B, n) ~ uns LV-estensione di (A, m) esiste un morfismo canonico 
~0: (A, m) -> (B, n) the ~ stretto ([11], proposizione 2.6). 

LUnsieme delle hr-estensioni della coppia (A, m) ~ diretto qusndo in esso si intro- 
duca ls seguente relazione di ordine parziale: {A', m')<(A'~ m") se e solo se, detti 
~' e ~" i morfismi canonici di (A, m) helle due _~'-estensioni, esiste un morfismo 
~: (A', m')--> (A", m") tale che F o~/----~" (questo morfismo, me esiste, & unico). 

La H-chiusura della coppia (A, m) ~ quindi definits come il timite diretto delle 
sue /f-estensioni, mentre it morfismo canonieo di (A, m) nclla H-chiusurs ~ il corri- 
spondente limite diretto dei morfismi canonici nelle 5r-estensioni. I1 fatto che l a  
H-chiusura cosl definita risoIvs il problema universale proposto dipende in modo 
ovvio dulls seguente proprietY: Se ~: (A, m) -÷ (A', m') ~ it morfismo canonico della 
coppia (A, m) nella sua LV-estensione (A', m') e ~p: (A, m)-÷ (B, n) ~ un morfismo 
nella H-coppia (B, ~t), sllora esiste uno e un solo morfismo ~?': (A', m')-->(B, n) 
tale che ~0' o ~ =  ~ ([]1], Lemm~ 3-4). 

Vogliamo ors apportare qualche modifica alla costruzione precedente. 
In primo luogo osserviamo chela  costruzione della H-chiusura si pub fare quando 

ci si metta in una categoria lievemente pifi generale. Lasci~mo cio~ invariato il con- 
cetto di coppis, ma a,lteri~mo il concetto di morfismo con ls seguente 

DEYI~IZIOI~E 1 . -  ~; (fl~, m)-->(B, n) si dice morfismo di coppie s e e  solo se 
un morfismo di anetli tale che ~(m)c n. 

Vsle allora, il seguente 

T]~oR]~[~ 1. - Za H-ehiusura ~ soluzione del problema universale proposto anche 
nella categoria delle coppCe con ~ nuovi morfismi della Definizione 1. 

DI~osm~z~om'E. - Sis (A', m') una LV-estensione di (A, m) e ~: (A, m)--> (A', m') 
il morfismo c~nonico (the ~ del tipo di G~ECo). Allora, se y: (A, m)-->(/~, n) ~ un 
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morfismo in una  H-coppia,  esiste uno e un  solo morfismo ~0' che reade  commata t ivo  
il d iagramnm 

(A, m') 

(1) IV, 
(B, rt). 

In  effetti ,  supposto the  (A', m')  sia nna 2g-estensione semplice, s ia /~(X) un N-poli- 
nomio sopra {X, m) usato per  costruirla.  I1 polinomio G ( X ) ~  ~0(/~(X)) g m~ 2g-poli- 
nomio sopra (B, a):  infa t t i ,  se F(X) = ao + a iX  + ... + X% ~(ao) err e ~(al) ~ un 
elemento invert ibi le  modulo it, come segue dsl  f s t to  che un ' ident i t~  del t ipo 
a l . b l - - 1  = m e r e ,  si ~rasforma nel l ' ident i tg:  ~o(a~).~0(b~)--l= ~o(m) e n .  Percib G(X) 
ha una  rsdice y err, per definizione. Esiste dunqae  un omomorfismo di anelli  
~: A[x] =A[X] / (_F(X) )~B ,  tale  the ~ ( x ) = y  e ~/A =~f. Poieh~ ~(m)_cn e y e n ,  
si ha: ~((m, x).A[x])_ca. Ma ogni e lemento di 1 + n  g invert ibile,  in quanto ~t_c 
g R a d ( B )  per definizione. Ne segue ehe e si estende a ~0': S-~ .A[x] - .B ,  dove 

= 1 + (m~ x).A[x], eiog 0 si estende ad A'. Inol t re  x e m ' =  m .A' ([11], L e m m a  2-3) 
e quindi ~0' g nn  morfismo di coppie: (A', m:) --> (B, n). La  commata t iv i t~  del dis- 
g ramma (1) g ovvia.  

Si t r s t t a  ors di stabilire l 'unieit~ di ~o'. Supponismo ~llora per  assurdo che 
esista un secondo morfismo ~0 'J con la stessa propriet~ di ~o'. Poiehg x e m '  ([11], 
L e m m s  2-3), si ha: y~=~:'(x)ett .  Allots  y~ g radice di G ( X ) = ~ ( F ( X ) ) ,  esatta- 
mente  come l 'e lemento y sopra costruito.  Ne segue che yl = y, in quanto  ogni 
N-polinomio ammet t e  una  e un~ sola radice in n ([11], Le mma  1-5). Di qui si 

deduce subito ]s conc]usione. 
]~ poi immedia to  il passa.ggio alle 3r-estensioni non semplici e quindi sl  loro 

l imite di re t to ,  clog alia H-chiusura.  
Si osservi e h e l s  nostra  dimostrazione ricatca pe r fe t t smen te  it L e m m s  3-1 e i l  

Lem ma  3-4 di [11], nei qasl i  appunto  si fa aso sol tanto del fa t to  che i morfismi con- 
siderati  soddisfano s l ls  condizio~e meno res t r i t t iva  da noi indics ta  nella Definizione 1. 

D'ora in poi, in questa come helle successive sezioni, intende~'emo i morfismi eli 
eoppie nel senso indicato dalla Definizionc 1, salvo esplieito avviso in contrario. 

CO~OLLARIO 1. - Se (B, tt) ~ l'henselizzato di (A, m) e a ~ un ideale qualsiasi di A, 
allora, posto C = A/a, l'henselizzazione di (C, mC) coincide con la coppia (B/(a.B), 
tt(B/(ct.B))), cio~ l'henselizzazione commuta sempre con il passaggio a~ quoziente. 

DI3~OSTRAZIONE. -- I1 r isultato,  noto  quando ~_cm ([11, Corollario 6.~), si 

estende nel modo seguente. Posto (C', m ' ) =  (B/(~B), n(B/(aB))), ~ noto  che (C', m') 
g uns  H-coppia,  in quanto C' ~ an 'a lgebra  in tera  sopra B ([10], Teorema 4.6). 
Dimostr iamo al lots  the  (C'~ m:) soddisfa alla propriet~ universale esrat ter is t ica  della 
ehiusura hensel iana di (C, mC). In  pr imo laogo g ds  osservare che, de t to  ~ il morfismo 
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canonico di (A, m) in (B, 11), se ne pub dedurre,  per  passaggio al quoziente, nn  

morfismo di coppie ~':  (C, m C ) - +  (C', m') ta le  che, de t t i  ~: (A, m ) - ~  (C, mC) c 
~ :  (B, 11)--> (C', m')  i morfismi canonici  nei quozienti ,  si ha: ~' o~- - - -~  o~. Sia or~ 
~: (C, mC) -+ (C, m) un  morfismo nellu coppia hensel iana (C, v~). ~] chiaro (per il 
Teorema 1) che esiste nno e un solo morfismo di coppie ~':  (B, 11)-->(C, 11t) tale 
che ~p o~----~ 'o ?. Ino l t re  a-B_Cker ~p', quindi, per  passaggio al quoziente, si o t t iene 
un morfismo di coppie ~': (C', m')  --> (C, m), tale che ~' o ? ' =  ~. I1 morfismo ~' 
unieo in quanto  si ha: ~ ' =  ~' o ~ ,  e ~z~ ~ sur ie t t ivo e ~' unieo. 

CO~OLLAI~IO 2. -- Sia (B, 1l) la H-chiusq~ra di (A, m) e sia A una A-algebra intera 
sopra Fanello A.  Posto B : A ®A B, (B, riB) ~ la H-chius~ra di (A, mA). 

]:)IhIOSTRAZI0I~-E. -- I1 r isul ta to  ~ noto  quando A ~ un  sopranelto di A ([12], 
Proposi t ione 5.11). Ci si pub r icondurre  a questu situazione osservando che, se a 
i] nueleo dell 'omomorfismo canonieo 1: A--~A, allora A ~ un sopranello di A/a, intero 
su questo. Applicando il r isul tato noto,  si deduce e h e l a  H-ehiusura di (A, mA) coin- 
cide con la coppia seguente:  (A®A/a (B/aB), 11(A®.4/%(B/aB))). Poich& a & eonte- 
nuto  neWannul la tore  di .4, le due algebre A ®A B e A @Ala (B/aB) sono canonica- 
mente  isomorfe ([2], Corollario 3 alla I~'oposizione 6) e la tesi segue immedia tamente .  

TEORE~[A 2. -- Sia ~: (A, m)--~ (A', m ~) un morfismo di eoppie suriettivo (cio~ 
~(A) ---- A ~, ~(m) := m ~) e siano i: (A, m) -~h(A, m) ~- (B, n) e i': (A ~, m ~) -~t~(A', 11t') = 
= (B ~, W) i eorrispondenti morfismi ca.~wnici helle rispettive H-chiusure. Allora ~ pure 
surie~tivo l'unico morfismo ~f: (B, n)--> (B', 11')taleche ~ o i ~ i' o q~. 

DI~r0STI~AZI0~'E. - Sia a il nueleo di ~. Allora si ha: A ' = - A / a ,  m ' ~  m(A/a).  
Per  il Corollario I al Teorema 1, la chiusura hensel iana della )coppia (A', m')  coin- 
cide con la coppia (B/(aB), n(B/(aB))).  I1 morfismo F: ( B , n ) - + ( B ' , n  ~) non ~ quindi 
al t ro ehe l 'applicazione canonica di (B, n) nel quoziente (B/(aB), ~(B/(aB))), the 
ovviamente  una  suriezione. 

2 .  - In  quest~ sezione fissi~mo alcune definizioni. 
Una  te rna  (A, m, r) ~ fo rma ta  da un anello commuta t ivo  uni tar io  A, da un suo 

ideale m e da una  topologia l ineare z sopra A, eio~ da una  topologia comp~tibile 
con la s t ru t tu ra  di anello muni t a  di una  base per gli in torni  dello 0 di A i cui ele- 
ment i  sono ideali  ([17], Definizionc 1). 

Inot t re  restr ingiamo il nostro studio alle te rne  in cui ]a topologia ~ separata e 
l ' ideale chiuso, in quanto  avremo spesso da considerare l 'anello A{X}  delle serie 
r i s t re t t e  in un~ inde termina t~  X sopr~ A, come pure  l '~nello (A/m){X} ([17], Deft- 
nizione 2) ; po t remo quindi  escludere serie r i s t re t t e  del t ipo:  ](X) ---- a-~ a . X  ~- ... A- 
~ - a . X ' ~  - .... , dove a ~ un elemento che ~ppar t iene  ~lFaderenza de]lo 0 senza 
essere 0. In  effett i  una  simile serie r i s t re t t a  ha l 'evidente  inconveniente  che non ha  
senso ~ raecogliere ~ a, in quanto  g(X) -= 1 ~- X + . . .  ~- X ~ ~- ... non ~ certo mai 
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r is t re t ta .  ~ poi ben noto  che t 'anelto topologico A / m  ~ separato s e e  solo se m 
chiuso nelta topologia v ([8], § 2, n. 6, Proposizione 18). 

L~ipot.esi che 7 sia separata  ha,, oltre al resto,  l ' indubbio vantaggio che il mor- 
fismo c~aonico di A n e l  suo separato completa to  ] ~ un~ inclusione algebrica e topo- 
logic~ ([7]~ Cap. I I ,  § 3, n. 7~ Corollario alla Proposizione 12). 

Nel n. 5 tu t t av ia  ci l ibereremo di quest~ ipotesi di sep~r~zione, ~ndg~nclo a con- 
siderare la te rna  topologica sep~r~t~ associata a quell~ data  in modo canonico (con 
il pass~ggio al quoziente r i spet to  atla aderenza del]o 0). 

Pe r  ragion[ di semplicith supponiamo ancora che l 'ide~le m sia con tenuto  nel 
radicale di A;  si intuisce l 'ut i l i t~ di questa  ipotesi  dal fa t to  che il morfismo canonico 
di uu,~ coppia (A, m) nella su~ chiusura hensel iana ~(A, m) ~ un ' inclus ione algebrica 
s e e  solo se m_C R~d (A) ([11], Coroll~rio 6.7). Natur~lmente  ci l ibereremo in seguito 
(n. 5) ~nche di ciuesta ipotesi, con 1,~ consideraz[one delFanello delle ~r~zioni di A 

r ispet to  a] sistema molt ipl icat ivo S = 1 + m. 

Un morfismo di terne q~: (A, m,  7)-+ (A ' ,m ' ,  7 r) ~ un omomorfismo di anelli 

q~: A -~ A' ,  continuo e tale ehe F(m)_cm'. 

DEFINIZIONE 2. -- U'~a terna (A, m~ 7) si dice terna henseliana (o anehc H-terna 

s e e  solo sc soddis]a alle seguenti eondizioni: 

1) m_C l~ad (A); 

2) per ogni serie ristretta R ~ A { X } ,  la cui immaginc canonica i~ (A /m) (X}  e 
prodotto di un polinomio unitario P e di una seric ristretta Q ]ra loro coprimi (~), esiste 
una e una sola coppia (P, Q), ]ormata da un polinomio unitario P e da una serie 

ristretta Q, appartenenti ad A ( X } ,  tale che R = P . Q  e the le immagini  ca~wniche di 
P e Q i~ (A/m)(X} siano rispettivamente P e Q. Inoltrc, se R ~ un polinomio, atIora 

anche Q ~ un potinomio. 

DEFI~z~o~]~ 3. - Una terna (A, m, 7) si dice ]ortemente henseliana (o H-terna ]orte) 
se e solo se ~ una H-terna e il polinomio P e la serie ristretta di cui alla Definizione 2 

sono eoprimi in A { X } .  

Equiva len te  alla Definizione 3 ~ la seguente 

DE~I~IZtO~]~ 3'. - Una terna (A, m,  ~:) si dice ]ortemente henseliana se c solo se 

soddis/a aUa tesi del lemma di ItE~SEL versione BOUlCBAKI ([5], Cnp. I I I ,  § 4, n. 3, 

Teorem~ 1). 
L 'equiv~lenza delle Definizioni 3 e 3' dipende dal fut to  che una  tern~ soddis~a- 

cente all~ tesi  del lemma di HENSEL versione BOU]~A~ ~ tale c h e l a  coppia (A, m), 
dedo t ta  prescindendo da]t~ topologiu, ~ una H-coppi% il chc signific~ c h e m  -~ Rad (A) 

(si veda,  per  esempio, [13], Proposizione 1). 

(~) Due elementi a, b dell'~nello commu~tivo uni~a.rio A si dicono <~ coprimi ~> se gener~no 
l'ideale (1), cio~ se esitono a' e b' in A ~ali che a .a '+  b.b'~- 1. 
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OSSEICVAZIO~E 1. -- IN*el proporre  lc Definizioni 2, 3 e 3' abbiamo volute  mante-  
nere la c~r~tteristica propriet~ delle coppie henseliane che l ' ideale ~ contenuto  nel 
r~dicale. Tu t t av ia  ta situazione per  le coppie e per  le terne  ~ essenzi~lmente diversa. 
In  effetti ,  se (A~ m) ~ una  coppi~ che soddisfa alla tesi del lemma di HE~N*SEL C]~SSiCO 
(cio5 per i soli polinomi unitari) ,  l ' ideale m ~ au tomat icamente  contenuto  nel radi- 
cale~ se viceversa (A, m) ~ a n s  coppi~ quatsi~si ta le  che m_CRud(A),  allora due 
polinomi P e Q nn i ta r i  in A[X] sono coprimi s e e  solo se sono coprimi i due poli- 
nomi 1 ~ e Q lore immagini  canoniche in (A/m)[X] ([5], Cap. I I I , §  4, n. 1, Proposi- 
zione 2). Tu t to  cib signifiea che nelta definizione di H-coppi~ da noi da ta  nel  n. 1 
possiamo o togliere la condizione che m siu contenuto  nel r~dic~le o non richiedere 
espl ici tamente che polinomi coprimi di (A/m)[X] siano rimonta.ti  in coprimi di A[X], 
senz~ al terare  con questo it concerto di H-coppia .  

Per  qusnto  r iguardu invece le terne,  ~ problems  aperto stabilire se it fa t to  che 
m_C Rad (A) implichi che il polinomio uni tar io  P e la serie r i s t re t t a  Q di cui all~ 
Definizione 2 siano coprimi in A{X}. Dunque  risulta del t u t to  spontaneo estcndere 
la definizione di H-eoppia  nei due modi indic~ti, o r ichiedendo d i re t tamente  the 
m _c Rad (A)~ oppure imponendo l~ condizione sui coprimi. L~ Definizione 3 ~ ovvia- 
mente  pifi forte  della Definizione 2 ; inoltre,  se (A~ m, ~) soddisfa ulle condizioni della 
Definizione 2 oppure 3, allora (A, m) ~ un~ H-coppia.  Cib significa che le nestre  
definizioni estendono quellu rel~tiva alle coppie. ]~est~ ancora ~perto il problems 
se non siano per c~so equivalent i  anche le Definizioni 2 e 3, cie~ se t u t t e  le terne  
henseliane siano forti .  

OSSERVAZI0~'E 2. -- Se (A, m) ~ una H-coppia, la terna (A, m, T~) ehe si oitiene 
introdueendo in A la topologia disereta 7:a @ henseliana~ anzi ]ortemente he~selianct (la 
dimostrazione di trova in S. GI¢ECo: (~ Una generalizzazione del temma di HENSE]5 ~), 
lavoro in preparazione). Si teng~ presente  che il ra t io  non b banate,  in qu~nto, hells  
nell~ definizione di H-coppis  intervengono solo polinomi unit~ri,  mentre  in unu 
H- te rna  discret~ si pre tende  di r imonture  un~ decomposizione di un qualsinsi po]i- 
nomio R, non necessariamente uni tsr io.  Quests  osserv.'~zionc ci pe rmet te  di presen- 
tn~'e la nostra  teori~ come un~ generalizzazione della teor ia  detle coppie, nel  sense 
che le coppie possono essere pensate  come te rnc  in mode  canonico, cio~ comb terne  
discrete. 

3. - P r ims  di occuparci del problema dell ' immersione d i u n a  te rna  topologica 
in un~ H- te rna  forte,  come pr imo passe verso 1~ risotuzione del problems della hense- 
lizzazione delle terne,  diamo qualche r isut tato sui l imiti  proie t t iv i  di cert i  sistemi 
proie t t iv i  di terne  henseli~ne discrete. 

Supponi~mo che ((B~, ~ ) ,  ~, ,)  sia an  sistema proie t t ivo di coppie henseli~ne 
relat ive ~1 sis tems di indici {i} = I,  f i l t rsnte  crescente. Abbiamo osservato ehe, se 
in ogni anello Bi in t roduciamo la topologia discreta, o t teniumo unu H - t e rn s  for te  
(n. 2, Osservazione 2). I=L quindi sense il l imite proie t t ivo del sistema proie t t ivo 
di H- te rne  discrete ((J~, ~0L., ~d,), ~ , ) ,  che 6 1,~ tern~ (B, ~ ,  ~) cost i tui ts  dull'~nello 

1 9  - Anna l i  dl  Matemat iea  
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B = ~ B~., dall ' ideale ~ = li+_m ~ e dalla topologia ca, nonica sul limite proiet~ivo. 
(B, g2, a) ~ una  terna in quanto B g u n  anello topologico sei~arato complete 
([8], Cap. I I I , §  7, n. 2) e quindi ~ ,  essendo aneh'esso separate complete, g chiuso 
in B ([7], Cap. I I ,  § 3, n. 4, Proposizione 8). 

Vale il seguente 

TEOR.E~ 3. -- Sia (B, g)~, a) il Iimite proiettivo di un sistema proiettivo 
((B,, ~ ,  ~ ) ,  ~o,,) di H-terne discrete. Tale terna ~ Jo~emente henseliana, sotto la con- 
dizione che tutte le proiezioni eanoniehe p~: B-s-B~ siano morfismi suriettivi 

DINOS~ZtONE. - Un sistema fondamentale  di intorni  per lo 0 di B in a g noto- 
r iamente formate  dalla famiglia di aperti  {b~ = kerp~}~ex ([7], Cap. I, § 4, n. 4, 
Proposizione 9). L'ancllo quoziente B/b~ per ogni i e I ,  ~ ineluso algebrieamente e 
topologicamente in B,- e coincide con questo nella nostra ipotcsi di suriett ivit~ delle 
proiezioni p~. Allora possiamo identifieare l 'anello delle serie r is t ret te  B{X} con il 
l imite proiettivo degli anelli di polinomi B~[X], in sense Mgebrico e topologieo, quando 
si introduca in/?{X} la topologia lineare in cui una base degli intorni  de]lo 0 ~ formata  
dagli ideali 5~{X} (serie r is t re t te  a coettleienti in 5¢) ([5], Cap. I I I , §  4, n. 2, Proposi- 

zione 3). 
Inoltre tu t t e  le coppie (B,., ~B~) sono henseliane e quindi for temente henseliane 

quando in esse si introduea la topologia discreta, in quanto ilJ~B~_C~ per ogni i, 
e, se in una H-coppia si rimpicciolisce l 'idealc, si ott iene ancora una H-eoppia ([11], 

Proposizione 4.8). 
A questo punto la dimostrazione del nostro enunciate g perfe t tamente  analoga 

a quella del lemma di 1TE?CSEL ~rersione Bo~]~hI~,  parte  4) ([5], Cap. I I I , §  4, n. 3, 
Teorema 1), quando si osservi che nella dimostrazione di BOI2RBAKI viene utilizzato 
esclusivamente il fa t to  ehe le eoppie (A/i, re(A/i)) sono fortemente henseliane rispetto 
alla topologia discreta di cui sono natura lmente  reunite, senza Mcun riferimento alla 
propriet~ degli ideali re(A/i) di essere format i  di elementi  ni lpotenti .  

OSSE~VAZ~ONE 1. - L ' ipotesi  che t u t t i  i morfismi p~: B-->B~ siano suriett ivi ,  la 
quale ci permet te  di identific~re B{X} con limBs[X],4__ ~ eerie ~,erificata quando 
tu t t i  gli omomorfismi 9 , ,  sono suriett ivi  e inoltre il sistema proiett ivo date  ammet te  
una  par te  cofinale numer~bile ([6], § 7, n. 4, Proposizione 5), ovvero quando sia asse- 
gnato in partenza l 'anello topologico separate complete B, con ii sue ideale chiuso ~ ,  
e gli anelli B~ si costruiscano di conseg~aenz~ con passaggio al quoziente. In  questo 
ul t imo ease va ri levato che si tia anche: !I)~B, = 92~, per ogni i. 

OSSNRVAZIONE 2. - -  Dal Teorema 3 r isul ta  ehiaramente ehe, affinch~ una terna 
topologica soddisfi alla tesi del lemma di H~NsEL nella versione di BOV-aBAKI, non 
g necessario che l 'ideale sia formate  di elementi topologicamente nilpotenti .  Vedremo 
in seguito (esempio del n. 4) un esempio concrete di tern~ fortemente henseliana 
in cui l ' ideale non ~ formate  di elementi  topologicamente nilpotenti.  I~esta in ogni 
case chiarito che le ipotesi del lemma di HENSEL nel]a versione BOUI~BAKI si 10os- 
sono modificare in mode da includere altri t ipi di terne (n. 4, Teorema 5). 
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4. - Ci proponiamo in quest~ sezione di immergere una terna topologica in una 
fortemente henseliana. 

Siuno dunque (A, m, z) una terna e 9 / =  {a,}~e, ima base per gli in,  oral dello 0 
formata di ideali di A. Posto A~= A / ~ ,  m,=- re .A , ,  la coppia (A,, m~.) 6 dot~t~ in 
modo n~tarale dell~ topologia discreta, in quanto a~ 6 aperto nell~ topologia z 
([8], Cap. I I I , §  2, n. 6, Proposizione 18 b)). Inoltre, se a~,c_a~, si pub definite l'omo- 
morfismo canonieo %,,: (A~,, m,) -~ (A~, m,). Abbiamo cosi an sistema proiettivo di 
coppie con morfismi, relativo al sistema filtrante crescente di indici I, quando in questo 
si definisca il seguente ordinamento: i K i  ~ s e e  solo se a,~_ a~,. 

Per ogni indice i e I ,  possiamo associare ad (A~, m,) la sua H-chiusura ~(Ai, m~)= 
= (B,, ?f~). I1 morfismo caaonico /~: (A,,  m,) -~ (B~, ~ , )  6 iniettivo, in quanto m 2 
_c Ra4 (A) e quindi m~_Crad (A~), per ogni i ([11], Proposizione 5.2). Essendo tutte 
le coppie discrete, possiumo affermare che ogni coppia (A~, m~) 6 inclusa ~lgebrica- 
mente e topologicamente in (B~, ~ , ) .  

Per ogni eoppia di indici i, i', tall the iKi ' ,  il morfismo ~0,, 6 suriettivo; dunque, 
per il Teorem~ 2 del n. 1, esiste uno e un solo morfismo s~riettivo V,,: (B~,, ~ , ) - ~  
-> (B,, ~ )  che rende commutativo il seguente diagramma: 

(2) 

l '  

(X~,, m~,) ~ (B~,, ~,) 

%"'1 i ~"' 
(A~, m~) > (B~, ~ )  

Introdotta in ogni coppia (B~, ~ )  la topologia discreta v~,, come abbiamo detto, 
otteniamo dunque un sistema proiettivo di terne discrete fortemente henselia~e, 
nel senso del n. 3. 

L E ~ .  - Sia h(A, m ) =  (hA, ~m) la chiusura hensetiana di (A, m). Allora, per 
ogni i e I ,  si ha: (B~, ~ ) =  ((~A/a~.hA), ~m(~A/a~.~A)). 

DI)mSTRAZIO~E. -- ~] aria diretta applicazione del Corollario 1 al Teorema I del 
n. 1, in base al quale l'hensetizz~zione eommuta sempre con il passaggio ~1 quo- 
ziente. 

TEo~E~A 4. - La  terna (B, ~ ,  a), limite proiettivo del sistema proiettivo 
((B~:, ~ ,  ~ ) ,  V-,), formato con gli henselizzati ddle eoppie (A~, mf), ~ ]ortemente 
hensetiana. Inoltre B ~ il separato completato dell'anello ~A, rispetto alla topologia av, 
ehe ha ~tna base di intorni dello 0 eostituita daglg ideali ~a, = a~.h.£. 

DI~OS~nAZlONE. - B ~ l%nello topologico separ~to completato di hA rispetto Mla 
topologia h~, ed ~ il separato completato di hm per il precedente Lemma (si veda [5], 
Cap. III ,  § 4~ n. 2, in cui si trova la caratterizzazione del separato completato di un 
anello topologico che qui ci interessa, cio~ come limite proiettivo degli anelli discreti 
che si ottengono passando al quoziente rispetto a una base di intorni dello 0). 
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Ne possiamo dedurrc che la terna (B, 9X, (~) soddisfa alle ipotesi del Teorema 3, 
n. 3 (si veda l 'Osservazione 1 a tale teorema); quindi (B, 9~, a) @ fortemente hense- 
liana. 

•a tura lmente  d~l Teorem~ 4 si deduce immedia tamente  che 1~ terna (B, T)~, a) 
~ssociata ull~J te rns  (A, ?)~, 7:) in modo indipendente dalla base (a~}~ di intorni  

dello 0 di A utilizzata per l~ costruzione. Ovviamente (B, ~ ,  a) ~ definita a meno 
di isomorfismi, come avviene sempre per i completamenti  ([7], Cap. II ,  § 3, n. 7, 
Teorema 3). 

OSS]ERVAZIO~E. - -  iLa terna (B, ~ ,  a) include ovvi~mente, in senso algebrieo e 
topologico, la terna (A~ m, v) ̂ , che si ott iene introducendo nell 'anello topologico _~, 
separato completato di A rispetto alla topologia v, e nell'idea]e va, separato com- 
pletuto di m, la topologia canonicu del completamento.  In  effetti,  per ogni i EI ,  
la coppia (A~, m~-) ~ inclus~ algebrieumente e topologieamente in (B,., 9~), ciuando 
tu t t i  gli anelli siano muni t i  della topologia discreta, e tale inclusione si conserv~ 
nel passaggio al l imite proiett ivo (che por ta  al completamen¢o: [5], Cap. I I I , §  4, 

Sono nnche verifie~ti i seguenti f~tti:  

1) 5~ giuce su a~, per ogni iEZ;  

Per 1,~ propriet& 1) bast~ osse~vare else a~ = ker (fl~ --> A~) = ker (B --> B~) ~ ~ -= 

Per vedere la 2) bisogna soltanto ricordare che ~ giace su m~, per ogni i e I  

([11J, Teorema 3.5). 
D'ora in poi indicheremo con ] l ' inelusione di _~ in B e con ] la sua restrizione 

ad A, eio~ l 'inclusione di A in B. Si osservi ehe ] e d  ~ sono morfismi di terne, nel 

senso indica.to ne] n. 2. 

C0~0LLAR~0. -- Sia (A, m, "r) una terna tale che (A, m) sia una coppia henseliana. 

Allora si ha: (B, ~ ,  a) = (A, m, ~:) . 

DII~0STRAZIONE. - -  Helle nostre ipotesi si ha: ~A = A, ~m = m, ~ = v. Di qui 
segue immediatamente:  (A~, m~)----(B~, ~ff~), per ogni i e I ,  il ehe permette  di de- 

durre il r isultato.  

O S S E I ~ V A Z I O N J S .  - -  Fra  le terne soddisfacenti all ' ipotesi del precedente Corollario 
ei sono ovviamente le H-terne e le H-terne forti. 

Possiamo a ciuesto punto precisare meglio il lemma di HE~SnL versione B o v R ~ :  

T~OREY_A 5 (Lemma di tIE~-SW.L ]orte). - ~ia (A, m, -c) una terna tale ehe l'anello A 
separato completo ed m ehi,tso rispetto alla topologia "c. Allora le seguenti eondizioni 

sono ]ra loro equivalenti: 

1) (A, m) ~ ~na H-coppia; 
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2) (A, m, v) ~ una H-terna; 

3) (A, m, ~) ~ una H-terna ]orte; 

4) Per ogni ideale a di A la coppia (A/a, m(A/a)) ~ henseliana; 

5) Esiste una base ~ = {a~},e~ di intorni dello 0 di A i~ v, ]ormata di ideali, tale 
che tutte le eoppie (A/a~, m(A/aJ) sono henseliane. 

DI~0ST]CAZI0~E. -- Le condizioni 1), 2), 3) sono pMesemente equivMenti per il 
Corollario M Teorem~ 4 (si veda anehe l~Osservazione precedente). Se va, le l~ condi- 
zione 1), allora tut te  le eoppie (A/a, re(A/a)) sono henseliane, quMsiasi sia l'ideMe a, 
pereib la 1) implica la 4) (e quindi la 5)). Se & soddisf~tta la eondizione 5), 1~ terna~ 
(B, ~ ,  ¢) del Tno~.E)~& 4 coincide con {A, m, z)^== (A, m, ~), quindi questu ~ for- 
temente henseliana, il ehe signifiea che ~ soddisfatta l~ 3). E questo complet~ la dimo- 
strazione del Teorema. 

CO~OLLA~IO (Lemma di ttE~-SEL versione Bou:a:~_~K~:). - ~e (A, m, ~:) ~ una terna 
completa tale che l'ideale m ~ ]ormato di elementi topologicamente niIpoten$i, a~lora 
(A, m~ v) ~ una H-terna ]orte. 

D~OSTn)~Zm~E. - B~st~ osserv~re che, detta ~----{a~}~, un~ base degli intorni 
dello 0 di A form~ta di ideMi, tut te  le eoppie (A/a, ,m(A/aJ) sono henseliane 
([5], Cap. III ,  Teorem~ 1, p~rti 1), 2), 3)). E quindi soddisfatta la, eondizione 5) 
del Teorem~ 5. 

Per mettere in rilievo l'interesse del Teorema 5 vogliamo or~ presentare un esempio 
di tern~ fortemente henseliana in cui l'ideMe non ~ form~to di elementi topologica- 
mente nilpotenti: 

Es:~IPIO. - Siano K un campo quMsiasi e K[[X, Y]] l'anello locale delle seric 
formMi in due indeterminate. ]~ noto ([15], Cap. V, Teorema 30.3) che lu eoppi~ 
(K[[X, :Y]], {X, ~)) ~ henseli~na. Quindi lo ~ pure la coppia (K[[X, :Y]], (X)), in 
quanto, rimpicciolendo l'ideMe di una H-eoppia, si ottiene aneora una H-eoppia 
([11], n. 4, Proposizione 4,8). Inoltre l'~nello K[[X~ :Y]] ~ eompleto rispetto alla 
topologia (Y)-adica V r. Dunque, per il Teorema 5~ 1~ tern~ (K[[X, :Y]], (X), %) 
fortemente henselian~. Or~ ~ ovvio che l'ideMe generato da X in K[[X~ I7]] non 

formato di elementi topologicamente nilpotenti nelt~ topologi~ ~r. Ige segue ehe 
1~ nostr~ tern~ soddisfa Mla tesi ma non Mle ipotesi del lemma di H~'SEL versione 
BOU/~BAKI. 

OSSE~VAZI0iXE. -- I1 Teorema 5 indica tutt~ una eategoria di terne henseliane che 
sono anehe ]ortemente henseliane, cio~ le terne complete henseliane. Dunque, qu~ndo si 
restringe l'~ttenzione Mle terne complete, la Definizione 2 e 1~ Definizione 3 sono 
equivMenti. Non sappi~mo se cib sia vero in generale. 
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5 .  - Ci occupiamo in questa sezione del problema universale della henselizza- 
zione delle terne (eontinuando, per il momento~ a mantenere  l~ipotesi the l~ideale 
sia contenuto net radie~le). 

La  nostra  costruzione dell~henselizzazione ~ v~lida sotto ]a condizione che la 
topologia delle terne considerate sia dotata di una base numerabile per gli intorni delto 0 
1ormata di ideati. Tale base pub natura lmente  essere sempre ordinata per inclusione 
in una successions decreseente; questo, in altre parole, significa che 1~ topologia 
dedueibile da un~ filtxa~zione ([5], Cap. I I I , §  2, tl. 1, Definizione 2). 

Nel presente numero l~@otesi di numerabilit~ sarh sempre sottointesa, salvo preci- 
sazione in senso diverso. 

Cominciamo col fissare 1~ seguente 

DE~tZIOZ~E 4. - Una coppia ((A', m',  T~), j), costituita da una H-terna (]orte) 
(A', m'~ ~') e da un morfismo di terne ~: (A, m,  v ) -~  (A', m',  v') si dice H-chiusura 
(]orte), o anche ehiusura henseliana (]orte), della terna (A, m~ v) se e solo se, per ogni 
morfismo g della terna (A, m, T) in una H-terna (]orte) (C, n~ ~), esiste uno e un solo 
morfismo g': (A', m'~ v')--->(C, n~ ~) tale the si abbia: g = g '  o~. 

Essendo la H-chiusura (forte) soluzione di un problema universale, 5 noto che~ 
se esiste, ~ anicu ~ meno di isomorfismi (cio5 morfismi di ternc biiettivi e bicontinui). 

Per poter  4imostrare l 'esistenza della H-chiusura. nelta nostr~ categoriu di terne 
(di t ipo alumerabite) con morfismi~ ci occorrono p~recchi r isultati  preliminari~ che 
qui premett iamo.  

Nel seguito indicheremo sempre con (B~ ~ a) la terna costruita llel n. 4, cio~ 
la terna form~tu dalFanello B e dall ' ideale ~ ,  separati completat i  r ispett ivamente 
di ~A e di ~m rispetto atla topologia ~V, e 4alla topologia canonica del eompletamento 
(n. 4, Teorema 4). 

LEM~A. - Sia (A, m, v) una terna, con tol)ologia qualsiasi, q~ il morfismo canonieo 
della coppia (A~ m) nella sua H-chiusura ~(A, m), i l'applicazione canonica dell'anello 
topologico ~A~ munito della to~ologia ~v, nel suo se2arato completato B, ] l 'immersione 
di A in B. Atlora si ha: ]= ioq~ .  Inoltre i: ~(A, m) ->  (B,~.~) ~ l'unieo morfismo di 
coppie che soddis]a a "questa eondizione. 

DI~os~Azm~E.  - Sia ]' il morfismo canonico di A n e l  suo completamento 
rispetto alla topologia v, I i l  morfismo canonico di ~ in B (cfr. Osservazione 1 al 
Teorema 4~ n. 4), che si ot t iene come ]imite proiettivo dei morfismi ]~: (A~, m~)-+ 
-)-(B~, ?~Y~i) (n. 4). Di qui segue subito che ~ o f =  ] = i o~v. L'unicit~, di i dipende 
dal ia t to  the (/~ ~ )  ~ un~ H-coppi~. 

TEOt~EHA 6. -- Sia (A, m,  ~) una terna con topologia qualsiasi e g u n  morfismo di 
(A, my ~:) nella H-terna (C, n, ~). Esiste altora uno e un sdo morfismo u: (B~ ~ ,  ~) -+ 
-+ (C~ rt, ~)^ tale che il seguente diagramma sia commutativo 
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(3) 

! 
(A, m, v) >~ (B, ~ ,  o) 

gt h iu  
(C, ~, ~) ~, (C, ~, ~)^ 

sssendo / l 'immersione di A in B e h ~'immersione di C nel ~uo eomptetamento rispetto 
atla ~-topo~ogia. 

D ~ O S T ~ Z m ~ E .  - Poichb g si pub  pensare  come un morf ismo della coppia  (A, m) 
nell~ coppia  hensel ianu (C, rt), esiste uno e un solo morf ismo ~g: (~A, hm)--> (C, n) 

she rende  c o m m u t a t i v o  il seguente  d i ag ramma:  

(4) 
(A, m) ......... > (hA, hm) 

(C, n) 

Se in hA si in t roduce la topologi~ he, hg r isult~ continuo. I n  effetti ,  det to  c u n  

qu~lsiasi ide~le aper to  di C, csiste a lmeno un ideale a, in torno dello 0 di A, t~le she 
g(a) _c c. Mg (~g)-l(c) contiene il sot toins ieme ~(a) di hA (coincidents con a, in quanto  

g in ie t t iva)  e quindi  anche l ' ideale  h a - - a  .hA, da  esso genera to  in hA, she g per  
definizione un in torno dello 0 di hA in he. 

Poichg B g il separa to  comple ta to  di hA r ispet to  all~ hv-topologia, esiste uno 
e un solo morf ismo cont inuo u: B-+'~,  ta le  she si abbia:  h o ~ g = u .  ~ chiaro she 
u g un  morfismo di te rns ,  in qu~nto hg(hm)_Cn, e quindi  u (~ )_c~ .  

Sim org s: (B, ~ ,  o)--+ (C, n, (~)^ un secondo morfismo di t e rns  tale  she v o / =  
= h o g. Allorg, de t to  i l~omomorfismo canonico di hA in B e ~ quello di (A, m) netlg 
su~ H-chiusura ,  si ha  (per il l emma) :  v o i o ~ = v o / ---- h o g. Dunque  v o i = hg, per  

lm propr ie tg  universa ls  dellg H-eh iusura  e quindi v = u, per  lu propr ie t~  univer-  
s~le del sep~rgto comple ta to .  

COROL]~At¢IO. -- Sia g: (A, m,  v) -~ (C, n, ~) un  morfismo di terns in cui ta seconda 
una terna henseliana completa (quindi /orte). Al~ora esiste uno e u n  solo morfismo 

u: (B~ ~ ,  (;) --> (C, n~ ~) ta~e she si abbia: g == u o/. 

I1 precedents  Corollario p e r m e t t e  di in t rodurre  un concerto di henselizzazione 
pifi res t r i t t ivo  di quello delt~ Definizione 4: 

DEFI~IZIO~'E 5. - Una terna (A', m', v')~ insieme con un morfismo ] della terna 
(A, m,  z) nella terna (A ', m',  z') si dice <~ H-chiusura eompleta )> della terna (A, m, ~) 
se ~ una terna henseliana completa e se, per ogni morfismo g: (A, m, ~:)---> (C, n, (~) 
in una terna henseliana sompleta, esiste uno e u n  solo morfismo g': (A, m', ~')--+ ( C, n, ~) 
tale she g = j o g'. 
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I1 Corollerio precedente pub essere quindi formuleto come segue: 

P~oPoslZlO~E 1. - La terna (B, ~;~, a) ~ la H-chiusura complete della terna (A, m, ~). 

OSS~RVAZI05"E 1. - Della Proposizione 1 si deduce in perticolare che h~ terna 
(B, ~j~, a) eostituisee ]a H-ehiusure forte della terna (A~ m, ~) quando si restringa 
le cetegoria delle terne eonsiderando soltanto quelle complete. 

OSSE~VAZm~'E 2. -- La  Proposizione 1 e POsservazione 1 indieano ovviemente 
dei cam in eui £ possibile costruire ~ena H-chiusura di ~ipo ]orte, mentre  6 ignoto se 
questo si posse fare nella pifl generMe cetegoria di tu t t e  le terne. 

PRoPOSlZIO~] 2. - S i a  (C~ ft. ~) q~a teresa he~seliana (co~ base numerabile per gli 
intorni dello 0). Allora l'ideale n ~ eompleto. 

])I~OSTRAZIONE. -- Sia y e n e si consideri l 'elemento x = ] + y e I -~ ~. Poich6 
lu tern~ (C, n, 3) ̂  6 for temente henseliana (n. 4, Corollerio 1 M Teoremu 4), 
l 'ideMe ~ ste nel redicMe di ~ e percib x 6 invertibile in 0 ([13], Proposizione 1). 
Osserviamo inoltre che, giacendo ~ sopre ~t, C/n 6 un sottoenello topologico di ~/~t, 
~nzi ammet te  quest 'ul t imo come completamento ([9], § 3, n. 1, Corollerio 1 ella 
Proposizione 4). Si considerino le due serie seguenti (nell ' indeterminate T): 

G ( T ) = x q - T ,  H ( T ) = ( 1 / x ) . T - V g ~ . T ~ q - . . .  q - g ~ . T , q - . . . ,  

dove i g. sono elementi  di 0, per il momento incogniti, da determinarsi  in modo che 
1) H(T) sin r is t re t ta  e 2) i coefiicienti di F ( T ) =  G(T) .H(T)  stiano in C. Osser- 
vi~mo che ogni z e 0 ~ somme d i u n a  serie a termini  in C (in pifi modi, ovvia- 
mente):  z = z0 -~- zl + ... -~ z, -~ .... Se fissiamo una filtrezione {c},s ~ de cui si deduce 
la topologia ~, possiemo anehe supporre (ricorrendo eventuMmente Mle propriet~ 
assoeia, tive) ehe z~ec .  per ogni intero n o N ,  it che signifiea ehe z~e c,, in qua, nto 
c ~ ~, = c~ ([5], ca, p. m ,  § s, n. 12). 

Seegliemo Mlor~ g~ = ( 1 -  (l/x))/x e, det to ao il primo termine ¢ 0 di un~ serie 
de] tipo indie~to di cui g2 sin somme, poniamo: g3--(ao--g2)/x, che ste ovvia- 
mente  in ~ (~cl; si proeede poi per induzione, eioS, un~ volta scelto g~e~ (5c,_2, si 
pone: g~+~= (a~_2--g.)/xe~tn'c~_~, quando si sin indicato con a._2 il primo ter- 
mine :~ 0 di un~ quMsi~si serie di cui g~ ~ somme. 

Si h~ Mlora: E(T) = T +  T ~ + ... + (x.g.  +g~_, ) .T  ~ -~ ... ed 6 chiaro che i coef- 
fieienti di /~(T) dM terzo in poi st~nno tu t t i  in ~. Nel quoziente (C/n)(T} Pimmagine 
eenoniea di F(T) si spezz~ nel prodotto dei due polinomi eoprimi (vedi note  
pug. 288) T e 1 -~- T. Pens~ndo E(17) come elemento di 0{T}, le sun immegine echo- 
nice in (C/n){T} si spezza eguMmente negli stessi due poHnomi eoprimi. Questo 
ult imo spczzamento viene ovviamente r imont~to in ~(T} in uno e un solo modo, 
cio6 mediente Ia coppia (G(T)~ H(T)).  D'Mtra p~rte, essendo l a t e r n a  (C, n, ~$) hen- 
selian~: deve esistere una  coppia (G'(T)~ H'(T))  che r imonta  lo spezzamento di /~(T)  
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in (C/n){T}. Per  l 'unicit~ si ha: 

G ( T ) = ~ ' ( T ) ,  H(r) =//'(T), 

ciog i coefficienti di G(T) e di H(T)  s tanno in C. I~  part ieolare x, e percib y, appar- 
t ienc a C. Ne segue che n c  C e, essendo n chiuso (n. 2), si ha: ~ - -  

P~o~os~zIo?;E 3. - S/a  (A, m, 7) u~a terna (co~ base numerabile per gli intorni 
dello O) e (A~ 92~ ~') u na terna tale che A q- 92;tc_A~C_B e ehela topolog~a 7' sia in- 
dotta su A '  da ~. Allora (A', fJJt, ~') ~ henseliana e A '  ~ denso in B. 

DII~OSTRAZIONE. -- In  pr imo luogo l ' ideale g2 g eontenuto  nel radicale di A', in 
quanto,  se 1 ~ x e l  q- 92;t, al lora 1 q- ~ g invert ibi le  in B, clog esiste z ~ / ?  tale che 
1 - - . z . ( l  q-x)--= z-ff z .x .  I)ercib z =  l - - z . x e l  q-?gtc_X'. 

i n  secondo luogo, sia R = ao q- a~. T q-.. .  q- a~. T ~ q-. . .  ~ A'{T} tma serie r i s t re t t a  
avente  immugine canoniea in (A'/fBt){T} spezzata nel  p rodot to  PQ,  dove P e ~) sono 
r i spe t t ivamente  un polinomio uni tar io  e una  serie r i s t re t t a  coprimi. Tenendo pre- 
sente che A'/!gt g u n  sottoanello topologico di B/OJt, si vede che lo spezzamento della 
immagine di R si pub rimon¢are in ~mo ed un  solo modo in B{T} : R = P .Q. I coef- 
fieienti di P e Q differiscono dai rappresen tan t i  dei coefficienti di P e Q per  elementi  
d i m  e quindi  s tanno in A'q-92it = A' .  

Ricordiamo ora ehe, de t t a  gf = {%}.e~ una  filtrazione di A da cui si deduce la 
topologia 7, la coppia (B, ,  !gt.) (vedi n. 4) 6 la H-chiusura  di (A,,  m~), per  ogni 
~ e ~ ,  il ehe signifiea ehe si ha: A~/nt~=tl~/!Y)l, ([11], n. 3, Corollario 3.6). 5{a si 
ha pure  (sempre nelle notazioni  del n. 4): B, ,=B/5~,  igt.-----(~YYtq-b,)/~, grazie alla 
sur ie t t iv i t~  dei morfismi p~: B -+ B , .  Ne segue immedia tamente :  

ciog: A l ( m + a , d  = Bl(ff~ + b,~), il che significa: B = (A + ~ )  ~- b , ,  per ogni n. 31a 
atlora A ~-9Jr ~ denso in  B e percib anehe ogni A '  tale ehe A 4zg/~c_A'gB. 

CoRoJ.~.~lcm. - Sia (A, m, 7) una H-terna. Allora ogni terna (A', m', T') tale che 
A .cA 'c_B,  m_Cm'_C~ ~ una H-terna ed A', ~ denso in B. 

DDmSTn~AZIO~E. -- Basra  osservare ehe (B, ~ ,  a ) =  (A, m, 7) ̂  (ft. 4, Corollaa'io 1 
al Teorema 4) e c h e m  = m'  = !gt (Proposizi0ne 2). Si applica poi 1~ Proposizione 3 
per  avere immedia tamente  il r isultato.  

TEORE~.~ 7. -- Una chiusura, henseliana della terna (A, m, 7) ~ vos$ituita datla 
coppia ((A ~- ~f~, ~;~, 7:~), ]~),  dove con ~:~ si intende la topologia indotta su A ~- ~)~ 
da ~ e con j~)~ l'immersione algebriea e topologioa di A in X -t- ~ .  

DJ~OSTR~ZI0r~E. - Pe r  la Proposizione 3 la t e rna  (A + 9J~, ~l)l, v~)  6 hensel iana e 
l 'anello A ~-g)~ g denso in B. Se g: (A, m, 7)--> (C, u, 8) g u n  morfismo in cui la 
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seconda te rna  ~ henseliana, esiste ed ~ unieo, per  il  Teorema 6, il morfismo 
u: (B, ~ ,  a) ~ (C, u, ~)^, tale che U o f = h o g .  La restrizione u'  di u ad A~-  
gode pereib della propriet~ ehe h o g  = u ' o ]~ .  Ogni al tro morilsmo soddisfacente 
alla stessa propr ie ta  di u'  si estende per eontinuit~ a B e quindi, per la propr ie ta  
universale det comple tamento ,  coincide con u ~. 

Infine la Proposizione 2 ci pe rme t t e  di affermare ehe u '  t r as forma A ÷ !~  in 
un sot toanel lo  di C, in quanto  si ha: u'(A ÷ ~ ) c  C ÷ ~ = C ÷ r~ = C. 

C0~a0LLA~O. - Sia (A, m, 3~) una terna in cui v~ ~ la topologia discreta. AIlora la 
sua H-chiusura coincide con la terna (~A~ ~ ,  ~3~), c~oe con ~a terna che si ottiene intro- 
ducendo la topotogia discreta ~3~ nella henselizzazione (~A~ ~m) ddla coppia (A fm) .  

DI~0STRAZ~0NE. - ]~ chiaro ch% nel nostro caso, si ha: B = aA, ~J~----hm~ ~3~ = 
~- topologia discreta  su ~A. Inol t re  il morfismo canonieo di (A, m) in ~(A, m) ~ s t re t to  
(cir. n. 1)~ iI che signifiea ehe A + hn  = ~A. 

OSSERVAZIONE. -- I1 precedente  Corollario pe rme t t e  di precisare in che senso il 
nostro funtore  della categoria delle terne  con morfismi nella eategoria delle te rne  
henseliane estende l 'analogo funtore  relat ivo alla categoria delle coppie. In  effetti  
una  coppia (A, m) pub essere pensa ta  ill modo natura le  come t e rna  quando la si 
munisca della topologia disereta. I1 Corollario afferma ehe l 'henselizzazione della 
coppia (A, m) e t 'henselizzazione della terna  discrcta (A, m, 3~) differiseono soltanto 
per il f a t to  c h e l a  seconda 8 dota ta  della topologia disereta, ma sono identiche per 

queI ehe r iguarda Fanello ~A e Fideale hm. 
Va tu t t av i a  no ta to  che, se (A, m, 3) ~ una  te rna  dota ta  di topologia non discreta, 

l 'henselizzazione della coppia (A, m), cio~ (~A, hn),  e l 'hcnselizzazione della t e rna  
(A, m, 3), cio5 ( A ÷ ~  ~ ,  3~) ,  non differiscono in generale sol tanto per  la topo- 

logia, ma anehe per l 'anello e l ' ideale (cfr. n. 6~ Esempio 2)). 

P]aOP0SIZIONE 4~. - Sia (A~ m, 3) una terna tale ehe m ~ ]ormato di elementi topoto- 

gieamente nil~)otenti. AUora la s~a hensd~zzazione ~ una H-terna ]orte. 

DIiVIOSTRAZIOI~E. - Sia q : {an}he N una base per  gli in torni  dello 0 di A. ]?oieh~ 
gli ideali m~ = m .A~ = m(A/a~) sono format i  di e lementi  ni lpotent i ,  t u t t e  le coppie 

(A,,  m,)  sono hensel iane ([5], Cap. I I I ,  § ~, n. 3, Teorema 1). Pereib si ha: (B, ~J~, a) = 
= (A, m, v) ̂  e quindi l 'henselizzazione di (A, m,  v) coincide con ( A ÷ ~ b  m, T~). 

Noi vogli~mo dimostrare  che, se P e ~) sono un  polinomio unit~rio e una  serie 
r i s t re t ta  coprimi nell 'anello ((A + ~ ) / m ) { T } ,  allora, de t t i  P e Q due r imontament i  
di questi  in ( A - ~ ) { T }  (con P polinomio unitario),  anehe P e Q sono coprimi. 
A questo scopo osservi~mo ehe l ' ideale m ~ formato  anch'esso di e lementi  topologi- 
c~mente nilpotenti ;  in quanto  ~ l imite pro ie t t ivo  di ideali n i lpotent i  e quindi le serie 
r i s t re t te  a coefficienti nell ' insieme 1 + v~ c A ~- m sono invert ibi l i  in (A + m){T} 
([17], Proposizione 2, pag. 390). Ora, se P e Q sono coprimi, esistono due serie r i s t re t te  
] e ~ in ( ( A + ~ ) / ~ ) { T } ,  ta l l  che si ha: ] . P + ~ . Q = ] .  De t t i  ] e g dei r imonta-  
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ment i  di [ e ~ in (A + v~){T}, la serie r i s t re t ta  j . P  + g.Q appart iene all ' insieme 
( l + t ~ ) { T }  ed g quindi invertibile,  il ehe equivale a dire ehe P e O sono eoprimi. 

Vogliamo ora esaminare il problema della henselizzazione per  le terne  non sepa- 
ra te  e per  18 te rne  in eui l ' ideale non ~ eontenuto  nel radieale:  

1) Sia (A, m, z) una  te rna  con topologia non neeessariamente separata.  

1~ ehiaro ehe, in questo easo, si pongono due problem/ ben dist inti  di henseliz- 
zazion% a seeonda ehe si aeeet t ino sol tanto morfismi in te rne  separate ovvero tu t t i  
i morfismi siano permessi .  

La t ra t taz ione  del second0 caso esce dal l 'ambito del presente  lavoro (una te rna  
hensel iana non separata  non g immersa in quella separata  eompleta  ad essa asso- 
eiata,  it ehe signifiea ehe eade la dimostrazione della Proposizione 2, come pure  
quella del Teorema 7, ece.). 

I1 primo problema si r isolve invece faei lmente  come segue. 
Si eonsideri l 'anello topologieo separato A '  associato ad A e sia i: A - > A '  l 'omo- 

morfismo eanonieo (ehe g eontinuo,  in quanto A t non g altro ehe il quoziente di A 
r ispet to  a l l 'aderenza detlo 0 e i la proiezione sul quoziente).  ~ noto  ehe ta eoppia 
(A', i) g soluzione di un problema universale ([7], Cap. I I ,  § 8, n. 8, Proposizione 16), 
nel senso che, per  ogni omomorfismo eontinuo g: A-+  C in un anello topologieo sepa- 
taro,  esiste uno e un  solo omomorfismo eont inuo g': A ' - +  C ta le  she g = g ' o i .  

Sia poi m ' =  i ( m ) c A '  l ' ideale separato assoeiato ad m e r '  la topologia natu- 
rule di A'. ~ chiaro ehe i pub essere pensato come un morfismo della te rna  (A, m, r) 
nella t e rna  separata  (A', m, 3') e ehe, da to  eomunque a n  morfismo 9: (A, m, v) -~ 
-~(C,  n, 8) in una  t e rna  separata,  esiste uno e an  solo morfismo g': (A', m',  T')--~ 
-~ (C, n, ~) ta le  ehe g = g' o i. 

Pereib l!henselizzazione della te rna  (A, m, 3) coincide con l 'henselizzazione della 
te rna  separata  associata (A', m', ~'). Na tu ra lmen te  in questo easo l 'anello A non 
pi/t immerso nell 'henselizzato,  ma  si sa ehe il nueleo dell 'omomorfismo eanonieo 
l ' aderenza  dello 0 di A, 

2) Sia (A, m, 7) una  te rna  con ideale non eontenuto  neeessariamente nel radi- 
eale. Posto  ~ = 1 -~-m, consideriamo la t e rna  (2-~A, 2-*m, ~g-~), dove Lq-~ ~ la 

topologia di ~-~A avente  una  base di in torni  dello 0 fo rmata  di ideali del t ipo S -~ a, 
con a variabile  in una analoga base per  7. E noto  ehe questa  costruzione t ras forma 
l ' ideale m nell ' ideale S-~nt con tenuto  nel  radicale di 2-~A. 

L 'omomorfismo eanonieo ~: A - ~ 2 - ~ A  ~ eontinuo,  in quanto si ha: ~-~(S-~a) ~ a, 
per  ogni ideate a di A. 

Possiam0 percib affermare che ~ g u n  morfismo della te rna  (A, m,  7) nella terna  
(S-~A, 2-~m, 2-1v). 

Sia g: (A, m, v) --> (C, n, 3) un morfismo in eui la seeonda ~ una  H- t e rna  (separata). 
~] noto  che il passaggio alle frazioni risolve un problema universale, nel senso 

ehe se g ~ un  omomorfismo di A in C tale ehe g(s) ~ invert ibi le  in C per  ogni s a 8, 
a.tlora esiste uno e un  solo omomorfismo h: S-~A -+ C, tale ehe 9 -  h o ~. 
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chiaro che il morfismo di terne g soddisfa alla eondizione richiesta, in quanto 
rt_cl~ad(C) e g ( l + m ) _ C l + m  Percib esiste uno e an  solo morfismo h tale che 
g = h o ~. Natura lmente  h ~ definito come segue: h(a/(1 + m)) ~ g(a)/g(1 + m). Si 
vede subito che h t rasforma S-~m in un sottoinsieme di ~t e che ~ continuo. Per 
quest 'ul t imo fat to  basra osservare che, se a ffA c c_c C sono due ideali tat i  che 
g(a)_c c, allora si h~ pure: h(S -~ a)ff c, (eio~ h ~ continua). 

Le precedenti considerazioni ci permettono di eoneludere che il probtema della 
henselizzazionc della tern~ (A, m, ~) ~ rieondueibite in maniera  ovvi~ al problem'~ 
della henselizzazione della terna (S-~A, ~g-~m~ S - ~ ) .  Questo si r iporta poi imme- 
diatamente,  sulla base del caso 1) precedentemente tr~t tato,  aWhenselizzazione della 
terna, separata associate. 

6 .  - Ci occupiamo in questo numero di alcuni esempi di henselizzazione, con par- 
ticolare r iferimento al caso 4elle topologie m-adiche. 

Ci servir~, oltre ai r isul tat i  gi~ dimostrat i  nei predecenti  numeri~ anche la seguente 

Pl~oPoslzlo~:~ 5. - Sia (A, m, v) una terna (separata, con ideate eon~enuto net radi- 
cale), (A + ~£;~ 9)~, ~ t )  la sua henselizzazione, (A', m',  ~') una terna soddis]aeente alle 
seguenti condizioni : 

1) Ac_A'C_A + ~ ;  

2) m_Cmr-C~; 

3) ~r 6 la topologia indot ta  su A r da v ~ ;  

4) (A', m r, ~') 0 una terna henseliana. 

Allora si ha necessariamente: (A r, m', z') = ( A +  T~, ~J~, vo)¢). 

DI~OST~AZlO~E. -- Si~ j l ' inclusione algebrica e topologica di A in A ~, j '  t 'ana- 
loga inclusione di A'  in A + ~ e j ~  il solito morfismo canonico di A in A + 
(si veda il n. 5, Teorem~ 7). Vogliamo dimostrare the  l~ terna (A', m r, ~'), insieme 
con il morfismo ], soddisfa alla propriet~ universule che definisce l'henselizzazione 

della te rna  (A, m, v). 
Comineiamo coll'osser~are prel iminarmente che esiste uno e un solo morfismo 

h: ( A +  ~ ,  ~ v~)  -0 (A', m r, v r) tale ehe i---- h o ~  (propriet~ universale dell'hense- 

lizzazione), lnol t re  si ha: j '  o h----identit~ in A + ~ .  Da cib segue che h ~ un 
morfismo iniet t ivo e y un morfismo suriettivo. Quindi j~ ~ biiettivo, cio~ A r = A+!~J~, 
e percib (A', m', z r) ---- (A + ~ ,  ~ ,  ~ ) .  

CO]~OLLA~IO. - Sia (A, m) ~na eoppia tale ehe m g I~ad (A) e (aA, am) la sua 
H-ehiusgra. [~e (-4 ~, m r) ~ una coppia soddislaeente alle seguen~i eondizioni: 

1) (A t, m r) ~ henseliana; 

2) A c_A' c_~A; 

3) m_Cm'_C~m; 

aUora si ha necessariamente: (Ar~ m') - (aA, am). 
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D~OSTI~iZIO~:. - B~st~ applicure la Proposizione 5 considerando le coppie come 
terne muni te  della topotogia discreta. 

Vedremo era applic~zioni della Proposizione 5 ~lle topologie m-adiche, ciob alle 
topologie in eui un~ base degli intorni  dello 0 ~ formata  dalle potenze di un ideale m 
([5], Cap. I l l ,  § 2, n. 5). 

1) Topologie m-adiche. Le propriet~ delFhenselizzazione si deducono~ in questo 
case dalla 

PROPOSIZIO~E 6. - S i a  (A~ In, T) una terna con v -~ topologia m-adieu separata e 
con ideale contenuto nel radicale. Allora valgono le seguenti proprietY: 

1) Z~hensetizzazione di (A, m.  v) coincide con (A, m, ~)^; 

2) L~henselizzazione di (A, m,  v) ~ una H-terna ]orte; 

3) Non esiste alcuna H-terna (A ', m', ~') talc che A c A ' c A + ~1~, m c m'  c 9)2, 
v ' =  topologia indotta da "r~. 

DI-~OSTRAZIONE. -- I1 punto 1) discende immedia tamente  dal fa t to  che gli elementi  
d i m  sono topologicamente ni lpotenti  (n. 5, Proposizione 4) e dul fa t to  che m ~ aperto 
in v. In  effetti l 'henselizzazione coincide con A + ~ ,  che non ~ altro che _~, in 
qn~nto A / m  = .~/m. I1 punto 2) ~ conseguenza dell ' l ) ,  in quunto ogni H-tern~ com- 
pleta ~ forte (n. 4, Teorema 5). I1 punto  3) ~ conseguenza~ immediata  della Propo- 
sizione 5. 

CO~OLT~),~IO. -- Sin (A~ m,  v) una terna munita di topologia m-adieu separata e 

con ideale eontenuto nel radieale. Se la terna ~ hensetiana, allora ~ completa. 

DI~OST~AZIOZ~'E. - E conseguenza immediata  della Proposizione 6. 

OSSEaVXZIO)rE 1. -- Fra  le terne soddisfacenti ~lle ipotcsi dells Proposizione 6 ci 
sono certamente gli anelli di ZAazs~  ([5], Cap. I I I ,  § 3, n. 3), cio6 le terne (A, m, T) 
tal i  ehe A 6 un anello commutat ive  noetheriano, m 6 un sue ideate contenuto net 
ra~dicale che definisce unu topologia separat~ (quest 'ult imo fa t to  6 conseguenza dei 
precedenti:  [5], § 3, n. 2, Corollario alla Proposizione 5). ]~ comunque chiaro che 
le ipotesi della Proposizione 6 sono essenzi~li amneh5 it teorem~ abbi~ sense, in quanto 
un anello topologico 6 immerse nel comptetamento s e e  solo se la sun topologi~ 
separata. 

OSSE~VAZlO~CE 2. -- Se l 'ideale m della Proposizione 6 ~ finit~mente generate, 
l 'henselizzazione ~ ancor,~ una terna con topologia m-adieu. In effetti, se {a.} ~ la 
filtrazione delFanello A, la fdtr~zione del sue completamento ~ {~} ([5], Cap. I I I ,  § 2, 
n. 12) ; quindi nel case ehe t~ topologia sin definita da un ideale m finitamente gene- 
rate,  1~ filtrazione del completamento ~ {(m-) ~} ---- {(I~F} ([5], Cap. I I I , §  2, n. 12, 
Corollario 2 alla proposizione 16). 

Se l 'ideale m non ~ f ini tamente generate la topologia di _4 ~ definit~ dalla filtra- 
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zione {(ms) ̂ } the non dg necessariamente la topologi~ ~ a d i c u .  Cio~, nel pr imo ca.so, 
con il passagg[o a!l 'henselizzazione non si esee d~lla c~tegoria delle topologie m-~diehe, 
nel secondo ta lvol ta  se ne esce. 

2) Come caso par t ieolare  di t e rna  con topologia m-a.dica si consideri la ~erna 
(K[X](x~ , (X), ~), dove K ~ un c~mpo qu~lsiasi, K[X]~x ~ ~ F~netlo delle frazioni 
razionati](X)/g(X) t~li the  g ( 0 ) #  0, (X) ~ l'idea, le genera.to d~ X in tale anello e 3 

ta topotogia (X)-adica. 

L~ su~ H-chiusur~ (cio~, per  i~ Proposizione 6, il completa, mento)  coincide con 
la tern~ (K[[X]],  (X),~), dove K[[X]]  ~ l '~netlo delle serie formati  nelFindetermi-  
nat~ X, (X) ~ l ' ide~le in esso generato  d~ X. 

Se consideriamo invece l~ coppi~ (K[X](x), (X)), 1~ sua H-ehiusura  (nel senso di 
LAFo~-GREcO) ~ format~ dalle sole serie form~li  algebriche sui polinomi (risult~to 
dovuto al fa t to  che K[X]~x ~ ~ un anello di t ipo geometrieo:  si veda ~1 proposito [15], 
C~p. VII) .  A b b i a n m  cosi d imostra to  che esiste ~lraeno una coppi~ henselian~ che, 
rispe%o ad una  oppor tuna  topotogi~, non ~ una H- terna .  In  al t re  parole si pub after- 
m~re ehe. ment re  ogni H- te rn~  diventa  una  H-coppia  quando si prescinda dalla 
topologi~ (ci si riferisea solo ~i polinomi unit~ri  t rascur~ndo le serie r is tret te) ,  non 

vero il viceversa. Cio~ esistono terne  che sono H-coppic (quando si prescind~ dalla 
s t ru t t a r~  topologiea) ma the  non sono H-terne .  Dunque il concerto di H- te rna  
effet t ivament% non solo ~pparentemente ,  pifl res t r i t t ivo  di quello di H-coppia.  

Qaindi Fhenselizz~zione delle terne  g distint~ dalla henselizzazione delle coppie, 
eoineidendo con questa nel caso discreto. E questo f ~ t o  dg un senso ~i r isul tat i  
e laborat i  nel  presence lavoro, ehe dicono qualeosa di nnovo r ispet to  ~ ci6 che si s~ 

sulle coppie. 

3) Vogliamo ora presentare  un esempio di t e rna  (A, m, v) in cui la H-chiusura  

dist int~ dalla tern~ (B, ?0~, (~). 

Si consideri allora un  ~nello topologico non eompleto r ispet to  ad un~ topologia 
l ineare separata  3. La  t e rna  (A t (0), z) @ ovvi~mente henseliana e quindi coincide 

con 1~ propr ia  H-chiusur~.  :5I~ in questo c~so si ha: A + ~ ---- A + (0) = A ¢ ~ = B. 
(Quest ' tfltim~ egu~gtianza dipende dal f~tto che, d e t ~  {a,}~ una  base degli intorni  
di 0 per 3, *, tte le coppie (01)  ono gig ovviame  e  enseliane). 

Si osservi ehe, sul precedente  esempio, si vede anche come 1~ H-chinsura, di un~ 
te rna  possa essere dist int~ dal comple tamento  e comunque non essere completa.  

4) Present iamo ora un~ tern~ in cui l'hensel:izzazione coincide con 1~ te rna  

(B, ~ ,  c~), ma, ~ d i s t i n ~  dal comple tamento .  

Sia (A, m, re) ta t e rna  the  si o t t iene in t roducendo la topologia discreta 3~ nella 
coppia non henseliana (A, m). E chiaro che la H-chiusura  della nost ra  t e rna  coincide 
con (~A~ ~m, ~3e)= (B, ~c, a), in quanto  la topologia ~ve g gi~ separata  comple ta .e  
A-~  ~m = ~A. D 'a l t ra  par te  ~A ~ dist into da A e quindi  da ~ ,  in quanto A ~ gig 

separato completo.  
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6/12/1971: L~equiv~lenza delle definizioni 2 e 3 (tern~ henseli~na e ternu for- 
t emen te  henseliunu) ~ s ta t~ d~ me d imos t r~ ta  nel cuso in cui l '~nello topologico 
A abbi~ un~ base numerabi le  di intorni  dello zero e apparir~ nell 'urticolo: (( Anelli 

henseliani  topologiei~ I I  ,>~ in corso di s t a m p a  presso questo periodico. 

BIBLIOGRAFIA 

[1] G. 
[2] N. 
[3] N. 
[4] N. 
[5] N. 
[6] N. 
[7] N. 
[8] N. 
[9] N. 

[10] S. 
[11] 

AZUMAYA, On Maximally eentral Algebras, Nagoya Math. J., T. 2 (1951), pp. 119-150. 
BOURBAK~ Algdbre, Cap. II ,  Hermann, Paris, 1967. 
BOURBAXI. Alg~bre, Cap. VIII ,  Hermann, Paris, 1961. 
BOURBAKL Algdbrc Commutative, Cap. I, II ,  Hermann, Paris, 1965. 
BOURBAKI Algdbre Commutative, Cap. I I I ,  IV, Hermann, Paris, 1961. 
BOURBAKI Thdories des Ensembles, Cap. I I I ,  Hermann, Paris, 1967. 
BOVRBAKI Topologie Gdndrale, Cap. I, II ,  Hermann, Paris, 1965. 
]~OURBAKI Topologie Gdn$rale, Cap. I I I ,  IV, Hermann, Paris, 1960. 
BOURBAKI, Topologie Gdndrale, Cap. IX, Hermann, Paris, 1958. 

GR~,CO, Algebras over non local Hensel rings, Journal of Algebra, 8 (1968), pp. 45-59. 
S. GRECO, Henselization o] a ring with respect to an ideal, Trans. Amer. Math. Soc., 144 
(1969), pp. 43-65. 

[12] S. GRv, co, Sugli omomorfi~mi piatti e non ramificati, Le Matematiche, Vol. XXIV, Fasc. 2 
(1969), pp. 392-415. 

[13] J. P. LAFO~, Anneaux Henseliens, Bull. Soc. Math. France, 91 (1963), pp. 77-108. 
[14] M. NAGATA, On the theory of henselian rings: I) Nagoya Math. J., T. 5 (1953), pp. 45-57; 

II)  idem, T. 7 (1954), pp. 1-19; I I I )  Mere. Coll. Sc. Univ, Kyoto, serie A, Math., T. 32 
(1960), pp. 93-101. 

[15] M. NAGATA, Local Rings, Interscience, New York, 1962. 
[16] M. RAVNAUD, Anneaux .Loeaux Hensdliens, Springer-Verlag, New York, 1970. 
[17] P. SALMON, Sur les sdries ]ormelles restreintes, Bull. Soc. Math. France, 92 (1964), 

pp. 385-410. 


