Sulla geometria delle varieth a connessione affine. Teoria

invariantiva delle trasformazioni che conservano il
parallelismo.

Memoria di Exea Borrororrr {a Cagliari).

Santo. - La I Parte di questo lavoro contiene svariati complementi alla teoria delle varietd
a connessione affine, relativi particolarmente a una nuova e pit completa sistemazione
della feoria degli imvarianti differenziali di una fale comnessione nel caso generale
(asimanetrico). La II Parte svolge lao teorin invarianiive delle trasformazioni d&i wna
connessione affine che conservano il parallelismo, riconducendola allo studio degli inva-
rianti differenziali di una connessione di tipo particolare intrinsecamente legata a
quella data.

1. Introduzione. — Lo studio delle trasformazioni fra varietd curve che
conservano il parallelismo — che indicheremo sempre nel seguito, per brevita,
con T, — & stato iniziato nel 1920 dal BoMPIANI (9 (%)), che ha considerato
il caso delle varietd riemanniane: in questo caso le irasformazioni cercate
sono quelle in cui sono invarianti tutti i simboli di CHRISTOFFEL di seconda

specie, glvp»% (relativi al tensore fqndamentale della metrica), e la determi-

t

nazione di tali trasformazioni T, si compie agevolmente utilizzando i noti
risultati del LEVI-CiviTA sulle trasformazioni geodetiche (%).

Pel caso delle varietd a connessione affine simmefrica, cioe definita da
parametri I3, tali che Ij,=T};, I'analogo risultato (invarianza dei para-
metri I3, nelle 7,) ¢ banale giacché le Iy, (a differenza di quanto accade

e 1AM
per 16? v

)determz’nano la geometria nella varieta supposta: onde le T,

si riducono alla sola identita.
Cid non accade pel caso pill generale delle connessioni asimmelsriche.
Questo caso (insieme a quello, ancor piu generale, delle connessioni 707

(*) Questo numero — lavvertenza valga aneche pel seguito — si riferisce all’indiee bi-
bliografico.

{(?) Bompiaxg, 1 c., p. 348 e seg.; Levi-Civita, 3, 1896; Rrccr e Livi-Civira, 5, 1900,
pp. 187-190.
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lineasi) & stato preso in considerazione nel 1926 da H. FrIESECKE (%), che ha
determinato la forma generale delle trasformazioni 7, per tali connessioni.
Il problema & stato ripreso e trattato piti ampiamente nel 1926 da J. M. THo-
MAS (*), che ha indicato svariati tensori invarianti in quelle frasformazioni,
e anche un processo con cui da essi si possono ricavare infinitl altri tensori
dotati della stessa proprieta. 1 pit noteveli risultati di queste ricerche, con
alcuni completamenti, sono stati esposti da EiSENHART nella sua Non-Rie-
mannian Geometry (°). Mancava perd finora una feoria invariantiva generale
delle trasformazioni T, di una connessione affine: cioe, dei mutamenti della
connessione — il che vale a dire, della legge di trasporto dei wveffori — che
mantengono inalterata la legge di trasporto delle direzioni.

Appunto di questa teoria (%) io voglio qui esporre gli elementi. Il risultato
fondamentale & questo: che una date connessione affine ne determina uni-
vocamente un’ altra, invariante per le trasformazioni Ty; tale connessione
invariante (7), che d’altra parte ¢ essa stessa una delle trasformate (per
le T,) della connessione assegnata, ha una semplice caratterizzazione geo-
metrica: e gli invarianti differenziali dello data connessione per le tra-
sformazioni Ty in parola sono tutti e soli gli invarianti differenziali di
quella connessione invariante.

La ricerca del significato geometrico della connessione invariante, e di
una sistemzzione conveniente della teoria degli invarianti differenziali (per
le 7,) mi ha condotto a sviluppare alcune considerazioni di caratiere generale
sulle connessioni affini, apportando cosi, spero, a questa teoria generale (%)
qualche utile contributo. Appunto da queste considerazioni sulle connessioni
affini in generale inizierd la mia esposizione: a cui premettero una rapida
indicazione degli argomenti trattati.

(®) Ved. 27, 1925, pp. 105-109.

() Ved. 85 e 86, 1926.

(%) 48, 1927; ved. p. 29 e seg.

(®) che potremmo anche chiamare, secondo il Frinsecks (27, p. 105) teoria dei frasporti
lineari delle direzioni. (« Bine Gesamtheit von Veldoriibertragungen, die bei der Ueber-
tragung eines beliebigen Vektors lings einer beliebigen Kurve stets eine Vektorfolge des
selbern Richtungsfolge ergeben, soll zu dem einheitlichen Begriff einer « Richtungsiiber
tragung'» zusammengefasst werden »).

() in relazione semplice con la connessione affine simumetrica invariante notata da
J. M. Tuomas: 86, 1926, p. 668; come sard precisato pii innanzi (n.° 8y.

(®) che con le applicazioni di Carran e ScuouTeN alla teoria dei gruppi finiti continui
di trasformazioni, e le recenti ricerche relativistiche di Ersxsrmiy, ha acquistato un interesse
certo non minore di quella delle connessioni affini sémmefriche, assai pitl studiate sino
ad ora.
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Dopo aver richiamate (n.° 2) svariate definizioni e teoremi, relativi spe-
cialmente alla forsione e alla curvafura di una varietd a connessione affine,
che mi & necessario supporre noti nel seguito, introduco (n.° 3) due connes-
sioni intrinsecamente legate a una data (quelle che io chiamo: connessione
coniugata, € connessione simmetrica associata): ¢ me ne valgo per ricavarne
delle interpretazioni geometriche del fensore di torsione Sj;° e del wvettore
di Einstein ®, = 8;;". Gli elementi della connessione coniugata mi servono
poi (n.° 4) anche nella trattazione del problema dell’ equivalenza di due con-
nessioni affini asimmetriche. Indi vengo {(n.” b) ad estendere a queste con-
nessioni la nozioue di coordinate normali (RIEMANN, VEBLEN); cid serve di
base per generalizzare anche le nozioni di tensori normali, di estensioni di
un tensore; e per trarne dei teoremi generali di riduzione, e di sostitu-
zione, che risolvono completamente il problema degli invarianti differenziati
della connessione.

Qui ha termine la I Parte; la II Parte é dedicata all’argomento prin-
cipale di questo lavoro, cioé alle trasformaszioni (Tp) che conservano il pa-
rallelismo. Anzitutto io ritrovo (n.° 6) la forma generale di queste trasforma-
zioni: ¢id conduce a determinare un sistema invariante per le trasformazioni
medesime, Lw: dal quale si passa agevolmente ai parametri Pw, di una con-
nessione affine (g9 invariante per le T,. Gli elementi di questa connessione
sono sufficienti per esprimere tutti gli invarianti del primo ordine [e anche,
come mostro pit innanzi, degli altri ordini] per le T,. In particolare si ritro-
vano le componenti della connessione proiettiva secondo T. Y. THOMAS, II{H:
cid mi da Y occasione di esporre (n.° T7) un processo, che mi pare abbastanza
interessante, con cui la connessione affine viene ricostruita a partire dalle
sue geodetiche, col fissare, successivamente, la scelta degli ulteriori elementi
arbitrari da cui quella dipende. Vengo poi (n.° 8) a stabilire una notevole
propusizione (teorema fondamentale), che riconduce la teoria invariantiva di
una connessione affine per le 7}, alla teoria degli invarianti differenziali della
sua connessione (y'#) invariante; e determino le espressioni di un primo
gruppo di tensori (7,)-invarianti differenziali del secondo ordine (tensori di
curvatura), che indubbiamente sono tra i piu notevoli, ma pel diverso punto
di vista dei ricércatori precedenti, non si erano ancora presentati. Lo stesso
pud dirsi dei tensori (Tp)ynormali (4’ ordine =2) che introduco al seguente n.°9:
ove mi valgo delle nozioni e dei risultati esposti ai n.t 4,5 per le connes-
sioni affini in generale, per trarne la risoluzione del problema della trasfor-
mabilitdh di due connessioni affini I’una nell’altra con una trasformazione 71},
(Tp)requivalenza): per estendere alla teoria attuale le coordinate normali,
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i tensori normali, le estensioni; e infine, per ricavare dai teoremi dati al n.° b
dei teoreni di viduzione e di sostituzione per questa teoria (teoria inva-
riantiva delle varietda a conuessione affine per le T,). Vengo poi ad indi-
care (n.° 10) altri tensori (7))-invarianti (del secondo ordine), tra i quali si ri-
trovano tutti quelli gia noti: e a dare, di essi e degli altri prima indicati, delle
interpretazioni geometriche (n.° 11). Particolarmente notevole &, mi sembra, il
significato del tensore L.;;": il suo annullarsi esprime che nella supposta va-
rietd vi & un parallelismo assoluto delle direzioni, pur senza che sia inte-
grabile (in generale) il trasporto per equipollenza dei wvetfori: il che porta ad
introdurre una «curvatura segmentaria » come nella metrica di WEYL.

Infine io mi occupo brevemente (n.° 12) di un importante sottogruppo del
gruppo delle T),: quello delle trasformazioni (Ty.) che conservano il pasralle-
lismo e la curvatura: indicando la forma particolare che per queste trasfor-
mazioni assume il teorema fondamentale della teoria invariantiva (cfr. n.* 8):
e svolgo poi alcune considerazioni sui casi particolari in cui la varietd della
quale trasformiamo la connessione affine mediante uno 7, sia a curvatura
nulla, o pitt particolarmente, sia wuno spazio di gruppo: il che conduce a
stabilire una proprietd dei gruppi a connesdione emisimmetrica.

PARTE PRIMA

Complementi sulle varieta a connessione affine
(asimmetrica).

2. Premessa: richiamo delle nozioni fondamentali sulle connessioni affini
asimmetriche. I tensori di torsione e di eurvatura. - Rammentiamo (°) che
la connessione affine (asimmetrica) pilt generale (*°) & individuata dai suoi »®
parametri, (o componenti), I}, rispetto a un sistema di coordinate curvi-
linee @ (A, 1, v, 7, 0, %, p, 6 =1, 2,..,, n): mediante i quali la legge del tra-
sporto per equipollenza di un vettore controvariante o covariante si esprime:

) At =vy,frde’ = dE" + I, Bde’ =0,
> A
2) df, = g+ de’ = dn, — Tymda” = 0.
I primi membri sono i differensgiali cogredienti (*) di & o di n,: i quali ri-
() Ved. ScHourex, 14, 1922; 22, 1924, p. 62 e seg.; EiseNHART, 48, 1927, p. 3 e seg,
(19 « iiberschiebungsinvariante lineare Usebertragung »: 22, p. 67.

{*1) Hessexsure, 4, 1899, p. 120, Cfr. Scmourex, 22, 1924, p. 63 (< kovariante Diffe-
rential »).
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sultano effettivamente cogredienti a & e ad 7,, rispettivamente, per una qua-
lunque trasformazione
(3 x = x(x", 2., ™) (v=1, 2,..., n)

delle coordinate curvilinee, pel fatto che i parametri I7, si suppongono va-
riare, per una tale trasformazione, secondo le formule

2 Qe Jp’d 2 '3
(4) I‘Tii: {mg-% g%% —+ am%ﬁg% (@, B, 7,8, e=1, 2, .., n).

Se P, P,—= P+ dP (di coordinate a’, o> 4 da*) sono due punti infini-
tamente vicini della A4, (cioé, della varietd supposta (**)), la connessione de-
termina una rappresentazione affine (omografia vettoriale) della stella di
vettori (ad es. coutrovarianti) di 4, che ha centro in P sulla stella di vettori
di centro P,; nella quale al vettore E* corrisponde il vettore E%::El—i—dél,
le dg* ricavandosi dalle (1). E anzi, la connessione da luogo anche a una
rappresentazione (o, se si vuole, ad un ftrasporto} affine dell’intero spazio
affine tangente (**) ad 4, in P, X, sullo spazio affine tangente in P,, I,:
nella quale al punto @ di £ di coordinate cartesiane u* (nel sistema che ha P
come origine, e i weltori fondamentali e del sistema wx (‘') come vettori

fondamentali degli n assi) corrisponde il punto €@, di X, che (nel sistema
cartesiano analogamente fissato in 2,) ha le coordinate #* + du?, le du* ri-
cavandosi dalle equazioni (*)

(5 du* + do* + Fﬁvzﬁdmv =0.

Come & noto i trasporti dei punti o dei vettori, cosi definiti, in generale
non sono infegrabili: e questa non-integrabilitdh si manifesta nell’ esistenza dei
tensori di torsione, S;;’“, e di curvatura R;,};j_". Precisamente: il divario dei
valori finali e iniziali delle »* per effetto del trasporto, secondo le (5), lungo
wit ciclo infinitesimo I’ fracciato per P in- A4, , su di una superficie tangente
in P alla 2-direzione (d,P, d,P) ¢ dato (**) dalle formule

(6) oD’ = 28, % d 2t d o’ + Ry, d, b

(*?) Indichiamo, secondo SCHOUTEN (che veramente aveva introdotto questa notazione
pel solo easo delle connessioni affini simmefriche) con 4, una varieth n-dimensionale a con-
nessione affine.

(¥} Ved. Carran, 20, t. 40, 1923, p. 362.

() ciog, i vettori controvarianti che nel sistema av hanno le componenti 10... 0, 010...0,
00 ... 01 ({vettori-unith, Massvekioren).

¢°) Cfr. 20, t. 40, p. 361, form. {3).

(%) Cfr. 20, t. 40, p. 372, form. (5).

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo VIIL 8
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ove
ool , Lo
(7) ‘S{J-‘J == I‘Ew] = 2 (F iw - I‘&p s
SRS 0 I 2 I ™I T 1
(8> prl :m lza—é"@ ?.p."*’“ rotag T lprxm

e p ¢ il rapporto fra 1’area del parallelogrammo inflnitesimo costruito (nello
spazio affine tangente in P) su d P, d,P e I'area racchiusa dal supposto ciclo.
Le (6) definiscono, secondo il CARTAN, lo spostamento affine associato al
ciclo T' supposto: cioé, la rappresentazione affine dello spazio X sn sé stesso
determinata dal trasporto ciclico lungo I'. Se il punto I’ per questo sposta-
mento affine viene portato nel punto P, (di ¥) di coordinate cartesiane Duf;,
lo spostamento stesso pud considerarsi come prodotto di una fraslazione di
in sé, che porta P in P,, per una rofazione affine di centro P, (affinitd che
ha P, come punto unito). Le componenti della trasiazione associata al ciclo I’
sono le Dul, che si ricavano dalle (6) ponendovi % =0:

(9 o Dus = 28;,7d wbd, w0’ = (d,d, — d,d ).

Naturalmente ie (6) ci danno subito anche la rotazione affine associata al
ciclo. Conviene rappresentare questa rotazione affine mediante le formule
dell’ omografia vettoriale che essa subordina sul corpo dei vettori di Z: for-
mule che possono -anche ricavarsi direttamente dalle (1) per integrazione
lungo il ciclo:

(10) oD = Ry d 0°d, 2" = (d,d, — d, d,)F;

ove le DE* sono gli incrementi delle componenti di un vettore & pel tra-
sporto ciclico per equipollenza (relativo ad A4,) lungo il ciclo supposto.
Le (9), (10) esprimono in modo preciso ! accennata relazione fra i tensori di
torsione e di curvatura, e la non-integrabilitd dei sistemi differenziali (1), (5):
e danno una interpretazione geometrica dei due teusori in relazione con un
ciclo infinitesimo qualunque. Se abbiamo riguardo all’ egnaglianza tra i se-
condi e i terzi membri, le (9), (10) danno anche un’alira interpretazione dei
due tensori in relazione con un parallelogrammo infinitesimo: che perd & so-
stanzialmente un caso particolare della precedente (*").

Ricorderd ancora che se S@;)‘:O la connessione affine si dice simmetrica

(t7) Pel tensore di torsione ved. ScHOUTEN, 22, 1924, p. 68. Pel tensore di curvatura
ved. Levi-Civita, 80, 1925, p. 201.
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{0 senza torsione); se
1
(an Sia* = Bpa =3 Gips — B ()

ove @, & un arbitrario vettore covariante, emisimmetrica: se S@;’“ ¢ qua-
lunque, asimmetrica. Le varietd a connessione simmefrica sono caratterizzate,
come mostrano le (9), dalla «condizione di commutabilita » (*°). Per tali
varietdh sussiste pure — ci6 & ovvia conseguenza della commutabilith — il
noto teorema di SEVERI (*°), sotto la forma seguente: pel {rasporto parallelo
infinitesimale la direzione trasportata resto tangente alla superficie geo-
detica iniziale. Ma tale proprietdh non ¢é caratteristica delle varietd a con-
nessione simmetrica, benst di quelle a connessione emisinmmetrica, come mo-
streremo pﬁ‘l innanzi (n.° 6). Intenderemo d’ora in poi (salvo avviso contrario)
di riferirci al caso pit generale, delle connessioni affini asimmetriche,

3. Connessioni coniugate, connessione simmetrica associata. Interpreta-
zioni geometriche di alcuni tensori. — In una varietd a connessione affine y

(*8) Qui e nel seguito & da intendersi che 5;==0 per 23, 5&—#1 (non somm.}. Adotto
per questo tensore la notazione * che & quasi generalmente seguita (Levi-CiviTa, BINSTEIR,
WruyL, BISENHART, VEBLEN ..). }%ieorder(‘) che questo tensore (che gli Americani chiamano:
Kronecker’s delta) & indicato con A}}; da ScHOUTEN (Einheitsaffinor). Nei miel precedenti la-
vori I'avevo indicato con az;, in accordo con la notazione ayp usata (da me e da guasi tutti
in Ttalia, seguendo il Branch1) pel tensore fondamentale della metriea in V,, riemanniana:
le 3* sono le componenti miste di detto fensore.

11 simbolo [ 1, che ho usato nelle (11}, (7), e di eui fard uso anche nel seguito, rap-
presenta 1’ operazione dell’ alfernare rispetto al gruppo d’indici racchiuso da quelle parentesi:
e ( ), usato piti innanzi (ad es. nella form. (21)) rappresenta 1'operazione del mischiore
rispetio agli indici che le parentesi contengoho. (Ved. ScHoUTEN, 22, 1924, p. 25). Rammen-
terd che il mischiore [’ alternare] rispetto a un gruppo d’indici 2,2, .. Am (tutti di covarianza
o di confrovarianza) di un dato fensore & 1’operazione che consiste nel ricavare dal tensore
supposto un nuovo fensore la cui eomponente generica & la media aritmetica di tutfe le
componenti del dato tensore in cui gli indiei supposti hanno i medesimi valori numerici a
meno dell’ ordine: ciascuna presa col suo segno [col suo segno o col segno cambiato secondo
che la permutazione che vi presentano gli indici di quel gruppo ha classe eguale od opposta
a quella della permutazione degli indici medesimi nella componente (del nuovo tensore) che

. . 1 1 1
vogliamo costruire}]. Ad es. apny — 5 (s + apa); app}= g o — au); AppBy) = 31 (dopBy +
+ A},WBX + Av?.B(L — Ap).Bv — Aval -— A).va)'

() Wevwr, 7, 1918, p. 390; Lievi-Crvira, 80, 1925, pp. 133-135.

{(*%) SEvERI, 6, 1917 pp. 254-256; ved. anche Bowmpiawy, 10, 1921, pp. 363.365; Lmvi
CrviTa, 80, 1925, pp. 194-195.
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assegnata (*') possiamo considerare alire due connessioni affini y* e y® in-
trinsecamente legate alla primitiva. Anzitutto: siano P,, € due qualunque
punti infinitamente vicini al punto P in A, . Diremo che i veliori infinite-
sinid PP,, QQ, sono equipollenti lungo PQ per la_connessione v* ((v*)-equi-
pollenti) se IYQ, PTQI sono equipollenti lungo PP, per la connessione vy
((y)-equipollenti) (**). E evidente a priori, per la lineqritd del trasporto, che
questa condizione basta a definire la connessione y*; del resto le (9) mostrano,
tenuto conto che & per definizione (posto PNR =d,P, ﬁ@::dzl’)

(12) (dyds — dady)x* =0, (d* = da'v5)

. R v . . . .
che detti I’ ;,, i parametri di tale connessione, si ha

(13) Iy, — I, =28,
onde
(14) =TI, §3'=-8"

Di qui e anche dalla stessa definizione segue che la relazione fra le con-
nessioni y, y* & reciproca: diremo che esse sono coniugate 1 una all altra.
Esse coincidono se y & simmetrica, e allora soltauto; esse hanno in ogni
caso le stesse linee geodetiche (autoparallele).

Mediante la considerazione della connessione coniugata, ¢¥ a una data y
si ha la seguente interpretazione geometrica dei fensore di torsione: siano P, P,
due punti infinitamente vicini in 4,; £ e X, siano gli spazi affini ivi tan-
genti ad 4, . Siano «, «* le affinith (omografie vettoriali) che trasformano i
vettori- di X in quelli di %, secondo le leggi di trasporto per equipollenza
corrispondenti alle connessioni y e y* e quindi = a*~"' la trasformazione
affine in %, nella quale si corrispondono due vettori equipollenti secondo y
e v¥ lungo PP,, a uno stesso vettore di Z,. Le 8; + 28\;};1{1%” sono i coeffi-
cienti dell’ affinita 8. E in particolare, posto

(15) D, = S5,
vediamo che é
(16) 14 20,dyxv

il modulo della stessa affinith B. Il vettore @, & stato preso in considerazione

(1) Contrassegniamo la connessione affine col simbolo della corrispondente derivazione
covariante.

(?2) Cfr. Carran, 42, 1927, p. 52 e il mio lavoro bb, 1929, p. 50 (caso degli spazi di
gruppo).
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recentemente da BEINSTEIN (**) (con riferimento a una particolare connessione
affine, anzi euclidea, infegrabile) per la rappresentazione del potenziale elet-
tromagnetico. Percio lo chiamero velfore di Einslein per la connessione y.
Si ha dunque una interpretazione geometrica di questo vettore (**), e parti-
colarmente, del suo annullarsi: le connessioni affini per le quali il vettore
di Einstein si annulla sono quelle per le quali le trasformazioni affini del
corpo di vettori dello spazio affine langente in un punio P per effetio dei
trasporti per equipollenza da P a un punto infinitamente vicino P’ relativi
alla supposta connessione e alla sua coniugala hanno lo stesso modulo (*°).

(%) 52, 1928, p. 225, form. (2).

(2) Un'altro significato geometrico, pel caso particolare della connessione integrabile
di WEITZENBSCK-VITALI, ulilizzata da KEinsTEIN, ho indicato altrove: ved. 56, 1929, p. b36.
Cfr. anche Lmvi-CrviTa, 57, 1929, p. 141. ]l Carrax ha pure indicato (20, t. 42, 1925, pp. 3334}
una interpretazione del vettore @y, che & in relazione con le form. {9). 8i noti che il velfore
di Einstein @y coincide col « secondo tensore irriduttibile di torsione » che il CARTAN indica
con %': mentre il « primo tensore irriduttibile di torsione », %, pud identificarsi col tensore
Hyl di cul sarh detto pid innanzi (n.° 6).

(**} Accennerd ancora ad altre interpretazioni pel tensore S';" e pel vettore ®,. Una di
queste, in relazione coi veffori fondamentali di un sistema coordinato (arbitrario) risulta ov-
viamente dalla formula

d
(i =ew)

. de*  de’
(a) S"le”e“mﬁ< w o .
Pin in generale, siano XA(4, j, I =1, 2, .., ) % campi di vettori controvarianti indipen-
[

By w T dst dsy

i
denti qualunque, sotto la sola condizione che gli n campi di vettori covarianti Xy (=1, 2, ..., )

2
che essi determinano univocamente mediante le condizioni X)‘X”=8*{ siano n campi di

i

NPT o9 .
gradienti: X3 =—=—-. 81 ha
BxA _ _
; ax* ax* =
b S..XX;,LXV__;_ _i_—,..l_m‘), (__=X)‘
(*) P 2( ds; das; ds; 4 N
Dalle (b) si ha anche
. ,g.X}. 'd—)}rl j
e E X?,= el DA | X
{ ) P\'l 2( ds; ds; ) *

onde risulta un nuovo significato del vettore ®,. Si noti infine che la componente gene-
rica @, di tale vettore & anche la differenza fra gli dnvarianti primi T'y e I‘j [ved. (17)]
delle omografie vettoriali che mutano gli n vetfori fondamentali e, e,..., e rispettivamente in
12 (3
de de de de de de
i 2 % oein Y

v v d _ -
e, ey Pein Y, Y, =gty |.
dsy’ dsy dsy - ds,’ ds, ds ds: < V¥
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Naturalmente il modulo di § & anche il rapporto tra i moduli di «* e di «,

ma ¢ opportuno notare che, mentre il primo & invariante, non lo sono gli
altri due, dati da

(17 14 Thde’ = 1+ Thda’, 1+ Dda’ =1 -+ Ida.

3 *. * -
In effetto I', (e cosi I)) non & un vetltore covariante: per una trasforma-
zione (3) esso si trasforma secondo la legge

' doc* 26
(18) I‘a-—I‘)hm“l"W
ove
I 3wt w* ) |
It § = A=—logi."1 [ e
{ q} 10g IOD 18(“/}1, mlg) , $;ﬂ)$

Si noti che le (18) esprimono che T',, per una trasformazione (3) sulle x¥,
dlog
oY

varia come , ove [ & un arbitrario scalare invariante 1relativo, di
peso 1 (*%).

Definiamo poi una connessione simmetrica, che diremo associata a vy, ¢ che
indicheremo con ¢, nel seguente modo: siano &, £ i vettori (v)- e (v*)-equi-
pollenti, in P,, al vettore (controvariante) & uscente da P, pel trasporto infi-

nitesimale da I’ in P,: assumeremo il vettore

(20 £ = 2 (5 + )

(di cui risulta ovvia la costruzione geometrica) come equipollente a § pel
trasporto lungo PP, relativo alla nuova connessione (*'). Si ha subito per questa

: 2 . L
(21) B&y — Iw(b)&p — P(b)%p fr— I‘f;v — S};vl — I‘*:;v 4 S}W — P{)}w) = é (I‘PV —+- P&M)’

. .
(22) SVt =0.

Dunque si tratta jn effetto di una connessione simimielrica: che ha ancora le
stesse geodetiche della connessione primitiva. La derivazione covariante v,
di parametri Bf;v, che le corrisponde & gia stata usata da J. M, TaoMas (36,
1926, p. 661), da ESENHART 48, 1927, p. 11 e seg.) e da altri in ricerche
sulle connessioni affini generali. L’interesse di questa connessione g sta

(*%) Sul significato geometrico di Iy si veda: VesLEN ¢ J. M. TroMAS, 87, 1926, pp. 204-205.
Ved. anche il n.° 7 di questo lavoro.
(*7) Cfr. CarTAN, 42, 1927, p. 59 (pel caso degli spazi di gruppo)
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specialmente nel fatto che gli invarianti differenziali della connessione
affine (asimmetrica) ¢ sono tutti e soli gli invarianti diﬁ“erenzi’ali simul-
tanei della connessione simmetrica associata ¢ e del tensore di tor-
sione Sl;‘;7t (*%). Cosicché la teoria degli invarianti delle connessioni asimme-
triche si pud ricondurre a quella delle connessioni simmetriche. Ma ¢ altret-
tanto semplice, come mostrerd pitt innanzi (1.° b), costruire direttamente la
teoria relativa al caso generale.

In particolare il fensore di curvatura R;)};;\” della connessione y si espri-
me per quello, R(b’t;i;;":B(j,;;;_” della connessione ¢ e pel tensore di tor-
sione S};v‘)‘ con la formula (*9)

(23) Rii” = B’ + Sigd,
ove
S,..*)_ (b)S..v (b}S..v g..nS..v S..x cv
(24:) wph = Vi Ore — Vo S + Do wp T Mg wa
= 9,8 — VuSiy — S8 + S S” — 2857807
v

& . . . .
Analogamente, detto R ;" il tensore di curvatura della connessione coniu-
&
gata, v,

25) B = Tl — 5o T 4 T T — T,
si ha:
26) Ry’ = Roi? — 2y Sis” — vio'Sii) =
=B — So — 20858:5" — Sia"Si)
onde
ED) SR — B ) = vl — v

Da questa segue in particolare che: condizione necessaria e sufficiente perché
le due connessioni coniugate vy, y* abbianoc lo stesso tensore di curvatura
é che il trasporto per (yP)equipollenza conservi la torsione, ciod, che
detti £, v due qualunque vettori che variano lungo una curva per (y)-equi-
pollenza, lo stesso accada del vettore Si(;vi}‘n*”: o infine, che sia

(28) vy Sis’ =0.
Infatti: se &
(29) | Ry = R,

(*®) Ved. ad es. VEBLEN, 47, 1927, p. 36.
(%% Ved. J. M. TrHomas, 36, 1926, p, 661; EisenHART, 48, 1927, p. 8.
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ne segue, per le (27),

R4

VS = yeS = — yS = — v S = vSy = v = — ys,
onde si hanno le (28). L/ inversa & evidente,
Dalle (23), (26) abbiamo le espressioni di Bgi", Sgui” per Ry’ R*L;};a_“
ed S‘;;X:

1 v ves Qe R Qes

(30) Bm;.J-lv = 9 (Rmpl -+ R*mplv) -+ Swl np.v e S(,Ll Sxmv
v 1 N Foo. T X Qe Y
(81) Swg»l = 9 (pr.lv — R r.)p)fj + SkmxSpr - Sw % .

Anche v, 8. e \75‘)89&’ si esprimono agevolmente per ;" ed S5 e quindi

.V eV Fevay,
anche, per 8i.°, Rgi, R :

YooV eV 3 vre ¥ oo ¥ s ¥ By .
(32} V)‘Spm = Ogpa T 2 S[mp.lj -+ Slg_n Sxm - Slw xpv
sy casV 3 veao V IR X IRA4
(33) ng) }lw = Mppr § S[wp.).] -+ Swlx Sxk .

L annullarsi del tensore S;." &, per le (23), condizione necessaria e
sufficiente percheé il trasporto ciclico di un wvettore (lungo un ciclo infinite-
simo) per (y)-equipollenza e per (y¥)-equipollenza, dia sempre luogo allo
stesso vettore. Pel tensore S;:;i” vale una formula analoga alla (9), che non

mi pare sia stata finora notata:
ﬁga (gzds - a?.dz) + az (‘jjsdi - aids.) + Zf3 (31d2 - gidi) #wv =

(34) el v © o S sy ey ey @ e x
= — 38[(3‘»1] diw d?{I} d3.’7} = — (k wph SWM -+ S).w,u )dif/‘(} 4200 d:;&‘) .

Ecco Tinterpretazione geometrica: sia o una superficie chiusa infinita-
mente piceola tracciata pel punto P in 4, su di una V, tangente in P alla
3-direzione (d, P, d,P, d,P); sia t il rapporto tra il volume da essa racchiuso
e quello del parallelepipedo infinitesimo costruito (nello spazio affine tangente
in Pysad,P,d,P, d.P:il primo [e quindi anche il secondo] membro della (34),
moltiplicato per ~, dd la somma geometrica dei vetiori delle traslazions
associate (n.° prec.) agli elementi di o: vettori che s intendono riportati,
secondo la legge della (y)-equipollenza, nello spazio affine tangente in P> (*°).

(3% Si confronti con I interpretazione che CarTan da delle formule
@ By = 480 Sie 298 iy = S
(e) VieBo” = — 251, By’
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4. 11 problema dell’equivalenza per le connessioni affini asimmetriche. —
Il teorema che ho rammentato (n.° prec.), relativo agli invarianti differenziali
di una connessione asimmetrica, non risolve il problema dell’ equivalenza
per tali connessioni (*!). Cioé, il problema di stabilire, date due serie di n®
funzioni l’f;v(ao‘, 2% ..., x™) e I‘é?(ac", ®? .., &), se esse possono considerarsi
come le componenti di wuna sfesse connessione affine, nei sistemi coordi-
nati ¥, x'*: o ancora, se & possibile determinare delle formule di trasfor-
mazione (3) tali che, in corrispoﬁdenza, per le date funzioni I‘&.,, I‘éﬁ, valgano
le formule di trasformazione (4). Sotto altro punto di vista: stabilire sotto
quali condizioni due date varietd a connessione affine siano rappresentabili
isomorficamente (**) I’ una sull altra.

Si tratta, come nel caso classico dell’equivalenza tra forme quadratiche,
di studiare le condizioni d’integrabilitd delle (4). Poniamo

dt ok
(39) Soa = 6%,

e scriviamo le (4) nella forma seguente, indicati con 6, v* i simboli delle
derivazioni covarianti (secondo R. LAGRANGE (*%), relative alle connessioni
v e v* pei tensori contenenti indici delle due serie- Apvtw..., aBy8e... (corri-
spondenti alle due serie di variabili x¥, x'%):

(36) v =0, v,0,=0.

Siamo cosi ricondotti a studiare il sistema (3), (36) nelle n -+ n® funzioni
incognite 0% delle 2. Le condizioni d integrabilita delle (35), in forza

(Scuouren, 22, 1924, p. 88, form. (138) e p. 91, form. (163 d). Ved. CarTaxN, 20, t. 40, 1923,
p- 873, form. {7), e p. 875 {« Théortme de la conservation de la courbure et de la torsion »).
Ved. anche Lagranag, 31, 1926, p. 22 form. (37) e pp. 26-27.

(3") Cfr. CHRISTOFFEL, 2, 1869; VErMEIL, 8, 1919, pp. 309-812; VEBLEN, 47, 1927, pp. 76-80
per gli spazi riemanniani; VEBLEN, L o. ed Eisexsart, 48, 1927, pp. 74-77 per le connes-
sioni affini simmetriche. Nel libro di HisENsarT si trova anche (a pag. 78) un cenno di
trattazione del caso delle connessioni asimmetriche, ma la mia {rattazione mi sembra pin
soddisfacente,

(#?) Secondo CarTan (42, 1927, p. 52) chiamo dsomorfica una trasformazione che con-
servi inalterata la legge di frasporfo per equipollenza dei vetiori e tensori.

(*®) Rammenterd che si ha, ad es.:

.. .. Byt T s /] .8
VaAlyB 4 B_—I‘;’CAWBG “I‘\{aA}.SBH‘.I‘gaAlY -

= fx'a »y o

Ved. 81, 1926, p. 10 e la mia Nota 44, 1927, pp. 134135.

Annali di Malematica, Serie IV, Tomeo VIIL 9
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delle (86) e delle (7), si scrivono

Fy) (37) 85005 = S 0005 .
Le condizioni d’integrabilitd delle (36) sono:
| (38) R 3,005 = R.;3703050),
! "5’ v oo X
Y (38%) R ;5505 = R 553705 0407
Da queste per derivazione covariaute, in forza delle (36), si ha:
oy ® VR i 0 = voR05 060,07,
' (89% VR 55 05 = yoR 533705 04067 .

Siano dette F, le equazioni (37); F, le (38), (38%); F, le (39), (39%): pro-
seguendo nella derivazione otterremo analogamente delle nuove serie d’equa-
zioni F;, F,, .., F,,.. Non occorre ripetere gli stessi sviluppi per le (37): le
conseguenze differenziali di queste rientrano, ovviamente, nelle serie di equa-
zioni K, F,,.. gia costruite. La condizione per 1 equivalenza delle due con-
nessioni I‘éw, I‘E{, & dunque (**) che esista un intero N tale che le F,, F,

. . ox’
F,, .., Fx, considerate come equazioni nelle G)j:g,;,

siano algebricamente
compatibili, e le loro soluzioni soddisfino alle Fxni1 (%)

Sono notevoli questi due casi parficolari, in cui & certamente N=—=0:
cio¢ le equazioni per la determinazione delle 6, si riducono alle sole (37):

1) quando &
(40) Ry’ =0, R';i’=0,

e analoga condizione & soddisfatta da R’a;gf, R*'C;{;f. Le (40) caratterizzano gli
spazi di gruppo seconde CARTAN e SCHOUTEN (**). Dunque:

Una rappresentazione puntuale tra due spazi di gruppo é una iso-
morfia allora e solo che essq conserva la torsiome, ciod & tale che, corri-
spondendosi le coppie di vettori &, &=; %*, %'* applicati a due punti omologhi
gualunque, anche i vettori ’;'_;,,“-El'r)”', 8’55 q"® si corrispondono.,

() Cfr. VeBLEN, EISENHART, L. c. {31}

(®*) Cid consegue da un noto teorema sui sistemi ai differenziali totali. Ved. VEBLEN e
J. M. Twomas, 87, 1926, pp. 288291; oppure VEBLEN, 47, 1927, pp. 78.76; EISENHART, 48,
1927, pp. 14-18.

(3%} Ved. sugli spazi di gruppo, CARTAN e ScHOUTEN, 39 e 40, 1926; CarTaN, 42, 1927;
ScrouTex, 41, 1926; 49, 1928; 60, 1929. Circa la proprietd caratteristica espressa dalle (40),
cfr. CarTax, 42, 1927, pp. 30, 38, 52.53.
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Questa proposizione corrisponde al noto teorema della teoria dei gruppi
di trasformazioni: Due gruppi di Lie ad n parametri sono isomorfi allora
e solo che, con opportuna scelta delle trasformazioni infinitesime genera-
trici, é possibile rendere uguali le loro costanti di strutiura.
2) quando &

(41) Ry’ == R 53 = S5 S — 83,7850

e analoghe condizioni sono soddisfatte da R'o;fgf, R*'a}é}&. Le (41) caratterizzano
gli spagi a connessione affine omogenea, o a secondo tensore normale nullo,
di cui avremo occasione di parlare al n.° seg. Anche per questi spazi vale
dunque una proposizione analoga a quella poco sopra enunciata per gli spazi
di gruppo: é inutile starla a ripetere. Va notato come gli spazi di gruppo
e gli spazi a connessione affine omogenea sembrino in gualche modo, nel-
I attuale teoria, prendere il ruolo che gli spazi euclidei e gli spazi a curva-
tura costante occupano nella geometria riemanniana.

5. Coordinate normali in una varietd a connessione affine asimmetrica.
Tensori normali, spazi a connessione affine omogenea; estensioni di un ten-
sore. Applicazione alla teoria degli invarianti differenziali. — La nozione di
coordinate normali, data dal RIEMANN per gli spazi riemanniani (*') ¢ stata
estesa dal VEBLEN alle varietd a.connessione affine simmetrica (*%). B facile
estenderla anche alle varietd a connessione asimmetrica: in sostanza assu-
mendo come coordinate normali in uwk punto quelle che sono tali per la
connessione simmetrica associata (n.° 3). Perd & possibile ed assai pilt con-
veniente, mi sembra, darne una costruzione diretta. Rammentiamo anzitutto
che, secondo la definizione di VEBLEN (*®) — applicabile anche al nostro
caso —, un sistema coordinato y* & nmormale in un punto P, di 4, se le
soluzioni del sistema differenziale

d>gy v dohdxv

*2) E/ T

0

che rappresentano le geodetiche uscenti dal punto P, supposto (yl::(), o= k)

(¥} BiEmany, 1, 1854; ediz. 1923, pp. 10-11. Sulle coordinate normali di RIEMANN in
relazione con gli invarianti differenziali e il tensore di curvatura, ved. anche VERMEIL, &,
1919; Hererorz, 21, 1924,

(*®) VmBLEN, 13, 1922, Ved. anche VEpLEN e T. Y. TrHomas, 18, 1923, pp. 562-566.

(3*) VesrLex, 13, 1922, p. 193; 47, 1927, p. 85.
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acquistano in tale sistema la forma lineare

(43) yh =Bt

Ci6 premesso: le equazioni (42) delle geodetiche danno luogo, per suc-

cessive derivazioni e sostituzioni, alle seguenti:

d3w‘) Y dmx daf}p. dm’?_

a T g ard T
' | oy  datdavdatdae
7L S P TR TR TR R

......................

(44)

......................

ove le I35, . 2, (M =3, 4,..) si possono calcolare con le formule ricorrenti:

ar; a
- Y . iz ses }.Q % v B 40 p—
(45) Wiy = hllnrmz et gy g L, (0 (=2, 3,

%

)

Gli effettivi coefficienti delle forme guadratiche, cubiche,... nelle dat che

at

figurano nelle (42), (44), non sono pero le I%;, . 3, (@ =2), ma le 2> che
se ne ottengono mischiando (ved. (**)) rispetto a tutti gli indici inferiori. (K

manifestamente lecito sostituire senz’ altro nelle (42), (44) alle T, ey {g=2)

le TG, %)) simmmetriche rispetto agli indici inferiori).

5
1A2 ser

Se le I3, si suppongono anulitiche nei loro argomenti x'x’..x" rica-
viamo subito (**) da quanto precede le effettive formule di passaggio dalle

2> alle coordinate normali y*:

v v 1 3
L — W =y — 5 (P(m})o ?/l,@/H —

(46) 1
m!

1
Y (F(vkm))o Yy — . — (TP xm))o Yyt Yy —

(i) Cfr. VesreN e T. Y. TromaAs, 18, 1923, p. 561, form. {6.5). Si noti che le (45) espri-

mono in sostanza che I & oftenuto da TV applicando a questo sistema, consi-
Midg - Aihg e d, 2PP q s
thg e Mgy thg s Ay

derato formalmente come un tensore a ¢ indici di covarianza (senza prendere in considera-

zione 1'indice superiore) I’operazione di derivazione covariante vy, .
g

o
(*) Ofr. ad es. VEBLENX, 47, 1927, pp. 84-85.
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ove 'indice , designa i valori calcolati nel punto P,. Possiamo — senza pil
supporre 1 analiticita delle T3, — sostituire ai termini di grado > m (m=2)
rispetto alle 2 nei secondi membri delle funzioni delle %’ che in P, si an-
nullino con le loro derivate prime, seconde,.., m™¢ rispetto alle y*, e del
resto arbitrarie: allora abbiamo le coordinate normali d’ ordine m. Le coor-
dinate normali di secondo ordine sono le coordinate geodetiche in P, (**).
Queste sono caraiterizzate dal fatto che, assunto un tale sistema di riferi-
mento, i parametri I‘ip nel punto P, supposto vanno a coincidere con le compo-
nenti del tensore di torsione: in altri termini, in P, si annullano le B}, =1T0,,.

Tutte le interessanti applicazioni che delle coordinate wvormali hanno
dato VEBLEN, EseNnarT, T. Y. THOMAS,... pel caso simmetrico si estendono
alle connessioni asimmetriche: anzitutto, la nozione dei lemsori normali. In
conseguenza del fatto che, per wuna qualungue trasformaszione sulle X, le
corvispondenti coordinate normali {con !'origine in un punto P,) subiscono
una irasformaszione lineare a coefficienti costanti, la stessa che si ha in
quel punto per le componenti di un vettore controvariante, si ha subito che
i sistemi mullipli aventi, in ciascun punlo P,, come componenti i valori
(ivi calcolati) delle derivate

£y

q
(47) L

ay"r,ay’fg sen ay’l'q ?
N>

ove le y* sono coordinate normali con I origine in I’, e le T';, sono i para-
metri della connessione affine in coordinate y=, sono temsori: precisamente,
sono i tensori normali (**). Per avere la serie completa dei tensori normali,
Cis “ximy ..y, Disogna (a differenza di quanto accade per le connessioni simme-

triche) includere anche il caso ¢ =0, che ci da il tensore avente in P, per

2

N

componenti le (l‘fw)oz esso & il tensore di torsione ng‘, che diremo quindi
anche primo tensore normale {0 tensore normale di primo ordiue): come
tale lo indicheremo qualche volta con C‘;;l:

A "
(48) Coy" = Si".
Il secondo tensore normale (o tensore normale del secondo ordine), C};;g‘q, ha

(*?) Se in particolare ai termini di grado > 2 rispetto alle yv nelle (46) si sostituisce
lo zero, si hanno le « path codrdinates » di EisENHART: ved. 17, 1923, pp. 378.380.

(**) Cfr. VeBLEN e T. Y. THOMAS, 18, 1923, p. 566 e segr; VEnLmw, 47, 1927, p. 89
e seg.
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in P, come componenti le quantita
oI
(49) (“a}f“) = (Cis .

Valendoci delle (46) (**) e delle (4), e tenendo presenti le (7), (21), froviamo
che tale tensore si esprime nel seguente modo in coordinate x¥ gualunque:

2 ‘
= A or A A I3 . 3
(50) va'fr = 390? — I ;.J'T - I‘pm o — I‘(;wfr) + Sgme:M .

Le (50) comprendono come caso particolare le note espressioni del primo ten-
sore normale di una connessione simmetrica (*°).

In modo analogo potremmo ottenere espressioni per le componenti dei
tensori normali successivi. Tra le compounenti di un tensore normale qua-
lungque Ci;;z‘.rm ey sussistono delle relazioni, e precisamente:

1) Si ha
(b1) C{E;V’/;'\Tx’t'g T = 0. (g =0)
2 C};{,%w wr, (§==2) & simmetrico rispetto ai ¢ indici 7,7, ... 7,.
In particolare il secondo tensore normale C};;’.‘T avra n' — n(n 3 2) com-
pouenti indipendenti: appunto quante ne hanno insieme B(;E;i“ (n’(g)— n(g),

7
2
prevedibile che 0;;2”7 possa esprimersi per questi due tensori, e viceversa:
infatti troviamo:

perché By'==0, By = ()) e 'V(Tb)S&;;;‘ (72'2( ), perché V‘Tb’S(g,;)}‘ = O). B dunque

1
(52) it = 5 (B3 + By + v0'83"
onde
v 1 e YaThRi eV v Y
(b3) Bwpk = 9 (07.(u'p +- Cwl'p - O).p’m - Cp.)l'w)
1
(54) v 8t = o (Ot — €.

2

{*} ma & subito visto che 1'esistenza di C[m:kr non & affatto subordinata alla conver-
genza delle serie (46). Pin in generale, per costruire I’ m»° tensore normale & lecito sostituire
alle, coordinate normali vere e proprie delle ecoordinate normali & ordine m -+ 1.

(%) Ved. 18, 1923, p. 568, form. (9.13).
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g 4 .. .= *-.- M M ..
Anche i tensori 8", R, R i’ si potranno esprimere per C‘lwﬂ, e questo
per due di essi: ma in fali espressioni figura anche il tensore di torsione
(primo tensore normale); ad es. abbiamo

(55) va T [3Rv'rp. -+ Rvp*r -+ R'rpv +2(R p-‘r.'v + R pv'rl) |"2<2S[uy xv - wa }‘T)L)]7
(56) Rop’ = Cia'p — Cipro 4 Sia" Sy — 83y m
BT R5i3” = Ciily — Ciilo + 855"S5” — 853"

Cancludendo: come nel caso delle connessioni simmetriche — nel guale
caso il tensore di curvatura, all infuori del quale non vi sono altri invarianti
differenziali del secondo ordine indipendenti, si esprime pel tensore normale
A@;%T, corrispondente a Cf;;)-‘f, e viceversa (**) — cosl anche nel caso generale
delle varietd a connessione affine asimmetrica & questo tensore CE;;%T che rias-
sume futte le proprietd diﬁ”erenzz‘ali del secondo ordine.

Come C@;%T per B;T'E; e V~ Sw , cosi pit in generale I’ (m 4 1)™? tensore
normale C};;%Tm .7, Si esprime in forma razionale intera per va, Sw , le de-
rivate covarianti di Bm,,‘ (con la derivazione ¢, o anche y) fino all’ ordine
m—1, di S;L;" fino all’ordine m. Su questo non ci fermeremo.

Ci tratterremo invece per un momento sul significato geometrico di C[M, -
o almeno, del suo annullarsi. Si vede bene, per le (52), (53), (b4) che le va-
rietd per le quali

(58) Ciste =0
possono anche caratterizzarsi mediante le condizioni
(59) By’ =0, yV'S;t=0.

Queste esprimono anzitutto che la connessione simmetrica associata alla

s

connessione y supposta e infegrabile, cioé,. che lo spazio a connessione affine
simmetrica associato alla supposta varietd & um ordinario spaszio affine. In
questo spazio sard possibile assumere un sistema di riferimento geodetico in

tutti i punti, cioé cartesiano (per la connessione y®), rispetio al quale le

o . .
5 In questo sistema coordinato
le componenti del tensore di torsione diverranno delle costanti numeriche;
lo stesso accadra, essendo nelle attuali ipotesi

(60) Rii’ = R'5i = Sod = 8a"S3” — Sip8is”

derivate Vr) divengano le derivate parziali

(¥} Ved. ad es. VEBLEN, 47, 1927, pp. 91-92.
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e quindi

(61) v R =0

pel tensore di curvatura. Se & v, { sono vettori che si spostino lungo una
curva per (y®)-equipollenza, lo stesso avviene dei vettori S "E'n®, Ry En"C" In
termini pit espressivi: ¢l {rasporto per (yP)yequipollenza conserva la tor-
sione e la curvatura (*").

Ciascuno spazio pel quale valgono le (68) o (b9), ammetie poi, come risulta
facilinente da quanto precede, un gruppo (in generale semplicemente transitivo)
ad n paramebi di trasformazioni isomorfiche (ved. (**)) in sé, che sono
le (y?)-traslazioni (traslazioni in sé dello spazio affine associato). Tutti 1 punti
dello spazio in parola sono dunque equivalenti rispetto alle isomorfie: mi
sembra che ci0 possa esprimersi dicendo che esso & uno spazio a connes-
sione offine omogenea. Di questi spazi (che comprendono come caso parti-
colare, per Sg;;;‘::o, lo spagio affine) sono proprietd caratteristiche le (58),
le (b9), e cosi pure le (60), o anche soltanto le (41) del n.° prec. Per le (59)
abbiamo la seguente costruzione:

Si prenda uno spazio affine ad n dimensioni: in esso si prenda ad ar-
bitro un tensore costante Sl;;x, emisimmetrico rispetto a w, v. Se assegniamo
al supposto spazio una connessione affine asimimetyica, aqvente per tensore
di torsione il fensore S(L;l ora detto, e per connessione simmetrica associata
quella (integrabile) dello spazio affine, si fo di questo appunto uno spazio
a connessione affine omogenea (cioé, a secondo tensore normale nullo).

B particolarmente notevele il caso in cui le componenti del tensore as-
segnato, Si;;)“, soddisfano alle relazioni (identitd di JAcoBI)

(62) S55"S5! + Sop' S 4 83" Sa’ =0, (ciod Spi"Spp’ = 0);
o in altri termini, tali componenti possono interpretarsi come le costanti di
struttura di un gruppo di Lie ad n parametiri. Questi particolari spazi a
conunessione affine omogenea, pei quali si ha anche
(63) v:Si =0, y.R =0,

forniscono una rappresentazione geometrica dei gruppi di Lig, diversa da

quella che CARTAN e SCHOUTEN hanuo indicato. Se il tensore S3*S;" & di
rongo m, cioé il corrispondente gruppo & semplice o semi-semplice (**), lo

(") relative, s’intende alla econnessione y: mon ¢’é ambiguith giacch® la connessione y®
& a torsione a curvatura nulle.
(*®) Ved. CARTAN e SCHOUTEN, 39, p. 810.
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spazio & a connessione euclidea, ed ha per tensore fondamentale della me-
trica il tensore

(64) Wy =-S5 8" (¢ == cost. arbitr.).

Un caso assai particolare &, per n=23, lo spazio della polarizzazione
rotatoria del CARTAN (*°): spazio euclideo occupato da un mezzo omogeneo
e isotropo, dotato di un potere rotatorio per la luce polarizzata: nel quale si
assuma a legge di trasporto per parallelismo delle direzioni normali a una
linea retta (il che basta per definire la connessione euclidea)la legge secondo
cui varia la direzione della vibrazione luminosa quando quella linea retta sia
seguita da un raggio di luce polarizzata rettilineamente.

Torniamo allo studio generale delle varietd a connessione affine.

Pel caso delle connessioni simmetriche VEBLEN e T. Y. THoMAs hanno
introdotto anche un’altra nozione importante, che si coliega assai da vicino
a quella dei tensori normali: la nozione delle esfensioni, dei vari ordini, di
un tensore (°°). La definizione medesima di VEBLEN e T. Y. THOMAS pud ap-
plicarsi senz’ altro anche al caso delle connessioni asimmetriche, e da luogo
allora ad estensioni che coincidono con quelle relative alla connessione sim-
metrica associata. Indichiamo con D il simbolo di estensione: I’ estensione 1n™4

‘p..x, ...xs s .
Dieyonn Lm,...u, di un qualunque tensore K|

TiTe e Ty

tm% & un tensore (simmetrico

1 e By
rispetto a t,T, ... T,,) che in ciascun punto P, della A, supposto ha per com-
ponenti i valori
N
amE. [EIRTIE
Wy see Wy
(65) ay*t]ayrg...ayfm 0’

g

N
ove le y¥ sono coordinate normali in 4, con I origine in Py: le E7 " gono
[EPRTH]

4

le componenti del tensore assegnato nel sistema 3, e l'indice , significa che
le derivate vanno calcolate nel punto P,. Ad es. abbiamo

. b
(66) D, = v-p, + Sii'pr = yo9,,
(67} DTaTacP’-‘ = VTBV’H@V -+ S’EI‘;&[LV?QPV + S‘»;T.?}J‘V'HCPEL -+ S‘;’-’.lp'V’Txcpp‘ +
+ (852, "Sjer 4 O3z )
E in generale, |’ estensione m™® D, . ... E "% di un tensore Eml"‘m * diffe-

M e D

" ; . . cs My e X "
risce dalla sua derivata covariante v, V-, .. \773VT1E’%W%s per un complesso

(49 Ved. Carran, 24, 1924, pp. 303-305.
() Vesrex e T. Y. THoMAs, 18, 1923, pp. 571574

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo VIIL. 10
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di termini additivi, combinazioni lineari del tensore stesso e delle sue deri-
vate covarianti prima, seconda,.., (m — 1)™% i cui coefficienti dipendono, in
modo razionale intero, dai tensori normali dei primi #2 ordini (*%). I tensori
normali stessi possono considerarsi ottenuti applicando il processo dell’ esten-
sione (prima, seconda,..., m™%...) al sistema FZ;,,.

L’uso dei tensori normali permette, come nel caso delle connessioni
simmetriche (°*) di dare una forina particolarmente semplice ed elegante alla
teoria degli invarianti differensiali di una connessione affine asimmetrica.
(B analogamente, le estensioni trovano applicazione nella teoria dei para-
metri differenziali: ma su questo non potrei ora soffermarmi).

Ricorderd che un sistema di fanzioni {(componenti)

oy, am—T},

CeRg e N e g e B ' Trw
(68) Eml - le... W (I‘W” QT I QoeT Qe ., awrm_i)

che per effetto di una trasformazione (3) sulle v, che induce la trasforma-
zione (4) delle Pi;.,, si muti, secondo una determinata legge (ad es.: invarianza,
covarianza o controvarianza semplice o multipla, varianza mista, ecc....) in

LHg e K

. . . . 7, . . . . . .
un sistema di funzioni £ s delle x” si dice invariante differenziale (d’or-

1 e O

dine m) della connessione y se la componente .E";)""‘ e
-

o . .

5,0 st pud esprimere
! * » Y -

per I‘sﬁ, e le sue derivate rispetto alle " come la corrispondente componente

E: ™% & esprime per I';, e le sue derivate rispetto alle 2’ (**). Cié posto,

D) veu O
se c¢i limitiamo agli invarianti differenziali che, per le (3), sono tensori o
scalari, abbiamo subito, tenendo presenti anche osservazioni e risultati pre-
cedentemente esposti:

TEOREMA DI RIDUZIONE. — Gli invarianti differenziali (tensoriali o sca-
lari) di ordine m di una varietd a connessione affine g sono gli invarianti
stmultanei :

a) dei tensori normali degli ordini 1, 2,.. m: Cl;;x:—:S};;l, Ck;;ﬁ,...,
Csegmy oy, - ODPUYE:

(°) Cfr. ad es. EIsENHART, 48, 1927, p. 74
(®?) Ved. T. Y. Taomas e MicHAL, 48, 1927, p. 197 e seg.
(%) Cfr. T. Y. TuoMAS e MicHAL, 1, ¢, pp. 197-198. Veramente, secondo T. Y. THOMAS

Sa Ry e K

e MicHAL, }_Z'm1 o,

verrebbe detto un imvariante differenziale d’ ordine m — 1. Ma i para-

metri I‘E;v danno gia il passaggio da un punto della varietdh ad un altro qualunque nel suo
intorno del 1° ordine.
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<t

b) di Slt;;x; di (}*;ﬂT e delle sue derivate (**) (0 estensioni) prime, se-
conde, ..., (m — 2)m¢, Oppure:

c) di Si;;x; di due ad arbitrio dei tensori Ry, R*L;;xif’, Bow', So e

delle loro derivate (c. s.) (0 estensioni) prime, seconde, ..., (m — 2)2¢, Oppure :

d) di SF;,;x e delle sue derivate (0 estensioni) prime, seconde, ..., (m— 1)»¢;

di uno dei tensori By, Rop, R*{;l;i" e delle sue derivate (o estensioni) pri-
me, seconde, ..., (m — 2yme (%%,

TEOREMA D1 SOSTITUZIONE. — Ogni invariante differenziale (tensoriale

o scalare) della connessione y dato nella forma (68) pud esprimersipei ten-

sori normali, sostituendo nella sua espressione (68) le [“);v con le C@;XzS@;l;
% )

. . . , r,
le = con le C ..., in generale, ciascuna derivate —————— con la cor-
3007 WY Ty o0 g H 390'“850@-2 am'r,,

rispondente componente del tensore normale Oi;;?‘m,,__,% (r=0,1,..., m—1) *%.

PARTE SECONDA

Le trasformazioni che conservano il parallelismo (7).

6. Forma delle trasformazioni (7,) che conservano il parallelismo in una

varietd (4,) a connessione affine asimmetrica. La connessione invariante. —
Le equazioni

(1) dEr = dE* 4 T}, Edo’ = 0

che rappresentano il trasporto per equipollenza dei vettori (controvarianti)
in 4, non sono atte a rappresentare il {rasporto paraillelo delle direzioni,
perche non sono invarianti per una trasformazione

(69) B0 — . E,

ove A & uno scalare funzione arbitraria del punto in 4, (o sulla curva lungo
la quale consideriamo il trasporto (1)) [escluso naturalmente il caso banale in

(%) con la derivazione vy, oppure v* oppure y@,

(®%) Cfr. per quest’ ultimo enunciato: WrrTzenssck, 15, 1928, p. 8566. In questi enuneciati
parlando di dnvarionti simullanei di pit tensori intendo limitarmi agli invarianti esprimibili
in fermini finiti pei temsori medesimi.

%) Cfr. T. Y. THomAS e MricrAL, 43, 1927, p. 199, e VesreN, 47, 1927, pp. 9091, Le
denominazioni: feorema di riduzione e di sostifuzione corrispondono a: Reduktionssate se-
condo WEITZENBSCK (15, 1023, p. 350 e seg.) e: replacement theorem secondo T. Y. THOMAS:
ved. ad es. 88, 1926, p. 729, ¢ 46, 1927, p. 568,
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culi 2 & una costante], Ma & facile dare alla (1) una forma invariante per
le 69), analoga a quella di SYNGE per le equazioni delle geodetiche (°%):

(70) de Bl = dgl £ - ThEYE e = 0 (ved. (%)
cioeé
(70%) e BT = BYA(dE - B 4- TLEEda”) = 0 (%),

Dalle (70%) ricaviamo agevolmente (**) che la condizione necessaiia e
sufficiente perché le —I‘.:;V stano © valori acquistati dalle I‘f;,, per una 1rasfor-
mazgione della connessione che conservi il parallelismo delle divezioni & che
si abbia

o L ome TS YN
(1) I‘p.v - %%Tw - Pp.v - 58};1‘:»:
o, infine, che sia
(12) T}, =T}, -+ 283,
ove ¥, é un vettore covariante arbitrario. Le (712) rappresentano dunque la
piu generale trasformazione 7, della connessione y (°°).

Le (71) possono scriversi
(73) Z;w - L[);w
ove abbiamo posto (cfr. J. M. THOMAS, 36, 1926, p. 663, form. (5.14))

- 3 TR PO
(74) Ly, =T}, — p 0,17, .

Dunque il sistema Li;v & invariante per le T),, cioé per le (72) (diremo:
(Tp)-invariante). Le Lﬁv, per una ftrasformazione (3) delle coordinate, si trasfor-

mano secondo le formule
(75> . [\; awl aww 8%’8 azxv am/5' . l 88 ae
T T e . e dr M dw®

ove § & dato dalla (19): e godovo della proprieta

(16) I5,=0.

(") Ved, Exsuxuarr, 17, 1923, p. 369.

%% 5?1“: “‘;’65{"-—52‘7’ 6;;3, in generale 8772 Tm — el T1372 ., 8Tm (ved. (%) & il simbolo di
: ) \ g dy, Pa e iy

Kronecker generalizzato (MURNAGHAN). Ved. ad es. VEBLEN, 47, 1927, pp. 3-6.

() con un procedimento analogo a quello seguito da VEBLEN e J. M. THomas pel caso
delle trasformazioni che conservano le geodetiche: ved. 87, 1926, pp. 281-282.

(5% Ved. Frimseckr, 27, 1925, p. 106; J. M. Tuomas, 36. 1926, p. 662; EsENHART, 48,
1927, p. 30.
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Iutrodotte le. L?W, le (70%) possono scriversi sotto questa forma invariante
per le T,
(1) B2(dE™E¥ + L EE ) =0,
e anzi, se £(f) & una serie di vettori le cul diregioni siano parallele in 4,
lungo una curva I, onde
(18) A8 -+ TP’ = Rdt-E,
(k essendo una qualunque funzione scalare del parametro { cui sono riferiti i
punti di I'), basta porre, lungo T

(19 h= C‘e%f Tode” ~‘f wat (C=cost.)
perché pei vettori

(69) £ —= hE

si abbia, lungo T'

(80) dEOM - L, EOPdgp” = 0,

Lo studio degli invarianti per le T, potrebbe dunque basarsi sulle Lf;v, cioé,

costituirsi come teoria invariantiva delle equazioni (7). Ma ¢’ & un inconve-
niente abbastanza sensibile: 1a legge di trasformazione (75) non coincide con
la legge di trasformazione (4) delle I‘iw; e neppure con la legge secondo cui
si trasformano le « componenti dello connessione proiettiva » Hf;y di T.Y.
THOMAS (espressa dalle (99) indicate pili innanzi). 8i dovrebbe dunque costruire
una teoria in gran parte nuova.

Questo in effetto non & necessario. Infatti & agevole ricavare dal sistema wa
un altro sistema, ‘P&v, pure (1), )-invariante, ma che si trasforma come I‘i;,,. Osser-
viamo che per le (75) il sistema

T __T7 1 T
(81) Lv?'-—rv't”“%r*—v

T

si trasforma (per effetto delle (3)) nel modo seguente:

By dopw _72—-1 20
(82) L af — Ligr Y™ n am,a-

Ne segue subito che, posto
A A 1 2ogr
(83) Pp‘\) — LP‘\‘“ -+ ?_’;::—i SP« Lv’t‘
si ha appunto
L Qe 3 2 v 9
(84) P, pp, S0 B T 30
doc T Qo' dory dac'Tdue'” Que
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Cioe, che le P?;v ((T)y)yinvarianti) si trasformano come le I‘f;,,, e percio,
sono i parametri di una connessione affine, y'P, intrinsecamente legata alla
data, v, e invarionte per le trasformazioni (T,) che conservano il paral-
lelismo.

A questo risultato possiamo arrivare anche per un’altra via pil semplice.
Notiamo che pel cambiamento (72) della connessione si ha, per le (7),

Tk LA sk
(85) Sit = St 4 By — 8y
e quindi, per le (1D),
(86) D, =®, — (n — 1)Y,.
Vi & dunque una scelta intrinseca di ¢,:
1
(87) b=,

tale che per la nuova connessione 1l vettore di FEinstein si annulli; a cui
corrispondono i seguenti valori delle f;ﬁv, determinati in modo invariante per
le T,:

(88) Pl,=Th+ Eé‘i 5, .

Tenendo presenti le (74), si vede subito che queste quantitd coincidono
con quelle date dalle (83). Cid prova nuovamente quanto avevamo enunciato
e per di pit ci mostra che la connessione y?, intrinsecamente determinata
dalla data y in modo invariante per le Ty, da luogo allo stesso trasporto
parallelo delle direzioni che quella (y) assegnata: e tra tutte le trasformate
di questa per le T,, é caratterizzata dal fatto che per essa si annulla il
veltore di Einstein @,: il che ha un semplice significato geometrico, che
abbiamo gia notato (n.° 3).

Si osservi questa conseguenza notevole: a un (rasporto lineare delle
direziont & intrinsecamente legato un trasporto delle lunghezze (del vettori
le cui direzioni varino per parallelismo). In altri termini: una legge (lineare)
di trasporto per parallelismo in una varicld curva determina univocamente
una legge di trasporto per equipollenza, a cui é subordinata. Di questo risul-
tato ci si pud render conto geometricamente tenendo presente il significato
dell’ annullarsi del veitore di Einstein (n.° 8), e il fatto che una omografia vet-
toriale tra due stelle di vettori di £, affine & individuata assegnando I’ omo-
grafia che essa subordina tra le stelle di direzioni omologhe, e inoltre, secondo

due direzioni omologhe, una coppia di vettori omologhi. Il risultato puod para-
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gonarsi a quest’ altro stabilito dal CARTAN: che tra le connessioni proiettive
aventi le stesse geodetiche ve ne & una intrinsecamente determinata, inva-
riante per le trasformazioni (7)) che conservano le geodetiche: la connessione
prolettiva normale (°4).

Mediante le (83) le P&V si esprimono per le L?w: ma anche inversamente,

le L?W possono esprimersi per le P&v: dalle (74), tenendo presente che le L:‘w
sono (7T,)-invarianti, oppure dalle (83) risolvendo, otteniamo

x v g
(89) L= Pl ~ 8P,

Dunque anche le Pi;,,, come le Lf;.,, sono sufficienti a individuare il tra-
sporto delle direzioni subordinato alla supposta connessione affine, o, se si
vuole, a individuare questa a meno della pits generale trasformazione T,.
Corrispondentemente, abbiamo che basta sostituire alla normalizzazione espressa
dalla (79) la seguente:

— 2 fo,dx" — [kat
(90) h= .o it/ S (C=cost.)

perché una serie di vettori £(f) le cui direzioni sono parallele in 4,, lungo una
linea T' dia luogo a una serie L'9(f) = AE(f) di vettori egualmente direiti, ed
equipollenti lungo I' per la connessione y®: tali cioé che sia, lungo T,

dEm))
91 A (0)&L
(91) T -+ PLE t =0,

Indicando con Q?W i parametri della connessione simmetrica y'¢ associata

(n.° 3) alla connessione invariante ¢, con H ;; il tensore di torsione di questa,
avremo:

(92) Ql, = P,y =B, o (5 @, 4+ 3D,),

(93) Hy = Phy= 85" + o (a?cp — 3D,) (™).
Naturalmente sara

(94) H; = P}, =0.

o

(64) Carran, 25, 1924, pp. 221.226. Ved. anche ScuHoUTEN, 26, 1924, pp. 423424 e 38,
1926, pp. 156-158.

{59 wa & il sistema z@ di J. M. Tromas (36, 1926, p. 663, form. (5.12)); I, b o il ten-
sore 53'5,6 di J. M. TroMAS (1b1d form. (5.11)), indicato con :T da EISENHART (48 1927, p. 85,
form. (18.4)). I/ invariante p* o’ che ha fra i (Tp)dnvauann un ruolo essenmale, in quanto

da esso full gli aliri possono dedursi (n.° 8), non era invece stato notato finora.
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Mediante il tensore HE;;A si pud formare una successione di tensori, sempre
(Ty-invarianti, tutti sémmetrici rispetto ai loro indiei:

1
CV T e e
IES le == Spl Syt — n—1 ©,0-,

(95) P —
Qrvw — Hpk vr Hnmp'

il primo dei quali, se di rango n, potrebbe servire come tensore fondamen-
tale di una metrica intrinsecamente determinata dalla data connessione affine,
e (Tp)invariante.

Risulta evidente dal confronto delle (93), (11), che l'annullarsi del ten-
sore H@;" é la condizione necessaria e sufficiente peirché la data connes-
sione y sia emisimmetrica (n.° 2), come ha notato J. M. THOMAS (*)). E quindi
anche: una connessione asimmelrica pud rendersi simmetrica con conserva-
zione del parallelismo allora e solo che essa é emisimmelrica (ibid.).

Questo risultato pud ottenersi anche per alira via: é evidente che sara
possibile trasformare la data connessione y in una simmetrica mediante una 7),
allora e solo che per la connessione supposta sussiste il feorema di Severi,
nella forma enunciata al n.° 2; o ancora, allora e solo che il vettore (di torsione)
SQ;XE%“ associato a due qualunque vettori & v in un punto (qualunque)
della supposta A, é complanare a & 7. Ora: la condizione perché quest ul-
tima circostanza si presenti si esprime agevolmente: troviamo appunto che
deve essere

1

s X A

(96) S}w = n'—:l (EVQ}L — 5p~®v)

cioé, che la data connessione deve essere emisimmetrica (**). Sostanzialmente

(63) 86, 1926, p. 669.
{89 Infatti la condizione perche S; A Vbt sia complonare a § % si serive

H 5?ma§p~ vS wgpn =0

TS

ove 8}"“ —-3*6[16“6 oy (ved. (18), (%)) La precedente relaziome varrd per ogni & 7 allora e
solo che
(g) 61/0‘9 -t 53ms w + 5}}[68 +5?xo’s ~@ 0.

pyaT et pw WTw pTw
Ponendo % ==y, o= A e sommando si hanno appunto le {96}, e inversamente, dalle (96}

counseguono agevolmente le (g). 8i noti che analogamente &

(h) Rmplv = 1 (aw pA Bp.le) (RM = RT[JJT)
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questa proprietd era gia stata data, in forma equivalente, per quanto in ap-
parenza assai diversa, dal CArTAN: infatti il suo « primo tensore irreduttibile
di torsione », G, pud identificarsi con Hjy” (cfr. n.° 3 (**), (**)).

Alle due caratterizzazioni date poco sopra per le varietd a connessione
affine emisimmetrica possono dunque aggiungersi queste altre due: che in
una tale varietd, pel (rasporto parallelo infinitesimale, la dirvezione fra-
sportata 1resta tangente alla superficie geodetica iniziale, e che la trasla-
zitone associata @ un qualunque ciclo infinitesimo é rappresentdta da un
vettore lo cui dirvegione appartiene alln 2-direzione del ciclo (*%).

Per Plxw si pué agevolmente esprimere anche il sistema H&v delle com-
ponenti della connessione proiettiva (secondo T. Y. THOMAS (°7)) legata alla
connessione afflue y: le quali, invarianti per le 7T, (che conservano le geo-
detiche), lo saranno a maggior ragione per le 7),. Si ha

1 T T 1 A T o T
O My = By — 5 GiBL + 0B = G — —— (105 + 845,
Ricorderd che le Hlkw godono delle proprieta
(98) H?w = D:?.:p; sz =0,
e si trasformano, per le (3), secondo le formule
d* e " Ry x? 1 .5 28 1 .5 20

& y e - v v
99) Iy = I, 20t duc'e x>y e s m + 173> n4+1%3x%

la condizione necessaria e sufficiente perché il vettore DE*, incremento di un qualunque
vettore . per trasporfo ciclico, appartenga al piano del ciclo. Quando la 4. & una V.
riemanniana, le (k) si riducono alla condizione (J— K*) perché eoincidano i parallelismi di
Levi-Civita e di SpverI: ved. Boumprani, 9, 1921, p. 384, 385.
{85} Ved. CaRTAN, 20, t. 42, 1925, pp. 31-35. Se si osserva che
wTy

) Hj=aigSsts ove sl —= 8000 +

$250) n_la;; 8322 — 8729 |, onde %Y =0,
e si confronta con le considerazioni esposte dal CarTaN a pp. 81-82, si vede che H;'Y pud
identificarsi col tensore % di CARTAN, 0 meglio, con una sua particolare (ma intrinseca) de-
terminazione. Ora il CarTaN dimostra (ibid., pp. 34-85) che le varietd per le quali G & nullo
sono quelle per le quali «la traslazione associata a un parallelogrammo infinitesimo & rap-
presentata da un vettore situato nel piano del parallelogrammo ». J1 CARTAN non parla affatto
di connessioni emisimmetriche.

(%) Ved., sulla geometria delle connessioni affini emisimmetriche, anche PrRIEDMANN e
ScHOUTEN, 28, 1924,

(¢ T. Y. Tromas, 28, 1925, p. 200, form. (2.4).
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Le IIj, sono sufficienti a individuare, nella varietd, una connessione pro-
iettiva normale secondo CARTAN (%), di parametri

1 oI, S .
(100) Agv =0, A%v - 5'}7 Agw = H:;w Agv = -1 <— 350:. ~+ HVLGIITp-) (),

avente le stesse geodetiche della connessione affine y (comuni anche a ¢,
7P, 7).

£ lo stesso assegnare le Hg;v o le linee geodefiche di tale connessione:le
cui equazioni del resto, con riferimento a un parametro proiettivo ¢ (°) si
possono scrivere
dPoh » doevdey

(101) e Tl =

La teoria delle varietd a connessione proiettiva normale pud cousiderarsi
come una teoria geometrica dei sistemi differenziali del tipo (101); allo stesso
modo la teoria invariantiva delle varietd a connessione affine per le trasfor-
mazioni T, che conservano il parallelismo, della quale ora ci occupiamo, pud
dirsi una teoria geometrica dei sistemi del tipo (91).

7. Ricostruzione della varieth a connessione affine piii generale a partire
dalle sue geodetiche. — E interessante il vedere come dalle wa si possa ri-
salire alle I‘ﬁv piu generali a cui-esse corrispondono disponendo successiva-
mente della scelta degli altri elementi arbitrari da cui le I‘?w dipendono.

Angzitutto: sia dato un sistema di linee (101), cioé sia data in una varieta
in cui le a¥ sono coordinate curvilinee, una connessione projettiva normale.
Nelle {101) si intenderd che le Hz,jv soddisfino alle (98), e per una trasforma-
zione (3) delle coordinate si trasformino con la legge (99). Le H?;,,, dipendono

2
Poi: assegniamo ad arbitrio un vettore @, che si trasformi, per le (3),
secondo la legge (18). Cié equivale, come VEBLEN e J. M. THOMAS hanno no-
tato (*!), ad assegnare per ciascun punto della varietd, nel rispettivo spazio

da n [(n -+ 1) —_ 1} parametri indipendenti.

N

(68) CarraAN, 25, 1924, pp. 223.224.

(%) Cfr. Carran, 25, 1924, pp. 226-227; ScmouTEN, 26, 1924, p. 423 e 88, 1926, p. 157.
Cfr. anche T. Y. TroMAs, 88, 1926, p. 726, form. (9). (e AP, (@, b =0, 1,... n) non coincidono
con le I‘:fB di T. Y. TeOMAS, ma ne differiscono per fattori numerici).

() M. Y. Trowmas, 28, 1925, pp. 200-201.
(*) VeBLEN e J. M. Tromas, 87, 1926, pp. 204-295.



Exes Bomronorri: Geometria delle varield o connessione affine 83

proiettivo tangente, un iperpiano. D’altra parte anche a ciascuna connessione
affine, di parametri @, & intrinsecamente legato un vettore, Qr, che varia
con la stessa legge (18), e quindi un iperpiano; e due connessioni affini sim-
metriche che abbiano le stesse geodetiche non differiscono che per I’ iperpiano
associato. Cid premesso: se poniamo

4 Y 1 v v
(102) Gy = Hl}x -+ 1 (EXQ\; -+ 59Q2>7

le @, si trasformano secondo la legge (4), e si ha
(103) G.=a.

Tenute presenti le (97), avremo che le @, sono i parametri della pit gene-
rale connessione affine simmefrica avente le stesse geodetiche della supposta

. I . 7 -1 .
connessione proiettiva normale. Le Q{p dipendono da n( ) parametri in-

+
2
dipendenti.

Indi assegniamo un tensore H;{gf, soddisfacente alle condizioni
(104) H;,'+ Hy' =0, H;’=0
e del resto arbitrario, e poniamo
(105) P, = Q-+ H.
Le Pj, sono allora i parametri della connessione y®, (T,)}invariante, corri-
spondente alla pil generale connessione affine asimmetrica che ha le linee (101)
come geodetiche: o, se si vuole, sono i parametri del pit generale trasporto
(lineare) parallelo delle direzioni pel quale le (101) sono le linee autoparallele;
H;,” & il tensore di torsione di quella connessione y». Le P;3, dipendono da
n{n* — 1) parametri indipendenti.

Infine: assegniamo ad arbitrio un vettore covariante @,: posto

y 2
(106) I‘lp - Pg.p T a1 5;.@[»

la connessione di parametri I, (tutti indipendenti, e in numero di 7°), per
la quale & precisamente @, il vettore di Einstein, sard la piu generale con-
nessione affine a cui & subordinato il trasporto delle direzioni definito dalle
Piw e il dato sistema (101) come sistema delie linee goodetiche.

8. Il teorema fondamentale. Tensori di ecurvatura (7)-invarianti. —
La derivata covariante di un qualunque tensore per la derivazione ¢*¥ cor-
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rispondente alla connessione (7,)invariante di parametri P, si esprime age-
volmente per la derivata covariante del tensore medesimio con la deriva-
zione y, di parametri Fw: abbiamo ad es.:

9

(107) lP)& = Vv& - “’“:'— (I)vg ; Vip)&p« = Vv&p, "'# K_L_i (I)vgp. .

ves %

Piu in generale, se E ™™ & un qualunque tensore ad » indici di cova-
1 (.

variauza, s di controvarianza, si ha

O g g 20 7S g e,
(108) V E s V"Ewl.. w,,s 57— 1 (I)Ewl. w,
onde, corrispondentemente, se d, d® sono i simboli dei differenziali cogre-
dienti che corrispondono alle derivazioni covarianti y, y#, avremo

(109) AP B A ( IS)q)d B

Wy e Wy — 2 RETR O
Se il tensore E; 770" & (T,)invariante, lo sara anche il tensore g g " %
’ Loy

' {2 y3e %y vue P . . . . . . .
(e cost dpEw “ - S), e tutti i tensori derivati successivi (con la derivazione y®)
e 6

lo saranno pure. Dunque: mediante o derivazione v®, applicata o tensori
(Tp)-invarianti, si possono ottemere infiniti altri tensori dotati della mede-
sima proprietd. Lo stesso potra dirsi anche per la derivazione v, che ba
per parametri le quantith @, = Pf{,: e questo era gia stato uotato anche
da J. M. THOMAS (36, 1926, p. 668). Ma ¢’ & di piu: fwtti i tensori invarianti
per le Ty, si possono ottenere come invarianti differenziali della connes-
sione y®: e quindi anche, come invarianti differenziali simultanei della con-
nessione simmetrica g2 e del tensore di torsione ;)

In certo senso cid & senz altro prevedibile, in conseguenza di quanto g’ é
detto al n.® 6: giacché risulta da quanto ivi & stato esposto che le condizioni

(110) P, =P,

equivalgono alle (73) e quindi alle (72): e percio, sono necessarie e sufficienti
perche le corvispundenti connessioni, di parametri f&v e I‘ﬁ\, , stano (Ty)rtra-
sformate U una dell’ altra. Dunque non possono esistere espressioni (7),)-inva-
rianti, funzionalmente indipendenti da P> e

Ma valendoci del fatto che la connessione y® é essa stessa una (Tprtra-
sformata della connessione y primitiva, & facile dimostrare in modo com-
pleto e rigoroso la proprieta enunciata. Chiamiamo d ora innanzi, quando
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occorra distinguerli dai (T,)-invarianti, invarianti (differenziali) affini di una
varieth a connessione affine quelli di cui si parld al n.° 5: invarianti propri
della varietd, comuni soltanto ad essa e alle sue trasformate isonio:fiche. Un
invariante "differenziale affine (d’ordine m qualunque) della connessione y pud
sempre esprimersi nella forma (68), (n.° b): se esso & anche (7))-invariante,
¢id vorra dire che i valori delle sue cdmponenti Eul"’w:‘*’ non mutano se

nelle (68) al posto delle I}, sostituiamo i parametri (dati dalle (72)) di una
qualunque connessione (7),)-trasformata della data. In particolare, essi non
muteranno se al posto delle I"{}L sostituiamo le P‘{P: ora cid equivale a dire
che il supposto invariante & anche un invariante differenziale affine (A’ or-
dine m) della connessione y®. Che poi, inversamente, tutti gli invarianti
differenziali affini di questa connessione siano (7,)-invarianti della primitiva,
& ovvio. Abbiamo dunque il seguente

TEOREMA FONDAMENTALE. — Gli invarianti differenziali di una con-
nessione affine y per le trasformazioni (Ty) che conservano il parallelismo
sono tulti e soli gli invarianti differenziali affini della corrispondente
connessione (Tp)invariante, y®.

Se & nota una espressione di un tale invarionte per elementi della
connessione y, ne ricaviamo una espressione (Tp)-invariante sostituendovi,
a ciascun elemento di vy, il corrispondente elemento della connessione y®.

In particolare: gli invarianti del primo ordine per le T, si esprimeranno
in termini finiti per Pf;.,: come abbiamo gid veduto (n.° 6) pei principali di
essi: Lf;.,, Q?;V, Hi;v, e il tensore H};;)‘, all’ infuori del quale non vi sono altri
tensori (Tp)invarianti del primo ordine (indipendenti da esso).

Fra i tensori (T,)-invarianti del secondo ordine si presentano anzitutto
il tensore di curvatura K{;E;;;” della connessione y%¥:
2P N P},
dac dace

veaV *® ¥ ¥4 v

(111) Kmpl — -+ le X T J.me))

. . . *... P . .

i tensori di curvatura K .’ QQM' della connessione coniugata a y® (y®%)
e della connessione simmetrica associata- (g'?), e il tensore

eV ey ey D yg.e.v (g} ry.»v AT s
(112) «E—’wpl — Ay T Qme = Vu le — Vo II)p + H).w pr./ - Hk}x wav ==
. e DY ey (P) ry-.v X TT eV X TPV O YT KT
—_ Vp. Hl(o — Vo HJ\.}J« - Hlm an -+ H).p. Iixw - Zpr n).vy

corrispondente al tensore S(,;;,jf relativo alla connessione y. Posto

W, 3D,

(“8) q)),lx:m—-w

1t ) oaeT
== Vp)(pl - ¥V (I)p. = ‘Sp.l’r
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(rotore del vettore di BINSTEIN @,) troviamo agevolmente che detti tensori si
esprimono nel modo seguente per gli elementi della connessione vy:

2

(114) Kmp.) == R p.l —f 5)\(1)“,[“
- 2 v «v
(1 10) K wpl - R wp)\ + wVp ptiq)? -+ 2? Spw -+ (5 (I)p.} g (Dl} ’
1 v v
(116) Qoji" = Bii! 4+ —— 5y + —— BUFYD; — B0y — e, — ,9,)

0 1 v v
(1 17) wp) — Swp.? ’+’ 1 (alq)wp”i_ame (D) — 0Oy V[{Lb q)l) -+ m (qu)p, - apq)m)q)l .

Notiamo incidentalmente alcune conseguenze delle (114), (115), (116), (117), che
potranno servirci in seguito. Posto

(118) Rup=Ry, Ru=R%T, Ba= By, Sa=S5,

e analogamente

(119) K=Ky, Kp=K25i5 Qu=Q, Ha=Hy,

si ha:
(120) K = Rlp. (I)XP_, _K)% = R)p —+ 2\71(1)&“

T e v cas T 2”’ e T 7l+1 n a T a T
(121) Kigi = Rige 4 oy D = Bige - Ou= oy (5;09 Lie = 3 [‘*”)’
K 7;}.'1.‘T =R p3e n 1 (I)Mu
e, 41
(122) @y =By — —— Py + V0 O ~ B0y, Q" =B+ — By,
1

(123) M= S, — Oy, — VOO, + 0D, H;T=0.

—1

x * * . *v-. v * . n *
Fra i tensori K", K o), Qops’, Hopl ed H}W , Vr )HV , V@HW sussistono

naturalmente relazioni analoghe a quelle indicate al n.° 3 pei corrispondenti
tensori relativi alla connessione y, e che non importa stare a scrivere.

9. Connessioni (7T,)-equivalenti. Coordinate (7',)}normali, temsori (7’,)-
normali, estensioni (7,)-invarianti. Teoremi di riduzione e di sostituzione
per la teoria invariantiva delle trasformazioni 7,. — Valendoci del teorema
fondamentale dato al u.° preec. e delle altre nozioni e formule esposte possiamo
assai agevolmente dedurre dai risultati ottenuti ai n.! 4 e b per le connessioni
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affini in generale altrettanti risultati relativi alla teoria delle trasformazioni (7))
che conservano il parallelismo.

Anzitutto: potremo valerci delle considerazioni esposte al n.” 4 per otte-
nere la risoluzione del problema dell’ equivalenza per le Ty, o (Ty)-equivalenza
di due connessioni affini asimmetriche. Rammentiamo che le wa, per una tra-
sformazione (3) delle coordinate av in A4, , si trasformano secondo le (84), che
non differiscono dalle formule (4) di trasformazione delle I‘ﬁv. Indichiamo
con ng) le formule di trasformazione per H!;;X, con ng) le formule di tra-
sformazione per K(;;,f’ e Kig};sf, analoghe alle F,, F, del n.° 4, cioé alle (37),
(88) e (38%); da cul si ottengono, come le (84) dalle (4), sostituendo agli ele-
menti della connessione y i corrispondenti della connessione y?. Indichiamo
infine con FP, FP, .., FP . le formule analoghe alle F,, F,,..., F,, del n." 4,
ottenute dalle F¥ oon successive derivazioni covarianti (7). Avremo sen-
7 altro che:

La condizione perché due connessioni affini di parametri T, I‘g siano
(Tp)requivalenti, cioé diano luogo allo stesso trasporto per parallelismo delle
direzioni, ¢ che esista un intero N(=0) tale che le FY, F{", .., F§ siano
algebricamente compatibili, e le loro soluzioni soddisfino alle F®... Se
I3, I‘g si interpretano come i parametri delle connessioni affini in due di-
stinte varieta, la condizione ora detta sard mnecessaria e sufficiente percheé
queste due varield si possano rappresentare Uuna sull’altra con conserva-
zione del parallelismo. In particolare: le varieta a connessione affine per le
quali é

(124) Hy» =0, K;i’=0 (e quindi anche K 33" = 0)
ossia

s 1 5)»(1) 81@ ey 2 V(I)
(125) SPW = m( vy T Oy v prk :m .00,

ed esse soltanto, sono (7y)-equivalenti a uno spazio affine, cioé rappresentabili
nin—1)
con conservazione del parallelismo, e anzi in co # modi, su di uno spazio

affine: e anche su altre (qualunque) varietd della stessa classe, e in partico-
lare su sé stesse. Vedremo poi (n.° 11), pit in generale, quali siano le varieta
(T,requivalenti a uno spazio a counessione affine infegrabile, cioé a curva-
tura nulla.

Veniamo ora ad applicare alla teoria delle trasformazioni 7}, le conside-
razioni svolte al n.° 5. In una A4, si potranno definire dei sistemi di coordi-
nate normali (Tp)invarianti (diremo: (Tp)-normah') aventi per origine un
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punto arbitrario: tali saranuo le coordinate normali per la connessione ¢2,
Sia z” un tale sistema di coordinate (7,)-normali, con |'origine in P,: e pre-
cisamente, sia quel sistema (univocamente determinato) che corrisponde a un
dato sistema coordinato x”. Se indichiamo (come al n.° 3) con g le coordi-
nate normali per la counessione y — diremo: le coordinate normali affini
in 4, — corrispondenti allo stesso sistema x¥, abbiamo subito

v 29y N

) = Brde=— 2 e e e
057320327/, O-pifo n 1 | 0P g 0P o
ove le Py, .., Pig, .., SOno le quantitd costruite per le P;, come I}, ..,
D}ty e (07 B, form. (44), (45)) per le I3,: Vindice y significa che esse sono
calcolate nel sistema coordinato normale affine g, 'indice , contrassegna,
al solito, i valori calcolati in P,; infine D & il simbolo dell’ estensione (n.° b)
corrispondente alla connessione y.

Mediante queste formule, e tenendo presenti le (88), esprimiamo agevol-
mente i fensori normali per la connessione y® (diremo: tensori (Tp)normali)
G};;%},n...%, definiti dalle condizioni — da supporsi soddisfatte in ciascun

punto P, della A, in relazione con un sistema coordinato z” ivi (7))-normale —:

N
; omp
127 G 'l.“,_ - ~ PR I .
( ) ( Y T1Tg oo Lm>o 92732 ... 92"m o
pei tensori normali Cg,,‘ﬁmg ..r,, relativi alla connessione y — diremo: pei fen-

sori normali affini di questa connessione —, e inoltre, pel vettore @, e le
sue derivate covarianti; o, che & lo stesso, per le sue estensioni: ad es.

. 2
(128) Giste= O 4 1 3D,
1

2
ke o 2 ,
;:1 Cp}) .x(oﬁ;Q"ra "“ Oéz(D’rl) + ﬁ._’:] 8““012,?1(1)‘”

5 oA ek
(129) Gp.y'*r,'cs = Cp.u'*t;'rg -

In génerale, abbiamo che il tensore (7))-normale d’ordine in, Gt;;):ﬁm,_,,rmﬂ,
differisce dal tensore normale affine dello stesso ordine soltanto per un gruppo
di termini additivi, che dipendono (omogeneamente) dai vettore @, e dalle
sue estensioni degli ordini 1, 2,... m--3, m — 1.

Come i tensori normali per la connessione y® si possono interpretare
quali tensori (7,)-normali per la connessione y primitiva, cosi si potranno
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definire per questa anche delle eslensioni (Ty,)-invarianti, che saranno le
estensioni costruite in relazioune alla counessione ¢, ciod, a un sistema di
coordinate, 27, (7,)-normali. Su questo non occorre fermarci.

Terminiamo indicando i seguenti teoremi di riduzione e di sostituzione
per la teoria degli invarianti differenziali di una conuessione affine per le
trasformazioni T,: conseguenze immediate di quanto precede e degli analoghi
teoremi dati al n.° b per gli invarianti differenziali affini:

TEOREMA DI RIDUZIONE. — Gli invarianti differenziali (tensori o scalari)
di ordine m di una varield a connessione affine y per le trasformazioni Ty
che conservano il parallelismo sono gli invarianti simultanei:

ay dei tensori (Ty)ynormali degli ordini 1, 2,... m: G@;":H@;ly (}x;;%“...,
Gr[;f;ﬂ2 e Oppure:

1
b) di H};;)'; dai Grl;;}.‘T e delle sue derivate ('*) (o estensioni [(Ty)-inva-
rianti]) prima, seconda, ..., (m — 2y, Oppure:
N - . N M g * 4 e *--- eV ) 2aal
¢) di H[Wl: di due ad arbitrio dei tensori K, Ko, Qopl’y Hop e
delle loro derivate (o estensioni) prime, seconde, ..., (m — 2y, Qppure:
d) di H‘L;;k e delle sue derivate (o estensioni) prima, seconda, ..., (m — 1)ma;
i . . DY v *..“ . . .
di wuno dei tensori Quyl, Ko, Kip' e delle sue derivate (o estensioni)
prima, seconda, ..., (m — 2)ma,

TEOREMA DI SOSTITUZIONE. — Data I’ espressione di un invariante dif-
ferenziale (tensore o scalare) d’ordine m della connessione y per le tra-
A _1p*
) om—ipy,

sformazioni Ty, in funzione di Pf;v,
7 ey

117. arpv_ o IFIM)

By aXTl 3 reey ax}t‘axtﬂ - EXTm—‘l,

. A 2 , . ,

sione, a Py, (0o Uy,) e alle sue derivate prime, seconde, ..., (m — 1yme le cor-

rispondenti componenti dei tensori (Typ)ynormali GJ:HWX, 1€ VA

— . 0 anche di
9x7 77 9x™3xTe .. 0X " m—1’

¢ lecito sostiluire dovunque, in tale espres-

S
Gpv CTyYTg e Tyt

10. Altri tensori (7,)-invarianti (del secondo ordine). — Vi sono altri
notevoli tensori (7))-invarianti, oltre a quelli che finora ci si sono presentati.
Un importante tensore (7))-invariante (del secondo ordine) si esprime (come
Ry per I‘iw, o K’ per P?w) per gli elementi del sistema (7)-invariante
Lf;v trovato al n.° 6:
9y 0

v b4 v % v
N L}@ T AT Llp -+ L}.QIJZEL - Llp[’x@ .

(130) Lw;xi - —aa )

(**) mediante la derivazione y®, o y¥'%, o y@, Cfr. (3.

Annali di Matematico, Serie IV, Tome VIII, 12
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Che in effetto L. ¢ia un tensore, segue ad es. dal fatto che, ira le condi-
zioni d'integrabilita delle (75) troviamo:

..y dx daw ok
oph aw(a awfﬁ am,‘r«

r... 5 oY
. e
(131} ]; 7'{5‘(' 2—9—9’}75 == L

Del resto: per le (130), (74) abbiamo agevolmente
o¢ Y esy 1 VIyer+T /73
(152) pr.?, = Rv_ow. - 7—?: SKRQ)WF 3 ( }

onde anche, essendo Lg;" (Tp)-invariante (oppure: mediante le (114), (121)):

(133) Lo = K" — ;1;83‘.&;;.

Dalle (132), (133) abbiamo :

(134) Lo = LT = R Bt = Ky - K5,
(135) Liw =0.

Un altro tensore (7)-invariante

(136) Anpi’ = R + SRy, ().
Infatti ¢ anche:
(137) A = K" + 5Ky = L + 8Ly

Come A{o,;i.v per L(;l;i’, cosl 8i pud esprimere il secondo tensore pel primo:

1

(138) Ligs” = Mg’ — - 8 A
Notiamo ancora che si ha:
(139) Ap=A5" =R+ Ro =Ky + Ky = Ly, + Ly,
e che ¢ pure (7, )invariante
(140) Ly = Iy — Ry — ﬁ——i—l Dy, = K, — K.

() 11 tensore L - :* anche da J. M. Tuomas, da cui & ottenuto per altra via, & espresso
mediante le {132). Ved. 86, 1926, p. 668. Ved. anche Eisennart, 48, 1927, p. 35, form. (132).
(™) Questo tensore & dato anche da EisexuarT, 48, 1927, p. 35, form. (13.1) [A;-kl].
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Un tensore (T,)-invariante, che per tutt’altra via si era presentato a
J. M. TroMaAs (™), si ricava da H;;":

v ey 1 sV v
(141) Twpu? = gy " 1<Op. ok T awff[xk)-

La formula data per questo tensore da J. M. THoMAS (I. ¢.) e da EISENHART (%),
che nelle nostre notazioni si scrive

v A" 1 v v QY v v v
(142) me - Swp.l -+ h_::’l" (51@&)” + ap wh T BwSp)\) + apq)).m - chplpu)

IR
(n — 1y
si ricava agevolmente dalle (141), tenendo presenti le (117), (123). Si ha

1

T —3
(143) T, =0, Ty = P (Hy,— Hyp)=

Q) g O 7
(Slp bp).) + (n_ 1>2 (I)kp. ( )

7n—1

Infine: & naturalmente invariante per le 7),, essendolo per le trasforma-

zioni geodetiche T, il tensore di curvatura - proieltiva, o tensore di Weyl,
Waps” (°%). Ricorderd che, posto (ved. n.° 6, form. (97)):

v aHVQ a]‘—‘[vn b v X
(144) opi == gj — %%)E -+ leﬂzp _ Hlpny‘:w) ™)
(145) Hlp. == H;).p, »
si ha (%)
v v 1 v
(14’6) Wt:)pl = prl -+ 'E“:i (8;Hw) _ anpl);

(*®) 36, 1926, p. 667, form. (7.5).

(%) 48, 1927, p. 35, form. (13.5) [T;kﬂ.

(") Cfr. EisENHART, 48, 1927, form. (13.6); J. M. Tromas, 86, 1926, p. 668, form. (7.6). Un
altro tensore {Ip)-invariante introdotto da J. M. Tmomas (ibid,, ferm. (7.7)) &, nelle nostre
Si‘ T B‘ T
N L - )

P 1Klm e e (Ved. form. (121), (113)).

(%) WevL, 11, 1921, p. 101 [proj. F#,]. Scuourew, 22, 1924, p. 131 [P 4)@5_“]. FISENHART,
48, 1927, p. 88 [W;m .

(™) Ved. J. M. Tuomas, 29, 1925, p. 208, form. {4}; T. Y. Tromas, 28, 1925, p. 203
o 33, 1926, p. 726 (equé-projective curvature fensor). Si tratta in effetto, secondo la deno-
minazione proposta da T, Y. Taomas (28, ibid) di un equi-fensore, non di un fensore.
Eisexuarr, 48, 1927, p. 69 [10},].

() Ved. J. M. Tromas, 29, 1925, p. 208, form. (6).

notazioni, —
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onde segue

- e ey 1
(14‘) I’Vv.;[;)\ :B(opl +7’L

3; BJU-—BMQ
+107.( 81 | )+

1 v ~y ,
-+ ;ff:"—l [ap.(anl ~t- B}.m) - Om(”Bpl —+ B?.gx)]: (81)

(148) Wi =0, Wil =0.

Dalla (147) ricaviamo subito, pel fatto che W;." & (T,)invariante, questa
sua espressione in fuunzione degli elementi della connessione (simmetrica)
invariante ¢‘¢:

1

(149) [Vmp)v = Qn:xlliv -+ m 5;( pr _~ Q[Lw) -+

1
-1- T 5012 Qi + Qro) — 3@y -+ Q)]

Indicherd ancora una formula, interessante specialmente nel caso in cui

1

& R3"=0, che pone in relazione i due tensori W™ e Tgi” (*):

Taoen vea¥ 1 v o~V 3\
H/mplv — R(ol,m'). -+ NTl (angwl - ocanl) —+

1 o . 1 Vyee-T Y 7yeeaT
(150) -1- m OKR}L(;)T - m (5|;4Rl(07 - auRl[w ) -

v 2 2

T Lopd -+ ”g—‘__l 8)_@0,[} =+ m (ap(blw - 5&)@11)'

11. Interpretazioni geometriche. — Veniamo ad alcune interpretazioni
geometriche dei tensori (7} )-invarianti che abbiamo indicato: o almeno del
loro annullarsi.

Quale sia il significato dell’ annullarsi di H};;k (tensore di torsione della
counessione (7))-invariante y®, e primo tensore (Tp)-ilorxnale, abbiamo gia
visto al n.° 6. Aggiungiamo che, nel caso gencrale, H};;x esprime il divario
fra la connessione (y) supposta e la connessione emisimmelrica, ad essa in-
trinsecamente legata, che ha la stessa connessione simmetrica associata (e in
particolare, le stesse geodetiche) e ha per tensore di torsione il tensore

1
n—1

A ok
(151) (8,®, — 3,®,).

(1) Ved. ad es. EISENHART, 48, 1927, p. 89, form. (32.12).
(8% Si osservi anche la notevole analogia delle (146), (141).
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In forma pit geomeftrica: la presenza di un tensore H};_;}‘ non nulle denofa lo
scostarsi, anche nel {rasporto parallelo infinilesimnale, della direzione tra-
sportata dalla superficie geodetica iniziale. Per n=2 il tensore H;;" é sempre

nullo, come & ben naturale.

L’ annullarsi, insieme ad Hj ——:le}*, del secondo tensore (7,)normale

Gs;-, equivale all’annullarsi di H;)” e K;;” (e quindi anche K*(;[;i"). Come
abbiamo gid osservato (n.° 9) questa & la condizione perché la supposta va-
rietd sia rappiresentabile, con conservazione del parallelismo, su di wuno
spazio affine. L/ annullarsi di Gg;;,%T soltanto ha, per la conuessione (7, )inva-
riante ¢, il significato (indicato al n.” b) che ha I'annullarsi di C’};;%T per la
connessione y: non ho presente una interpretazione semplice e diretta della
condizione G};;%T::O per la connessione y.

L annullarsi di K(;i;i" &, naturalmente, la condizione necessaria e suffi-
ciente perché la connessione (Tp)-invarianie, W, sia integrabile: e quindi
anche, é condizione sufficiente peirché il trasporto lineare delle direzioni
subordinato alla connessione y sia inlegrabile (dia luogo cioé a una direzione
parallela che non dipende dalla curva di trasporto). Ma non &, in generale,
condizione mnecessaria, perché ¢idé avvenga. Infatti se esprimiamo che, nel
trasporto ciclico secondo la legge d’ equipollenza della connessione y, un qua-
lunque vettore £ si porta in un vettore & 4 D& (le DE* essendo date dalle (10))
che ha la stessa direzione di &, troviamo subito che deve essere

(152) BIR" + B Ry =0 (ved. (*), (*%)
onde, ponendo ¢ ==v e sommando, ricaviamo

(153) Ry = ;1%5’;[:‘{;,;;”, cioé Lgx =0.

Viceversa, dalle (153) seguono subito le (152). Dunque: perché alla con-
nessione y sia subordinato un parallelismo assoluto delle direzioni é ne-
cessario e sufficiente che sia nullo il lensore L;ol;;'_”. (O, che & lo stesso, A(;l;i‘”).
Ciod avverrd certamente, come mosirano anche le (133), se & nullo K;;;": ma
non viceversa, giacché I'annullarsi di L;;" porta soltanto

(154) Ky =~ 31K

1
7

Notiamo questa interpretazione geomefrica: & ovvio che, in generale, in
una varietd a connessione affine, la connessione determina una legge di con-
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fronto delle lunghezze, cioé una metrica, pei vettorile cui direzioni appar-
tengono a una serie di direzioni parallele (**), nello stesso modo che in wno
spazio affine & sempre possibile il confronto delle lunghezze di due vettori
paralleli. Se il parallelismo (delle direzioni) ¢ integrabile (L;,I;i”::()) e allora
soltanto ha senso il considerare il divario tra le lunghezze iniziale e finale di
un vettore per trasporto ciclico: troviamo che tale divario, per la connes-
sione y¥ (e anche per la connessione y e tutte le sue (T))-trasformate), &
allora indipendente dalla direszione del vettore trasportalo, ma non nullo in
generale: precisamente & per le (10), (154), supposto per semplicita che il
ciclo sia un parallelogrammo infinitesimo,
DI

| R
T = — ﬁ Kw‘m dim@dgmv.

(155)

Dunque: nelle 4, in cui L(;;Lj_“ = 0, entro ciascuna totalita di vettori paral-
leli, viene determinata (dalla connessione ¢*#’) una metrica di WEYL, inva-
riante per le trasformazioni 7}, che ha una curvatura segmentaria (« Strecken-
kriimmung », o <« Streckenwirbel » (3')), (Ia stessa per tuite le totalitd di vet-

tori paralleli), espressa dal tensore

1 - 1 2

(156) 7 Kiyyr = p— (a%l* L. — 300 L;'r)

Questo &, come lo « Streckenwirbel » di WEYL, il rotore di un vettore (%),
T,, determinato a meno di un gradiente additivo. Se il vettore W, & esso
stesso il gradiente di uno scalare, cioé, se la connessione y'» & equiaffine, e
allora soltanto, nella supposta 4, la metrica di WEYL detta poco sopra &
anch’ essa integrabile.

Le varietd in cui Lgof;;f’ =0 sono anche caratterizzate dal fatto che per esse
& possibile una rappresentazione puntuale, con conservazione del parallelismo,
su di una varietdh a connessione affine integrabile: cioé, che per esse possibile
mediante una trasformazione (12), con opportuna scelta del vetiore ¢,, rendere

(8% Ved. FRIESECKE, 27, 1925, p. 110 {« Da Vekioren derselben Richiung miteinander
verglichen werden kinnen, so hat jede parallele Richtungsfolge durch die Vektoriibertragung
eine Metrik erhalten »).

(8) Ved. per es. WEYL, 16, 1923, p. 21.
(%) Pil in generale, per ogni connessione affine R{;;{f & il rotore di un vettore: ved.
EseNoarT, 48, 1927, p. 0.
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nullo il tensore di curvatura, Zé(;;&;_" (*%). In altri termini, esse sono le varietd
(Tyrequivalenti ad A, a curvatura nulla, a cui avevamo accennato al n.® 9;
ed & assai facile provare questa proprietd appunto in base a quanfo allora
fu stabilito {®7).

Veniamo infine ai tensori T;ogki“, W(;};jf’. Essi sono sempre nulli per n—2:
pel primo di essi cid & evidente, essendo per n ==2 (come abbiamo giA notato)
sempre H{;;x =0 e quindi anche H;;"=0. Ma & opportuno osservare che dalla
stessa forma delle (141), (146) risulta a prriori che i tensori Ti;", Wi si
annullano per n=2. In effetto & agevole verificare che pilt in generale se
P;,};i_” & un sistema emisimmetsico rispetto ad w, p e del resto arbilrario,
il sistema

1

(157) Pl -~ (3uPoy— B,Py) (Ps. = P3;7)

per n==2 & sempre nullo. Se n3=2, T,;;’=0 esprime che la differenza fra
gli incrementi che subisce, nel trasporto ciclico relativo alle connessioni
(Tp)-invarianti g2 e ¢2, un qualunque vettore, giace nella 2-direzione- del
ciclo. K infine W';)l;;‘_" =0, come & ben noto, & la condizione, perché la varietd
sia rappresentabile, con conservazione delle geodetiche, su di uno spazio
affine: o anche, perché la counessione simmetrica associata ad essa sia, come
si dice, proietftive-euclidea (*%).

(%6) ErsgnHART ha dimostrato (48, 1927, pp. 85-36) che per guesto & mecessario e suffi-
ciente che sia nullo il fensore Afo[ﬁ.v: ma per le (187), (188}, ¢id equivale all’ annullarsi

: P
di LQM .

(") Basta osservare che, data una 4, a curvatura nulla e una varietd 4./ (Ip)-equiva-
lente ad essa, per la (114) e la prima delle F(lp) (n.° 9) si dovrd avere

.8 2

KC’*BY §=.n*_._1

Doy b, 8567

TesdE  ainn L -
ope”s ciod L By == (.

d K’...S__ 2 & H(L\
one.zﬁr—m mpde o4

1
B8 o infi R B
5 T,emfme Kaﬁr " YK

E viceversa, se questa condizione & soddisfatta, prese le 9;’ ad arbitrio, la 4./ risultera in
effetto rappresentata con comservazione del parallelismo su di una 4, a eurvatura nulla, il cui

o di torst S : 7] , ‘ "‘-Y_ oy
tensore di torsione Skp ha in coordinate x'= le componenti & b = aBY

1
1@ g 31D o).
1@_~1(a®g Bﬁéa)
H 'o','é\’ essendo il fensore di torsione della connessione (Iy)invariante, y'®, corrispondente

alla connessione affine di 4./, e @, essendo il vettore, determinato a meno di un arbitrario
b4 3

-1 .. 8
3 Kok
(¥ Cfr. per es. ScuouteN, 22, 1924, p. 130.

gradiente addittivo, che ha per rofore ®
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12. Trasformazioni (7,.) che conservapo il parallelismo e la curvatura.
Caso delle connessioni integrabili. Caso degli spazi di gruppo. — Una impor-
tante sottoclasse di trasformazioni T, & formata dalle trasformazioni, Ty, che
conservano il parallelismo e la curvatura: cioe, dalle T, per le quali anche
il tensore di curvatura R, & invariante. Come EISENHART osserva (48, 1927,
p. 32), queste trasformazioni si oftengono dalle (72) facendovi 1 ipotesi parti-
colare che il veltore 4, sia il gradiente di uno scalare (arbitrario).

Vediamo subito che per le T,, & invariante anche il tensore emisimme-
trico @,, (dato dalle (113)), rotore del veltore d EnsteiN @,. In effetto per
una (72) qualunque si ha (*9)

- 2 m d %
{158) (1)7,[L = ‘I’lp -+ (”’ - 1)(84;;:} - aj}p)

Dunque sara iI)M,‘:CDML se ¢, & il gradiente di uno scalare. Ma anche
inversamente: se in una 7, il tensore ®;, & invariante, il corrispoundente vet-
tore ¢, & di necessita un gradiente, cioé la 1), & una T,.. Dunque: le T}, sono
le Ty per le quali il tensore @y, & invariantie. E anzi:

Gli invarianti differensiali di una varield a connessione affine y per
le trasformasioni Ty, che conservano il parallelismo e la curvalura sono
gl invarianti differenziali simulianel della connessione (Tp)-invariante y®
e del tensore (IJ;_[L. Naturalmente perd la connessione ¢’ non & una (7))-tra-
sformata della connessione primitiva y: a meno che per questa il tensore @y,
non si annulli.

Supponiamo in particolare che la connessione primitiva § sia inlegrabile,
ciod a curvatura nulle (Ry,"==0): o ancora, che ammetta un trasporto as-
soluto per equipollenza dei vetfori. Questo & il caso che mi si é presentato
in un recente lavoro (*°). In questo easo, il tensore ®;, rientra esso stesso fra
gli invarianti della connessione ¢'#: iufatti per la (121) si ha

2n

1 \ 7..4'[':
( 591 ‘ IU.M 77 — 1

@y,

[3

.., 2n
cosicche ———
7 -—1

sione y'®, che naturalmente nell’attuale ipotesi ammette un parallelismo

Oy, ¢ il tensore di curvatura segmentaria della connes-

assoluto delle direzioni. Di pil, essendo in generale

(160) Slp. - S{Ll = Rlp — l{pk - (BX(J. - BM) = R).[L - RM - B)prT -
= R).p. ‘— Rp-l —+ Rllw’r - Si'w’r — R)\p - R[L), + R)pTT -+ q))kgu
(¢} Ved. BiseNHART, 48, 1927, p. 83.
%) Ved. 55, 1929, p. 54 e seg.
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nel caso attuale (R;;" =0) &

(161> V).lk - ’SW. — ®7.(}.7
e quindi, per le (143), si ha
(162) 2(” o 2)q)7.p = (7;‘ e IJ(HMJ- - pk) — (71 - 1)2 TX;LTT

Ne segue facilmente, tenendo presente la (114) che: per n>2 gli invarianti
differenziali, di ordine m qualunque, di una connessione integrabile y per
le Type sono gli invarianti simultanei del tensore EZI;;l e delle sue derivate
covarrianti (con la derivazione y*#) fino all’ ordine m — 1 (*'). Notiamo ancora
che le (150), (161) mostrano che, nelle attuali ipotesi (Ri" =0, n > 2) W3’
pud esprimersi (omogeneamente) pel solo tensore Tg)[;i”: cosicche 1" annullarsi
di T3’ porta anche I'annullarsi di W;" (*3).

Per n=2, essendo allora necessariamente Hj,"=0, gli invarianti cercati
sono gli invarianti simultanei del fensore @;\u e delle sue derivate covarianti
(con la derivazione y®) fino all’ ordine m — 2 (°%).

Ho mostrato (nel lav. 55 gia cit.) come questa teoria possa servire di
base per una possibile modificazione della pitu recente teoria unitaria del
campo elettromagnetico e gravitazionale di EinsTEIN (52, 1928; 54, 58, 1929):
tale da permetftere di rappresentare il pofenziale elettromagnetico mediante
un vettore determinato soltanto a wmeno di un gradiente additivo aibi-
trario (°*).

Sia ora la supposta varietd (a connessione affine, senza curvatura) uno
spazio di gruppo (ved. L c. (*)), tale cioé che Rj;" =0, R*(j,x;i“:O. Hssa non
r'esta lale, in generale, per una trasformazione 7}, e neppure per una T,.:
condizions necessaria e sufficiente perché uuna trasformazione (72) muti uno
spazio di gruppo in un nuovo spazic di gruppo €, come si vede agevolmente,
che sia
(163) ;" =0,

e inoltre, che il vettore ¢, nelle (72) sia soluzione del sistema ai differenziali
totali, completamente integrabile,

(164 Vb =2 — 7 )

(°Y) Ved. 85, 1929, p. 55. Ivi non avevo notato esplicitamente che il caso n =2 va escluso.

(°®) Ved. 55, 1929, p. 55, form. (41). T tensori (Tp)-invarianti del 2° ordine possono
tutti esprimersi pei due (indipendenti) Hip-+-Hp o T 5%

(%) 11 solo tensore (I )-invariante del 2° ordine e ®y,. (Cfr. nota prec).

(%) Cfr. Bemoutex, 19, 1923, p. 855,

Aunnali di Matematica, Serie IV, Tomo VIIY, 13
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onde segue anche, per e (163), tenuto presente che negli spazi di gruppo é
vu®@. =0, che i vetlore §, & il gradiente di uno scalare :

a(‘pk - a‘% —0

(165) dwot Quh

(cosa del resto a priori prevedibile, perché una trasformazione 7, di uno
spazio di gruppo in un altro spazio di gruppo non potrd essere che una T),).

Dunque: solianto gli spazi di gruppo a connessione affine emisimme-
trica ammettono delle trasformaszioni (non identiche, né isomorfiche) in allri
spazi di gruppo, che conservino il parallelisino. Queste rappresentazioni sono
date dalle (72), ove perd ¢, & un vettore covariante soddisfacente alle (164), (165).

Il veltore di Einstein ®, nelle attuali ipotesi soddisfa esso stesso a queste
condizioni (164), (165): cosicché nel caso attuale la connessione y# (manifesta-
mente a curvatura e torsione nulle) € una (7),.)-trasformata della connessione
primitiva. Gli spazi di gruppo a connessione emisimmetyrica, ed essi sol-
tanto, tra gli spazi di gruppo, sono dunque rappresentabili, con conserva-
zione del parallelismo, su di uno spazio affine. Se si tiene presente che lo
spazio affine & lo spazio del gruppi abeliani, si ha dunque una relazione
molto semplice, almeno nell’ interprefazione geomefrica, tra questi gruppi e
quelli a connessione emisimmetrica (°*). Tale relazione appare, in certo modo,
come una generalizzazione dell’ isonmorfismo classico, che corrisponde invece (°%)
alla rappresentabilitdh con conservazione dell’ equipollenza.
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