
Sul la  geometr ia  del le  wriet'X ao conness ione  afline. Teoria  

invaria, nt iva  del le  trasformazioni  che conservano il 

parMlelismo. 

Memoria di ENEA BORTOLOTTI (a Cagliari). 

Sunto. - La I Parte di questo lavoro contiene svariati complementi alla teoria delle varietg 
a connessione affine~ relativi particolarmente a una nuova e pi'k completa sistemazione 
della teoria degli invarianti  differenziali di una tale connessione nel caso generale 
(asimmetrico). La  I I  Parte svolge la teoria invariantiva delle t,rasformazioni di una 
connessione affine che conservano il pa4"allelismo~ riconducendola atlo studio degli inva. 
rianti differenziali di una connessione di tipo particolare intrinsecamente legata a 
quella data. 

1 .  I n t r o d u z i o n e .  - -  Lo studio delle tre~sformazioni fra variet~ curve  che 

conservano  il paral le l ismo - -  che ind icheremo sempre  nel seguito, per  brevith,  

con 7~ - -  g stato iniziato nel 1920 dal  BOMP~AM (9 (i)), che ha  considerato  

il caso delle v a r i e t h  r i e m a n n i a n e :  in questo caso le t rasformazioni  cerca te  

sono quelle in cui sono invar ian t i  tutti  i simboli di CHRISTOFFEL di seconda 

specie, ~ ' Ik  ttt (relativi al tensore  lbndamenta le  della metrica),  e la determi- 

nazione di tali t rasformazioni  T~ si compie agevo lmen te  uti l izzando i noti 

r isultat i  del LEvI-CIVlT~- sulle t ras tbrmazioni  geodet iche  (~). 

Pel  caso delle var ie th  a connessione affine s i m m e l ~ ' i c a ,  ciog definita da 

pa r ame t r i  r ~ tali che I'[~---I~).~ l ' ana logo  r isul tato ( invar ianza dei para-  
/ 

metr i  F vx~ helle T~) g banale  giacch6 le r~.~ (a differenza di quanto accade  
\ 

perlei~'~t) de~.~i~,a,,~o la ~ e o m e t r i a  ne]l~ ,Tariet~:L s u p p o s t a  : onde  ]e ~j9 

si r iducono al la  sola identitY. 
Ci5 non accade  pel easo pih genera le  delle connessioni  a s i n ~ e t r i c h e .  

Questo easo (insieme a quello, ancor  pifi generale ,  delle connessioni non 

(i) Questo numero -- 1' a vvertenza valga mlche ioel seguito -- si riferisce aIl'indice bi- 
bliografico. 

(g) Bom~Ih~I, 1. e., p. 318 e seg.; I~EVI-CIVITA, 8, 1896; RlccI e LEVI-CIVITA, 5, 1900, 
pp, 187-190. 
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lineal'i) ~ stato preso in cous ide raz ione  nel 1925 da H. FRIESECKE (s), che ha  

de t e rmina to  la fo rma  genes'ale del le  t ras formazioni  ~ per  tall comlessioni.  

Ii p rob lema  ~ stato r ipreso  e t ra t ta to  pifl a m p i a m e u t e  uel 1926 da J. M. TI-rO- 

MAS (*)~ che  ha  iudicato  svar ia t i  teusori  iuvar ian t i  in quel le  t ras tbrmazioni ,  

e anche  uu processo  con cui da essi si possono r i c a v a r e  iufiniti altri  tensori  

dotati  del la  s tessa proprietY. I pifl notevol i  r isul tat i  di ques te  r i ce rche ,  con 

alcuui  comple tament i ,  soJ)o stati  esposti  da EISE~HART nella sua Non-Rie- 

mannian  Geometry (5). Manca v a  per6 f inora mm teoria invar iant iva  genera le  

delle t ras formazioni  Tp di una commssione  affiue:  cioS~ dei mu tamen t i  del la  

conness ione  - -  il che  va le  a dire,  della legge  di t r aspor to  dei vettori  - -  che  

ma1~tengono ina l t e ra t a  la l egge  di t raspor to  delle direzioni.  

Appuuto  di ques ta  teor ia  ¢) io voglio qui e spor re  gli e lement i .  II r isul tato 

fondamenta le  5 ques to :  che  una data connessione alfine ne determina uni- 

voeamente un 'a l t ra ,  invarianle  per  le trasfo~'mazioni Tp; tale eonness ione  

invarim~te (7), che  d ' a l t r a  pa r t e  ~ essa s tessa mm del le  t t ' asfbrmate  (per  

le T~) del la  conness ione  assegnata~ ha una sempl ice  ca ra t t e r i zzaz ione  geo- 

m e t r i c a :  e gli invaria~zti d i f ferenzial i  della data connessione per le tra- 

s formazioni  Tp in parola sono tut l i  e soli gli invar iant i  dilTerenziali  di 
quetla eonnessione invariante.  

La  r i c e r ca  del sig~lifieato geomet r i co  del la  conness ione  invar ian te ,  e di 

una  sistemi.zioue co t iven ien te  del la  teor ia  degli  iuvar ian t i  differenziali  (per  

le 7~) mi ha condot to  a sv i luppare  a lcune  cousideraz ioni  di c a r a t t e r e  gene ra l e  

sulle eonuessioni  affiui, appor t ando  cosl, spero,  a ques ta  teor ia  gene ra l e  (s) 

qua lche  utile coll tr ibuto.  Appunto  da ques te  cous ideraz ioni  sulle cotmessioni  

affini in gene ra l e  inizier6 la mia espos iz ione :  a cui p r e me t t e r6  una  rap ida  

indicazione  degli a rgomen t i  t ra t ta t i .  

(3) Ved. 27, 1925, pp. 105-109. 
(~) Ved. 8~ e 36, 1926. 
(5) 48, 1927; red. p. 29 e seg. 
(6) ehe potremmo anche chiamare~ secondo fl FI~IESECKE (27, p. 105) teoria dei trasporti 

lineari delle direzioni. (~ Eine Gesamtheit yon Vc]:torfibertragungen, die bei der Ueber. 
tragu.ng eines beliebigen Vektors l'~ngs einer beliebigen Kurve stets eine Y ektorfolge def. 
selben Richtungsfolge ergeben, soll zu dem einheitlichen Begriff einer ,~ Richtungsfiber. 
tragung ~ ", zusammengefasst werden ~). 

(~) in relazione sempliee con la connessione affine simmetrica invariante notata da 
J. ~. THO~[AS: ~6, 1926, p. 668; come sarh preeisato piit innanzi (n. ° 8):  

(s) che con le applicazioni di CARTA~ e SCHOUTEN alia teoria dei gruppi fiI~iti continui 
di trasformazioni, e le recenti ricerche relativlstiche di ]~IXSTEIN, ha acquistato un interesse 
certo non minore di quella delle connessioni affini simmetriche, assai pi~ stltdiate sino 
ad ora. 
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Dopo aver  richiamato (n. ° 2) svariate  definizioni e teoremi, relativi spe- 

cialmeute alia to rsione e alla c u r v a t u r a  di una varietY, a eonnessione affine, 

che mi ~ neeessario supporre noti net seguito, introdueo (n. ° 3) due eonnes- 

sioni intr inseeamente legate a una data (quelle the  io ehiamo:  connessione 

coniugata,  e connessione si~nmetriea associata) : e me ne valgo per  r ieavarne 

delle interpretazioni geometriehe del tensore di torsione S "'~ ~ e del vettore 

di Eins te in  0 ~ - - - S i ;  ~. Gli elementi della, eonnessione eoniugata mi servono 

poi (n. ° 4) anehe nella trattazione del problema de l l ' equ iva lenza  di due con- 

nessioni affini asimmetriche. Indi vengo (n." 5) ad estendere a queste eon- 

nessioni la nozione di coordinate normal i  (RIEMaNN, VEBLEN); ci6 serve di 

base per  generalizzare anehe le nozioni di tensori  normali ,  di estensioni di 

un tensore;  e per trarne dei teoremi generali di r iduz ione  , e di sostitu- 

zione, ehe risolvono eompletamente il problema degli i nvar ian t i  d i f f e renz ia t i  

della eonnessione. 
Qui ha termine la I Par te ;  la II Parte. g dedieata a l l 'argomento prin- 

eipale di questo lavoro, eio6 al[e t ras[brmaz ion i  (T~) ehe conservano il pa- 

rallelismo. Anzitutto io ritrovo (n. ° 6) la forma generale di queste trasforma- 

zioni: eib conduce a determinare un sistema invariante per le trasformazioni 

medesime, L~ ,  dal quale si passa agevolmente  a i  parametr i  P ~ ,  di una con- 

nessione affine (V (p)) i nvar ian te  per le o Tp. Gli elementi di questa connessione 

sono suffieienti per esprimere tutti gli invarianti del primo ordine [e anehe, 

come mostro pifi innanzi, degli altri ordini] per le Tp. In part icolare si ritro- 

vano le eomponent i  della eonnessione proie t t iva  seeondo T. Y. THOMAS, 1F 

cib mi d~ l 'oecasione di esporre (n. ° 7) un processo, ehe mi pare abbastanza 

interessante, con eui la connessione a n n e  viene ricostruita a partire dalle 

sue geodetiehe, col fissare, sueeessivamente,  la seetta degli ulteriori elementi 

arbitrari  da eui quella dipende.  Vengo poi (n. ° 8) a stabilire una notevole 

proposizione (te orema fondamentale) ,  ehe rieonduce la teoria invariantiva di 

una connessione affine per  le Tp alia teoria degli invarianti differenziMi delia 

sua connessione (V (~)) iuvariante;  e determino le espressioni di un primo 

gruppo di tensori (T~)-invarianti differenziali del secondo ordine (~ensori di 

curvatura),  che indubbiamente sono tra i pifi notevoli, ma pel diverso punto 

di vista dei rieercatori  preeedenti~ non si erano ancora presentati. Lo stesso 

pub dirsi dei tensori  (T~)-normali (d' ordine ~ 2 )  che introduco al seguente n.°9:  

o re  mi valgo delle nozioni e dei risultati esposti ai n. i 4~ 5 per le connes- 

sioni affini in generale, per trarne la risoluzione del problema della trasfbr- 

mabilit'X di due connessioni affini l 'una  nel l 'a l t ra  con una trasfbrmazione 7~ 

((T~o).eq~tivalenza): per estendere alla teoria attuale le coordinale normat i ,  
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i t ensor i  n o r m a l i ,  le es tens ioni ;  e infine, per  r i cavare  dai teoremi dati al n. ° 5 

dei teo'remi di  'J'iduzione e di  sos t i tu z ione  per ques ta  teoria (teoria inva- 

r ian t iva  delle variet~ a connessione affine per  le T~). Vengo poi ad indi- 

care  (n. ° 10) altri tensori (T~)-invarianti (del secondo ordine), tra i quail si ri- 

t rovano tutti quelli gi~ not i :  e a dare, di essi e degli altri p r ima indicati ,  delle 

in terpretazioni  geomet r iche  (n. ° 11). Pa r t i co la rmen te  notevole  ~, mi sembra,  il 

significato del tensore L~;(~i~: it suo ammllars i  espr ime the  nella supposta va- 

r ieth vi ~ un para l l e l i smo  assoluto delle d i r e z i o n i ,  pur  senza che sia inte- 

grabile (in generale)  il t rasporto per  equipol lenza dei  ve t tor i :  il che por ta  ad 

in t rodurre  una ,, c u r v a t u r a  s e g m e n t a r i a ,  come nella met r i ca  di WEYL.  

Infine io mi occupo b revemen te  (n. ° 12) di un impor tan te  sot togruppo del 

gruppo de]te T~: quello (telle t rasformazioni  (T~e) che conservano  il para l le -  

l ismo e la cu~ 'vatura:  indicando la forma par t icolare  che per queste  trasfor- 

mazioni  assume il t eo rema  fondamenta le  della teoria  inva r i an t iva  (cfr. n. ° 8): 

e svolgo poi a lcune considerazioni  sui casi part icolar i  in cui la var ie t~ della 

quale t rasformiamo la connessione affine mediante  uno T~e sia a c u r v a t u r a  

nuIla,  o pifl par t ico larmente ,  sia uno spaz io  di  g r u p p o :  il che conduce  a 

stabilire una propriet/~ dei gruppi a connes~ione emis immetr iea .  

PARTE PRIMA 

C o m p l e m e n t i  s u l l e  v a r i e t a  a c o n n e s s i o n e  a f f i n e  
( a s i m m e t r i c a ) .  

2. Premessa: richiamo delle nozioni fondamentali sulle eonnessioni afllni 
asimmetriche. I tensori di torsione e di eurvatura, - -  R a m m e n t i a m o  (9) che 

ta connessione affine (asimmetrica)  pifi genera le  (~0) ~ ind iv idua ta  dai suoi n 3 

parametr i ,  (o componenti) ,  F ~ ~e, r ispetto a un s is tema di coordinate  curvi- 

t inee x ~ @, l ~, v, % % x, ~, ~-7--- 1, 2,..., n):  median te  i quali In legge del tra,  

sporto per  equipol lenza di un vet tore  cont rovar ian te  o covar ian te  si espr ime:  

(1) d{ ~ - -  V~{)'.dx ~ - -  d~ )~ + r ~ d x  ~ = o, 
_ - .  _ _  ; .  v 

(2) -d~ V ' ~ "  dxv  - -  drt~ r ~ f l X  -~- O. 

I primi membr i  sono i d i f f e r e n z i a l i  cogred ien t i  (~) di ~ o di "6i~: i quati ri- 

(9) Veal. SGHOUTEN~ 14, 1922; 22, 1924, p. 62 e seg.;  EISENHART, 48~ 1927, p. 3 e seg, 
(~0) ,~ t tbersch iebungs invar ian te  l ineare  U e b e r t r a g u n g  ,~ : 22, p. 67. 
(it) "HESSENBERG~ 4~ 1899~ p. 129. Cfr. SCHOIJTEN, 227 192~:, p. 6.3 (~ kovar ian te  Diffe- 

ren t ia l  ,,). 
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suttano effett ivamente cogredienti  a ~)~ e ad :%, rispett ivamente,  per  una qua- 

tunque trasformazione 

(3) x ~ ---- x~(.~ '~, x ''~, ..., x ''~) (v --~ 1, 2, ..., n) 

delle coordinate curvilinee, pel fatto che i parametri  F[~ si suppongono va- 

riare, per una tale trasfbrmazione, secondo le fbrmule 

'~ F~ ~x ~ ~x~o ~x,~, ~2x~ ~x,~ 
(4) F ~ - ~  ~ ~x'~ ~x '~ ~x ~ + ~ x ' ~ x  '~ ~x ~ (% ~' Y' ~' ~ - - I ,  2, ..., n). 

Se P, P~ ~ P - t -  d P  (di coordinate x ~, x ~. -4- d x  ~) sono due punti infini- 

tamente vicini della A,~ (eio~, della variet~t supposta (~)), la connessione de- 

termina una rappresentazione affine (omografia vettoriale) della, stella di 

vettori (ad es. controvarianti) di A.n che ha centro in P sulla stella di vettori  

di centro P~; nella quale al vet tore ~x corrisponde il vet tore ~ - - ~ + d ~  ~, 

le d~ ~ r icavandosi  dalle (1). E anzi~ la connessione d~ luogo anche a una 

rappresentazione (% se si vuole, ad un trasporto) afiine dell ' intero spazio  

a ~ n e  tangente  (~) ad A.  in P, E, sullo spazio affine tangente in P~, v : 

nella quale al puato Q di E di coordinate cartesiaue u ~ (nel sistema che ha P 

come origin% e i ve t tor i  f o n d a m e n t a l i  e ), del sistem/t x ~ ( ~ ) c o m e  vettori 

fondamentali degli n assi) corrisponde il punto Q, di E, che (nel sistema 

cartesiano a~alogamente fissato in 2]~) ha le coordinate u ~-+- du ~,, le du  ~- ri- 

cavandosi  dalle equazioni (~) 

(5) du ~ + d x  ~ -4- F~u~dx  ~ ~ O. 

Come ~ noto i trasporti dei pm~ti o dei vettori, cosi definiti, in generale 

non sono in tegrabi l i :  e questa non-integrabilith si manifesta nell 'esistenza dei 

tensori di torsione, S~ ~, e di  c u r v a t u r a  R~'~ih Precisamente :  il divario dei 

valori finali e iniziaIi delle u ~ per  effetto del trasporto, secondo le (5), lungo 

m~ ciclo i~finitesimo F traceiato per  P i n  A . ,  su di una superficie tangente 

i~ P alia 2-direzione (d~P, deP) ~ dato (~) dalle formule 

(6) ~D~ )~ --~ 2S~'~d~xt~d~x ~ -+ R~;~d~x'~d~x~u '~, 

(r2) Indichiamo,  secondo SCHOUTEN (the veramente  aveva  introdotto questa notazione 
pel solo caso detle connessioni  affini  simmetriche) con A,~ una  varieth n-dimensionale  a con- 
nessione affine. 

(13) Ved. CARTA~, 20, t. 40, 1923, p. 36"2. 
(i~) cio~, i vet tori  controvarian~i che nel  sistema xv hanno le componenti  10... 0, 010... 0, 

00 ... 01 (vettori-unit~, Massvektoren). 
(J~) Cfr. 20, t. 40, p. 361, form. (3). 
(~6) Cfr. 20, t. 40, ]9. 372, form. (5y. 

Annali di Matemaflca, Serie IV, Tomo VIII. 8 
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ove  

(7) 

R.. .~ ~ r~ ~ ,~ (8) ~ - -  ~ x ~  ~'~° - -  ~ x  - ~  r~ '~+  r ~ r ~  - P ~ . P L  

e p ~" il rapporto fra 1' area del parallelogrammo inflnitesimo costruito (nello 

spazio affine tangente in P )  su d~P, d~P e I' area raeehiusa daI supposto eielo. 

Le (6) definiseono, seeondo il CARTAN, lo spos tamen to  aff ine associato al 

ciclo F supposto: eio6, la rappresentazione affine dello spazio E su s6 stesso 

determinata dal trasporto eielieo lungo P. Se il punto P per questo sposta- 

mento affine viene portato nel punto Po (di E) di coordinate eartesiane D u ~  

lo spostamento stesso pu6 eonsiderarsi  come prodotto di una t r a s l a z i o n e  di v 

in s6, che porta P in Po, per una r o t a z i o n e  affine di eentro Po (affinit/~ ehe 
ha Po come punto mfito). Le eomponenti della traslazione assoeiata at eiclo I' 

sono le D~o ~, ehe si r ieavano dalle (6) ponendovi u ~ - -  0: 

(9) pDu~ = 2S;;)'d , x~d2x  " -~  (d2d~ - -  d fl .2)x ) . 

Naturalmente le (6) ei d/~nno subito anche la rotazione affine associata al 

ciclo. Conviene rappresentare  questa rotazione affine mediante le formule 

dell 'omografia vettoriale che essa subordina sul corpo dei vettori di E: for- 

mule che possono anche  ricavarsi  direttamente dalle (1) per integrazione 

Iungo il eielo: 
= . . . .  - -  

(10) ~D~ ~ tGt~ ~x a~x ~ = - -  

ore  le D~ )- sono gli incrementi detle componenti 

sporto ciclico per equipollenza (relativo ad A.) 

d~ d.2)~; 

di un vettore ~ pel tra- 

lungo il eielo supposto. 

Le (9), (10) esprimono in modo preeiso l ' aceennata  relazione fra i tensori di 

torsione e di eurvatura,  e la non-integrabilit/~ dei sistemi differenziali (1), (5): 

e d~nno una interpretazione geometr iea dei due 'tensori in relazione con un 

eielo infinitesimo qualunque. Se abbiamo riguardo all' eguaglianza tra i se- 

eondi e i terzi membri, le (9), (10) d~nno anehe un 'Mtra  interpretazione dei 

due tensori in relazione con un paralletogrammo infinitesimo: ehe per6 6 so- 

stanzialmente un easo partieolare della, preeedente (~). 

Rieorder6 aneora che se S~; )~--- 0 ]a eonnessione affine si dice s i m m e t r i c a  

(tT) Pel tensore di torsione -red. SCgOU'rEN, o2, 192d b p. 68. Pel tensore di curvatura 
red. LEvI.CIvITA~ 80~ t925, p. 201. 
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(o senza  torsione); se  

(~1)  8';; ~ ~" ~ ~ ~ (~) 

o r e  % g u n  a r b i t r a r i o  v e t t o r e  e o v a r i a n t e ,  emis immet r i ea :  se S~.; )' g qua-  

l u n q u e ,  as immetr ica .  L e  var ie t~ t  a e o m m s s i o n e  s i m m e t r i e a  sono  e a r a t t e r i z z a t e ,  

c o m e  m o s t r a n o  le  (9), d a l I a  , condizione di oommutabili tg~, (~).  P e r  t a l l  

varietS~ s u s s i s t e  p u r e  - -  e l6  g o v v i a  e o n s e g u e n z a  d e l l a  e o m m u t a b i l i t ~ t  - -  i l  

no to  t e o r e m a  di SEVEI~I (~o), so t to  l a  f o r m a  s e g u e n t e :  pel tvaspo~'to pa~'allelo 

inf ini tes imale la d i rez ione  t raspovta ta  tes ta  tangente alla s~perficie geo- 

detica iniz iale .  M a ' t a l e  p r o p r i e t g  n o n  0 oa~'atteristiea delle va~'ietd a con- 

nessione simmers*leg, bens'~ di quelle a connessione emis immetr ioa ,  c o m e  m o -  

s t r e r e m o  pif l  i n n a n z i  (n. ° 6). I n t e n d e r e m o  d ' o r a  in  po i  ( s a l v o  a v v i s o  e o n t r a r i o )  

di r i f e r i r e i  a l  e a s o  pif l  g e n e r a l e ,  d e l l e  e o n n e s s i o n i  affini  a s i m m e t r i e h e .  

3. Connessioni coniugate, connessione simmetriea associata. Interpreta- 
zioni geometriche di alcuni tensori. - -  I n  u n a  v a r i e t g  a c o n n e s s i o n e  a f i ine  V 

(As) Qui e nel seguito ~ da inteadersi  the  ~ x  O per ), =t= ~, ~ ~ 1 (non somm.), Adotto 

per questo tensore la notazione 5k ehe b quasi generalmente se~fi ta  (LEVI-CI¥ITA, EINSTEIN~ 
WEYL, EISENI~ART, VEI3LE~ ..). I~ieorder6 che questo tensore (che gli Amerieani  chiamano: 

)~ da SCHOU'rEN (Einheitsaffinor). Nei miei precedenti  la. Kronecker's delta) ~ indicato colt A~ 

-~ori l ' avevo indicate con @ ,  in aceordo con la notazione a),~ usata (da me e da quasi tutti 

in Italia~ seguendo il BIANCm) pel  tensore fondamentale della metrica in V~, r iemanniana:  

le ~)" sono le eomponenti miste di detto te~asore 
I1 simbolo [ ] ,  cite ho usato helle (11), (z)~ e di eui far6 uso artehe nel seguito, rap. 

presenta 1' operazione dell'alter~mre rispetto al gruppo d ' indic i  racchiuso da quelle parentesi :  
e (  ), usato pifi innanzi Cad es. nella form. (21))rappresenta l'oioerazione del mischia~'e 
rispetto agli indici che le loarentesJ contengono. (Ved. SCHOUTEN~ ~% 1924, p. 25). Rammen, 
ter6 che il misehiare [1' alternate] rispetto a un gruiopo d ' indie i  ),~2 ... X,~ (tutti di covarianza 
o di eontrovm~ianza) di un date tensore b l 'operazione che consiste neI r ieavare dal tensore 
supposto un nuovo tensore ]a eui eomponente generiea ~ la media aritmetiea di tutte le 
eomponenti del dato tensore ia  cui gli indici supposti hanno i medesimi vatori numeriei  a 
meno dell '  ordine:  ciascuna presa eel suo segno [col suo segno o col segno eambiato seeondo 
e h e l a  permutazione che vi presentano gli indici di quel gruppo ha elasse eguale od opposta 
a quella della pernlutazione degli indici nmdesimi nella compoaente (del nuovo tensore) che 

1 1 
~. (Ax}Bv -4- vogliamo costruire]. A d e s .  a0.}} ~ 2 (a)~lr ~- a~),) ; a[),l~ ] ~ ~ (a~i~ - -  ae),); A[~,}Bv] . 

('~) ~rE¥5, 7, 1918, p. 390; L~W-CIVlrA, 30, 1925, pp. 133-135. 
(~0) Snvn~ ,  6, 1917 pp. 254-256; red .  anehe B o ~ ,  10 1921., pp. 363-365; Lr:w- 

C~WT~, 80, 1925, pp. 19~-t95. 
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a.ssegnata (~) possiamo considerate altre due eonnessioni affini V* e V (b) in- 

trinseeamente legate alia primitive. Anzitutto: siano P , ,  O due -quahmque 

punti infinitamente vieini al punto P in A,,. Db'emo che i vet tori  infinite- 

si~li PP~, QQ~ sono eqtdpollenti  lunge PQ per  la connessione V* ((V*)-eq ui- 

pollenti) se P~Q~ P,~Q~ sono equipollenti  lunge PP~ per  la connessio~e V 
((v)-equipollenti) ("e). ]~ evidente a priori, per la linea~'ith del trasporto, che 

questa condizione baste a definire la connessione V*; del resto le (9) mostrano~ 

tenuto conto che ~ per definizione (posto PP~--~ d~P, P Q - ~ d ~ P )  

(12) (did2 --* ~ --- 

*X 
che detti P ~ i parametri  di tale connessione, si ha 

(13) F~ ....... I? ~ ~ 2SI'~ ~', 
onde 

(14) p*Z ~ *..x ..x 

Di qui e anehe dalta stessa definizione segue the  la relazione fra le con- 

nessioni V, V* ~ reeiproca: diremo ehe esse sono eoni~.,.gage 1' una all 'al tra.  

Esse eoineidono se V ~ simmetriea, e allora soltanto; esse hanno in ogni 

ease le stesse linee geodetiehe (autoparatlele). 

Mediante la eonsiderazione della eonnessione eoniugata, V*, a una data V 

si ha la seguente interpretazione geometriea dei ten'sore di torsione: siano P, P, 

due [)unti infiuitamente vieini in A,,; E e E~ siano gti spazi a,i~ni ivi tan- 

genti ad A,,. Siano ~, £:" le at~nitg (omografie vettoriali) che trasformano i 

vet tor i  di E ih quelli di E, seeondo le leggi di trasporto per equipollenza 

corrispondenti alle cbnnessioni V e V*, e quindi } - - e * e - ~  la trasformazione 

affine in E, helle quale si eorrispondono due vettori equipollenti secondo V 

e V*, lunge PP~, a uuo stesso vettore di E~. Le % + 2S,2;Xdx ~ so,~o i coe~- 
cienti  dell affi,.zta }. E in particolare, posto 

(15)  (I)~ = &), '~', 
vediamo ehe 

(16) 1 + 2d)~dx', 

il modulo delia stessa affinith ~. It vettore @~ ~ state preso in eonsiderazione 

(e~) Contrassegniamo la eonnessione affine col simbolo della emwispondente derivazione 
cov~ria.nte. 

(~) Cfr. CARTAIV, 42, 19~7, p. 52 e il mio ]avoro 55, 1929, p. 50 (ease degli spazi di 
gruppo). 
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r e c e n t e m e n t e  d a  E [ ~ S T E I ~  (~ )  ( c o n  r i f e r i m e n t o  a u n a  p a r t i c o l a r e  c o n n e s s i o n e  

a f f ine ,  tmz i  e u c l i d e a ,  in tegrabi le)  p e r  l a  r a p p r e s e n t a z i o n e  d e l  p o t e n z i M e  e le t -  

t r o m a g ~ e t i c o .  P e r c i 5  Io c h i a m e r 5  vet tore  di  E i n s l e i n  p e r  h~ c o n n e s s i o n e  V. 

Si  h a  d u n q u e  u n a  i n t e r p r e t a . z i o n e  g e o m e t r i c ~  di q u e s t o  v e t t o r e  (~),  e p~ r t i -  

c o l a r m e n t e ,  d e l  s u o  a n n u l l a r s i :  l e  conness ioni  a ] ~ i  p e r  te qua/ i  il ve t tore  

di  E ins t e in  si a n n u l l a  sono quelle p e r  le qual i  le t r a s f o r m a z i o n i  a l~n i  del 

corpo di  ve t t o r i  dello spaz io  af f ine  langen te  in  u n  p u n t o  P per  effetto dei 

l~'aspovti pe r  e q u i p o l l e n z a  da P a u n  p u n t o  i n f i n i t a m e n t e  v ic ino P' r e l a t i v i  

a t ta  suppos ta  conness ione e a t l a  sua con iuga ta  h a n n o  lo stesso modu lo  (~). 

(23) 52, 1928, p. 225, form. (2). 
(24) U n ' a l t r o  significato geometrieo, pel caso particolare delia connessione integrabi le  

di WEITZE~NB(JCK-TV-ITALIt utilizzata da EINSTE]I'I, ho indicato al t rove:  red .  56, 1929, p. 536. 
Cir. a~mhe LEVI'CIV]TA~ ~% 1929, p. 1A1. I1 CARTA~ ha pure  indieaf.o (20, 4. 42, 1925, pp. 33~l)  
una  interpreiazione del vettore ~ che b in  relazione con te form. (9). Si  noti  ehe il vettore 
di Ei~tstein O~ coincide col (, secondo tensore i r r idut t ibi le  di torsione , the  il CARTAN indica 
con ~7': mentre  il ,, primo tensore i r r idut t ibi le  di torsione >)~ W, pub identif icarsi  col tensore 
H "')' di cui sarh detto pifi innanz i  (n. ° 6). ~v 

Accennerb  ancora ad altre interpretazioni  pel  tensore S~; k e pet vettore ~v. U n a  di (~) 
queste~ in  relazione coi vettm'i fondamentali di un  sistema coordinato (arbitrario) r isul ta  ov- 
v iamente  dalla formula 

(b) 

Dalle (b) si ha anche 

Pifi in generale,  siano X~(i, j~ l ~ i, 2, .., n) n cami)i di vet tor i  controvar iant i  indipen-  
i 

i 
dent i  qualunqne,  sotto la sola condizione ehe gli n camioi eli vettori  covarianti  X). (i ~ 1, 2, .., n) 

i 
the  essi de terminano univocamente  mediante  le condizioni X ) . X I ~  siano n eampi di 

i 
i 

i 0~ Si ha gradienti : XZ -~ ~ . 

(c) " A _  I x~. 

onde risMta un  nuovo significato del vetfore ~v. Si noti  inf ine  the  la componente gene- 
F* rica ~ di tale vettore 6 anche la differenza i ra  gli invarianti primi Fv e v [red. (17)] 

delle omografie vet torial i  che mutano gli n vettori fondamentali e~ ¢',...~ e r ispet t ivamente  in  
1 2 n 

d e  d e  d-e d e  d e  d e  ( ~- 
1 2 ~t e in  v A , . . . ,  v . ei~ v . 
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Natura lmen te  il modulo di ~ ~ anche il rapporto t ra  i moduli  di e* e di a, 

ma 6 opportuno notare  ehe, ment re  il primo 6 i nvar ian te ,  non lo sono gli 

altri due, dati da 

* v k v (17) 1 -1- P f l x  ~-~ 1 -~- P ~ d x ,  1 + F~(tx ~ - -  1 -~- P ~ d x  '~. 

In effetto F~ (e cosi r~) non  0 un ve l tore  covar ian le :  per una t rasforma- 

zione (3) esso si t ras forma secondo la legge 

(~ 8) I"~ = ~'). ~ + Ox,--- ~ 

o v e  

0 ~ log h ~ log ! 3(xt '  xs '  "'" x'~) i 
i x ..., x " )  l " 

esprimono che P~, per  una t rasformazione (3) sulle x~, 

o r e  f ~ un arbi t rar io  scalare  i n v a r i a n t e  re lat ivo,  di 

Si noti che le (18) 

3 log f 
var ia  come 

~X.~ 
peso 1 (~6). 

Definiamo poi una eonnesstone s immet r i ca ,  che di remo associata a V, e che 

indicheremo con V (b~, nel seguente  modo :  siano ~1~ ~ i vet tori  (V)- e (V*)-equi- 

pollenti, in P~, al ve t tore  (controvariante)  ~ uscente  da P~ pel t rasporto infi- 

ni tesimale da 1 ) in P~: a s sumeremo il vet tore 

1 -1- * ( 2 0 )  = 

(di cui r isul ta  ovvia  la costruzione geometr ica)  come equipollente a ~ pel 

t rasporto lungo P P ,  relat ivo alla nuova  connessione (~7). Si ha  subito per questa  

= = - -  r ~ + S~ = p:~, ~ ( r ~  + r~;), 

(22) S(b)~ z - -  0. 

Dunque  si tratta, iu effetto di una connessione s i m m e t r i e a :  che ha  ancora  le 

stesse geodet iche  della connessione primitivtt. L a  der ivazione  eovar ian te  V (~), 

di pa ramet r i  B~ ,  che le corr isponde ~ gi/~ s ta ta  usata da J. M. T~OMAS (:]6, 

1926, p. 661), da EISE~nART (48, 1927, p. 11 e seg.) e da altri in r icerche 

sulle commssioni  affini general i .  L ' i n t e r e s se  di ques ta  connessione V ~) sta 

(~6) Sul  siKaificato geometr lco  di P~ si v e d a  : ]rl~BLEN e 3. M. THO~IAS~ 37, 1926, pp. 294-~95. 
Ved .  anche  il  n. ° 7 di questo lavoro.  

(~) Cfr. CARTAN 7 427 19277 p. 59 (pel caso degl i  spazi di gruppo), 
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spec i ahnen t e  nel  fatto che gli  i n v a r i a n t i  d i f f e r e n z i a l i  della eonnessione 

affine (as immetr ica)  V sono tu t t i  e .soli gli  i n v a r i a n t i  d i f f e r e n z i a l i  s imul-  

tanei  della connessione s i m m e t r i e a  assoeiata V (°~ e del tensore di  tor- 

sione St;5 ~ (:s). Cosicch~ la t eor ia  degli invar iant i  delle connessioni  as imme-  

t r iche  si pub r i c o n d u r r e  a quel la  det le  connessioni  s immet r i che .  Ma ~ al t ret-  

tanto  semplice,  come  mos t r e r5  pifi innanzi  (n. ° 5), cos t ru i re  d i r e t t amen te  la 

teor ia  r e l a t i va  al caso genera le .  
R ,  °*'9 In pa r t i co l a re  il tensore di  eurvatu~'a (o~)~ del la  conness ione  V si espri- 

me  per  quello~ ~(0)...~ : B " "  ~ ~ ~ ~). del la  conness ione  V (°) e pel t ensore  di tor- 

s ione S¢~ )" con la fo rmula  (~) 

( 2 3 )  

o v e  

( 2 4 )  

Analogament% 

gata ,  V*, 

(25) 

s i  h a  : 

(26) 

onde  

(27) 

5+.- . ' ,  V~°)8; : ,  ', _ _ ( ~ ) ~ . . ' ,  . .~ . .~ . .~ . .~ 

- -  S "'~ 8 "'~ - S " ~ S  "'~ ~ " ~ S "  " ~ -  2 8 ~ i ~ ' S X  ~. 

R $ .  +o Y det to  ~,~?, il t ensore  di c u r v a t u r a  del la  conness ione  coniu- 

R*'"  .v R "  ..v 2 (_I  b) o . . v  _(b) o.-'~'~ __  

1 ~'R . . . .  ~ ~ - -  R*,;~i~ ~) = v ~ ) S i J  - -  - l b )  S .  .~ 

Da ques ta  segue in pa r t i co la re  che :  condiz ione  necessaria e suff ieiente perchb 

le due connessioni  coniugate  V, V* abbiano lo stesso tensore di  eu~.vatura 

b ehe il t~+asporto pe+" (V(°))-equipollenza conservi  la to~'sione, cio~, che  

dett i  ~, ~ due qua lunque  vet tor i  che  va r i ano  lungo una  c u r v a  per  (V(~>)-equi - 

pol lenza,  lo stesso a c c a d a  del v e t t o r e  ~,t~ ~ '~ : o infine, che  sia 

(b) S.  .v (28) V~,, ~(~ - -  O. 

Infat t i  : se 

(29) R:,(~i, '~ - -  R*~S,  

(us) Ved.  a d e s .  VEBLEN, 47, 1927, p. 36. 
{~9) Ved.  J .  M. TIIO)IAs, 36, 1926, p. 661; EISENHART, 48, 1927, p. 8. 
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ne segue, per  le (27), 

V(b)S..~ _(b)S,.~ ~ (b)S.i~ = _~b) ~..,, _lb)~..,~ _~)S..,~ (~lS:.~ 

onde si hanno le (28). L' inversa  6 evidente .  

Dalle (23), (26) abbi~mo le espressioni di B5~¢ ~, Sg S per  RgiZ ~, R*~S 

ed 5'i].,] ~ : 

...~ 1 "R ~ R*'" ~ S " ~ S  "~ ( 3 0 )  B~x : 2 ( glZ - i -  ~>b<z ) + o)z >~ - -  SI'Z~SZ; ~ 

. . . .  1 R . . .  ~ R . . . .  '~'~ "'~ ""~ . . . . . . .  

• ,v  _ l b )  o . . v  . . ~  . . . v .  Anche  V~+S~, e v), %~, si esprimono agevo lmen te  per  S~+ ed S g t ~ , .  e quindi 

anche,  per  S ~ ,  ~i*)-, R ~>>. : 

(32) _ ~..~ ..... 3 . . . . . . . . .  ~ . . . . .  

...~ 3 S " "  ~ S" "+S "'~ (33) V~JS~g,~ = S ~  - -  ,~ [~),1 -4- o>l-< ~<~.. 

L'annu l l a r s i  del tensore S ~  6, per  te (23), eondizione necessaria e 
su~ciente  perchO il trasporto ciclico di un vettore (lungo un ciclo infinite- 

simo) per (v)-equipollenza e per  (V(b))-equipollenza, dia sempre luogo allo 

S *  , ,+) slesso vettore. Pel tensore ~e). vale una  formula  analoga  alla (9)~ che non 
mi pare  sia state+ finora no ta ta :  

l d ,  - -  + @ d ,  - -  3,d ) + - -  3 d,) l = 
(34) 

Ecco l ' i n te rp re taz ione  geometrica.:  sia z una superficie chiusa infinita- 

mente  piccola t r acc ia ta  pel punto P in A ,  su di una V 3 tangente  in P alla 

3-direzione (d~P, d2P , daP); sia z il rapporto  t r a i l  volume da essa racchiuso 

e quello del paral le lepipedo infinitesimo costruito (nello spazio affine tangente  

in P)  su d~P, d.~P, claP: il pr imo [e quindi anche il secondo] me~nbro della (34), 

moltiptieato per x, dh la somma geometrica dei vettori delle lraslazioni  
associate (n. ° prec.) agli elementi  di z:  vet tor i  che s ' in tendono  riportati ,  

secondo la legge delia (v)-equipollenza, hello spazio 'affine tangente  in P (30). 

{ao) S i  c o n f r o n t i  c o n  l ' i n t e r p r e t a z i o n e  c h e  CARTA~ d'h d e l l e  f o r m u l e  

(d) R " "  ~ ~.~--~v--v . 8 . . . .  

• . • 2 . ~ , . .  × ~ . . .  v (e) v [ ~ R ~ ] ) v  ~ - -  ~[~ . ~ ] ~  
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4. I1 problema dell'equivalenza per le eonnessioni affini a s i m m e t r i c h e . -  
I I  t e o r e m a  e he  ho  r a m m e n t a t o  (n. ° prec.)~ r e t a t i v o  agt i  i n v a r i a n t i  differenz~ali  

di u n a  c o u n e s s i o n e  a s i m m e t r i c a ,  non  r i so lve  il p r o b l e m a  d e l l ' e q u i v a l e n z a  

p e r  tall c o n n e s s i o n i  (s~). Cio~, il p r o b l e m a  di stabilire~ da t e  due  se r i e  d i n  ~ 

'~ '~ '~ X'n), se esse  pos sono  e o n s i d e r a r s i  funz ion i  r~(x~,  x ~,..., x ~) e F~r(x , x ,..., 

c o m e  le e o m p o n e u t i  di una  stessa e o n n e s s i o n e  a n n e ,  uei  s i s t emi  eoord i -  

na.ti x ~, x ' ~ :  o a n e o r a ,  se  ~ poss ib i le  d e t e r m i n a t e  del le  f o r m u l e  di t r as for -  

m a z i o n e  (3) tali  che ,  in e o r r i s p o n d e n z a ,  p e r  le d a t e  funz ion i  r~,~, r ~  v a l g a n o  

le f o r m u l e  di t r a s f o r m a z i o n e  (4). Sot to  a l t ro  p u n t o  di v i s t a :  s t ab i l i re  so t to  

qua l i  eond i z ion i  due  d a t e  variet5~ a e o n n e s s i o n e  aff ine s iano  r a p p r e s e n t a b i l i  

i s o m o r f i c a m e n t e  (~) 1' u n a  sul l '  a l t ra .  

Si t r a t t a ,  c o m e  ne l  easo  c l a s s i c0  d e l l ' e q u i v a l e n z a  t ra  f o r m e  q u a d r a t i e h e ,  

di s t u d i a r e  le c o n d i z i o n i  d ' in legrabi l i td~ del le  (4). P o n i a m o  

(35) ~x)~ )~ 

e s c r i v i a m o  le (4) ne l l a  f o r m a  s e g u e n t e ,  ind ica t i  con  V, V * i s imbol i  de l le  

d e r i v a z i o n i  e o v a r i a n t i  ( seeondo  R. LAG~aANGE (~)), r e l a t i v e  al le  eonnes s ion i  

V e V*, pei t enso r i  e o n t e n e n t i  indic i  del le  due  serie- ; .~w~o. . . ,  e~,Ss.. .  (eorr i -  

s p o n d e n t i  al le  due  se r i e  di v a r i a b i l i  x ,, x '~) :  

(36) V~0~ = 0, V~0r = 0. 

S i a m o  cos i  r i c o n d o t t i  a s t u d i a r e  il s i s t e m a  (35), (36) ne l le  n + n  2 funz ion i  

i n c o g n i t e  x ~, O~ del le  x '*. L e  cond iz ion i  d ' i n t e g r a b i l i t A  del le  (35), in i b r za  

(ScHOUTEN, 22, 19247 p. 887 form. (138) e p. 91, form. (163 d). Ved. CARTAN, 20, t. 40, 1923, 
p. 3737 form. (7)7 e p. 375 (,< Thdor~me de la conservation de ia courbure et de la torsion ,,). 
~'ed. anche LA~RA~GE, 817 1926, p. 22 form. {37) e pp. 26-27. 

(sl) Cfr. CItRISTOFFEL, 2, 1869; VERMEI~ 8, 19197 pp. 309-312; V~LE~,  477 1927, pp. 76-80 
per gIi spazi riemannia.ni; Y~I~EN7 t. c. ed E~SE~aA]~T7 487 1927, pp. 7~-77 per le connes- 
sioni affini simmetriche. Nel libro di EISE~HART si trova anche (a pag. 78) un cenno di 
trattazione del caso delIe connessioni asimmetriche7 ma la mia tratiazione mi sembra pifi 
soddisfacente. 

(3.-,) Secondo CAICTAN (42, 1927, p. 52) chiamo isomorfica una trasformazione che con. 
servi inal~erata ta tegge di trasporto per equipollenza dei vettori e tensori. 

(as) Rammellterb che si h.a 7 ad es. : 

= ~  ~:.~ - r~ ~ ; . ~ o ~ -  r'~ A ' - ~ +  r~ A :'~. v~A):~ 13 ~x~ "~" ,: -~ ~'~ X~' o~ ~:~" 

Ved. 81, 1926, p. 10 e la mia Nora 447 1927, pp. 134.135. 

Annali di Ma.tematica, Serie IV, Tomo VIII. 9 
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delle (36) e delle (7), si serivono 

F0) (37) = 

Le condizioni d ' in tegrabi l i th  delte (36) s o n o :  

(38) ~ ; ...~a~ D...m'-oaI~,9. 
xq) 

(38*) R ~r '+ 

Da queste per  derivazione covariaute,  in forza deUe (36), si ha.: 

(39) - T,t...~t~y _ _  = D ' "  "Yi~Ig) 0P~ITI)'I~'Y 

--  *t ~" v (39*) v~R £~ 0~ - - :  r,*'.--~a+a~n~.a¢ 

8iano dette F 0 le equazioni (37); F~ le (38), (38*); F 2 le (39), (39"): pro- 
seguendo nelIa derivazione ot terremo analogamente  delle nuove serie d 'equa-  
zioni Fa', F4 ,..., F~ , . . .  Non oeeorre r ipetere gli stessi sviluppi per  le (37): le 
conseguenze differenziali di queste t'ientrano~ ovviamente ,  helle serie di equa- 
zioni F~, F~,... gig costruite. La  condizione per  l ' equiva tenza  delle due con- 

nessioni Pl~, F~r ~ dunque che esista un intero ~ tale che le Fo, F~ 
~x ~, 

F~,..., F:,¢, considerate come equazioni helle O~ ~ ~x,~ , siano algebricamente 

compatibili ,  e le loro soluzioni soddisfino alle F~+~ (a~). 
Sono notevoli  questi due casi particolari,  in eui ~ eer tamente  N - - 0 :  

cio~ le equazioni per  la determinazione delIe 0~ si r iducono alle sole (37): 
1) quando 

(40) R,; S = 0, R*~ S = 0, 

r ,  .... ~ D*'...~ Le (40) earat terizzano gli e analoga eondizione ~ soddisfatta da , ~ r ,  *~ ~ "  
spazi  di gruppo seeondo OARTAN e SCHOUTEN (a~). Dunque :  

Una rappresentaz ione  puntuale t.ra due spazi  di gruppo ~ una iso- 

morfia atlora e solo che essa conserva la torsione, oio6 ~ tale ehe, eorri- 
spondendosi le coppie di vettori  {~-, {'~; ~x, ~'~ appl!eati a due punti omologhi 

qualunque, anche i vettori ~+ ~ u ,  S ~r{ ~ ~ si eorrispoudono. 

(84) Cf r .  VEBLEN, EISENHART, ]. c. (31). 

(a~) Cib c o ~ s e g u e  d a  u n  n o t o  t e o r e m a  s u i  s i s t e m i  ai d i f f e r e n z i a l i  ~otali. V e d .  VEBLEN e 

J. M. THO~AS, 37, 1926, pp. 288.291; oppure VEBLEN, 47, 1927, pp. 73-76; EISENHAI~T, 48, 
1927, pp. 1~-18. 

(a6) Ved. Sllgli spazi di gruppo, CARTAN e SCHOUTEN, 39 e 40, 1926; CARTAN, ' ~ ,  1927; 
SCHOUWE~, 41, /926; 49, 1928; 60, 1929. Circa la prolorietg caratteHstica espressa da]le (40), 
cfr. CAI~TA~, 42, 1927, pp. 30, 38, 52-53. 
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Ques ta  proposizione corr isponde al noto teorema della teor ia  dei gruppi 

di t ras formazioni :  Due gruppi  di Lie ad n parame t r i  sono isomorfi allo~'a 

e solo the,  con opportuna scetta delle t ras formazioni  inf ini tesime genera- 

trici ,  ~ possibile rendere uguali le loro costanti di s trul tura.  

2) quando 

""~ * "~ S " ~ " ~  c"~S" "~ ( 4 I )  R~,.~, - -  R ~ .  ~ ),'~ ~ t ~  - -  ~';-~. ~ 

e ana loghe  condizioni sono soddisfat te da R ' ; ~  R*'~; ~. Le  (41) cara t te r izzano 

gti spazi  a connessione affi~ne omogenea, o a secondo tensore  normale  nullo, 

di cui av r emo  occasione di par lare  al n. ° seg. Anche  per  questi spazi va le  

dunque  una proposizione ana loga  a quel ia  poco sopra enunc ia ta  per  gli spazi 

di g ruppo :  ~ inuti le s tar la  a r ipetere .  Va notato come gti spazi  di g~'uppo 

e gli spazi  a connessione affine omogenea sembrino in qualche modo, nel- 

l ' a t t ua l e  teoria,  pre~dere  il ruolo che gli spazi euclidei  e gli spazi a curva-  

turn costante  occupano nella geomet r i a  r i emanniana .  

5. Coordinate normali in una varieti~ a eonnessione afline asimmetrica.  

Tensori normali,  spazi a eonnessione attine omogenea; estensioni di un ten- 
sore. Applicazione alla teoria degli invarianti differenziali. - -  La  nozione di 

coordinate normati~ data  dal RIEMA~N per  g'li spazi r i emannian i  (~) 6 s ta ta  

esfesa dal VEBLEN alle variefft  a conness ione  affine s immetr ica (3s). l~ facile 

es tender la  anche  alle variet~ a connessione a s immet r i ca :  in sostanza assu- 

mendo come coordinate normal i  in ui~ punto quelte the  sono tati per  la 

connessione s immetr ica  associata (n. ° 3). Per5 6 possibile ed assai pifl con- 

veniente~ mi sembra,  d a m e  una  costruzione diret ta .  R a m m e n t i a m o  anzi tut to  

che, secondo la definizione di VEBL~.N (39) __ applicabile anche al nostro 

caso - - ,  un s is tema coordinato yX 6 normale in un punto Po di A ,  se le 

soluzioni del s i s tema differenziate 

(42) d2x ~ ~ d x  ~ dxe  
dt----i- ., -I- l'~l~ c l [  ~ ~ -  0 

che rappresen tano  le geodedche  uscenti  dal punto Po supposto (y~--O, x~--x~o) 

(~7) t~IEMAN~ 1~ 185~; ediz. 1923~ pp. 10-11. Sulle coordinate nornlali di RIEMAI~N in 
relazione con gli invarianti diffcrenziali e il tensore di curvature,: red. anche VEI~MEIL~ 8~ 
1919; HERGLOTZ~ ~1~ 1924. 

(3s) VEBLE~, 18, 1922. Ved. anche VEBLEN e T. Y. TIt0MAS~ 18, 1923, pp. 562-566. 
(39) VEBLEN, 13, t 9 ~  p. 193; 47, 19"27, t ). 85. 
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acquis tano in tale s is tema la forma l ineare  

(4a) y~ ----- {~. t .  

Ci6 premesso :  le equazioni (42) delle geodet iche  d~nno luog'o, per suc- 

cessive der ivazioni  e sostituzioni, alle seguent i :  

(44) 

d a x  ~ ,~ d x  ~ dxI', dx*  O, 

- d ~  + r ) ~  d t  d t  d t  

d ~ x  ~ i,~ d x  ~ dx~. ~ d x  ~ d x ~  ~ 
-dr*  -4- ~ d t  d t  d t  d l  ~ 0 ,  

• ° ° • ° • • • • * • , . ° o ~ • • ° • • . 

d'~x~ ~ dx~" d x ~  dxX'~ - -  O~ 
d t m  + P~o.~ ...~.~ d t  d t  .... d t  

ove le P~,,~ .... ).,~ (m = 3, 4,...) si possono calcolare  con le formule r icorrent i :  

_ _  lP ~ q , ~ ( %  
~"~ .... ~"~ - -  Y.hP[,~ .... ~,~_~,~+~...~,ffxh~,~+~ (q = 2, 3, ...) (45) P'~ 

)q)'~" "'" )'q+i ~ X  X,I ~ i 1 

d x  ~- 
Gli eh%ttivi coefficienti delie forme quadratiche~ cubiche, . . ,  netle ~ che 

figuremo nelle (42), (44), non sono per6 le I ~ _ ~1). .... >.q ( q ~ 2 ) ,  ma  Ie lPO~ ~) ..... ~.~, che 

se ne ot tengono m i s c h i a n d o  (ved. (~s)) r ispetto a, tutti gli indiei inferiori. (1~ 

man i fe s t amen te  lecito sosti tuire seuz ' a l t ro  netle (42), (44) alle P'~ 

le F ~ 0.,~..~...~.¢), s immetr iehe  rispetto agli indiei inferiori). 

Se le r~.~ si suppongono a n a l i t i c h e  nei loro a,rgomenti x ~ x  ~- . . . x " ,  riea- 

v iamo subito (4') da quanto precede  le effettive formule di passaggio dalle 

x ~ alle coordinate  normal i  y~: 

(46) 
1 1 (p(~,~. .... G))o Y~"Y~'"" Y~'' (ea.)o d - . .  - - . . .  

0 °) Cfr. VEBLEN e T. Y. THo~IAS, 18, 1923, p. 561, form. (6.5). Si  noti  ehe le (45) espri- 

mono in  sostan~a ehe l~VL),,...xq+~ 6 ottenuto da Yxl),,~ ...?,q applicando a questo sistema, consi- 

derato formalmente  come un  tensore ~ q indici  di eovarianza (senza prendere  in considera- 
zione l ' i nd ice  superiore) l 'operazione di derivazione eovariante V).g4 ~. 

0 ')  Cfr. a d e s .  VEBLEN~ 4~, 19~7, pp. 84-85. 



ENE& BORTOLOTTI: Geometria delle varietde a connessione a~ine 69 

ove l ' indice  o des igaa  i valori  calcola.ti nel punto Po. Possiamo - -  sel~za pi~ 

supporre  l 'anal i t ic i td  delle Fie - -  sosti tuire ai termini  di grado > m ( ~ n > 2 )  

r ispetto a l l e y ) ,  nei secoudi membr i  delle funzioni delle y,  che in Po si an- 

nullino con te loro der iva te  prime, seconde , . . ,  m me rispetto alle y ~  e del 

resto a rb i t r a r i e :  a l lora abbiamo le coordinate normal i  d 'ordine m. Le coor- 

dictate normali  di secondo ordine sono le coordinate  geodetiche in Po (4~). 

Queste  sono eara t t e r i z za te  dal fatto che, assunto un tale s is tema di riferi- 

ment% i paramet r i  F~.t~ nel pm~to Po supposto vanno a coincidere con le compo- 

nent i  del tensore di torsione: in altri  termini~ in Po si anuul lano le B [ e = F ~ .  

Tut te  le iHteressanti  applicazio~fi t h e  delle coordinate  normali  harem 

dato VEBLEN~ EISEbIHART; T. Y, THOMAS~... pel caso s immetr ico  si es tendouo 

alle commssioni ~s immet r iche :  anzitutto,  la nozione dei lenso,ri normali .  Ia 

conseguenza  del fatto che, per  ~tna qualunque trasfb~'mazione sulle x ~, te 

corrispondenti  coordinate horsetail (coil l 'orig'ine in u~ punto Po) sttbiscono 

una l ras /brmazione  lineare a coef/icienti costanli, la s tessa che si ha  in 

quel punto per le component i  di un vet tore  cont rovar iante ,  si ha  subito che 

i sistemi mul t ip l i  ave~li,  in ciascun punlo Po, come componenli  i valoJ'i 

( ivi  calcolati) delle derivate 

(47) ~qr~ 
8y~,~y'., ... ~y~q ' 

o r e  le y~ sono coo~'dinate normali  con t ' o r ig ine  in Po e le FNII,~ sono i para- 

metr i  della connessione affine in coordinate  y~, sono tensori: preeisamente ,  

sono i tensori normali  (43). Per  ave re  la serie completa  dei tensori  uormali~ 

C "'~" bisog~la, (3 differenza di quanto  accade  per  le connessioni s imme- 

triche) includere  anche  il caso q = 0 ,  che ci d~ il tensore aven te  in Po per  

component i  le ( ~  ] ~ / o :  esso ~ il tensore di torsione S "') ~,~ ~ che diremo quindi  

anche  primo tensore normale (o tensore  normale  di primo ordine):  come 

tale Io ind icheremo qualehe volta con C~)': 

(48) c~;~= 8~; ~. 
I1 secondo tensore normale (o tensore normale  del secondo ordine), C~;!'~, ha  

(42) Se in particolare ai termini d.i grado > 2 rispetto alte y~ helle (46) si sostituisce 
lo zero, si hanno le ~, path eoSrdinates ,~ di EISENtL4.RT: red. 17, 1923, pp. 378-380. 

(~) Cfr. VEBL]~ e T. Y. THOMAS; 18; 1923, p. 566 e seT; VEBLE~, 47; 1927; p. 89 
e seg. 
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in 1)o come eomponen t i  le quant i th  

( 

VMendoci  delle (46) (~) e delle (4), e tenendo presen t i  le (7), (21), t rov iamo 

che  ta le  t ensore  si e sp r ime  nel s eguen te  modo in coord ina te  x ~ q u a l u n q u e :  

(50) C..~ _ _  ~P~ ~ ~ ~. ~ )~ ,~..~ff~ 

Le  (50) eomprendono  come easo pa r t i eo la re  te note  espressioni  del pr imo ten- 

sore no rma le  di una  eonness ione  s i mme t r i e a  (~). 

In modo analogo p o t r e m m o  o t t ene re  espressioni  per  le eomponen t i  d e i  

tensori  normal i  sueeess ivi .  T r a  le eomponen t i  di un t ensore  n o rma l e  qua- 

lunque  C " ' ) ~  sussistono del le  relazioni ,  e p r e e i s a m e n t e :  ~,v " ' r  gr~  , . ,  ~ q  

1) Si ha  

(51) C "')' = 0 .  {i~v "'r~'r~ ,,. "rq) (q ~ o) 

2) 6' "~ 2 )  . . . .  ~.~,~ .... ~ ( q ~  ~ s i rnmetr ico r i spet to  ai q indici z~% vq 

In pa r t i eo la re  il secondo tensore  normale  C;;):~ avr~t n ~ - n 3 corn- 

(n) 
ponenti  ind ipenden t i :  appunto  quan te  ne hanno  ins ieme ~ .  n ~ - - n  3 , 

pereh~ B(~,~i~)). = 0, B [ ~ ]  = 0 e y(b)S;; ~" n ~ , pereh~ w (,.,,) - -  0 . ]~ dunque  

..~ 
p reved ib i l e  che  Ce~.~ possa espr imers i  per  questi  due tensori ,  e v i e e v e r s ~ :  

infatti  t r ov i amo  : 

(52) 

onde 

(53) 

C'" z - I _(b)S.. ~-~ - -  ~ (/~;;;~ + B; ; ;  ~) + v~ ~ ,  

...~ 1 ~ C . .  ~ 

Vib)S~;Z 1 
= 2 _ 

C , , ' /  _ _  C ,  . , v  

(54) 

(44) m a  ~ sabi~o v i s t o  che  l ' e s i s t e n z a  cli C "';~ ,~v.~ n o n  ~ a f f a t t o  s u b o r d i n a t a  a l l a  c o n v e r .  

g e n z a  de l Ie  se r i e  ('&6). P i i l  i n  genera le~  p e r  c o s t r u i r e  1' m mo t e n s o r e  n o r m a l e  ~ l ec i to  s o s t i t u i r e  
a l l e  c o o r d i n a t e  n o r m a l i  v e r e  e p r o p r i e  de l l e  c o o r d i n a t e  n o r m a ] i  d ' o r d i n e  m - ¢ - 1 .  

(45) V e d .  18~ 1923, p. 568~ fo rm.  {9.13}. 
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Auche  i tensori  SSt~z , R~)l~)~ , R ~J)~7. si potre~nno espr imere  per  C "')~ l~v-~, e questo 

per due di essi :  ma  in tali espressioni f igura anche  il tensore  di torsione 

(primo tensore  normale);  a d e s .  abbiamo 

• 6 ~ ~'~ / J  

...~ C..~ __., C..~ ..~ . .~__ S " ~ S  ''~ (56) R ~  = ~.~'i~ ~ ' -  + S~:~ S~  )~ ×~) 

. ~ ..~ _~ C ..~ ..~ . . ,~  S . . ~ S . . ,  (57) R*5"~i ~ C~.I,~ l,,~.'o, + SL,  S~t,. - -  ~ ~o~ • 

Concludendo:  come nel caso delle connessioni  s immetr iche  - -  nel quale 

caso il tensore di curva tura ,  a l l ' infuor i  del quale non vi sono altri  iuvar iant i  

differenziali  del secondo ordine indipendenti ,  si espr ime pel tensore normale  
C"x A "'~.~, cor r i spondente  a ~.~,  e viceversa,  - - c o s i  anche  nel caso genera le  

delle var ie th  a comlessione affine as immet r i ca  + questo tensore  CtE):~ che rias- 

sume t u t t e  le p r o p r i e t d  d i f f e r e n z i a l i  de t  s econdo  o r d i n e .  

Come C~;~.¢ per B~;~ ~ e V~ ~ , cosi pid in genera le  l ' 0 n  + 1) m° tensore 

normale  C "'z si espr ime in forma razionale  in tera  per  B ~  ~, S~; ~', le de- 

r iva te  covar ian t i  di Bg4~ )" (con la der ivazione V (~), o anche V) fiuo a l l 'o rd ine  

m - - 1 ,  di S~; ~ fino a l l ' o rd ine  m. Su questo non ci fe rmeremo.  

Ci t r a t t e r remo invece  per  un momento  su l  s i g n i f i c a t o  g e o m e t r i c o  d i  CIS~:~, 

o almeno,  de l  suo a n n u l l a r s i .  Si vede bene, per  le (52), (53), (54) che le va- 

riet~ per  le quali 

possono anche  cara t te r izzars i  me d i a n t e  le condizioni 

(59) B " "  '~ -~)S'" ~ 

Queste  esprimono anzi tut to c h e l a  connessione s immetr ica  associata  alla 

connessione V supposta ~ in  t e g r a b i l  6 cioS, t h e  lo spazio a connessione affine 

s immet r ica  associate aIla supposta var ie t~  ~ u n  ord ina~ ' io  s p a z i o  a f f i ne .  In 

questo spazio sar~ possibiie a s sumere  un s is tema di r i fer imeuto g e o d e t i c o  in  

t u t t i  i p u n t i ,  cio~ c a r t e s i a n o  (per la eonnessione V(°))~ rispet~,o al quaJe le 

de r iva te  V~ ~) d ivengano  le der iva te  parzial i  ~ .  In questo s is tema coordinato 

le component i  del tensore di torsione d iver ranno  de l l e  c o s t a n t i  n u ~ n e r i c h e ;  

lo stesso accadr~t, essendo helle at tual i  ipotesi 

(60) R . . . .  * ~  ""~ S ~ S  "'~ ¢ " ~ S  

(a6) Ved. ad es. VEBLn~ 47, 1927~ pp. 91-92. 
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e quindi 

(61) ~b/ . . . . .  

pel tensore di curva tura .  Se ~, ~, ~ sono vettori  t he  si spostino lungo una 

eu rva  per (V~°')-equipollenza, 1o stesso avv iene  dei vet tori  S i ~ x ~  ~, R ; ~ ' ~ I ~  z. In 

termini piit espress ivi :  il trasporto per (V(~))-equipollenza conserea la t o f  

sione e la curvatura  (~7). 
Ciaseuno spazio pel quale  valgono le (58) o (59), a m m e t t e  poi, come r isul ta  

fae ihnente  da quanto precede,  un gr~ppo (in genera le  sempl ieemente  transitivo) 

ad n parame t r i  di t ras formazioni  isomorfiche (ved. (a~-)} in  sh, ehe sono 

le (V(°))-tras{azioni (traslazioni in s6 dello spazio affine assoeiato). Tutti  i punti 

dello spazio in parola sono dunque equivalenti rispetto alle isomorfie:  mi 

sembra  ehe el6 possa esprimersi  dieendo the  esso 6 uno spazio a connes- 

sione affine omogenea. Di questi spazi (ehe eomprendono come easo parti- 

eolare, per  S~; )" - - 0 ,  lo spazio affine) sono proprietg eara t te r i s t iehe  le (58), 

le (59), e eosi pure  le (60), o anehe  soltanto le (41) det n. ° prec. Pe r  le (59) 

abbiamo la seguente  eos t ruzione:  

Si p renda  uno spazio affine ad n dimensioni :  in esso si prenda  ad ar- 

bitro un tensore eostante S~;; x, emis immetr ieo  rispetto a Ix, v. Se assegniamo 

al supposto spazio una connessione affine asimmetrica,  avente per tensore 

di torsione il tensore S~'~ ~" ora detto, e per  connessione s immetr ica associata 

quella (integ~abile) dello spazio affine, si fa di q~testo appunto uno spazio 
a connessione affine omogenea (cio6, a seeondo teasore  normale  nullo). 

]~ par t i co la rmente  notevole  il caso in cui le cbmponenti  del tensore as- 

segnato, S[~; ~, soddisfano alle relazioni (identit~ di JACOB1) 

(62) SiSS;~ '~ -4- S@~Siff -4- S;i.~S;~ ~ ~--- 0, (eio6 S[~;~S;I;~ ~ =- 0); 

o in altri termini~ tall eomponent i  possono in terpre tars i  come 16 costanti di 
s t ru t tura  di  un gr~ppo di Lie ad n paramet'ri. Questi  part ieolari  spazi a 

eonnessione affine omogenea,  pei quali si ha  anehe  

(63) v,S~; ~ = 0, v~R~;;i ~ = 0, 

forniseono una rappresentaz ione  geomet r iea  dei gruppi di LiE, d iversa  da 

quella ehe CARTAN e SCHOUTE~ hanno indieato. Se il tensore S;i~S£;'6 di 
tango n, eio6 il eor r i spondente  gruppo 6 sempl~ce o semi-semplice (4s), lo 

(~7) l~lati~e~ s'intende alia connessione V: non c'~ ambiguit~ giacch~ la connessione V (~) 
a torsione a curvatura nulle. 

(~s) Ved. CARTAN e SCEOUT:~, 89~ p. 810. 
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spazio 6 a connessione euclidea, ed ha  per  tensore  fondamenta le  della me- 

trien il tensore  

c z..~S-.* (c = cost. arbitr.). (6~) ax~ ~ • ~x ~.~ • 

Un caso nssni pa r t i co la re  4, per  n =  3, lo spa~io della p o l a r i z z a z i o n e  

ro ta tor ia  del CARTAN (4~): spazio eucl ideo oceupato  da  un mezzo  omogeneo  

e isotropo, dotato di un p o t e r e  ro ta tor io  per  la luce po la r i zza t a :  nel qunle si 

nssumn a legge di t raspor to  per  pnrallel isaio delle direzioni normal i  n tmn 

l inea re t ta  (il t h e  basra  per  definire la cormessione euclidea)]a legge secondo 

cui va r i a  in direzione della v ibraz ione  luminosa  quando quella linen ret tn sia 

segui tn da  un ragg io  di luee po la r izza ta  re t t i l ineamente .  

To rn i amo  allo studio genera le  delle variet'~ n eonness ione affine. 

Pel  c n s o  delle connessioni  s immet r i che  VEBLEN e W. Y.  THOMAS h a , n n o  

introdotto nnehe u n ' a l t r a  nozione impor tan te ,  che si col legn assai dn vicino 

n quel la  dei tensori  n o r m a l i :  in nozione delle estensioni, dei vari  ordini, di 

un tensore  (~0). Ln  definizione m e d e s i m a  di VEBLEN e T. ¥ .  THOIvIAS pub ap- 

plicarsi  s enz ' n l t r o  anche  nl easo delle eonnessioni  ns immetr iche ,  e d~t luogo 

al lora  ad estensioni t h e  eoiac idono con quelle re la t ive  alia conness ione  sim- 

me t r i ca  associata.  Ind ich inmo con D il simbolo di es tens ione :  i' es tensione m " "  

E "'~ .... ~ di un qua lunque  tensore  E "'~ .... ~" ~ un tensore  (s immetr ico  DeUI"~2 * , -  %',~)~, ~) . . .  ( 0  r t o t  . . .  03~, 

r ispetto a ~c~% ... %~) t h e  in e iaseun punto  Po della An supposto ha  per  com- 

ponent i  i valori  

N 

ove le y~ sono coordinale normal i  in A .  con l ' o r ig ine  in Po :  le E "'~ ..... ' sono 
( 0 1  . . .  ~0 , .  

le eomponen t i  del tensore  assegnato  nel s is tema y~, e l ' i nd ice  o signifiea ehe 

le de r iva te  vanno  caleolnte  nel punto Po.  A d e s .  abb iamo 

(66) D,~% - -  V-~% + S;4X%, ~--- V~)%, 

(67) D~,~,% = V~V~% + Sg,,~ V/?~ + ~ v ,,r~ . 

i S "  ~S'" >" 

E ....... ~' di un tensore  E ....... ~, diffe- E in genera le ,  1' es tensione m " a  D¢~ .... ¢,,~ . .... -r ~ .... -r 

- -  - -  E "  " x l  " ' "  ~ s  r isce dnlla sun de r iva ta  cova r i an t e  W,~V%,_~... V~W, ~ .... -~ per  un eomplesso  

(49) Ved.  CAI~T~,~ 24, 1924, pp. 303-305. 
(50) VEBLEN e ~l~. Y. TttO~AS, 18, 1923, pp. 571-574:. 

Annat i  di Matematica. 8erie IV, Tomo VIII .  10 
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di termini  addit ivi ,  combinaz ion i  l inear i  del tensore  stesso e delle sue deri-  

v.a, te covar i an t i  pr ima,  seconda, . . . ,  ( m - - 1 )  "*a, i eui coeffieienti  d ipendono,  in 

modo raz iona le  intero,  dai tensori  normal i  dei pr imi  m ordini  ¢~). I tensori  

normali  stessi possono eons iderars i  o t tenut i  appl icando il processo  de] l ' es ten-  

sione (prima, seconda, . . . ,  m ma,...) all s i s tema r ~ .  

L ' u s o  dei tensor i  normal i  pe rmet t e ,  coma  nel caso delle connessioni  

s immet r i che  ¢~') di da re  una  forma p a r t i e o l a r m e n t e  sempl ice  ed e legante  alia 

teor ia  degli  i n v a r i a n t i  d i f e r e n z i a l i  di una  conness ione  affine as immet r i ca .  

(E ana logamen te ,  le es tens ioni  t r o v a n o  appl icaz ione  nel la  teor ia  dei p a r a -  

m e h ' i  d i f f e r e n z i a l i :  ma su questo  non pet re l  ora  soffermarmi) .  

R icorder6  ehe  un s i s tema di funzioni  (component i )  

(68) E . . . . . . . .  ~--- F "'~ .... ~ r ~ ,  ,..., 

t h e  per  effetto di una  t r a s fo rmaz ione  (3) sulte x ~, t h e  induce  la t rasforma-  

zione (4) delle r~.,~ si muti,  secondo una  d e t e r m i n a t a  legge  (ad es. :  invar ianza ,  

c o v a r i a n z a  o cont row~rianza  sempl ice  o multipla~ v a r i a n z a  mista, e c e . . . . ) i n  

un s i s tema di funzioni E "  . . . . . . .  ~ delle x ''~ si dice i n v a r i a n t e  d i f f e r e n z i a t e ( d ' o r -  
f~l * ' '  C')~ 

dine m) del la conness ione V se la c o mp o n e n t e  E ' ' '~ ..... ' si pub e s p r i m e r e  
(~)I - . .  fDr 

rk 
per  r~,~ e le sue d e r i v a t e  r i spe t to  alle x ''~ come  la co r r i sponden te  c o mp o n e n t e  

E "'~ .... ~ si e spr ime  pe r  r ~  e le sue d e r i w t e  r i spet to  alle x~ Ca). Ci6 posto, 
b) I , . ,  CO~, 

se ci l imi t iamo agli i nva r i an t i  differenzial i  che, per  le (3), sono tensor i  o 

seMari,  abb iamo subito, t enendo  presen t i  a n c h e  o s s e r w z i o n i  e r isul ta t i  pre- 

c e d e n t e m e n t e  esposti  : 

TEOREMA DI RIDUZION]~. - -  Gli i n v a r i a n t i  d i f f e r e n z i a l i  ( tensovial i  o sca- 

lar i )  d i  o r d i n e  m di  u n a  va~'ietd a conness ione  a f f ine  V sono gl i  i n v a r i a n t i  

s i m u l t a n e i  : 

~ S  ..~ t~) dei  t ensor i  n o r m a l i  degli  o r d i n i  1, 2,..., m:  CI'L ~ ~ ,  Ct'~.~,..., 

0 "  ~ Oppure  : I,~V "'rl'r ~ . . .  'r~_ l • 

(5~) Cfr. a d e s .  EISENI-IAR~r, 48, 1927, p. 7'~. 
¢~) Ved .  T. Y. THO~AS e MICHAI~, 48, 1927, p. 197 e seg. 
(sa) Cfr. T. Y. THO~,IAS e MIC~AL~ I, c ,  pp. 197-198. Veramente~  secondo T. ¥ .  THOMAS 

e 5IICHAL, E l : : :  " . . . .  ~ v e r r e b b e  det to u n  inva+'iante differenziale d 'ordine m - - 1 .  M a  i para-  
~r  

met r i  r ~ dhnno  gih il passaggio  da  n n  pun to  dellu vu r i e th  ad  u n  al t ro qua ]unqne  ne l  sue 

i n t e r n e  del 1 ° ordine. 
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b) di S~;~; di C~;.~ e delle s~te der ivate  (~4) (o estensioni) p r ime ,  se- 

eonde, ..., (m - -  2) m~ . 0 p p u r e  : 

c) di S~;~; di due ad arbi tr io  dei tensori  R@~. v, R * ~  ~, B ~ .  ~, S@~ ~ e 

delle loro der ivate  (c. s.) (o estensioni) pr ime ,  seconde, ..., (m - -  2) m~. Oppure  : 

d) di S~; ~ e delle sue derivate  (o estensioni) pr ime,  seconde, ..., ( m - - 1 ) m ' ;  

di uno dei tensori  B ~ x ,  ~ . ,  R ~e). e delte sue der ivate  (o estensioni) pri-  

me, seeonde, ..., ( m -  2) ~e (~). 
TEOREMA D1 S O S T I T U Z I O N E .  - -  Ogni invar ian te  d i f ferenz ia le  (tensori'ale 

o scalare) della connessione V dato neIla f o r m a  (68) pub espr imers i  ipei ten- 

sori normal i ,  sosti tuendo nelta sua espressione (68) le Pl;. ~ con le C;; ) ' - -  S~;X; 

le ~x" con le C~.¢, ..., in generale~ ciascuna der ivata  ~x' ,~x~ ... ~x~, • con la cor- 

..z 
r i spondente  componente  del tensore normale  C~.,~¢ .... , ,  ( r = O ,  1, . . ,  m - -  1) (~). 

PARTE SECONDA 

L e  t r a s f o r m a z i o n i  c h e  e o n s e r v a n o  i l  p a r a l l e l i s m o  (T~). 

6. Forma delle trasformazioni  (T~) the  conservano il parallel ismo in una 
variet~ (An) a connessione afline asimmetrica.  La connessione invariante.  - -  
Le equazioni  

r ~" "~d ~ (1) d~ ' - - -  d~ ~ + ~ '  x - -  0 

che rappresen t tmo il t raspor to  per  equipol lenza dei vet tor i  (controvar iant i )  

in A,, non sono at te  a r app re sen ta re  il t rasporto parat le lo  delle direzioni ,  

perch~ non sono invar iant i  per  un~ t ras formazione  

(69) ~ ( ° ~  h.~, 

ove h ~ uno sca la re  funzione a rb i t ra r i a  del punto in A ,  (o sull~ c u r v a  Iungo 

la quale  eons ider imno il t raspor to  (i)) [escluso na tu ra lmen te  il easo bana le  in 

(~) con ]a derivazione V, oppure V*, oppure V (b). 
(5~) Cfr. per  quest '  ul t imo enuncia to :  ~VEITZENBSCK, 15, 1923~ p. 356. I n  questi  enuncia t i  

par lando di i n v a r i a n t i  s imulta~,ei  di pifi tensori  in tendo l imitarmi agli i nva r i an t i  esprimibi l i  
in  t e rmin i  f in i t i  pei tensori  medesimi.  

(58) Cfr. T. Y. THO?~AS e MICHAL, 4~ 1927~ p. 199, e VEB:LE~ 47~ 1927, i0p. 90-91. Le 
denominazioni :  teorema d i  r iduz ione  e di  sos t i tuz ione  corrispondon0 a:  R e d u k t i o n s s a t z  se- 
condo WEITZENB~CK (l~t 7[OY,P3y ]3. 350 e seg.) e: q'epIacement theorem secondo T. Y. TI~O~AS: 
red .  ad es. 33, 1926~ p. 729~ e 467 1927~ p. 558. 
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cui h 6 un~ costante].  Ma 6 facile dare  a l l a  (1) una forma invar iante  per  

le 69), analoga  a quella  di S ~ G E  per  le equazioni  delle geodet iche  (~): 

(70)  ~t~. ~ _ _  d(~.  ~] + r[~;~]~dx ~ = 0 (ved. (~)) 

cio6 

~°~ ~ ~ r ~ d x  ~) = o ( %  (70*) ~,~(%~'~"~:)'. ~ -  ~).~(d~ • ~ -4- 

Dalle (70*) r i cav iamo agevo imen te  (~) c h e  la cond i z ione  necessar ia  e 
--k 

suff iciente perchO te F~ s iano i va lor i  acquisgat i  dal le  P~ p e r  u n a  t r a s f o f  

m a z i o n e  del la  eonnessione t h e  eonserv i  i l  p a r a t l e l i s m o  del le  d i r e z i o n i  6 che 

si abb ia  

(71) 

o, infine, t h e  sia 

(72) 

ove +~ ~ un  ve t tore  covariante arbitrario.  Le (721 rappresen tano  dunque 1~ 

pid genera le  t ras formazione  ~/~ della conness ione V (G0). 

Le (71) possono scr ivers i  

(73) ~,~ = L~, 

o r e  abb iamo posto (eft'. J. M. THOMAS, 36, 1926, p. 663, form. (5.14)) 

(7~) ~,~,, = r~,, - 1 ~ r ~ .  

Dunque  il s i s tema L~ 6 in v a r i a n t e  per  le T~, cio6 per  le (72) (di remo:  

(Tp)-invariante). Le  L~,  per  una t ras formazione  (3) delle coordinate ,  si trasfor- 

mano secondo le formule 

3Sx , ~x ,~ 1 ~ ~0 (75) ,~ ~ c~x~ ~x ~ ~x ,~ + _ _  o , ~ ; ~ ,  
L ~ ~--- L).~ ~x '~ ~x '~ ~x ~' ~ x , ~ x  '~ ~x ~ n 

o r e  0 6 dato da, lla (19): e godouo della propr ie t~  

(76) L~ = 0. 

(57) Veal, ]~tSENHAt~% 177 19237 p. 369. 
(~s) ~ = ~ z k _ _ ~  k in generale ~z~v ..... .~=m!~¢'~¢-'.,.~ %~ (veal. (is}) 6 il simbolo di 

Kronecker generalizzato (5~UR~AGttA~). Ved.  ad es. VEBLEN~ 47, 1927, pp. 3-6. 
(~V) con un procec[imento anulogo u quello seguito da VEBLEZ¢ e J.  M. TItOMAS pel caso 

delle t rasformazioni  the  conservano le geodetiche: red .  37, 1926, pp. _981-282. 
(60) Ved.  FRIESECKE, 27, 1925~ p. 106; J.  M. THOMAS, 36, 19_96, p. 66fi: EISENHART, 48, 

1927, p. 30. 
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Introdotte le. L~, le (70*) possono scriversi sotto questa forma i n v a r i a n t e  

p e r  le Tp : 

+ = O, (77) ~ ~" 

e auzi, se ~(t) ~ una serie di vettori le cui d i r e z i o n i  siano parallele in A.  
lungo una curva P, onde 

(78) d~ ~ + r ~ d x  ~ -= h d t .  ~ ,  

(h essendo una qualunque funzione sealare del parametro l cui sono riferiti i 
punti di F), basra porre, lungo F 

1 f r z  dx ~ - - f k d t  
h -~  C.  e -dJ ~ (79) 

perch5 pei vettori 

(69) 
si abbia, lungo P 

(:80) 

( C =  cost.) 

si trasforma (per effetto delle (3)) nel modo seguente:  

(82) L'{~ _~ Vx~ n - -  1 a0 
= L ~ +  n ~x  ,~" 

Ne segue subito ch% posto 

(83) 

si ha appunto 

pZ __ L ~ 1 )" L~  ~ - -  ~ + ~ - - ~  ~ 

~ x  ~. ~ x  ~ ~x,S 

~x'~ ~ x  '~ ~ x  ~ 

~ X  '~ ~X' ~ 

3 x ' ~ x  '~ ~cx ~ 

d~ (°)~ + L ~ .  ~(°)~dx'~ = O. 

Lo studio degli invarianti per le Tv potrebbe dunque basarsi sulle L~, cio6, 
costituirsi come teoria invariant iva delle equazioni (75). Ma c '6  un incouve- 
niente abbastanza sensibile: la legge di trasformazione (75) non coincide con 

la legge di trasformazione (4) delle P~; e neppure coil la legge secondo cui 

si trasformano le ~ c o m p o n e n t i  d e l l a  c o n n e s s i o n e  p~ 'o i e l t i va  >, II~ di T. Y. 
THOMA_S (espressa dalle (99) indicate pifi innanzi), Si dovrebbe dunque costruire 
una teoria in gran parte nuova. 

Questo ill effetto non ~ necessario. Infatti 6 agevole r icavare  dal sistema L~ 

uu attro sistema, PI,~, pure (~)- invariante ,  ma che si trasforma come F~. Osser- 

viamo che pet' le (75) il sistema 

(81) L ~ - -  P ~ - -  n 
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))" ((7~)-invarianti) si trasformano come le P~, e perei6, Cio~, the  le 1 t-, 
sono i p a r a m e t r i  di una connessione affine, V (p), in t r inseeamente  legata alla 

data, V, e invar ian te  per  Ie tvas formaaioni  (Tp) ehe eonservano il paral-  

lelismo. 

A questo risultato possiamo arr ivare  anche per un' a ttra vie~ pifl semplice. 

Notiamo che pel cambiamento (72) della commssione si ha,, per le (7), 

(85) 
e quindi, per le (15), 

(86) 

= S ; ;  + - -  

Vi 5 dunque una scelta intrinseca di ~b~: 

1 
( 8 7 )  - n - -  1 

tale che per' la nuova connessione il vettore di Einste in  si annul l i  ; a eui 

corrispondono i seguenti valori delle F~ ,  determinati  in modo invariante per  

le T~: 

(88) P ~  = r ~  + ~(I),~. 

Tenendo presenti le (74), si vede subito ehe queste quantitg eohmidono 

con quelle date datle (83). Cib prova nuovamente  quanto avevamo enuneiato 

e per  di pid ei mostra che la connessione V c~°~, in t r insecamente  de te rmina ta  

dalla data V in modo invar ian te  per  le T~o, dg luogo allo stesso trasporto 

parallelo delle d i rez ion i  ehe quella (V) assegnata : e tra tut te  le t ras formate  

di  questa per  le Tp, ~ c a r a t t e r i z z a t a  dal fatto che per  essa si annul la  il 

vettore di Einste in  a~ : i l  che ha un sempIice siguificato geometrico, che 

abbiamo gig notato (n. ° 3). 
Si osservi  questa conseguenza notevole :  a un trasporto  l ineare detle 

d i rez ion i  0 in t r insecamente  legato un t,rasporto detle lunghezze  (dei vettori 
le cui direzioni varino per parallelismo). In altri termini:  una legge (lineare) 

di t rasporto  per  paral le l ismo in una varield  eurva de t e rmina  univocamente  

una  legge di t rasporto  per  equipotlenza,  a cui 4 subordinata. Di questo risul- 

taro ci si pu6 render  conto geometr icamente tenendo presente il significato 

deWannullarsi  del vet tore di Einstein (n. ° 3), e il fatto che una omografia vet- 
toriale tra due stelle di vettori di E,, affine 4 individuata assegnando t 'omo- 
grafia che essa subordina tra le stelle di direzioni omologhe, e inoltre, secondo 

due direzioni omologhe, una coppia di vettori omologhi. I1 risultato pub para- 
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gonarsi a quest 'a l t ro  stabilito dal OARTAN: che tra le eonnessioni proie t t ive  

aventi  le stesse geodetiche ve ne 6 una intrinsecamente determinata~ inva- 

riante per  le trasformazioni (Tg) che conservano le geodetiche:  la connessione 

proie t t iva  normale  (6~). 

Mediante le (83) le P~ L~ si esprimono per le L~: ma anche inversament% 

le L ~ ~ '  ~ possono esprimersi per le P ~ .  dalle (74), tenendo presente che le L~ 

sono (T~)-invarianti, oppure dalle (83) risolvend% otteniamo 

(89) P ~  -- n ~ P ~ "  L~-~- ~" 1 ~ 

Dunque anche le P~ ~ come le LE,~ , sono sulfieienti a ind iv iduare  il tra- 

sporto delle d i rez ion i  subordinato alla supposta connessione ayfine, % se si 

vuole, a i nd iv iduare  questa a meno della pi'~ generale t ras[ormaz ione  T~. 

Corrispondentemente, abbiamo che basta sostituire alia normalizzazione espressa 

dalla (79) la seguente :  

t9o) h = C. e " ~ ' f ¢ ~ - f ~ t  (C = cost.) 

perch6 una serie di vettori  ~(t) le cui direzioni sono parallele in A ,  lungo una 

linea F dia luogo a una serie ~<o)(t)~---h~(t) di vettori egualmente diretti~ ed 

equipollenti tungo P per  la connessione Vw): tali cio6 che sia, lungo F, 

(91) d~ <°)~" p~ ~o)~ dx~ __ 

Indicando con Q~ i parametr i  della eonnessione simmetrica V(q) associata 

(n. ° 3) alla eonnessione invariante V(~), con H" "~ il tensore di torsione di questa, 

avremo : 

~. ~ (~¢~ + ~¢~),  (92) O~.~ = P0 ; , )=  Ba~ + n - - 1  

(93) u~; ~ = e~% = 8 -~. + ~ ( ~  - ~ , ~ )  (°+-). 
n - -  1 

Naturalmente sar~ 

( 9 4 )  H "'~ ~ ~ _P[~] --- O. 

(6t) CA;RTAN," 25~ 192~, pp. 221-226. Ved. anehe SCItOUTm% 26~ 1924, 1913. 423-424 e 88, 
1926~ pp. 156-158. 

(s.+) Ql~v g il sistema z)~ di J. M. THO~IAS (86, 1926, p. 663, form. (5.12)); H'~; x ~ il ten- 

sore ~k  di J.  ~[. THO~IAS (ibid., form. (5.11)), indicato con T~k du EISE~HART (48, 1927, p. 35, 

form. (13.4)). L ' i nva r i an te  pk  che ha fra i (Ts)-invarianti un ruolo essenziale, in quanto 

da esso tutti gli altri possono dedursi  (n. ° 8)~ non era invece stuto notato finora. 
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]~ediante il tensore H~; x si pub formare  una suceessione di tensori~ sempre  

(T~)-invarianti, tutti  s i m m e t r i c i  r ispetto ai loro indiei :  

i 
. . . . . .  '~ "'~ (ib~(1)~ q~ = H~i~H~ ~ = S~)~ S ~  n - -  1 

(95) 

• • • . . , . . , . • • 

il pr imo dei quali, se di tango  n, potrebbe servi re  come tensore fondamen-  

tale di una met r i ca  in t r inseeamente  de te rmina ta  dalla da ta  eonnessione affine, 

e (Tp)-invarian te. 

Risulta ev idente  dal eonfronto delle (93), (11), ehe l ' annu l lar s i  del ten- 

sore H;;)" d la condiz ione  necessaria  e suff iciente pe~'chd la data  connes- 

sione V s i a  e m i s i m m e t r i e a  (n. ° 2), come ha  notato J. M. T~oM~s (~). E quindi  

anehe :  una connessione a s i m m e t r i c a  p~b r e n d e ~ i  s immet~ ica  con conserva- 

z ione  de l  para l le l i smo al lora  e solo t he  essa d e m i s i m m e t r i c a  (ibid.)• 

Questo risultato pub ottenersi  auche  per a l t ra  v i a :  ~ ev idente  t h e  sar~t 

possibile t ras formare  la da ta  connessione V in una s immetr ica  mediante  una Tp 

al lora e solo t h e  per la connessione supposta sussiste it t eorema di  Severi ,  

nella forma enunc ia ta  al n. ° 2; o ancora,  al lora e solo t he  il vetto~'e (di torsione) 

S..). p,~v ~ ~ ,~ associato a due q~alunque vet tori  ~, ~ in un punto  (qualunque) 

della supposta A .  d complanare  a ~, ~. Ora:  la condizione perch~ quest 'u l -  

t ima c i rcos tanza  si present i  si espr ime agevo lmen te :  t roviamo appunto t h e  

deve essere 

(96) S~;Z-- n - -  1 - -  

cio~, t he  la da ta  connessione deve  essere emis immet r ica  (a~). Sostanzia lmente  

(~s) 86~ 1926, p. 669. 
(6~) Infa t t i  la condizione perch~ S ~ ) ~  sia complonare  a ~, ~ si s t r i ve  

o r e  ~.za~ ~ 3 !  ~[i ~ ~ ) ~ v  , ]  (red.  (is), (ss)). L a  precedente  relazione va r rh  per  ogni ~ -~ alt0ra e 

solo the  

Ponendo x ~ ~t~ z = k e sommanclo si hanno appunto le (96)~ e inversamente ;  dalle (96) 
conseguono agevolmente  le (g}. Si noti  t he  analogamente  5 

.. .~ 1 (~ ~ v ~  ~ ...~ 
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q u e s t a  p r o p r i e t g  e r a  g ig  s t a t a  da ta ,  in f o r m a  e q u i v a l e n t e ,  p e r  q u a n t o  in ap- 

p a r e n z a  assa i  d i v e r s a ,  da l  C~_RTA>I: infat t i  il SUO (, p r i m o  t e n s o r e  i r r e d u t t i b i l e  

di t o r s ione  ,,, ~7, pu6  iden t i f i ea r s i  con  H~i~ ~ (eft'. n. ° 3 (-~4)~ (~)). 

Alle  due  e a r a t t e r i z z a z i o n i  da t e  poeo  s o p r a  pe r  le v a r i e t g  a e o m m s s i o n e  

afl ine e m i s i m m e t r i e a  possono  d u n q u e  a g g i u n g e r s i  ques t e  a l t r e  d u e :  ehe  i n  

una tale varietal, pel t rasporto  parallelo inf ini tes imale,  ta d i rez ione  t~a, 

sportata  ~'esta tangente alla superficie geodetica iniz iale ,  e che  la trasla- 

z ione  assoeiata a un qualunque cielo inf ini tesimo 0 rappresentci ta da un 

vettore la eui d i rez ione  appar t i ene  alla 2-direzione del eicto (~). 

P e r  P ~  si pub a g e v o l m e n t e  e s p r i m e r e  a n c h e  il s i s t e m a  H ~  del le  com- 

ponent i  della connessione proiett iw~ ( secondo  T. Y. THOMAS (~)) l e g a t a  a l la  

c o n n e s s i o n e  affhm V:  le qual i ,  i n v a r i a n t i  p e r  le T~ (che  c o n s e r v a n o  te geo-  

det iche) ,  1o s a r a m m  a m a g g i o r  r a g i 0 n e  p e r  le Tp. Si h a  

~. ~ @ 1 ( ~ . ~  ~ o  • l 

R i c o r d e r 6  t h e  le IIiZ~, g o d o n o  del le  p r o p r i e t h  

e si t r a s f o r m a n o ,  p e r  le (3), s e e o n d o  le f o r m u l e  

(99) II'~.~ = IF ax) ax+ax+ a~x ~ 3x  '+ 1 .+ 30 1 ....... ~ a 0  

ta condizione necessaria e sufficiente perch~ i1 retry>re D~-~ incremento di un quahmque 
vettore ~)~ per trasporto ciclico, appartenga aI piano del ciclo. Quando la A,~ ~ una V,~ 
riemanniana, le (h) si ffducono alla condizione ( J :  K *) perch~ coincidano i parallelismJ di 
LEvI-CIVITA e di SEVERI: veal. B0~IPIANI, 9, 1921~ p. 384, 385. 

(85) Ved. CA~TAX, 20, t. 4'2, /925, pp. 31-35. Se si osserva che 

- = + < - l ,  o do = 0 ,  

e si confronta con le eonsiderazioni esposte clal CAI~TA~ a pp. 81-32, si vede che H "'~ pu6 
iden~ificarsi col ~ensore ~7 di CAI~TAN, o meglio, con una sua particolare (ma intrinseca) de- 
terminazione. Ora il CARTA~ dimostra (ibid, pp. 34-35) che le vm'ieth per le qua]i ~7 ~ nullo 
sono que]le per le quali ,, la traslazione associata a an parallelogrammo infinitesimo ~ rap- 
presentata da un vettore situato nel piano del parallelogrammo ,,. I1 CAnTA~ non parla affatto 
di connessioni emisimmetriche. 

(6~) Ved., snlla geometria de]le connessioni affini emisimmetriche, anche FmE])~AN~ e 
SCHOUTEN, 23, 1924, 

(~) T. Y. THOMAS~ 28, 1925, p. 200, form. (2.4). 

Annall  di Mh.tema$icob Serie IV, Tomo VIII. 11 
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Le IIL,~ sono sufficienti a individuare, nella varlet'a, una connessione pro- 
iettiva normale secondo CARTAN (6s)1 di parametri  

~ o 1 ( ~II~ n ~IF~ 
(100) A°v-:O, A o ~ : ~ ,  A ~ : I I ~ ,  A ~ - - n -  1 ~ x , ~ - t - ~  ~ /  (~9) 1 

avente le stesse geodetiche delia connessione affine V (comuni anche a V (~, 
V<~ ), v<q)). 

I~ [o stesso assegnare le H~,~ o le iinee geodetiche di tale connessione: le 
cui equazioni del resto, con riferimento a un parametro proiettivo t (~0) si 

p o s s o n o  s c r i v e r e  

(10t) d'2X~'dt--- ~ + lI~2~i dX~'d[_ d x  '~d~ _ O. 

La teoria delle variet~ a connessione proiettiva normaie pub considerarsi 

come una teoria geometr ica  dei sistemi differenziali del tipo (101); allo stesso 
modo la teoria invariantiva delle varieth, a connessione affine per le trasfor- 

mazioni Tp che conservano il parallelismo, della quale ora ci occupiamo, pub 
dirsi una teoria geometr iea  dei sistemi del tipo (91). 

7. R i c o s t r u z i o n e  del ia  varietit a eonness ione  a n n e  p ih  generale  a part ire  

dal le  sue geodet iehe .  - -  I~ interessante il vedere  come dalle II~ si possa ri- 

salire alle lP~ pifi generali a cui e s s e  corrispondouo disponendo successiva- 

mente della scelta degli altri elementi arbitrari  da cui le F~ dipendono. 
Auzitutto: sia dato un sistema di linee (101), ciob sia data in una varietA 

in cui le x v sono coordinate curvilinee, una connessione proiettiva normale. 

Nelle (101) si intenderg t he  le II~;~ soddisfino alle (98), e per una trasforma- 

zione (3) delle coordinate si trasformino con ta legge (99). Le II~;.~ dipendono 

[ (n - t -1 )__  1] parametr i  indipendenti. da n 2 

Poi: assegniamo ad arbitrio un vettore Qx che si trasformi, per te (3), 
secondo Ia legge (18). Ci5 equival% come VEBLEN e J. M. THOMAS hanno no- 
taro (7~), ad assegnare per ciascun punto deIla varietY, nel rispettivo spazio 

(68) CARTAN, 25, 1924, pp. 223.224. 
(Sg) Cfr. CARTAI, I, 25, 1924, pp. 226-227; SCItOUTE~, 26, 192~ p. 423 e 88, 1926, p. 157. 

Ch'. anche T. Y. TI-IO~ASl 1131 1926~ p. 726, form. (9). (Le A~v (a, b ~ 0, 1, ... n) non coincidono 

con le P*~ di T. Y. THO~ASl ma ne differiscono per  fat tori  numerici) .  

(7o) T. Y. TItO~As~ 28, 1925~ pp. 200-201. 
(7t) ~EBLEN e J.  M.. THOMAS 1 871 19261 pp. 294-295. 
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proiettivo tangent% un iperpiano. D 'a l t ra  parte anehs a ciaseuna eonnessione 

affine, di parametri  Q{.~, 6 intr inseeamente legato un vettore, Q~x, ehe var ia  

con la stessa legge (18), e quindi un iperpiano; e due eonnessioni affini sim- 

metriehe ehe abbiano le stesse geodetiehe non differiseono ehe per l ' iperpiano 

assoeiato. Ci6 premesso:  se poniamo 

1 ~ 

le Q{~ si trasformano seeondo la legge (4), e si ha 

(lO3) Gz = Qz. 

Tenute presenti le (97), avremo che le Q[~ sono i parametri  della pi/t gene- 

rule connessione affine s immetr ica  avente le stesse geodetiche della supposta (.+1) 
eonnessione proiett iva normale. Le Q),~ dipendono da n 2 parametri  iw 

dipendenti. 

Indi assegniamo un tensore H;.'~ ~, soddisfacente alle condizioni 

(104) H;~;~ q-H;i.~-~O, Hi ;" - -O 

e del resto arbitrario, e poniamo 

(105) P[~ ~--- Q{~ -t- H: "~ ) . i~ • 

Le P[I,. sono allora i parametri  della eonnessione V (p), (T~)-invariante, eorri- 

sponitente alia pid generale eonnessione affine asimmetrica ehe ha le linee (101) 

come geodetiehe:  o, se si vuole, sono i parametri  del pill generale trasporto 

(lineare) parallelo delle direzioni pel quale le (101) sono Ie linee autoparallele;  

H: "''~).~ 6 il tensore di torsione di quella eonnessione V (~). Le P~)~ dipendono da 

n(n "~-  1) parametri  indipendenti. 
Inflne: assegniamo ad arbitrio un vettore eovariante q)x: post o 

(106) i~ _ p~.~ 2 ~{OE ~ 
~ - -  n - -  1 

la connessione di parametri  IP[,. (tutti indipendenti, s in numero di ha), per 

la quale 6 precisamente O~. il vettore di Einstein, sara la pid generals  con- 
nessione affine a eui 6 subordinato il trasporto dells direzioni definito dalls 
p,~ )~, e il dato sistema (101) come sistema dells linee goodetiche. 

8. I i  t eorema fondamenta le .  Tensori  di curva tura  (Tp)- invariant i .  - -  
La derivata, covariante di un qualunque tensore per  la derivazione V (~) cor- 
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risi)ondente alia eonness ione (7~,)-invariante di pa ramet r i  P>" ~ si espr ime age- 

vo tmente  per  In de r iva ta  eovar ian te  det tensore  medes imo  con la deriva-  

zione V, di paramet r i  P~ :  abb iamo  ad es. :  

(107) VW)~---~ V~ ' -~-n- - - -1  0 ~ ~  V~ ~I* V~-~ n - - 1  ~ "  

Piu in genera le ,  se E "'~ .... ×* 6 un qua lunque  tensore  ad ~' indici di eova-  
(')1 , . *  0)~ 

var iauza,  s di controvarianza~ si ha 

(108) _~p)E..~. ..... ~ _  E..~ .... ×~ 2 0 " - -  s) ..~. .... ~.~ 

onde, co r r i sponden temente ,  se d, dW) sono i simboli dei d i f f e r e n z i a l i  cogre- 

d i en t i  che corr i spondono alle der ivazioni  c o w r i a n t i  V, V (~), a v r e m o  

(109) d (~E"~  ..... ~ = dE'" ~' "'" ~ 2(r - - ; )  .... ~ ~ .... ~o,, n _7 (P~dx~" E~,] "...~,.~ 

Se it tensore  E~]::.'~:? ~ (T~)qnvariante,  lo sarg  anchs  il tensore  V~W)E[~]~:."~,: ~ 

(e cosi d'~'E:,:~.:.':,?~), e tutti i tensori der ivat i  success iv i  (con ta der ivaz ione  V w,) 

lo saranno pure.  D u n q u e :  m e d i a n t e  la de ' r ivaz ione  V(•), app l i ca ta  a t ensor i  

(Tp)- invar iant i ,  si possono o t tenere  in f in i t i  a l t r i  tensovi  do ta t i  del la  ~,nede- 

s ima  p r o p r i e t d .  Lo stesso potrh dirsi anche  per  la der ivaz ione  V (~, che ha 
per  pa rame t r i  le quant i tg  O'~ ~ - ~ P o . ~ ) :  e questo e ra  gig stato notato anehe 
da J. hi. TtJO}IAS (36, 1926, p. 668). Ma c ' 6  di pfft: {ul t i  i t ensor i  i n v a r i a n t i  

p e r  le Tp si  possono ottene~'e come i n v a v i a n t i  d i f e r e n z i a l i  del la  connes- 

s ione Vw): e quindi anehe,  come invariant i  differenziali  s imultanei  della con- 

nessione s i m m e t r i c a  V (q) e del tensore  di tors ione H ~  ~. 

In cer to  senso ci6 ~ senz ' a l t ro  prevedibi le ,  in conseguenza  di quanto s '~  

detto al n. ° 6: giacch~ r isul ta  da quanto ivi ~ stato esposto che le condizioni  

(11o) 

equiva lgono alle (73) e quindi alle (72): e perci6,  sono necessar ie  e su f f i c ien t i  

pe reh~  le e o r r i s p o n d e n t i  eonnessioni ,  di  p a r a m e t r i  P~ e P~.,, s iano (T1,)-tra- 

s f o r m a t e  t ' u n a  d e l l ' a l t r a .  Dunque  non possono es is tere  espress ioni  (T~)-inva- 

rianti,  f u n z i o n a l m e n t e  indipendent i  da P~,~. 

~{a va lendoc i  del fat to che la conness ione V(1 ,) ~ essa stessa u n a  (Tp)-tra- 

s f o r m a t a  del la  eonness ione  V p r i m i t i v a ,  ~ facile d imos t ra re  in modo com- 
pleto e r igoroso In propriet.~ enunciata .  Chiamiamo d ' o r a  innanzi, quando 
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oceorra  dist inguerl i  dM (Tp)-inva~'ianti, invar iant i  (differenziali) a/ f in i  di una 

var ie th  a connessione affine quelli di cui si parl6 al n. ° 5: invar ian t i  propri 

delia varieth,  comuni  soltanto ad essa e alle sue t rasformate  isomoJ'fiehe. Un 

invar i an te  d i f fe renz ia le  affine (d 'ord ine  m q u a l u n q u e ) d e l l a  connessione V pus  

sempre  espr imersi  nella form~ (68), (n. ° 5): se esso ~ anche (Tv)-inwtriante, 

ci6 vor rk  dire che i valori  delle sue c0mponent i  E ....... ~' non mutano  se 
CO1 " '"  ~) r  

helle (68) al posto delle sost i tuiamo i pa ramet r i  (daft dalle (72)) di una 

qua lunque  connessione (Tp)-trasformata della data.  In part icolare,  essi non 

mute ra tmo  s e a l  posto delle F~  sost i tuiamo le P'~ )~l~: ora ci6 equivale  a dire 

che il supposlo i n v a r i a n t e  ~ anche un i n v a r i a n t e  d i f f e renz ia l e  af f ine ( d ' o f  

d ine  m)  della connessione V(;). Che poi, inversamente ,  iutti gli invar iant i  

differenziali affini di questa  connessione siano (7~)-invarianti della pr imit iva,  

ovvio.  Abbiamo dunque  iI seguente  

TEOREMA FONDAMENTALE. - -  Gli i n v a r i a n t i  d i f f e r e n z i a l i  di  ~na con- 

nessione af f ine V P e~ le t r a s f o r m a z i o n i  (Tp) che eonseraano il pa~'allelismo 

sono tu t t i  e soli gli  i n v a r i a n t i  d i f f e r e n z i a l i  a f f in i  della eo~'~'ispondente 

connessione (Tp)- invariant  G V ~p). 

Se ~ nota una  espressione di  un  tale i n v a r i a n t e  per" e l emen t i  della 

connessione V, ne r i cav iamo  una espressione (Tp)- i~variante sost i tuendovi ,  

a eiaseun e lemenlo di V, i l  co~v~'ispondente e lemento della eonnessione V(P). 

In pa r t i co la re :  gli invar iant i  del p r i m o  ordine  per le T~ si e spr imeranno  

in termini  finiti per  P~,~. come abbiamo gih veduto (n. ° 6) pei principal i  di 

essi :  LI:,~, Q~, ] I~ ,  e it teusore  tt~'~ )', al l ' infuori  del quale non vi sono altri  

tensori  (T~)-invarianti del pr imo ordine ( indipendenti  da esso). 

F r a  i tensori  (Tp)-invarianti del secondo o~dine si presentano anzi tut to  

il tensore di cu rva tu r~  /~:~(~ della connessione V(P): 

(111) K.. .~ Pz~ 3P,~ p~ p~ __ ~ .~ , 
~z  - -  ~x~ ~x ~° + ~ ~ P z ~ P ~  

K . . . . .  Q'"'~ i tensori  di c u r v a t u r a  ~.)., ~x della connessione coniugata  a V (~) (V (p)*) 

e della connessione s immet r ica  assoeiata-(v(q)), e i l  tensore 

. . . .  ~ . . . .  -(q)H" "'~ _(q) ~r..~ /~" " × H ' '  - -  / ~ " ~ H "  "~ H ~ i  ~--Ki,~x --O~.~x ~-vv. ~,~ - - v ~ * x ~  + ).~ ~ x~ ~ 
(112) _~)~:~.., _(p)r~..~ _ t t . .×~..~ . 2r~..×~..~ 

corr i spondente  al tensore  ~ .  re la t ivo alla connessione V. Posto 

(113) ~ '~  - -  ~x~ ~x ~ - -  - -  
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(roto~'e del  v e t t o r e  di EINSTEIN (I).~) t r o v i a m o  a g e v o l m e n t e  e h e  de t t i  t ensor i  si 

e s p r i m o n o  ne l  m o d o  s e g u e n t e  p e r  gli e l e m e n t i  de l l a  c o n n e s s i o n e  V: 

2 

(115) ~* ..... - -  "" 

1 1 ~. tb)( D 1 ...,, . . .  ~ _ ~" (b)(:I) (116) Q~l~z : B ~ z  + n - - i  ~{dp~i ~ .  4- n . . . .  - - 1  ~(Vi~ )~ (I)~(I)).) n - - 1  ~AV~ ). - -  (I)~ocP~),. 

(117) H "''~o~). =S~,.).'"" -I- n - -  l l  (~q5~ _t_ ~;V~)O). - -  ", v~ ,~,_(~)m, .,z) 4_ ( n ~ l  1) (~LO,. - -  ~;(I)~)Oz . 

N o t i a m o  i n c i d e n t a l m e n t e  a l c u n e  c o n s e g u e n z e  de l l e  (114), (1t5),  (116), (117), c h e  

p o t r a n n o  s e r v i r c i  in segu i to .  P o s t o  

R "' '~ R* R * ' ' '~  "" "~ . ( t18)  Re~ = ~ez , ez = ~ ,  , Bex ---- B~), , St~.7. -~- S :~  ~, 

e a n a l o g a m e n t e  

K "' '~ K* * ~ ""~ H "' '~ 

si h a  : 

(120) 

021) 

Kz~ : R* )+,. + 2Vx(I)~, 

n + 1 ~ n { 8 

2 
K ~  "-- R)~t~ n - -  1 (I)~.e, 

2n  7 , * , T  . , .Q7 ~ . ~ . ,  , '7  

1 ...~ ...~ n -4- 1 (I)x~ 
(122) --gP~O~, Q)~I~ : B ) ~ , ~  - ¢ - n - - 1  

L ~  
~x  ~ 

(123) H-,e==-Sze I ~pz _v(zb)q) _t_(OzOpe, Hi:~z ___ 0. 
n - -  1 

F r a  i t enso r i  K~;;,i. ~, K*@i. ~, QS~'~ ~, H(~i~ ~ ed  H~; z, V(~P)It~; )~, V(~)H~i; ~ s u s s i s t o n o  

n a t u r a l m e n t e  r e l a z i o n i  a n a l o g h e  a que l l e  i n d i c a t e  al  n. ° 3 pe i  c o r r i s p o n d e n t i  

t en so r i  r e l a t i v i  a l i a  e o m m s s i o n e  V, e c h e  no~t i m p o r t a  s t a r e  a s e r i v e r e .  

9. C o n n e s s i o n i  ( T r ) - e q u i v a l e n t i .  C o o r d i n a t e  ( T p ) - n o r m a l i ,  t e n s o r i  (7'p)- 

n o r m a l i ,  e s t e n s i o n i  ( T ~ ) - i n v a r i a n t i .  T e o r e m i  di r i d u z i o n e  e di s o s t i t u z i o n e  

p e r  l a  t e o r i a  i n v a r i a n t i v a  d e l l e  t r a s f o r m a z i o n i  T ~ .  - -  V a l e n d o c i  de l  t e o r e m a  

i b n d a m e n t a l e  d a t o  al  n. ° p r ec .  e de l le  a l t r e  noz ion i  e f o r m u l e  e s p o s t e  p o s s i a m o  

as sa i  a g e v o l m e n t e  d e d u r r e  dai  r i s u l t a t i  o t t enu t i  ai n. i 4 e 5 p e r  le  c o n n e s s i o n i  
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affini iu genera le  a l t re t tant i  r isultat i  relat ivi  alia teoria  delle t rasformazioni  (T~o) 

che conservano  il paral tel ismo. 

Anzi tu t to :  pot remo valerci  delle considerazioni  esposte al n. ° 4 per  otte- 

nere  la r isoluzione del p rob lema dell '  equivalenza per le T~, o (Tp)-equivalenza 

di due connessioni  affini as immetr iche .  R a m m e n t i a m o  che le P ~ ,  per  una tra- 

sformazione (3) dells coordinate  x ~ in A,,, si t ras tbrmano secondo le (84), che 

non differiscono dalle formule (4) di t ras formazione  delle Fi~[~. Ind ich iamo 

con F~ v) le formule di t ras formazione  per Ht5 x, con F(, ~') le formule  idi tra- 

• .[.~ K*...,~ sformazione per  K5~x e ~,~x, ana loghe  alle Fo~ F~ del n. ° 4, cio6 alle (37), 

(38) e (38*); da cui si ot tengono,  come le (84) dalle (4), sost i tuendo ~tgli ele- 

ment i  della connessione V i corr ispondent i  della connessione V (p). Ind ich iamo 

infine con F(~)~, ,' a~t~'), ..., * ,~...'a'(~ le formule analoghe alle F~, F.a,... , F m  del n. ° 4, 

o t tenute  dalle F~ p) oon successive der ivazioni  covar iant i  (V(P)). Avremo sen- 

z' al tro che : 
t~ 

La condizione perch~ due connessioni affini di parame t r i  P[~ Pr~. siano 
(Tr)-equivalenti, cio& diano luogo alto stesso trasporto per parallelismo delle 

direzioni ,  ~ che esista un intero N ( ~  0) tale che le F(0 p), F~ ~'), ..., F~r ~ siano 
~P) Se algebricamente compatibili, e le loro sotuzioni soddisfino alle ~ex+,. 

zl~, I '~  si in te rpre tauo  come i pa rame t r i  delle connessioni  affini in due di- 

s t inte varietY, la condizione ora detta sard necess'aria e sufficiente perch& 
queste clue va~iet& si possano rappresentare  l 'una sul l 'a l tra  con conserva- 
zione del parallelisrno. In pa r t i co la re :  ls var ie th  a. connessione affine per  le 

quali  6 

024) 
ossia 

H "'~" K" '"  ~@. ~ O) ~ ~ 0, ~ .  - - 0  (e quindi anche  K*" "'" 

(125) S..~ 1 ~ ~ R'"  "~ 2 ~O 
~ - - n _ l ( ~ O ~ - - ~ 1 ~ O , ~ ) ,  ~ - - n _ l  a~. ~ ,  

ed esse soltanto, sono (Tp)-equivalenti a uno spazio affine, cio6 rappresentabi l i  
nin--1) 

con conservaz ione  del paral lel ismo, s anzi in oo ~ modi, su di uno spazio 

aff lue:  e anche  su al t re  (qualunque) variet~t della stessa classe, s in partico- 

lare  su s6 stesse. Vedremo poi (n. ° 11), pifi in gensrale ,  quali siano le var ie th  

(T~)-equivalenti a uno spazio a connessione affine integrabite, cio6 a curva- 

tu fa  nulIa. 
Ve~damo ora ad appl icare  alla teoria dells t rasformazioni  ~/'~ le conside- 

razioni svolte al n. ° 5. In una  A ,  si potranno definire dei sistemi di coordi- 
hate normal i  (Tr)-invarianti (d i remo:  (Tp)-normali) avent i  p e r  origine un 
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punto a rb i t r a r i o :  tall sar~mm le coord ina te  normal i  per  la cmmess ione  V w). 

Sin z ~ un tale s i s tema di coord ina te  (7~)-normali,  con l ' o r ig ine  in Po :  e pre- 

c i samente ,  si~ quel  s i s tema (un ivocamen te  de te rmina to )  che  cor r i sponde  a un 

dato s is tema coord ina to  x ~. Se indichiamo (come al n. ° 5) con y~ le coordi-  

nate  normal i  per  la conness ione  V - -  d i r emo:  le c o o r d i n a t e  n o r m a t i  a f f i n i  

in A~ --  co r r i sponden t i  allo stesso s i s tema x ~, abb iamo subito 

(126) 

\3zz3zl~aZ~]o Po.**~, o "-- n - -  1 . n - -  1 o' ' 

ove  le P~'~#~,..., P "  ~,,~ ..... ;,,,,, ..., sono le quantit~t cos t ru i te  pe r  le P~# come  P>,~, ..., 

P ~.,~.,...~,~, ... (n." 5, form. (44), (45)) per  le F~,l~: 1' i nd i t e  e¢ significa che  esse sono 

ca lco la te  nel s i s tema coord iua to  no rma le  affine y~, l ' i nd ice  o cont rassegna ,  

al solito, i valori  calcolat i  in Po ;  infine D 6 il s imboto de l l ' e s t ens ione  (n. ° 5) 

co r r i sponden te  alia conness ionc  V. 

Mediante  ques te  formule,  e t enendo  present i  le (88), e sp r imiamo a g e v o f  

men te  i t e n s o r i  normal i  per la conness ione  V w) (d i remo:  t e n s o r i  ( T r ) - n o r m a l i )  

"'~ definiti dalle condizioni  - -  da suppors i  soddisfat te  in c iascun  G ~t~) ' ' r l ' l "  2 . . .  %'~n 

punto Po del la  A ,  in re laz ione  con un s is tema coord ina to  z ~ ivi (Tp)-normale - - :  

N 

(127) ( ~v-qz .... ~,,)o = \3Z¢,az~ ; . . .  az¢,,/° 

pei tensori  normal i  C "'z re la t iv i  alia conness ione  V --  d i r e mo :  pei t e n -  

s o r i  n o r m a l i  a f f i n i  di ques ta  conness ione  - - ,  e inoltre,  pel ve t to re  ap~ e le 

sue d e r i v a t e  c o v a r i a n t i ;  o, che  6 lo stesso, pe r  le sue e s t e n s i o n i :  ad  es. 

2 ~. 
(128) G "'>" - -  C~i~.~¢ + - - - -  

..~, __ C.. ~ 1 ~"~" "~ • ~ ¢ P q )  2 8~D.,.,(I)~ 

, , . ° ° • . . . .  , . • • . , • • . . . .  , . 

In" genera le ,  abb iamo t h e  il t ensore  (Tv)-normale d ' o r d i n e  m, G "'~ 

differisce dal tensore  norma,le affine dello stesso ordine  soltanto per  un gruppo 

di termini  addit ivi ,  che d ipendono (omogeneamente )  dai ve t to re  ~ e da,lle 

sue estensioni  degli ordini  1, 2,... m-.-3~ m -  1. 

Come i tensori  normal i  per  la conness ione  V (v) si possono i n t e r p r e t a r e  

quali tensor i  (T~)-normali  per  la eonness ione  V pr imit iva ,  cosi si po t ranno  
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definire per  ques ta  anche  delle eslensioni (T1,)-inwtrianli , t h e  saranno Ie 

estensioni  cos t ru i te  in re laz ione alia com~essione V(P), cio6, ~ un s i s tema di 
coordinate ,  z ~, (T~)-normMi. Su questo  non oecor re  fermarci .  

Te rmin iamo indicando i seguent, i teoremi  di r iduzione e di sost i tuzione 
per  ht teoria degli  iuvar iant i  differenziali di una com~essione M~ne per  le 

t rasfbrmazioni  T~: eonseguenze  immedia te  di quanto p recede  e degli analoghi  

t eoremi  dati at n. ° 5 per  gli invar iant i  difl'erenziali affini: 

TEOREMA DI R 1 D U Z I O N E ,  - -  Gli invar iant i  d i f ferenzial i  (tensori o sealari) 
di ordine m di una varietd a eonnessione a ~ n e  V per  le t ras formazioni  Tp 
the eonservano il parallelismo sono gli invar iant i  s imultanei:  

a) dei tensori (Tp)-normali degli ordini 1, 2, ... m : GIi; z - -  H~; ~, GI[;~:¢, ..., 

Gll;~.~ ... . . . .  .~_.  Oppure  : 

b) di Hj;~; di Gt;.;~.'~ e delle sue derivate (~"-) (o estensioni [(T~)-inva- 
rianti]) prima,  seconda, ..., (m --- 2) n~. Oppure  : 

c) di H::;~: di due ad arbitrio dei lensovi K@~ ~, K*@if, Q@if, H~:f e 

delle loro derivate (o estensioni) pr ime,  seconde,..., ( m -  2)m% Oppure :  

d) di H~.; ~ e delle sue de;'ivate (o estensioni) pr ima,  seeonda, ..., (m -- 1)m~; 

di uno dei tensori Q@if, K@if~ K*@if e delle sue derivate (o estensioni) 
prim, a, seconda, ..., ( m -  2) m~. 

T E O R E M A  DI SOSTITUZIONE. - -  Data l 'espressione di un invaria~te dif- 
ferenz ia le  (tensore o sealare) d" ordine m della connessione V per le tra- 

sfo, 'mazioni T~, in funzio, ,e  di Pl;~, ~P~', ~m-lPl;v ~x • ' "'" 3x ~,~x*~ ... ~x*~-l '  o anohe di 

r :~' ~x ~, ' " "  ~x-,~x,-7.._~--x,m-~' 0 lecito sostiluire dowtnque, in tale espres- 

sione, a PiX,, (o Pl~) e atte sue derivate prime,  seconde, ..., ( m -  1) m~ le c o l  

rispondenti  componenti  dei tenso~q (T~)-normali G~; ~ = H:;.; )', GI~;}¢,... , 

10. A l t r i  t e n s o r i  ( ~ t ~ ) - i n v a r i a n t i  ( d e l  s e c o n d o  o r d i n e ) .  - -  Vi sono a l t r i  

notevol i  tensori  (~/~)dnvari~nti, oltre a quelli  che finora ci si sono presente~ti. 
Un impor tnnte  tensore  (T~)-invariante (deI secondo crdine)  si espr ime (come 

R'"  "~ ~' ~'" "~ o~  per  Pt-,, o l i ~  per  t)~,~) per  gli e lement i  del s i s tema ( l~) - invar iante  
LIi~ t rova to  al n. ° 6: 

. . . .  ~ v ~ ~ __  L ~ L ~ (130) L ~  : ~xl---; L ~  3~v~ i L~.~ :+- L~.,oL~ ~-I~ ~" 

(~z) m e d i a n t e  l a  d e r i v a z i o n e  V(~ °), o V(~ ~*, o vCq ). Cf r .  t~) .  

Ant*e~ti di Matematicob Serie IV~ Tomo V I I I ,  1~ 
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Che  i~ e f f e t w  L¢;i;.if s ia  un t enso r% s e g u e  ad  es. da[  fht to t h e ,  t r a  le condi -  

zioni d ' i n t eg rab i l i t~ t  de l l e  (75) t r o v i a m o "  

• , . . .  + ~ x  '~ ...~ 8x  + ~ x ~  ~ x  )- 
( 1 3 1 )  1~ ~,f+c ~ ,  - -  L ~ ,  ~x,  ~ ~x'~ ~x 'r"  

D e l  r e s t o :  p e r  le (130)~ (74) a b b i a m o  a g e v o l m e n t e  

. . . . . . . .  1 ~ }  . . . .  C~ ) (132) L~I~z -~- R~+z - -  n ~o , I~  

o n d e  anche~ e s s e n d o  L@jf (T : , ) - i nva r i an t e  ( o p p u r e :  m e d i a n t e  le (114), (121)): 

(133) / . . . .~  ...~ 1 ~ IQ ' ,~  . 

D a l l e  (132), (133) a b b i a m o :  

= L. . .~ " 1 ~ 1 

(135) L;2~ ~ = 0. 

U n  a l t ro  t e n s o r e  (~/~)- invar iante  4 

A ..... R ' "  "~ (~). (136) +~z = -  +~)~ + ~R,o~ 
I n f a t t i  ~ a n e h e :  

(137) A " ' : ~ -  " . . . . . . . .  

C o m e  A ..... p e r  L @ (  ~, eosi  si pu6  e s p r i m e r e  il s e e o n d o  t e n s o r e  pe l  p r i m o :  (ot~,). 

(138) L . . .  ~ . . . .  1 ~ ...~ 

N o t i a m o  a n c o r a  c h e  si h a :  

(139) A~,+ = A.;~;. ~ : R~.~ -I- l+i~ : K~.~ + K~,~: = L)+ + Lp,  

e e h e  ~ p u r e  ( 7 ~ ) - i u v a r i a n t e  

4 
(140) Zx~ --~ Rz~ - -  Ritz n - -  1 ~ ' ~  : -  tiS, i, - -  Kp.z. 

(73) I1 tensore L@i f a nche da J. M. THO~IAS, da cRi ~ ottenuto per altra Yia, ~ espresso 
mediante le (132). Ved. 86. 19~6, p. 668. Ved. anche EISE~I~ART~ 48, 1927, p. 35, form. (13.0.). 

(7,) Questo tensore ~ dato anche da ElSE~HART, 48, 1927, p. 35, form. (13.1) [A~kt]. 
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Un tensore  (T~,)-invariante, t h e  per  t u t t ' a l t r a  via si era  presenta to  a 
, • • Y .  

J. M. THOMAS (~), si r i eava  da H ~ + ~ .  

(141) 77+>[ = +~.x -I-  i~, - -  i (%H+~. - -  8+[It~, ). 

La  formula  da ta  per questo tensore da J. M. THOMAS (1. C.) e da EISENHART C~), 

che helle nostre  notazioni si scr ive 

(142) T " ' : ~ -  ""~ oI*a - -  S e l ~ . k  +" 
1 1 

( n  - -  1) ~ - -  %'*')+~ 

si r i cava  agevo lmen te  dalle (141), tenendo present i  le (117), (123). Si ha  

(143) T;>;i7 = 0, 
...~ 1 1 n - -  3 (:v). 

T;.~.~ - -  n - -  1 (Hz~ - -  I t~) j  - -  n -- i (&> - -  S~).) + (n - -  1) ~ <I))+ 

Inf ine:  5 na tu ra lmen te  invar ian te  per  le ~/~, essendolo per  le t rasforma- 

zioui geodet iche  T~, il t e n s o r e  d i  c u ~ ' v a t u r a  p r o i e l l i v a ,  o l e n s o r e  d i  W e y t ,  

l~;i~. ~ (~*). Ricorder6 che, posto (red. n. ° 6, form. (97)): 

(144) 

(145) 
si ha  (so) 

(146) 

I ~ 

II~+ = II;z~, 

1 W o • .V 9 V 

(~5) 86, 19"926, p. 667, form. (7.5). 
(76) 48, 1927, p. 3,5, form. (13.5} [T j~J .  
(77) Cfr. EISENt:IART, 48, 1927, form. (13.6) ; J. M• THOMAS, 86, 1926, p. 6687 form. (7.6). Un 

altro tensore (T~o)-in~cariante introdotto da J. M. THo31As (ibid, form. (7.7)) b, helle nostre 
~ . . . T  

notazioni7 n +1 1 K ~  z•" "'~ nS~:~'~-- 1 n -v-?q~':l" (Ved. form. (121), (113)). 

6t p • . • ,~  ,,7 19 17 101 [proj. .027 192 , p. [ ]. 
48~ 1927, p. 88 

(79) V e a l . . I . M .  TI:m)~AS, 29, 1925, p. 208, form. (4); T. Y. TI-iO~AS, 28, 1925, p. 203 
o g3, 1926, p. 726 (+qui-projective curvature tensor). Si tratta in effetto7 secondo la deno- 
minazione prot)osta da T. Y. THO~AS (28~ ibid.) di un equi.tenso+% non di nn tensore. 

II h EIS~AI~T,  487 1927~ p. 99 [ ijl+]" 
(so) Yed. J-. M. TI~o~2~S7 297 1925, p. 208, form. (6)• 
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onde segue 

1 
• . . v  B " * "~ ~ Y  (147) W,,,¢, = ~01~), + oz(B(<~ - -  BI~,,,) + 

n + l  

1 
+ i-~?-- ~ [Si'~,(nB~o), + B).,o) - -  8~(nBp,  + B),p.)], (s~) 

" V •  o o ' V  Dalla (147) r ieav iamo subito, pel fat, to elle ~)  6 (Tp)-invariante~ questa  

sua espressione in funzione degli e lement i  della eonnessione (simmetrjea) 

invm'iante  V (q) : 
1 

(149) W~;~ ,i~ = Q~;~i ~ + ~,(Q~t~- Q,,-~)+ 
• n q - - 1  

i 

(150) 

Indicher5  aneora  una formula,  in teressante  speeia lmente  nel case  in cui 

~ol~i ~ 0 ,  che pone in relazione i due tensori l# . . . . .  

1 

n -- i 

1 i 

n !- 1 n ~ - -  1 

2 '2 
- -  T, . . . . . .  ( ~ ; ( 1 ) ~ , ~ -  ~L(L,**). 

11. I n t e r p r e t a z i o n i  geometr iche .  - -  Veniamo ad aleune iu terpretazioni  

geometr ic tm doi tensori (Tp)-invarianti che abbiamo indica te :  o a lmeno de! 

lore aunullarsi .  

Quale sia il signifieato de l | ' annu l la r s i  di H~; i (tensore di torsione della 

commssione (~/~)-invariante V (m, e primo tensore  (T~)-llormale, abbiamo gilt 

visto al n. ° 6. Aggiungiamo che, nel case generale ,  I~r~; z esprime il divario 
7 

fra la connessione (V) supposta e la c o m ~ e s s i o ~ e  e m i s i m m e h q c a ,  ad essa in- 

t r insecamente  legata,  ehe ha la stessa eonnessione s immet r iea  assoeiata  (e in 

part ieolar% le stesse geodetiehe) e ha per  tensore di torsione il tensore 

(151) 1 )~ ~I:0,)" 

(si) Veal. ad es. EISENHART~ 48~ 1927, p. 89, form. (32.12). 
(s2) Si osservi anche la notev(yle analogia delle (la.6), (141). 
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In forma pid geometr ica:  in presenza di un tensore Hi.; )" non nullo denot;a lo 

seostarsi, anehe nel tvasporto parallelo i~finilesi~;~ale, della direzione tra- 

sportata della superficie geodetiea iniziale. Pet' n = 2 il ten, sore HE[; ) ~ sempre  

hullo, t ome  5 ben naturMe. 

L'annullarsi ,  ins ieme ad Hli;)'=GI:~; )~, (t81 s e tondo  tensore (Tv)-normale 

Gi.;'~.~, equivale all 'annullarsi  di H i ; " e  ,r(~,'~i" (e quindi anthe  K*~,;i"). Come 

abbimno gig osservato (n. ° 9) questa 4 la tondizione perth~ la supposta va- 

rietg sia rapprese~dabile, con conservazione del parallelis))~o, su di uno 

spazio affine. L'annullars i  di GI~;! ~, soltanto ha, per la eonnessione (Tp)-inva- 

riante V w~, il signifieato (inditato al n. ° 5) ehe ha l 'ammlIarsi  di C~;!~ per ta 

tonnessione V: non ho presente una interpretazione sempliee e diretta del la  

eondizione G~,;. ~ , = 0  per la tonnessione V. 

L 'annul lars i  di K@i ~ ~, naturalmente,  la condiz ione necessaria e sulfi- 

ciente perch~ la eonnessio~e (T~)-invaria~le, V(~), sia integrabiIe: e quindi 

anehe, ~ eondizio~e sulfieie~te ,perchO il trasporto l i~eare delle d i reMoni  

subordinato alia connessione 7 sia inlegrabile (din luogo clog a una direz ione  

parallela the  non dipende dalla eurva  di trasporto). Na ~on b, in ge~erale,  

condiaione ~eeessaria, pereh~ rib avvenga.  Infatti se esprimiamo ehe, nel 

trasporto eielieo seeondo la legge d 'equipollenza della eonnessione 7, un qua- 
lunque vettore ~ si port~ in un vettore ~ + D{ (le D~ x essendo date dalle (10)) 

ehe ha la stessa direzione di ~, troviamo subito the  deve essere 

(152) ~×~I?'" "~" ~,t~-.-~. 

onde, ponendo ~ v  e 8ommando~ ricaviamo 

/ ~ ~  !~ .... (153) o ' I~ ~R~fff , eio~ - -  0. 

Vieeversa,  dalle (153) seguono subito Ie (152). Dunque:  perch~ alla co~- 

nessione V sia subordinato ~tn pa~'allelismo assoluto delle di~'ezioni b ne- 

cessa~'io e su~c ien le  the  sia ~ t l lo  il lenso~'e L; ; i  ~. (0, ehe 6 lo stesso, A;;i~). 

Ci6 avver rg  eertamente,  t ome  mostrano an the  le (133), se g hullo h~(S:  ma 

non vieeversa,  giaeeh6 l 'annullarsi  di L~,(~i" porte soltanto 

(154) li '" "~ 1 ~ ...v 

Notiamo ques~a interpretazione geometr iea :  + ovvio ehe, in generale, in 

una varietg a eonnessione anne ,  la connessione dete~'mina una legge di con- 
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fronlo delle lunghezze ,  clod una metrica,  pei vet tori  le cui diJ'ezioni appar-  

tengono a una  seJ'ie di d i rez ion i  pa~'allele (s~), hello s.tesso modo che  in uno 

spazio affine 4 s empre  possibile il confronto  delle l unghezze  di due ve t to r i  

L" ''Y parallel i .  S e i l  para l le l i smo (delle direzioni) ~ in tegrabi le  ( -z~ - - 0 )  e al lora 

sol tanto ha senso il cons ide ra re  il d ivar io  t ra  le lunghezze  iniziale e finale di 

un v e t t o r e  pe r  t raspor to  c ic l i co :  t r ov i amo  che  tale d ivar io ,  pe r  la connes- 

sione V (:') (e anche  pe r  Ia conness ione  V e tut te  le sue (T~)-trasformate),  

a l lora  ind ipendente  dalla d i rez ione  del vettore t~'asportalo, ma non hullo in 

g e n e r a l e :  p r e c i s a m e n t e  6 pe r  le (10), (154), supposto per  semplici t~ che  il 

ciclo sia un pa~al le logrammo infinitesimo, 

Dl 1 
_ K;~4~d~x~d~x~. (155) l n ' 

Loo,V D u n q u e :  ~elle A,~ in cui ..~, ~ 0, ent ro  c iascuna  totali th di ve t to r i  paral-  

leli, "qiene d e t e r m i n a t a  (dalla conness ione  V ~,~) una  me t r i ca  di WEYL, inva- 

r i an te  pe r  Ie t ras formazioni  ~/~, che  ha  una  c u r v a t u r a  s e g me n t a r i a  (~ S t recken-  

k r a m m u n g  ~, o ~ S t r e e k e n w i r b e l  • (8~)), (la s tessa per  tut te  le totali t~ di vet-  

tori  paralleli) ,  e spressa  dal tensore  

(156) 

Questo  6, come lo , S t r e c k e n w i r b e l  ,, di WEYL, il ro to re  di un v e t t o r e  (ss), 

~'~, de t e rmina to  a meno  di un g rad i en t e  addi t ivo.  Se il v e t t o r e  qJ'~ 6 esso 

stesso il g rad ien te  di uno scalare ,  cio6, se la conness ione  V w) 6 e q u i a ~  6 e 

al lora  soltanto,  nel la  suppos ta  A ,  la me t r i c a  di W]~YL de t ta  poco sopra  6 

anch '  essa  in tegrabi le .  

Le  var ie t~  in cui L~i.  '~ ~ 0 sono anche  c a r a t t e r i z z a t e  dal fatto che  per  esse 

6 possibile una r a p p r e s e n t a z i o n e  puntuale ,  con conse rvaz ione  del parallelismo~ 

su di una va r ie th  a cmmess ione  affine integrabile:  cio6, che  per  esse possibile 

med ian t e  una  t r a s fo rmaz ione  (72), con oppor tuna  sce l ta  del Yettore ~ ,  r e n d e r e  

(s3) Veal. FRIESECKE~ 27, 1925~ p. i l0 (~ Da Vektoren derselben ~ichtung miteinander 
verglichen werden k(innen, so hat jede parallele Richtungsfolge durch die ~ektortibertragung 
eine )1etrik er]lalten Q. 

(s~) Veal. per es. WEYL, 16~ 1923, p. 21. 
(as) Pi~ in generale, per ogni connessione affine R£)i~ ~ g it rotore di un vettore: ~-ed. 

EISENHART~ 48, 1927, p. 9. 
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hullo il tensore  di curvatura~ I}~,~i. '~ (s~). Iu altfi  termini,  esse  sono te var ie th  

(T~)-equivalent i  ad A,, a cu rva tm 'a  nulla, a cui a v e v a m o  a t t e n u a t e  al n. ° 9; 

ed 6 assai  facile p r o v a r e  ques ta  proprietA appunto  in base  a quanto  al lora 

fu stabili to (*v). 

Ven iamo infine ai tensori  ""~  W " ' ' ;  l~0ex, ~>.. Essi sono sempre  nulli per  n = 2 : 

pel pr imo di essi ci6 6 evidente ,  essendo per  n - ~  2 (come abb iamo gig notate)  

s empre  H~;~---0 e quindi auche  Hgid '~ = 0 .  Ma 6 oppor tune  o s se rva re  t h e  dalla 

s tessa  forma delle (141), (146) r isut ta  a p r i o r i  che i tensori  T,:,~,i ~, W~j.  ~ si 

annul lauo per  n ~ 2 .  In effetto 6 agevo le  ver i f icare  che pifl i n genera le  se 

l'~'>i. ~ b un s i s t ema  emis immel~ ' ico  ~'ispetto ad to, [ t e  del resto a v b i t ra r i o ,  

il s i s tem~ 

1 8, ~ : p . . . ~  (157) I'g," ~ ~ + ( ~ P . x -  8,;Pex) (Px~ ,).e ) 
e n-- i 

pe~" n = 2 h s e m p r e  hul lo .  S e n  q= 2, T g ~ i ' =  0 espr ime  t h e  Ia differenza fra 

gli inerement i  che subisce,  uel t raspor to  ciclico re la t ive  alle connessioni  

(T~)-invarianti V w ) e  V (~), un qua lunque  vet tore ,  giace hel le  2-direzione del 

cielo. E infine l¥~(i ~ ~ 0, come 6 ben  note, 6 Ia cond i z ione ,  pe~'chd la vav ie td  

sia vappvesen tab i l e ,  con conse~'vazione delle geodet iche,  s~ di  uno spaz io  

a f f i ne :  o anche,  perch6 la couuess ione  s immet r i ca  assoc ia te  ad essa  sia, come 

si dice, pro ie t t ivo-eucl idea  (s~). 

(s6) EISENHART ha dimostrato (48, 1927, pp. 35-36} the  per questo 6 neeessario e snffi- 
ciente che sia hullo i] tensore A'i~i'~: ma  per  ]e (137), (138), cib equivale  a l l ' annu l l a r s i  

di L5~¢. 
(sT) Basra osservare che, data una  A~ a curva ture  nu l la  e nna  variet~ A,J (Tp).equiva- 

lertte ad essa, per  ]a (11~) e la pr ima delle F (p) (n. ° 9) si dovr'h avere 

2 

,. . .~ 2 ~ e in f ine  K ' ' ' ' ~ - I ~ K ' ' ' ' ~  ' cio6 L * " ' ~ = 0 .  

E vieeversa~ se questa condizione 6 soddisfatta~ prese le 0 ~ ad arbitrio, la A, / r i su l ter 'a  in 
effetto rappresenta tu  con conservazione del para]le]ismo su d i u n a  A n a curva tura  nul]a, il cui 

tensore di torsione S ~  v ha in  coordinate x'~ le componenti  S"~S = H '~V - - ~  ( ~ q ~ ' ~ -  ~q)'~). 

H'~. S essendo il  tensore di torsione della connessione (T~)-invariante, V'(P ), corr ispondente 

alia connessione affine di A~r, e ~ 'a  essendo il  vettore,  determinate  a meno di u n  arbi trar io 

n -- 1 K , . . . ~  gradiente  additfiv% che ha per  rotore ~ -  ~g~. 

(ss) Cfr. per  es. SOHOUTEN~ 22, 1924, p. 130. 
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t2. Trasformazioni  ('I've) ehe conservano il parat lel ismo e la eurvatura .  
Caso delle connessioni integrabil i  Caso degli spazi di g r u p p o . -  Una impor- 
tante sottoelasse di trasformazioni Tj, 6 formata dalle trasformazioni, T~e, the  

conse~',+ano il para l le l i smo e la curvatu~'a:  cio6, dalle 7~ per le quali anehe 

il tensore di curvatt tra ~+~z e invariante. Come EISE~ttART osserva (48, 1927, 

p. 32), queste trasformazioni si ottengono dalle (72) facendovi l ' ipotesi parti- 

eolare ehe il vet tore  +,~ sia il g?'adienle eli ~tno scalare (arbitrario). 

Vediamo subito abe pet" le Tpe 6 inw:u'iante auehe il tensore emisimme- 
trico <I))+ (dato dalle (11:3)), rotore del veLtore d'EINSTEI:N (I)y. In effetto pet' 

una (72) qualunque si ha (+9) 

• \ a x e ,  ~x t+]"  

Dunque sarg q)x,,+--~-q)z~ se ~ 6 il gradiente di uno sealare. Ma anehe 

inversamente :  se in una 7~ il tensore O~e 6 illvariante, il corrispondente vet- 

tore t~ 6 di necessitg un gradiente, cio6 ]a ~/~ 6 una T~c. Dunque:  le 7~c sono 

le T~ per  Ie qt+ali i l  ten,sore Cp)+ ~ inva~'iante. E anzi: 

GIi i n v a r i a n l i  d i f f e r e n z i a t i  di  una var ie td  a connessione a ~ n e  V p e r  

le t r a s f o r m a z i o n i  Tpo che conserva~o il para l le l i smo e la cur~a&t?'a sono 

gli  inva?' ianti  diff'e?'e;+ziali simulta?+ei della connessione (Tp)-invariante V(~ 

e del tensore Ozt,. Naturalmente per6 la eolmessio!:~e V (p) n o n  6 una (T~e)-tra- 

sformata della eonnessione primitiva V: a meno ehe per qttesta it tensore ~)+ 

non si annulli. 

Supponiamo in partieolare the  la eontmssione prim{tiw~ V sia inleg~'abile, 

clog a c urvatu~'a nu l la  (Rg~;dJ=0): o aneora, the  ammetta  un trasport0 as- 

soluto pet' equipollenza dei vettori. Questo 6 il caso the  mi si 6 presentato 

in un reeente lavoro (~°). In questo easo, il tensore <I)).~ rientra esso stesso fra 

gli invarianti delia connessione Vw): iufatti per Ia (121) si ha 

2n  
(159) I~:~'~'~ - -  n .-- 1 q)~ 

27z 
cosiceh6 ~ +  ~ i l  te~so~'e di c~trvatu~'a segmentar ia  della connes- 

n - -  1 
sione V (p), the  naturahnente nel i 'a t tuale ipotesi ammette  un para l le l i smo 

assohito detle direzioni. Di pifl~ essendo in generale 

(160) 
. . . T  

- -  - -  R . . . .  - -  S ~ t ' f f  = R;,.p. - -  Rp.~ + R~+,.~ + <I)~,., 

(s~) Ved. EISEXlIART, 48, 1927, p. 33. 
(9+~) Ved. 55, 1929, p. 54 e seg. 
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nel caso a t tus le  (R¢~S ---- O) 

(161) ~,f* - -  ~S'I~--~ q)zl~, 
e quindi, per  le (143), si ha 

(162) 2(n - -  2)O~.,~ = (n - -  1)(H~,> - -  H~.) -~- (n - -  1)~Tij~ ~. 

Ne segue  faei lmente,  tenendo presen te  l s  (114), t h e :  p e r  n > 2  gl i  i n v a r i a n t i  

d i lTerenz ia l i  , d i  o rd ine  m qua lunque ,  di  u n a  connessione in t egrab i l e  V p e r  

le T~¢ sono gl i  i n v a r i a n t i  s i m u t t a n e i  del  tensore  ttti~ x e de lle sue d e r i v a t e  

c o v a r i a n t i  (con la de r ivaz ioue  V (p)) fino al l '  o rd ine  m -- 1 (~). Not iamo s n c o r a  

che le (150), ( 1 6 1 ) m o s t r a n o  che, helle at tuali  ipotesi (R~,~i~-- - 0, n > 2) WO~i ~ 

pub espr imers i  (omogeueamen te )  pel  solo tensore  T~)(~i~: cosicch6 l ' snnu l l s r s i  

di T~i~i ~ po r t s  anche  l ' annul la rs i  di lg;~[~i. ~ ('~). 

Pet" n = 2 ,  essendo al lora n e c e s s s r i a m e n t e  H i ~ - - 0 ,  gli invar iant i  cerca t i  

sono gli invar isnt i  simult~mei del tensore  69),~ e delle sue d e r i v s t e  covs r i sn t i  

(con la der ivaz ione  V (p)) fino a l l ' o rd ine  m - - 2  (~a). 
Ho most ra to  (nel lay.  55 gi/t cir.) come ques t s  teoria  possa  serv i re  di 

base  per  uns  possibile modif ieazione della, piil r ecen te  teoria, un i t s r i s  del 

c s m p o  e l e t t romsgne t i co  e g rav i t az ions le  di EINSTEIN (52, 1928; 54, 58, 1929): 

tale da p e r m e t t e r e  di r a p p r e s e n t s r e  il potenzia le  e le t t romagne t ico  med i sn t e  

un ve t tore  d e t e r m i n a l o  sol tanto  a meno  eli un  gradie,nte add i t i vo  arbi-  

t 'rario (94). 

Sis o rs  Is suppos ta  variet~t (s co ,mess ione  sffine, senza c u r v s t u r s )  uno 

spaz io  di  g r u p p o  (ved. 1. c. (a6)), tale cio6 che RL(~i ~ == 0, R*~[~i ~ = 0. Esss  non  

~'esta tale,  in general% per  una t ras formazione  J~o, e neppure  per  uns  T~ve: 

eondizione neees sa r i s  e suffieiente perch6 uua  t ras ib rmsz ione  ( 7 2 ) m u t i  uno 

spazio di g ruppo  in un nuovo spszio di g ruppo  6, come si vede agevohnen te ,  
ehe sis 

(163) Ili~i ~ -~ O, 

e inoltre, che it ve t tore  q~). helle (72) s is  soluzione del s i s tems  ai differenziali  

totsli,  c o m p t e t a m e n t e  in tegrabi Ie ,  

(164) Vt,+x-~-2,~(*~, n - - e l  (i)x) ; 

(or) Ved.  5~, 1929, p. 55. I v i  non avevo notato esplici tamente che il caso n ~ 2 va  escluso. 
(9~) Ved.  ~5, 1929, p. 55, form. (41}. I tensori  (Tl)s)-invafianti del 2 ° ordine possono 

tutti  espr imers i  pei  due (indiloendenti) ItX~-~-Hp.x e T~ijj_L 
(gs) I1 solo tensore (Ts~)-invariante det 2 ° ordine e ~xi~.. (Oft. nora pree  ). 
(9~) Cfr. SOUOUTEN, 19~ 1923, p. 855. 

Anncdi di Mctterrtatica, Serie I~ Tomo VIII, ~8 
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onde segue  allch% per  le (163), tenuto p resen te  t h e  negli sp~zi di g ruppo  6 

V ~ z  =--0, ehe  il cegto~e @ ?3 il g~'ttdiente eli zelto scala~'e : 

3xl~ 3x  x :=- 0, 

(eosa del rest~o a p~'io~'i preved ib i le ,  pe reh~  una  t ras~brmaz ione  T~ di uno 

spazio  di g ruppo  in un aI~ro spazio  di g r u p p o  non potr/~ e s se re  ehe  una  T~e). 

D u n q u e :  sol~anto gl i  s p a z i  d i  g~'t~ppo a conness io~e  a f f i~e  emis imn~e-  

t~'iea am~net tono del le  t r a s f o~ ' maz ion i  (non ident iehe ,  n6 i s o m o r f i e h e ) i n  alt,ri 

s p a z i  d i  g.~'~ppo, ehe co~se.rvino il pa~'al le l ismo.  Ques te  r a p p r e s e n t a z i o n i  sono 

da te  datte (72), o r e  pe r6  @z ~ u n  ve t t o r e  e o v a r i a n t e  s o d d i s N e e n t e  al le (164), (165). 

It  vello~'e d i  E i n s t e i n  ag;. helle a t tual i  ipotesi  soddisfa  esso s tesso a ques te  

eondizioni  (164), (165): eosiech@ nel caso a t tua le  la eonness ione  V ~) (manifes ta-  

m e n t e  a e u r v a t m ' a  e tors ione  nulle) ~ una (7~c)- t rasformata  delia, conness ione  

p r imi f iva .  Gli s p a z i  d i  g~'up?)o a conness ione  e m i s i m m e t r i c a ,  ed essi sol- 

ta~to ,  t~'a gt i  s p a z i  d i  g~'uppo, sono dubuque ~'app~'ese~labili ,  con conse~'va- 

z i o n e  del  pa~'al leI ismo,  su  di  uno  s p a z i o  af f ine.  Se si t iene p r e s e n t e  che  lo 

spazio  affine ~ Io spazio  dei  g~ouppi abel iani ,  si ha  dunque  umt r e l az ione  

mol to  sempl iee ,  a lmeno  ne l l ' i n t e rp re t . az ione  g e o m e t r i e a ,  t r a  quest i  g rupp i  e 

quetli  a conness ione  emis immet r i ea ,  (~). Ta le  re laz ione  appa re ,  in eer to  modo,  

come  una  gene ra l i z zaz ione  dell '  isomo~'f ismo elassieo,  ehe  co r r i sponde  inveee  (~) 

al la  r a p p r e s e n t a b i l i t h  con c o n s e r v a z i o n e  d e l l ' e q u i p o l l e ~ z a .  
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