
Sul  p r o b l e m a  di C a u c h y  per  l ' e q u a z l o n e  
y~k2(x, y ) z ~ , ~ - - % v = f ( x ,  y, z, z~,, %), con i d~l,{i Sul la  i i n e a  p a r a b o l i c a  

lVLemoria di ROBERTO CONTI (a l~irenze). 

Santo .  - Per t' equazione del fitolo si prova ehe, sotto opportune ipofesi, esiste ed ~ unica in 
una terra regione del semipiano y ~ 0 ta soluzione d~l probtema di CAucH¥ con dati 
assegnati sull'asse delle x (linea parabotiea d ll' equazione). 

Si prova inoltre ehe tale soluzione e le sue derivate prime dipendono con eontinuit~ 
dai dati iniziali. 

C o n s i d e r i a m o  l ' e q u a z i o n e  a l le  d e r i v a t e  pa rz ia l i  

(A) a(x,  y)~x~-+-2b x., y)z~.~ q - c ( x ,  y)%u---~ g(w, y, z, ~x,  ~v) 

dove a, b, c sono funz ion i  (reali ,  come  tu t t e  que l le  cons ide ra t e  nel  p r e s e n t e  
lavoro),  con t inue ,  del p u n t o  (w, y) v a r i a b i l e  in u n a  t e r r a  r eg ione  D (~); la  
g(x,  y, z, p ,  q) s ia  de f in i t a  p e r  Ix, y) in D e p e r  z, p ,  q q u a l u n q u e .  

S ia  C u n a  c u r v a  r a p p r e s e n t a t a  p a r a m e t r i c a m e n t e  da l le  

C : ~ = ~(t), y = y(t), t o ~ t _~ t~ 

con  ~ ' - - d x , / d t ,  y ' - - - d y / d t  funz ion i  . cont inue  di t e ~ ' 2 - t - y ~  =[= 0. 
Se 

ay "2 - -  2bx/y' -+- cx/~ ~= 0 

net punti di C e si assoggettano i dati ad ipotesi opportune, si pub, come 
ben  note ,  r i s o l v e r e  p e r  la  (A) il p r o b l e m a  di C ~ u c / t ¥  r e l a t i ve  a l l a  C, p u r c h b  
il d i s c r i m i n a n t e  de l l a  (A) 

b~(x, y ) -  a (r ,  y)c(w, y) 

s ia  pos i t i v e  s u  C e qu ind i  a n e h e  in  u n  cer to  domin i e  c o n t e n e n t e  C ~). 

(i) Ogni insieme piano D, anche illimit~to, aperto e internamente connesso, si dirt~ un 
dominie o si rappresenter~ con y l 'insieme dei punti frontiera di D a distanza finita. 8e D 

l imitato  e T b una curva semplice di JORDAN, D si  dir~ una  regione, avente y per contorno. 
Cib premesso~ soluzione della (A) in un dominie D sar~ qualunque funzione z continua 
in D-t-~', la quale soddisfi la (A) in D~ con le derivate dei primi due ordini continue. In  
un punto di y la z si dirh poi regolare se in quel punto esistono continue le derivate dette 
e vi soddisfano la (A). (In quei punti di y nei quail non sia possibile caleolare qualcuno 
dei rapporti, inerementali la derivata eorrispondente si intende deflnita per continuitY). 

{~) Si veda, ad es,  [2] della BibL; ivi il problema viene risotto ~ in grande ~. Tale 
risuttato ei servirlt nel seguito. 
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Nel caso in eui tale discriminante,  restando positivo in  un  intorno della C, 
si annul l i  sulla C medesima la conelusione preeedente sussiste per equa- 
zioni (A) di forma par t ico lare ;  si vedano, ad es., i lavori i9], [7] e [1]. 

La  r ieerca pifi generale su l t ' a rgomento  ~ quella svolta in [1] dove si 
considera un 'equaz ione  della forma 

(B, y2~k~(x, y ) ~ - - % v - - f ( x ,  y, ~, ~ ,  zv) ; 0 < a < l .  k ~ > 0  

con f l ineare nelle ~, zx,  zu, omogenea o no (3). 
L ' impor tanza  di questo lavoro [1] risiede nel ratio ehe, come ha provato 

)I. CIBRARIO in [3], nelle ipotesi fin qui ammesse ed in altre relat ive alle 
funzioni a, b, c, ogni equazione (A) pub ridursi  alla (B) con 2a ~ - 1 :  con la 
terminologia di [3J si pub anche dire c h e l a  (BI con 2a---~ 1 rappresenta  la 
forma eanoniea delle equazioni (A). del primo tipo misto, parzialmente iper- 
boliche, con l inea parabot iea  semplice. 

Tut tav ia  la t rasformazione ehe muta  la (A) nella (B) trasforma il secondo 
membro della (A) considerata  in una funzione lineare di ~, z~, zu soltanto 
se anch 'esso  ~ lineare. Percib noi t rat teremo iI problema di CAuc~Y per 
ta (B), con 0 ~ :¢ ~ 1, prescindendo dall ' ipotesi  c h e f  sia l ineare ;  cercheremo 
dunque  una  soluzione z della (B) in un opportuno dominie, la quale soddisfi 

le eondizioni iniziali 

(C) ~(x, 0) == ~Ix)) z~(x, 0) -= +(x), a ~ x _~ b, 

essendo ~(x) e 5(x) due funzioni assegnate per  a ~ ~ ~ b. 
Sui dati del problema faremo le ipotesi segaent i :  

i) - k(x. y) sia una funzione definita ne l  rettangolo 

B :  a ~ b ,  O ~ y ~ y o  

ivi sempre posit iva e dotata delle derivate k x ,  ku, k~x,  kxu cont inue;  
ii) - ~(x) [tp(~c}] ammetta  per  a ~ x ~ b der ivata  seconda ~"{w) [derivata 

prima ~'(x)] soddisfacente una condizione di LIPsc~I~z;  
iii) - detto c~ un numero minore del pifi piccolo tra gli estremi infe- 

riori delle % ~', ~ per  a ~ w ~ b ,  e detto c~ un numero maggiore del pifi 
grande ira gli estremi superiori  delle stesse funzioni, sia I l~insieme dello 
spazio x, y~ z~ p, q definito al variare di (x, y) in R e per  z, ~o, q comprese 

ira C i e o~ 
(1) ~ z , p ,  q ~ e ~  

La  fix; y, z, p, qt sia allora definita ne]l ' insieme 1~ ivi continua rispetto 
a (x, y, z, p, q) insieme con le sue derivate parziali fx ,  f~, f~, fq; esisterh 
pereib una eostante F ~  0 tale da aversi in tutto I 

(2) I f l ,  If,~[, I L l ,  If,~t, If¢] ~ F .  

(3) In [9] ~ considerato il caso z ~-1/2~ k ~ 1, f ~  0; in [7] si eonsidera il easo ~ ~ 1/2, 
k ~ k(y), f lineare omogenea. 
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Inf ine  supporremo ehe f x ,  f~, f~, fq soddisfino una  condizione di 
LIpscHITz rispetto a c iascuna delle variabil i  z, p, q: senza al terare la gene- 
ralit~ potremo supporre  the  la F sin maggiore  delle corr ispondent i  eostanti.  

Nelle ipotesi i), it), iii) proveremo che 
A) - si pub trovare u n  numero y~ 

0 < Yi ~ Yo 

tale ehe nella regione Ty 1 (cfr il successivo n. 1) esista almeno una  soluzione 
z(w, y) della (B} soddisfacente la (C), regolare net p u n  ti (x, 0) con a ~ x ~ b ;  

B) - tale soluzione ~ uniea in  Ty~ ; 
C) - la soluzione e le sue derivate pr ime  variano con continuit4 al 

variare delle % @ e delle loro derivate prime. Preoisamente, fissato ~ > 0 ad 
arbitrio, si pub determinate u n  ~ > 0 in modo c h e s e  % ~ sono due funzioni  
soddisfacenti per a ~ x ~ b le ipotesi gi&~ ammesse per  le % ~ e se z @ la 
soluzione corrispondente c~i dati % ~ si abbia 

in tutto il campo di esistenza comune a z e z, non appena sia, per a ~ x ~ b 

IV- l, 

Se pot in luogo della ipotesi i) facciamo quella pifi res t r i t t iva :  
i') - k(zc, y) sia defini ta  in R, sempre  positiva e dotata delle derivate 

terze continue,  
al lora si ha che 

D) - helle ipotesi i'), it) e iii) gli enunciati A), B) e C) valgono per  y~ ~ Y o .  
Pe r  g inngere  a questi  r isul ta t i  si stabiliscono anzitutto a t t une  relazioni 

p re l iminar i  (n. 1), quindi  median te  l ' in t roduzione di certe funzioni ausiliarie, 
si t rasforma t ' ins ieme delle (B) e (C) in un  sis tema di tre equazioni iniegrati  
(non lineari) del tipo di V o ~ ] ~ R ~  (n, 2). Col metodo di approssimazioni  
successive di P ICARD-PE~o  si prova (n. 3) the  tale s is tema ammet te  una  
soluzione z, ~),  la quale  @ dotata  di derivate pr ime cont inue (nn. 4 e 5). Si 
prova pot e h e l a  z, (~) ~ la soluzione (< in piccolo )) della (B) con i dati (C) 
(n. 6), t he  essa @ F unica  soluzione (n. 7) e the  z~ (¢¢~, z~(:°~-~z,(~/~v, 
z a ( ~  ~z~) /~y  dipendono con cont inui t~ dai da~i % ~ e dalle derivat~ pr ime 
di questi,  ~', ~' (n. 8). Si conclude con a lcune osservazioni (n. 9). 

1. P re l imina r i .  
Dalla ipotesi i) sutla funzione ~k(x, y) segue che per  ogni punto {~, ~) 

di R passa nna  ed una  sola curva  integrale  C,[C~] della p r ima  [seconda] delte 
equa~ioni differenziali  ordinar ie  

(D) d gy - -  y k(x, y), = - -  y). 

An~al~ di Matema~tca ~9 
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L' insieme di tali curve (le caraiteristiehe della (B)) forma un retieolato 
che rieopre R ed ognuna di esse, essendo ineoutrata in un punto al pifi 
dalIe parallele all' ~tsse delle x, ammette una rappresentazione ordinaria wiYt. 
Preeisamente,  con 

x~ - -  x ~ ( y ;  ~, ~), x.~ - -  ~ ( y ;  f, ~) 

indieheremo, nell 'ordine, la Ci e la C~ uscenti  dal puuto (~, ~) di R. 
Supposto, senza restrizioni sostanziali, che F ordinata della intersezione 

della w~---x~(y; a,O) con la x.==~.{y;  b, O) sia proprio y0 iudieheremo 
con T~ il trapezoide definito dalle 

I~ : x,(y ; a, O) ~ x ~ x~(y ; b, 0), 

Dalle (D) seguono per integruzione le 

(3) 

O ~ y ~ Y o .  

/ *q 

Y 

I r ~.~(y; ~, ~ ) =  ~ + ~(~, (~ ,  ~, ~t, ~)~ 
Y 

e da queste ,  posto per brevit~ 

~,o = z~(0 ; ~, ~), 

d'Za¢, d2~  
;>0, 

dy "~ dy ~ 

in modo ehe sia in Tu, 

tende a + ~  in modo 

l dy" 

dalle quail segue ehe per y - +  O, d~x~/dy ~ --'d2w.jdY ~ 
uniforme;  si pub aliora determinate  un numero y~ 

0 ~y~  ~Y0 

d~ ~ ! ~ ~-I ki ~ dy"---  ~" ' ' y) ÷ k(x,,  y)k~(x,, y)y2~ ~ kv(x,,  y)y~ 

d ~ x ~ _  ay~-*k(x~, y ) ~  k(x.,  y)kx(x~, y)y~ + ky(x~, y)y~ 

discendono le disuguaglianze 

(4) ~,0 ~ ~t ~ ~ ~ x~ _~ x ,  

t5) 0 ~ x~0 - -  x~0 ~ 2k~ 1+~ 

dove ~ rappresent~ 1' estremo superiore della kix, y) i,- R. 
Dalle (D) per derivazione si hanno invece le 
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Allora, posto 

k 

dove k ~ 1' estremo inferiore della k(x, y) in R, si ha subito, mediante una 
integrazione per parti, la disuguaglianza 

f . [ d ' ~  d~w~l 

.1  

0 

ehe utilizzeremo ira breve. Si noti che b 

(9) < 1. 
Similmente, posto 

s + ~  k 

si ha  Ia 

s > O  

(11) f 
o 

Si noti che la ~ decresce quando s aumen ta ;  se v b un  numero positivo 
fissato avremo dunque 
(12) ~ ~ ~ ~ ~ ~ .... 

d~m~l 
] 

~ a . . . . . . . .  

~ . . . . . . . . . .  

2. Riduzione a un sistema di equazioni integrali.  
Se introduciamo, come in [1], due funzioni u e v definite mediante le 

(13) u - -  y~kz~ + % v - -  - -  y~kzx  -t- zu 
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dalla (B) e dal la  condizione z~,,,--z~,, o t teniamo il s is tema differenziale del 
pr imo ordine nelte  incogni te  u, v, z :  

(~ 

- -  y~ku~ + u u --~ - -  [y"-~kk~ - - .ay~-~k  - -  y~k~,] u - - v  
t 2y~k 

y~kv~ + v~, -'- - [y~'~kk.~ 7'- o:y~-~k --~ y~k~] u - -  v 
2y~k 

?~ ~-V 
Z Y - -  2 

U - - V  U-~-V) 
f x ,  y, z, 2y~k ' 2 

f(~, ~, ~, ~ ,  

con i dat i  ini~iali 

(C') u(x, O) -- v(x~ 0)=+(x),  z(~¢, 0)=~(x),  a ~ x ~ b .  

L' ins ieme delle (S) ~ (C') si r iduce faci lmente  ad un sistema di equazioni 
integral i  (non lineari) del tipo di VOL~]~nt~ ('). Infat t i  sia (~ ~) un  qualun-  
que punto  di Tu~ e siano C~ e C. 2 le carat ter is t iche uscent i  da (~, ~}); l 'espres- 
sione ~ y~kz~x + u y  nella quale  si ponga x ~ x.~ty; ~, ~) non ~ al~ro che la 
der ivata  della u(x.2(y ; ~, ~}, y) r ispetto ad y, cosicch6 integrando da 0 ad ~q 
rispetto alla y e tenendo presenti  le (C'), il r isui tato sari~ u ( ~ , ~ ) -  +(x~0 ). 
S imi lmente  in tegrando y~kv:~-~-vu lungo la C~ avremo v(~, ~ ) - - , ~ ( ~ )  ed 
inf ine in tegrando z~ per  ~v--~, avremo z(~, ~ ) -  ~(~. Avendo present i  anche 
le (6) si ot t iene il s is tema 

(v) 

f dZw~ u(x~,  y) - -  v(x~, y) dy  - -  
u(~, ~) : ~(x~o ) - -  ! -d-~ 2y~k(x~, y) 

o 
.q 

- f  f(x~, y, z(x.~ , y), u(x.~,2y~k(x~, y) --v(x.~,y) y) 
o 

] d~x, u(x~, y) - -  v(x~, y) d y  - -  

~(~' ~) = *(~'°) - -dY ~~ 2 Y ~ 2  
0 

o 
'n 

o 

u (x  2 , y) --t- v(x~,  y t~dy  
' 2 ] 

u(x,, y) + v(x,, y!~ dy 
2 / 

(4) Lo stesso procedimento ~ usato in  [6] dove sono considerati  sistemi anehe pill 
g e n e r a l i  di (S)~ in ipotesi, peraltro; d iverse  dalle nostre. P e r  i sistemi come (S) si veda 

anohe [8]. 



R. CONT,: Sul problema di Cau.chy ~er t'e,quazione, e ac. 309 

I1 procedimento seguit0 ~, con notevoli modifiehe netla forma, quello 
usato in [1] nel caso l ineare;  successivamente lh si risolve il sistema di 
equazioni integrali  (lineari) col metodo delle approssimazioni successive di 
~ICARD-PEA~O. Noi opereremo con lo stesso metodo risolutivo su di un altro 
sistema, (V'), di forma pifi s immetriea del precedente.  

Se poniamo 

(14) z,(x, y ) - -~(x ,  y), z jx ,  y}--z~(x ,  y), s~(x, y) - -z~(x ,  y) 

avendosi dalle (13) 

(15) z.,(x, y) u(x, y ) -  v(x, y) z~(x, y) u(~, y ) +  v(w, y) 
-~ " 2y~k(x, y) ' -~ 2 

al sistema iV) potremo sostituire l 'a l t ro  

(v') 

~q 

z,(~, ~)~- ~(~) --I- /'s~(~, y)dy 
0 

~q 

~(x~0) -- ~(x,0) 1 / d ~  d2x'~ z.z (x.~, y} t dy --  
~~(i' ~! = ~v~k(i, ~) + ~V~k(~, ~) I d--~ z~(~'' y) - -  dy - - z  -~ 

0 

~(~, ~ ) = _  

ui 1 ( 
2~k(~, ~) { f (x , ,  y, z , x , ,  y), zJx , ,  y), z~(x,, y ) ) - -  

0 

- - f ( x~ ,  y, six.2, y), s~(x~, y), z3(x~, y)) t dy 

2 - - 2  ] i  dy ~ ~ " y) + .d~ -zj~'2' y) d y -  
0 

if --~2 i f , x , ,  y, z,(x,, y), z,(~,, y), z3(e,, y))-~- 
0 

+ f(x~, y, z,(x2, y}, z~(x~, y), z3(x~, y ) ) Idy  

perfet tamente equivalente a (V). 

3. Es i s tenza  di una  so luz ione  z~ (i z 1, 2, 3) del s i s tema (V'}. 
Costruiamo le funzioni approssimanti 
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(18,') 

Essendo poi 

e, per  n - - - i ,  2, ... 

z,("'(~, 7) - -  ~(~) 4- I z ,  `'-')(~, y)dy 
l 

0 

G (,,,(~, ~) +(x ,0 ) -  ~(~c~o) 1 __d-~'z ("-')~x , y) - -  :~'X2 '("-"~x' ~, y) dy'-)- 

0 

~ , ,  y ) ) -  + ~  f(x, ,  y, ~,(--')(~,, y), z / " - . ( x , ,  y), ~ , - - ' , ~  
(t6,i  o 

- - f ( ~ , ,  y, z,('-~)(~,, y), z2'"-~'(oG, y), G("-~)(x~, y ) ) }dy  

+ 

0 

"0 

,f 2 I f (x , ,  y, , . (,,.,, y), ~ /"-"(~ , ,  y), z / " - " ( x , ,  y ) ) +  
0 

-4-f(x~, y, z/"-~){~ G, y), ~ /" -" (x~,  y), G('~-~)(x~, y ) ) ldY.  

Comineiamo col far  vedere che queste  formule  non sono illusorie, e cio~ 
che tut te  le z~ (": ( i ~ 1 ,  2~ 3), se y ~ de te rmina to  in modo conveniente,  sod- 
disfano in Tu, le (I). Pifi precisamen~e facciamo vedere che se p 6 un qua- 
lunque  numero  assoggettato alia condizione 

si pub 4e terminare  un M ~ 0 in modo che sia 
), 

M ~-~ ~, (i ~--- 1,. 2, 3). 

Prooediamo per  indu~ione e mostr iamo che la (18,.) sussiste per  r - - 1 .  
Ind icheremo con D il pifi g~ande ira  i massimi  delle funzioni  1¢~'], 

I~." I , I ~ l ,  J ~ ' ]  per  a ~_~ oo ~ b. Si ha intanto 

I ~,"'(~, ~) - ~,,o>(~, ~) I = I ~(~) ] ~ ~ ~y,:"9 -~. 

2 ~ k  -~" 

1 ' 

0 

-~ I f ( x , ,  y, ~(x,) ~'(x,), + ( x , ) ) -  f (~, ,  y, ¢~(x~), ~'(x~), ~(w,))!dy 
0 
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avremo per  le (4) e l a pr ima delle (2) 

e per  l a  (5) 

(18,") I "" '~;  --~)l~I ~, ,~, ~ )~ ,~° ' (~ ,  ~ v, ~ 

8imilmente ,  essendo 

avremo 

(18(") 

+ ~ -  

0 

~f(x, ,  y, ~o(~,), ~o'(x,), ¢ (x , ) )+  f(~, ,  y, ~(x,), ~'(~,), ~b(x,i) l d y  
0 

,.o, ~ [~ky ,  + I ~"'(~,  H) - -  ~ (~, ~) I - ~ # ~ Y , ~  + FV,~]~ ~-~- 

Dunque,  posto per  brevitg 

A : t~y#, B - -  ~ : yi ~ + t~kyi 2~ + ~ ,  
k 

C = #V,  ~ + # ' V ,  ~ + Fy ,  o 

e preso ~ nel mode detto (eio~ compreso ira ~ ed uno) baster'~ definire M 
mediante  la 
(19) M -~- max  (A, B, C) 

per  avere dalle (18~'), (18~'), (18~'") la 

(18~) 
, 1  

i ~,"'(¢, ~) - -  z,(°'(5 H) ] ~ ~ H  ~-~ zo~ PJ. 

Supposte  ora le (18r) verif icate da tut te  le z~ c") fino alia r - m a  inelusa 
facile provarle per  la ( r +  1)-ma. Infat t i  

~q 

t z,("+~'(~, H) -z,(°'(~, r~)] - -  /zstr'(~, y)dy <__ 
0 

3 ~ <--: [ +(~) [ .~ + ] I as (~, Y) z ~o,~ y) I dy % AHI-~ + M Zjo ~J . Yl-~'dY <~ 
0 0 

0 
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purchb si prenda y~ in modo che sia 

(20) 

Si ha  poi 

Y~ ~ p. 

~,,.+,,(¢, ~) _ ~,,0,(¢, ~) ¢(,~,,,) - ' , I ' ( , ~ , ° )  

"0 

0 

if + ~ l f l~, ,  v, . , r , ( ~ , ,  y), . , , . , ( ~ , ,  v), ~ '~ ' (~ , ,  y ) ) -  
0 

- - f l x . ,  y, z , ' ' ( x , ,  y), ..''~x, .,  y), ~ ' ' ( ~ , ,  y)) l dy + 

1 f t d~'~ rz o.,[X " d ~  + 2 ~  1 ~ -  ~, , " v) - . , ' 0 ' ( , * , ,  v)] - N ~  [.. '" '(~., v~ - . . '%*.  
0 

e da questa segue, per  la (8), la (17) e la (19) 

0 

r r+l 

~_ ~g~-~[1  + ~ ~ o ~] ~_ ~ ' - ~  ~ ~ .  
0 0 

Simi lmen~e ,  essendo 

.~'"-""( i ,  ~) - -  z.~ 1~, ~1 = ['-Pi,~,°) + ¢ ( x . . ) - -  ,.p(¢)] --  

, Y)]l av  

y <- 

['l  d w i  (r) 

. 

- ~- - ~  b'(~,)  - 9'~)] + - ~  b' (* , )  - ~'(~t] - 

0 

,f _ _  , -~ ~ , ,  ~), ~ ' ~ ' ( ~ ,  y)) + 2 t f(~,,  y, zy"(~ ,  y), " '~ '~  .. 

0 
("~,~" y), z (")(x z~(")(x.~ y))l d y  - -  t- f ( x ,  , y ,  * l  ~ , ~ ~ , ,  Y~, , 

z2'°'(x, Y)] - j ~ t ' ~  , , Y ) - - ~  t , ,  Y)]IdY 

si ha '~ 

} " : "+"(~ ~) - -  z~'°'(~, '~) I ~ C ' ;  - ~  + . 3 / o ~  ¢ .  ~' [-d?~ - -  ? y ; ]  Y - -  
0 
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purch~ y~ sia tale ehe 

pureh~ si p renda  y~ tale the  sia 

(21) yl~k < ~. 

Dunque  se sono soddisfatte le (17), (19), (20) e (21), va lgono  le (18~). 
A~mora per  induzione proveremo le disuguagl ianze seguent i  

(22j) [z~'J'(~, ~)--z~'~-~(~, "q) l ~  M~a-~'P ~-~ {i ~-1,  2, 3). 

knzi tu t to  si noti  t he  dalle (18~'), (18~"), (18~"') e (19) seguono le 

(22,1 I z~'"(~, ~ ) -  z~"'(~, vl) l~_ M~I ~-~ ( i - - 1 ,  2, 3) 

t he  souo maggiorazioni  pifi precise delle (18~). 
Se ammet t iamo le (22j) p ro ra te  per  ogni j ~ r  ~ facile dimostrar le  per  

j - -  r + 1, Infat t i  

I z,("+~'(~, ~) - -  z,'',~, ~) ~_ Mp"-' ] y~-~dy ~.M~l-~p ~ 
I 

0 

per la (20). Avendo present i  le tre ul t ime (2) e la (8) si ha poi 

ul --~s-k-M~"-' .1''-~ L [4"~x'@: d'~.J 
I ,?"+"(~, ~) - ~..'~'(~, ~) I -< ~:~;.,-/@ + 

0 

3 F  y~-~ l + ~ ,~::~j-<~'~-~P~ 

(23j } + 3 F  y t-~ < P. 

I-nfine 

I z~  (¢, ~) - -  ~ ' " " :  

se y~ ~ tale ehe 

3FMp"-~ f ~ k  YI-~dY ~ 
0 

A n n ~ l i  d~ MG~emotica 

(~ = 1 ,  2 )  

(i -~- i ,  2) 

a0 

Le (22~) ora dimostrate,  essendo 0 ~ p ~  1, provano che le z~ ('~ conve~'. 
gono un i fo rmemente  per  n --~ oo verso tre fun~ioni cont inue z.i (~) (i ~-- 1, 2, 3); 

subito visto che queste soddisfano il s is tema (V'). Infat t i  ~ immediuta  la 
convergenza uni forme delle 

ft'x~, y, ~,'")(x~, y), ~.?"(x~, y), z~'"'(x~, y)) 
verso 
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e poioh~ le funzioni  in tegrande  che appaiono helle  (16,) sono maggiorate,  
pe r  le (18,.) da funzioni  asso lu tamente  integrabil i ,  6 lecito (") effe t tuare  il 
passaggio al l imite sot to-i l  segno di integrale.  

Si noti  t he  dalle (18,.) ora r icordate segaono le 

z, (~' ~ ~ M~-~ / (1  (i 1, 2, 3) I ' ( ~ ) - - z : ' ( ~ ,  ~ ) 1  - e )  = 

le qual i  provano the  le f(x~, y, z~(~)(x,, y), - ~ ) ~ .  y), " '~ )~  .~ : , , ,  .~ ~..., y))  n o n  s o n o  

prive di significato. 
Si noti  anche che le funzioni  

) 

soddisfano il s is tema (V). 

4. Esis tenza delle ~z~'~'/~ (i ~-1 ,  2, 3). 
Dimost r iamo che se Y ~ Y o  6 abbastanza piccolo }a soluzione zi(~(~., ~qt 

di (V) ammet t e  in Tu, der ivate  cont inue  r ispetto alla ~. 
Pe r  questo poniamo in Tyo, per  n := 0, 1, 2, ... 

e comineiamo con l 'osservare  the  si pub scrivere 

1/  , d~-x~ ] ' ~ d 

0 

Inoltre ,  posto per  brevit~ 

Iu~(t) - - -  tak,(x,~(t; ~, ~), t) N dr, y ~_ O 
y 

(28) 

segue dalla  seconda delle (3) 

Ox 2 
(29) ~ ~-~ 1 + I~,(tb 

e percib 

-/ 
o 

y ~ _ O  

,q 

o 

+ :1 d'x,1, ,,, , " d" 

0 o 

I f , ( x , ,  y, ¢~(x.z), ~ (x.~), ~plw,)) -4- f,(...)~'(~,) + f~(...)cP (-2) + fq(...I+'(w,) t -~- dy. 

(.~,) Cfr. H.  LEBESGVE~ Lemons su r  l ' in tdgra t ion ,  2 e e d ,  Par i s  (19281, p. 131, 
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Facciamo uso a questo punto dell ' ipotesi  delia ]ipschitzianiih di ~' e ?" 
e sin ~ (gii~ supposto maggiore dei massimi delle ] ? ' ] ,  I " ] ,  ] ~ ' l )  pifi 
grande delle costanti d i  L~Psc~x~z di ~' e di ?". lnoltre, seelto un nnmero l 
tale ehe 

(30) 1 < l < 1 

si. pub sempre prendere  y, San$o piccolo da aversi in Tu, 

(31} ~ l  < 1. 
~ 1  

Passando a considerare i valori assoluti ne l l 'u l t ima identith scritta ed 
avendo presenti le (4) e le (2) sar/~ 

0 

o 

Se K indica il massimo della t k~ 1 in TUo dalle (28) e (31) segue in Tu, 

~ + a  ~ y~+a 

Essendo poi per la seconda delle (6) 

(32} - : l ay~-'k~(x.,, y) - y~[k~'(d~, y) -t- k(w., y)k~(x, , ,  y)] 4- y~k~e(x, y) l ~x' 
' ~ 

se K ~ maggiore anehe del mass imo di I k ~  ],  di quello di ] k ~ l  e, per  
comodit~, maggiore anehe di ~,, avremo, rieordando anche la (5): 
!0u (t) ~u co) ! 

J ~ 2~K~ ~+~ + ~Kl~  ~+~ -4- 2~Kl~+~[K~j~ + 2K~+2~  -4- K ~ ]  -~. 

+ 2 ~ K ' ~  ~+~ -4- t~K2lr~ ~+~ + Fl(1 -4- 3P4~) "~ 

~_ 1 4~K~ly,  ~+s~ + 2~K~ly~ ~+~ ÷ ~K~(2 -t- 3t)y, ~ -b 9K(2  + l)y~ a -~- F/(1 + 3~) i °,]. 

h nalogamente si prova the  1' espressione ora seritta ~ ~ anche di 

~v (~, ~v_~(0) 

pureh~ y~ sin abbastanza piccolo da aversi 
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e poich~ 

segue c h e s e  M~ ~ m~ggiore di ~t e del l 'u l t ima somm~ in I I si hanno le 

(33) 

Proveremo era che se y~ i~ suff icientemente piccolo, si hanno per 
j = l ,  2,... le 

In  t~l mode, per l a  (30). risulter~ prora te  ehe le suecessioni ~cu<"~/~, 
~v(')/~, OzC"~/~ convergono uni formemente  in Tu, ; i rispettivi limiti saranno, 
neeessariamente,  ~u (~)/~, ~v <~)/~, Oz (~)/~. Avendosi ident icamente  

(35) ~ ~ - -  2 ~ k  [ ~ ~ _ 2 ~  [ -~  ~ ] - -  k- [%'~' - -  a~';- '']" 

dalle (34~) e (22~) seguir';~ 

da cut la convergenza un'iforme di Oz.J'/~, necessar iamente  verso ~z~(~)/~. 
Similmente si ha la convergen~a uniforme delle ~z~(l)/~ verso Oz~(¢°)/~. 
Le funzioni Oz,~)/O~ :::~z(~)/~, ~z~(~'/~, ~z3(~'/%~, limiti uniformi di sue- 

eessioni di funzioni continue, saranno continue anch'esse in T, , ;  per to~Sliere 
ogni dubbio nel case ~ = 0 ,  si noti che, a d e s . ,  dalla (36) segue 

(37} 

k o k 

da cui si ha che ~z.~(~)/~ tende verso ?"(~) quando ~q ~ 0. 
Dimostri~mo dunque  le (34~) ; proce~liamo ancora per induzione. Le (34~) 

sono valide per j - - 0  (cfr. le (33)) ; supposto di averle prora te  per ogni j_~  r, 
dimostriamole per j : r -~- 1, cio~ 

Posto per brevlth 

f h ( r ) ~  f~ (x . ,  y, z, cr'tx~, y), z ~')~x , y), z ~'" ~ 2 :, ix.,., y)). h -~ x, z, p, q 
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tenendo presenti la (35), la (32) e la seconda delle (6), si ha: 

0 

-~- f [ - y~"~k(x, , y)kxx(w, , y ) ÷  y~k~y(~, , y ) -  y k,(x,,. -k(x~ . ~Y)ku(w" y)l[z (r)(w2 , y ) _  
0 

z/"-~'(w, y~j--~ dy --  f~("'-- f~',.-" + f.'"' a~'('~) 1. % " -~ '  
0 

-t-r",, ~x" ftr-"'-'~Oa~ ÷ f'~"gzs(" q ~-~ fq'r-"Sza'r-~'~dX'~x, ! de &y" 

Prendendo i valori assoluti di ambo i membri e ~enendo con'~o~ oltre ehe 
delta (34,.), della (22,.) e della (31), abbiamo 

t ~ ~ --  dy ~ J k(x~, y) dy -t- 

k(~, y) 
0 

"n 

÷ l  . I f~ '" ' - f~( r - i ' l÷ [ f / , . ' l  t ~x Ox 1÷ - ] vx 
0 

+ 1 L '~'~- L (,.-'' t~'(~,)1 + I f.(,. 'l ~x ~ + 

+ l f .  ' ' ' I f , ` ' - ' , l  ~ + l fp ( ' , - f / ' - ' '  I W'(~:) + 

~Z,a(r) 
+ If /" 'J 

~ 3  ( r - l )  I ~Z ( r - - i )  
• 3 ( r )  ( ~ , - - 1 )  I t - - - -  ~x _,,_[fq,r) fq..-~,[ W - - + ' ( w ~ ) ÷ ] f q - - f q  fltp(~c~)idy. 

D' altronde, eoa una integrazioae per parti si ha facilmente 

da eui 

ky(x.. 

0 0 

~q 

0 
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Allora (poiehb 1 < 1 < l") avremo 

~M,(ap),. +_K_%,+~ K K ' M  ~,a K M  K ~ M  l + 

+ l  f I Icly. 
"0  

Per  evitare di d i lungarc i  t roppo non eseguiremo la maggiorazione di 
quest '  u l t imo in~egrale e ci l imi teremo a r i levare t h e  s f ru t tando l' ipotesi 
della l ipsehitzianit~ delle f,,, f~, f~, fq e tenuto conto della (34,.) e delle (36) 

(37) (nonch~ delle analoghe maggiorazioni  relat ive a z~ e z=) tale in tegrale  
viene maggiorato  da un ~espressione del tipo 

dove S(y~) ~ una somma di termini  c iascuuo dei quali  oontiene y~ elevato ad 
un eerto esponente  positivo. Percib, posto 

K 11 ~ 
T(y,) = S(y,) + 2p y' ~ + 

K K ' M  K M  K~M 
2 pY, + Y, + +p M, y' 

avremo infine 

au("+i~ ~u("~ T(y~)] . 

~ a  T(y,), data  la sun forma, decresce con Yi e poich6 per  le (9) e (17) 
i~ a/p < 1 segue t he  pu r  di p rendere  Yi abbastanza piccolo si ha 

- + T(YO < i. 
P 

Cosl tes ta  provata  la p r ima  delle (34,.+1) ed in modo del tutto analogo 
si pub provare  la s econda ;  la terza, essendo 

~z(r.l) ~z(,-) f i yi 1-~ ~ - -  a{ <--M,'lo) "-I Y l -~dY~M'( IP)"~I  0 2 - - a  
0 

sar'g verif icata non appena  

y l  I - ~  
- - = - -  ~ Ip. 
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5. E~ist~,nza daile Ozd~)/O~ (i--~ 1, 2, 3). 
Anzitutto essendo 

~q 

z,'='(~, "~)--- z~ (~, y)dy 
0 

segue 

(38) Oz~ ~= V~ - -  z~=)(~,  ~) 

e in particolare 

--~-/.~=o= +(~)" 

Sia poi s~ (i-=-- 1, 2) la lunghezza del l 'arco della C~ dal punto (x~0, 0) 
punto (~, ~); avremo allora 

+ [ [ ay~j ~ , y ) -  f(~c,, y, z?~ ' (~ ,  y}, z.~'~'lx,, y), z~(~)(w,, y)) 

a~9 

al 

$1 
v ̀ ~,(¢, n) = +(x ,°)  + 

, y ) -  f i x , ,  y, z,(:~)(x, y), ~ (®'~" 
ds, . 

V1 + y~k~-(w~, y) 

Se ora si esegue la derivata 3u(~/~r2 della u ¢~ nel punto (~, ~}, con "q > 0, 
secondo la direzione r~ della tangente in (~, ~q) alla C.~ uscente da esso, si 
otterri~ come risultato la pr ima delle due funzioni integrande ora scritte, 
calcolata nel punto (~, ~) stesso, ed analogo risultato si otterr/~ ealeolando 
la ~v(~)/~r~ secondo la direzione r~ della tangente in (~, ~) alla C~. Ma poich6, 
come si ~ visto al n. 4, esistono continue Ou(~)/~ e Ov~/~  esisteranno con- 
t inue per ~ > 0 anche le 

~U ~ ~ i ~U ~ ~ i ~U c~ 

~ - -  tg T~ ~ -+ sen T~ ~r~ 

~V (~  1 ~v )~¢) 1 ~v (~  
~'~ - -  ~gT~ ~ -  q s e n , h  ~r, 
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essendo T~ (i- .~l,  2) l 'angolo ehe la tangente in (~, ~) alia C~, orientata 
da ~x~o, O) a (~, ~), forma con l 'asse delle aseisse. Poich~ 

l 1 1 
' 

avremo le 

(39) 
z. (~, ~)) -f(~, ~, ~,'~'(~, ~), z,'~'(~, ~), ,~, 

a~ ~ -  --f(~, ~, z,'~'(~, ~), z~'~'(~, ~), z~(~'(~, ~)t. 

Da queste rlsulta che 3u(~ /~  e Ov(~)/O~ sono continue per ~ >  0, ma, 
in generale, infinite con 1/~ (di ordine 1 -  a al pifl). Invece 

per ~ -  0 tende a ~ f ( ~ ,  0, V(~), ~'(~), ~(1)), quindi ~ continua in Tu. e lo 
stesso .~ di 

(~o) ~ = ~ [ ~.-~ |-- ~ 

la quale tende, come sappiamo, a ~ ' ~ ) p e r  ~ -  O. 

6. Esistenza della soluzione del proloh, ma (B), (C). 
Resta infine da mostrare the  l a  z ( ~ : ~  z/¢~) ammette  derivate seconde 

continue in Ty, e che ivi soddis[a la (B). 
Anzitutto dalla (38) e dalla continuit'~ in T~, di 3z3<~/3~ e di ~z3/3~ segue 

quella di ~ z , ~ ) / ~  ~ e di a 2 z i ( ~ / ~ - - ~  ~2z~(~ /~ .  Quanto alia ~"z,(~)/3~ 2 
sottraendo membro a membro le (39) si ha 

~ -'zi(~¢ ) ~Z( ~ ) 

e da c~uesta, integrando da 0 a 

identiti~ valida anche per "q--~ 0, poiehb arab0 i membri  tendono per "~--* 0 
allo stesso limite ~(.L Dalla (41) segue la eontinuit~ in Tu, di 
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In f ine  sommando  m e m b r o  a membro  ]e (39) ed a v e n d o  presen t i  le (38) 
(4D ~ (42} si ha 

eio~ la  (B). 
L ' e s i s t e n z a  del la  soluzione z, (~' r i su l ta  cosl p rova t a  << in piccolo ,,  cio~ 

in Tu, con 0 < y , ~ y o .  

7. Un ie i t~  del la  soluzione del problema (B), (C). 
Sia z(~, ~) una  solnzione in T~, de l l a  (B) con i dat i  (C), rego la re  per  ~ ----- 0 

dovendo  essere  le %, z~ ,  z~  l imi ta te  in Ty, dovr~ es is tere  un  H tale da 
avers i  in Tv, 

e qu ind i  anehe,  se h r ~ Hy, ~ : 

I z(~, ~ ) -  ~(~) I, I z¢(¢, ~)--~'(i)  I, I ~(~, ~ ) - ~ ( ~ ) l  < - ~ - ~ .  

P e r  p rovare  che non vi possono essere  i n  Tu, due  soluzioni  dis t inte  
del la  (B), regolar i  per  ~ - - 0  con gli s tessi  dati  (C), baster'~ d u n q u e  mostrare;  
ehe se 3~(~, "f~) ~ u n a  q u a ] u n q u e  sol uzione di (V') tale ehe 

[ 3~(~, ~q) - z~(°)(~, "~) [ --< E~q~-% ~ (i = 1, 2, 3) ~43~ 

si ha nece s sa r i amen te  

3,(~, ~ ) -  ~,'~'(~, ~)-= o, ( i=  l, 2, 3), 

dove le zi (~  r app re sen t ano  la soluzione t rova ta  al n. prec. P e r  p r o r a t e  le 
u l t ime  ident i th  6 suf f ic ien te  far  vedere  che pe r  r - - 0 ,  1, 2 .... si h~ 

I 3,(~, ~ ) -  ~'"'(~, r , ) I~NY, ' -~P"  (i = 1, 2, 3) 

dato  che p " - - 0  quando  r - - ~ .  P e r  r = 0  le d i suguagl ianze  scr i t te  sono 
vere  per  ipotesi  e co inc idono con le (43); la d imost raz ione  pub farsi  a l lora  
per  induzione  e non offre  a l cuna  diff icoli~ se si t i e ,  e couto del le  (20), (23), (24). 

8. Dipendenza  del la  soluzione dai dat i  % ~. 
S iano ¢p(x), ~(~) due  funzioni  def in i te  per  a < '~ < b e soddisfacent i  le 

s tesse condizioni  impos te  al le  % ~ e sia z la soluzione cor r i sponden te  a 
a ques t i  nuovi  dati, n ece s sa r i amen te  unica.  Sia poi ~ un numero  posi t ivo per  
il qua le  si abb iano  per  a ~_ ~ <  b, le 
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Ci proponiamo di valutare in funzione di questo ~ le tre differenze 

-[~(~,.~)__~(~,~)[ ~ ~ I ~  ~z 

in un qualunque punto (~, ~) del campo Tu, in cui esistono z e z.' 
Osserva~o prel iminarmente che dal l 'u l t ima (44) e dalla (15) segue la 

k 

si considerino, accanto alle z{ "), 10 funzioni z{ "), approssimanti la z e le sue 
derivate, e eostruite a partire da % q~. 

Posto per abbreviare 

a,(i)({, ~) --~ I z~(~l({, "¢} - -  z,(¢)(~, ~) ! , i ---- 1, 2, 3 ;  j = O, 1. 2 . . . .  

dalle (!6.) e dalle (44), tenendo conic doll"ultima disugnaglianza scritta e 
delle tre ultime (2), avremo per j----1, 2, ... 

(45.,) 

ff 

0 

N /7' ]" s :~ 
+ --=- I E~ AdJ-~)(~c,, y) -t- N~ A~IJ-~)(w.2, y) ', dy 

0 

ut 

1 f t d~x, d'~w° 

0 

-t- I Zi 5~li-~)(x,, y) -+- Z~ zX~(J-x)(w~, y) l dy. 
1 1 

0 

Sia y~ ~ 1, come si pub sempre pensare, e si ponga 

---- min (~, 1 - -  ~) ; 

Se (~, ~q) b u n  qualunque punto di Tu, avremo 

(46) 0 < ~/~ ~q% ~1-~ < ~ ~ y~  < j. 
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Ria  poi ~ il numero  def in i io  dal la  (10) per  s : ~, eio{) 

i+~ 
e sia ~ def in i te  da 

1 k:-~-3F ~ + 3 F ) ;  

n e e e s s a r i a m e n t e  sar/~ anehe  
(47') 1 < ~. 

P r o v e r e m o  allora,  pe r  indu~ione,  ehe va lgono le 

i 

0 

per  ogni (~, ~} di Tu, e per  j = 0, 1, 2, .. . .  P e r  j = ') abb iamo le pr ime ire (44), 
vere  pe r  ipotesi ,  pe r  j - ~ - I  la validit/~ del le  (48j) segue  immed ia t amen te  
dal le  (45~), con j----- 1, avendo  presen~i  (46) e (47). Suppos~o di aver  ver i f icato  
le (48~) per  j ~< r, p rov iamone  la validiti~ per  j ---- r ÷ 1. 

Dal la  p r ima  (45~), per  j =: r -~- 1, si ha 

A ( , ' +~ ,~  ,~) < 8 1 -.-l-- "1- } -  ~ _ '~;+~ .--,I- ~ + : t  - ' r  ... - I -  - -  "~'{+~ 
- ,  t~, - -  1 d-  ~ 1 + ~ 1 -4- r/¢ 

e di qui, per  le (46), (47'), segue  subi to  la p r ima  (48j), con j - - r  + 1. 
Dal la  seconda  (45~), pe r  j : r + 1, r i eordando  che per  la {1_2) 

~ < ~  r - - l ,  2, ... 
si ha 

~2"+~)gi, ~) <_ ~:.~ + ~[1 +. ~ , i ~  + ~ , ~  + - . -+  ~"~"~1 + 
k 

+ ~ 3/r  ~ ~ + ' - ~  + ... d -  _ ~l~-~)~+~-~ 4 _ 
~-  ~i-~ + i + ~  1 + (r--  i)~ I + r~¢ ~'~+' ~ < 

e di qui, per  la (47), segue  s u b i t o  la seeonda  del le  (48~), j = r + 1. 
In f ine  dal la  terza (45j), per  j-----r + 1, si ha  

~>~+1~(i, ~) < ~ + ~ [ ~  + ~ + ~  + ~ x + ~  ÷ ... ÷ ~ x + ~ ]  + 

+ 3F~ ~ ÷ 1 + :¢ 1 + 2~ l -t-r/¢ J - -  

8 } 1 ÷ [~ ÷ 3 F ] [ r ~  4 -  ~ ' ~  --1-- ... -t- ~nq(,-+~)h] } 

da eui, aneora  per  la 47), segue  la terza ed u l t ima  delle  (48t) , i ~ r  + 1. 
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Stabilite eosi le (48~) per ogni j, faeeiamo tendere j a - ~ c ~ ;  avremo 

~,(~)(~, ~ ) =  [ ~®)(~, ~ ) -  z~(~,  r~) I --< ~ ~ (~y,~)~, (i = l, ~, 3). 
0 

0ra  ~t ~ per defini~ivne una costante assoluta, legata cioi~ unicamente  
ai dati a, k~ f ehe restano immutat i  nel nostro ragionamento;  pereib b lecito 
supporre in parte:~za che y~ sia tale da aversi 

~y~ ~ ) .  ~ 1 (49) 

e quindi 

[ z~(~t~, ~) - -  z~(~)t~, ~l) [ ~ 1 - -  ) . '  (i -~  i ,  2, 3~. 

Scelto s > 1) ad arbitrio, baster~ dunque  ehe l e  % ~, % ~ e le loro 
derivate prime soddisfino le (44) con 

perchb in Tu, si abbiano le 

I ~i(~)(~, ~) - z~(~)(~, ~) I < ~ (i - -  1, 2, 3~ 

le quali provano la dipendenza continua della soluzione (e sue derivate px'ime} 
dai dati iniziali (e loro derivate prime);  (:on cib Penunciato C) della Introdu- 
zione resta provato, con la restrizione, non sostanziale, delia (49). 

9. Aleune osservazioni. 
0SSE~¥AZ~ONE I. - ][1 proeedimento seguito per provare l 'esistenza della 

soluzione z mostra che il valore di questa in un punto (~, ~) di:~ende soltanto 
dai valori t he  i dati assumono ne]l ' intervallo di estremi x~(0; ~, ~), ~ ( 0 ;  ~, ~) 
e non dai valori assunti  fuori da tale intervallo, non diversamente da quanto 
accade per la soluzione del problema di CAVCItY nel easo iperbolico (6). 

0SSERYAzIo~E II. - Se k(~v~ y) ammette  derivate terze c~.ntinue (ipoCesi i') 
la sotuzione z della (B) corrispondente ai dati 

z(x, y j ) : z , ( ~ ) ( z ,  y,), \~/y=u, = z3(~)(z' y') 

(~) In te ressa ,  in v is ta  di un ' app l i caz ione  che ve r rh  fatta altrove~ t ra r re  di qui  una 
eonseguenza.  Se  k(x, y) clipende e f fe t t ivamente  dal la  sola y~ le cu rve  caratCeristiche di un 
s is tema si ot tengono cla una  qualunclue di esse con una  t ras lazione nel la  4irezione dell 'asse x. 
Se esiste in tutto il  semlpiano y : ~ O  la soluzione corr ispondente  a due funzioni  ~(x), ~(xl 
per iodiehe  di per iodo ~, tale soluzione r isul terh  anch 'essa  periodica,  r ispet to al la varla.bile ~. 

di per iodo  ;~. 
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esiste ed ~ un ica  nel la  regione T y o -  Ty, (~) ed ~ subito visto t h e  la  funzione  
ugaa le  a z~(~) in Tu, ed ugua le  a z in  Tyo -- Ty, ~ in Tuo la soluzione del la  (B) 
con i dat i  (C), regolare  per  y - - 0 .  Basra notare  ehe da z - - z ~ ( ~ )  per  y :: y~ 
segue ~z/~x ~ -  ~z~ (~)/O~ e ~-z/~x, ~ ~ -  ~z~(~) /~x ~ e da ~z/~y ~ z3(~) ~ ~z~/~y segue 
~ z / ~ y ~ x - - ~ ' ~ z ~ / ~ y ~ x  e infine,  per  la (B), ~ z / ~ y ~ : =  ~'~z~/~y". 

Tale  soluzione d ipenderh  con continuiti~ dai dati  iniziali  i n  tut to T~o 

poich~ var iando  (( di poco ~) ?, ~ anche  le z~(~)(w, y~), (i ~ -1 ,  2, 3) var iano  di 
poeo a nostro arbi t r io  (come si ~ p ro ra t e  al n. prec.) e qu ind i  ancora  di p o c o  
quanto  si vuole  var ier~ la z in Tuo-- T~,. 

0SSERV~.ZIO~'E I I L -  I n  mer i to  al~g unie i t~  del la  soluzione pub avere 
qualche  in teresse  r i levare  che la sola eont inui tk  del la  f non ~, in generale,  
suf f ie ien te  ad ass icurar la .  Ad esempio l ' equaz ione  

con i dat i  inizial i  

z(x, O) =-- z~(x, O) - -  O, 

ammet te  le inf in i te  soluzioni r appresen ta t e  da 

z(x,, y)  ~ (y _ _  ),)3 per y ~ )~, x reale  

z(x,  y ) - - 0  per 0 ~ y  ~ ),, a¢ reale  

dove ). /~ un q u a l u n q u e  numero  reale  (s). 
OSSERVAZtONE IV. - I n  [1] si di~ un  esempio, mol~o in teressante ,  dal 

quale  r i su l t a  che la d ipendenza  con t inua  del la  soluzione dei dati  iniziali  pub 
manca re  se ~ ~ 1. A questo proposi to r i t en iamo oppor tune  di cont rapporre  
a questo al~ri easi in cui la d ipenden~a sudde t ta  si ma n t i e n e  cont inua ,  pur  
r i su l tando  (( mul t ip la  )) la eurva  por tan te  i d a t i :  si vedano [9], [4], [5]. 
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