Sul problema di Cauchy per 1’equazione
YPIAE, Yeow— 2yy =T, Y, 2 22, 2,), con 1 dati sulla linea parabolica

Memoria di Roeerro ConTI (a Firenze).

Sante. = Per I equazione del titolo si prova che, softo opportune ipolesi, esisle ed é unica in
una certa regione del semipiono y =0 la soluzione del problema di Cavony con dati
assegnali sull’ asse delle x (linea parabolica d I equazione).

Si provae inolire che tale soluzione ¢ le sue derivate prime dipendono con confinuiti
dai dati iniziali.

Consideriamo 1’ equazione alle derivate parziali

(4) afx, Yexx + 2b 2, Y)2u, + clx, Y2y =g, Y, 2, 2., 2y)

dove a, b, ¢ sono funzioni (reali, come tutte quelle considerate nel presente
lavoro), continue, del punto (x, y) variabile in una certa regione D (Y); la

glx, y, #, p, q) sia definita per (x, y) in D e per 2, p, ¢ qualunque.
Sia C una curva rappresentata parametricamente dalle

O x=uafl), ¥y = ylb), b<<t<ct,

con &' = dw/dt, ¥ = dy /di funzioni continue di { e &* + ¢y =0.
Se &
ay* — 2bx'y’ + cx® 0

nei punti di O e si assoggettano i dati ad ipotesi opportune, si pud, come &
ben noto, risolvere per la (4) il problema di CAucHY relativo alla O, purchd
il discriminante della {(4)

bz(w) y) - a(% ?/)c(wi ?/)

sia positivo su C e quindi anche in un certo dominio contenente C %)

(*) Ogni insieme piano D, anche illimitato, aperto e internamente connesso, si dird un
dominio e si rappresentera con y I'insieme dei punti frontiera di D a distanza finita. Se D
o limitato e vy & una curva semplice di JorRDAN, D si dird una regione, avente vy per conforno.
Cio premesso, soluzione della (A) in um dominio D sard qualunque funzione # continua
in D+y, la quale soddisfi la (4) in D, con le derivate dei primi due ordini continue. In
un punto di y la 2 si dirh poi regolare se in quel punto esistono continue le derivate dette
e vi soddisfano la (4). (In quei punti di y nei quali non sia possibile calcolare qualeuno
dei rapporti inerementali la derivata corrispondente si intende definita per continuitd).

(?) Si veda, ad es., [2] della Bibl; ivi il problema viene risolto «in grandes. Tale
risultato ci servird nel seguito.
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Nel caso in cui tale discriminante, resfando positivo in un inforno della C,
st annulli sulla C medesimo la conclusione precedente sussiste per equa-
zioni (4) di forma particolare; si vedano, ad es., i lavori (9], [7] e [1].

La ricerca piut generale sull’argomento & quella svolta in {l] dove si
considera un’equazione della forma
(B 9@, Wos— oy =F(% U, 7 %, %);  O0<a<l. K>0
con f lineare nelle 2, 2., 2,, omogenea o no (°).

1’ importanza di questo lavoro [1] risiede nel fatto che, come ha provato
M. CmBrARIO in [3], nelle ipotesi fin qui ammesse ed in altre relative alle
funzioni @, b, ¢, ogni equazione (4) pud ridursi alla (B) con 2z« =1: con la
terminologia di [3] si pud anche dire che la (B) con 2a =1 rappresenta la
forma canonica delle equazioni (4). del primo tipo misto, parzialmente iper-
boliche, con linea parabolica semplice. '

Tuttavia la trasformazione che muta la (4) nella (B) trasforma il secondo
membro della (4) considerata in una funzione lineare di 2, #,, 2, soltanfo
se anch’esso & lineare. Percid noi tratteremo il problema di CAvcmY per
la (B), con 0 <« < 1, prescindendo dall’ipotesi che f sia lineare; cercheremo
dunque una soluzione z della (B) in un opportuno dominio, la guale soddisfi
le condizioni iniziali
(0) #lw, 0) = qlw), 2y, 0) = (), a=w<b,
essendo ¢(x) e (x) due funzioni assegnate per a = =<_b.

Sui dati del problema faremo le ipotesi seguenti:

i) - k(@. y) sia una funzione definita nel rettangolo

R: a<ax<b, O=y<y,

ivi sempre positiva e dotata delle derivate ks, Ky, Kuw, Koy continue ;

i) - p(x) [$fw)] ammetta per ¢ <<x<<b derivata seconda ¢"(x) [derivata
prima {'(z)] soddisfacente una condizione di LIPSCHITZ;

#ii) - detto ¢, un numero minore del pit piccolo tra gli estremi infe-
riori delle ¢, ¢, ¢ per a<<x =<5, e deito ¢, un numero maggiore del pint
grande tra gli estremi superiori delle stesse funzioni, sia I 1’insieme dello
spazio z, ¥, ¢, p, ¢ definito al variare di (x, y) in B e per z, p, ¢ comprese
tra ¢, e ¢,

(1) 6, =% P: (=0

La fix, ¥, 2, p, @ sia allora definita nell’insieme I, ivi conftinua rispetto
a (&, ¥, 2, p, ¢ insieme con le sue derivate parziali fu, [z, [y, fy; esisterd
pereid una costante F > 0 tale da aversi in tutto I

(2) Ifl:lfwlrlle7ifpl:{leSF.

{3) In [9] @ considerato il ecaso 2=1/2, k=1, f=0; in [7] si considera il caso x == 1/2,
k == k(y), f lineare omogenesa.
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Infine supporremo che f,, [, f,, [, soddisfino una condizione di
LipscHITZ rispetto a ciascuna delle variabili 2, p, ¢: senza alterare la gene-
ralitdh potremo supporre che la F sia maggiore delle corrispondenti costanti.

Nelle ipotesi 4), ¢i), #4i) proveremo che

A) - si pud trovare un numero y,

0<y, <y,

tale che nella regione Ty (cfr il successivo n. 1) esista almeno una soluzione
7z, y) della (B) soddisfacente la (C), regolare nei punti (x, 0) con a<<x<b;

B) - fale soluzione é unica in Ty ;

C) - la soluzione e le sue derivate prime wvariano con continuila al
vartare delle o, ¢ e delle lore derivale prime. Precisamente, fissato ¢ >0 ad
arbitrio, si pud determinare un 5> 0 in modo che se ¢, ¢ sono due funzioni
soddisfacenti per a<<x<<b le ipotesi git ammesse per le ¢, ¢ e se z ¢ la
soluzione corrispondente ai dati o, $ si abbia

lz—2|, |oa—2|, |o, —2,] <e
in tutto il campo di esistensza comume @ 7 e 7, NON appena Sio, per a<<x<_b
|CP”—CP]a icp’—cpl" HJ—"‘-I)I, lq",'—q)’l<5a
Se poi in luogo della ipotesi ¢) facciamo quella pii restrittiva:

¥) - klx, y) sia definita in R, sempre positiva e dotata delle derivate
ferze continue,
allora si ha che

D) - nelle ipotesi i), i) e iii) gli enunciati A), B) e C) valgono per y,=y,.

Per ginngere a questi risultati si stabiliscono anzitutto alcume relaszioni
preliminari (n. 1), quindi mediante I'introduzione di certe funzioni ausiliarie,
si trasforma Vinsieme delle {(B) e (C) in un sistema di tre equazioni integrali
{non lineari) del tipo di VorTERRA (n, 2). Col metodo di approssimazioni
successive di PIcARD-PrANO si prova (n. 3) che tale sistema ammette una
soluzione ¢,’, la quale & dotata di derivate prime continue (nn. 4 e 5). Si
prova poi che la 2, & la soluzione «in piccolo» della (B) con i dati {(}
(n. 6), che essa & l’unica soluzione (n. 7) e che 2, 2, = 0z, (3,
2,) = 9%,°’/3y dipendono con continuitd dai dati o, ¢ e dalle derivate prime
di questi, ¢, §' (n. 8). Si conclude con alcune osservagioni (n. 9).

L. Preliminari.

Dalla ipotesi ¢) sulla funzione Yx, y) segue che per ogni punto (£, 7)
di E passa nna ed una sola curva integrale C,[C,] della prima [seconda] delle
equazioni differenziali ordinarie

dac do ,
(D) a‘z‘/ = y*klx, y), @ = — y*k{x, Y).

Annali di Motemaiico ] i)
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L’ insieme di fali curve (le caratteristiche della (B)) forma un reticolato
che ricopre B ed ognuna di esse, essendo inconfrata in un punto al piu
dalle parallele all’asse delle x, ammette una rappresentazione ordinaria x(y).
Precisamente, con

o=wxly; § ), @,=xy; & M)

indicheremo, nell’ordine, la C; e la C, uscenti dal punto (§, ) di E.

Supposto, senza restrizioni sostanziali, che 1 ordinata della intersezione
della x, ==,(¥; @, 0) con la ®, =wu,(y; b, 0) sia proprio y, indicheremo
con T; il trapezoide definito dalle

18: w;(y;ay O)gwgwﬁ(yrb; O): Osygasyo'

Dalle (D) seguono per integrazione le
/ b
o ;& m=8— f teke,(t 5 & ), fat
Y
3) ]
miy; & )=+ [FHedt; & ),
¢

e da queste, posto per brevita
0, =205 & 1) % =205 5 )
discendono le disuguaglianze
4) <@, < E< X, <X
(5) 0 < @y, — &, 2= e+e

dove % rappresenta 1’ estremo superiore della klx, y) i E.
Dalle (D) per derivazione si hanno invece le

2

: d ,
\ Ly — ayo—tkie,, 9) + k@, Yholx,, Yy + ko, vy

ay’
diw? g1 Lk L 2t k ( } o
— dyz'=“y Ky, ) — ke, , ylkolx,, Yy* + k(. yly
dalle quali segue che per y — 0, d*x,/dy* — d’x,jdy® tende a -+ co in modo
uniforme ; si pud aliora determinare un numero ¥,

(6)

0<y, <9
in modo che sia in T,
dw, &,

ay ~dg
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Allora, posto

p=1—(l—o)
k

dove k & Iestremo inferiore della k{x, 4) in R, si ha subito, mediante una
integrazione per parti, la disuguaglianza

i
adx a*
1] = 1 T T2 = .
0
che utilizzeremo tra breve. Si noti che &
) e<<B<l.
Similmente, posto
s k
(10) po=l—ig s o>0
si ha la
! d*x d*x
(1) [ — Gl < 2o, .
0

Si noti che la 8, decresce quando s aumenta; se v & un numero positivo
fissato avremo dunque

(12} pv262v2 @3\;2-.--

2. Riduzione a un sistema di equazioni integrali.
Se introduciamo, come in [1], due funzioni # e v definite mediante le

(13) U=y'kty, +2, vV=—yke,+ 2,
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dalla (B) e dalla condizione z,, = #,, ofteniamo il sistema differenziale del
primo ordine nelle incognite u, v, z:

U—0 U+
\—y“kuw + Uy = — [y**kky — o0y k— y*k, ] 2 dk f(w, Y, 2, e 2)

i ‘ * — — [y z—1 23 U —v m
(S) Ykv, + v, [y*kk, + ay* b+ y kw 2?/% f&x, Y, 2, EA )
)
511 == *—'T
con i dati iniziali
(¢ ulx, 0) = vix, 0) = (=), zx, 0) = olx), o< e <b.

L’insieme delle (S) o (C') si riduce facilmente ad un sistema di equazioni
integrali (non lineari) del tipo di VoLrERRA (‘). Infatti sia (£ ) un gqualun-
que punto di 7, e siano C, e C, le caratteristiche uscenti da (, y); Vespres-
sione — y*kut, +%y nella qua,le si ponga x =w,y; & v) non & altro che la
derivata della u(ax,(y; & %), y) rispetto ad y, cosicch® integrando da 0 ad 4
rispetto alla y e tenendo presenti le (C'), il risultato sard w(;v) - {lx,)
Similmente integrando y*kv, -+ v, lungo la C, avremo v, 7)— dlw,) ed
infine integrando z, per x =2E§, avremo 2z, 7) — ¢(§)}. Avendo presenti anche
le (6) si oftiene il sistema

N
d*xe, wx,, y) — vixc,, ¥)
= e - d
ulS ) = 9l dy* 2yklee, , y) Y

w
“ff ©y, Y, 2, Y) ul@,, y) — v, y)  u,, ?f};—v(ww @ﬂ)d?f

2ykle, , y) ’

(V) v, m) = dlawy,) — { 0;;/02, u(oc,,gyz)k(;@:(?) > W gy —

/
0

)]
2, ) = o€ +- / ut ) ;" LER)P

0

{4) Lo stesso procedimento & usato in [6] dove sono considerati sistemi anche pilt
generali di (§), in ipotesi, peraltro, diverse dalle nostre. Per i sistemi come (8) si veda
anche [8].
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Il procedimento seguito ¢, con notevoli modifiche nella forma, quello
usato in [1] nel caso lineare; successivamente 14 si risolve il sistema di
equazioni integrali (lineari) col metodo delle approssimazioni successive di
Picarp-PranNo. Noi opereremo con lo stesso metodo risolutivo su di un altro
sistema, (V’), di forma pit simmetrica del precedente.

Se poniamo

{14‘) 2, y) = #x, y), z,(x, ¥) = zlx, ), 2,(x, y) = zyl, Y)
avendosi dalle (13)

ulx, y) — viw, Y)
2y7k(x, y)

— i, y) + vz, y)

(15) ze(m’ ?j) = s za(w’ y) b)

al sistema (V) potremo sostituire !’ altro

0

Al 1) =90 + | 5& vidy
[
s — dloy,) '\, _ e
2,8 = 20, ) + 27k (E, n)O/? ay® 2@y, y) ay* %, ¥ \ dy
i 7
—'W{{f(mn Y 2%y, Y) 22, Y), 2y, Y))—
() :
_f(wu Y, 5a($g, ?/): 32(562; ?/)9 63(‘%2; ?/)) % d?f
7
10) - 20 L [\d?x, &z, ‘
273(5, ﬂ) :QP(OG ) ;‘4)(1‘ )—é :ggizzz(wu y) + _dgi’zz(m-u y)%dy -
0

k|
1
- 2 [5 f\wu Y, zl(mu 3/), zg(wu ?/)y zs(mif 2/}) +
0
+ f(x,, ¥, 2z, y), 2, 9), z(x,, y) ! dy

perfettamente equivalente a (V).

3. Esistenza di una soluzione z; (i = 1, 2, 3) del sistema (V).
Costruiamo le funzioni approssimanti

(16,) 296 n=¢F), &6 N=dE6, 2 9)=19E
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e, per n=1, 2,...
]

zim)(g’ n):cp(&) + [23("—’){57 y)d?/

0

x x d’w, d*x
2,"(E, qui’i%ﬁ;ki(,ﬁ_ o7k [§ 0, 0, y) — dyﬁfzz(n—l)(a;g, y)sdy-i—

1 i
+ mf{ f(m“ Y, z“"—“(m,, y)’ zg(n—n(m“ y)’ 23(""‘“(33“ y)) —
(16,) 8
— flay, ¥, 2,7V, y) 2, Py, ¥) 2, N, ¥)idy

n
2y,) + Yl 1yde, ., _, d*x, .
zgm)@’ 7))3 4)(—1’“2 ‘-I)( 20} _§ / 3@2“ 52( ’(w‘, ?I) + 71”:,/_; 22‘" )(xn s y) dy"‘

1
_9/‘{ fleo, ¥, 277V, ¥), 2, Py, y) 2"V, y) +

0
\ + fley, 4, 2, Pz, ), 2,0z, ¥), 2,7, ¥)1dy.

Cominciamo col far vedere che queste formule non souno illusorie, e ciod
che tutte le 2™ (i==1, 2, 3), se y & determinato in modo conveniente, sod-
disfano in T,, le (1). Pil precisamente facciamo vedere che se p & un qua-
lunque numero assoggettato alla condizione

(17) B<ext

si pud determinare un M > O in modo che sia
r .
(18,) | &7 1) — 2@ 1) | < My== 2y 07, =12 3).

Procediamo per induzione e mostriamo che la (18,) sussiste per r=1.
Indichereme con p il pitt grande fra i massimi delle funzioni | ¢’ |,
le” 1, |d1], |4} per a=<w=b. Si ha intanto

(18,) | 2,9, ) — 2 ) | = | 40 | 1< pyon—=

Essendo poi

22(“(&, 72) - 22(0’@, 71) = ¢(m20§7;k¢(w£0) +

g / ot ) — $(0] — e ) — 76 dy +

,.

g 10 9 9@ S, Y — Flos 9, 9@ g, dwo) 1 dy
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avremo per le {(4) e la prima delle (2)

206 1) =26 7| < szoz’;};km‘" +p e 5 Ty

e per la (H)

: % — F
(18,") | 2,06 1) —&E 7 | <|p = ¥.* + phy + % 7=,

Similmente, essendo

SO, ) — 2,90, 1) = 5 [4s,) 4 U — 20 —
1 ! !
4

—3 [ 1o, 9, wle, v, o))+ fim,, 9, vw), Fiam), Y | dy

0

P e — 18]+ G2 50e) — 9 61 [ dy -

avremo :
(18,") | 2,E, n) — 2, 0) | < [phy** + pk'y S + Fy,on'—.

Dunque, posto per brevitd

— F = =
A=y, B=plye+ gyl + 70 U=yl phtyte - By
k

e preso p nel modo detto (cioé compreso tra B ed uno) basterd definire M
mediante la
(19) M =max (4, B, C)

per avere dalle (18,), (18/), (18,/") la
o1
(18,) | &(E, 1) — 2O, 7) | < Myt %j .

Supposte ora le (18,) verificate da tutte le 2, fino alla r-ma inclusa &
facile provarle per la (r + 1)-ma. Infatti

P26 1) —26 1) | = ) / :'3""(5- y)dylé
0

3] 0
- ) r )
= [ 4 | n+ / [ 2,76 9 —&°C 9 |l dy<An'—*+ M ?; ¢’ f yredy <
¢ 0

<Ml + Y3 e < M 1"ar§?pf
— 2—0&0" U 0.7
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purchd si prenda y, in modo che sia

(20) ‘2‘“%—& < e.
Si ha poi
zg(,-_,.n(g’ 71) — 5,(0)(5, 7)) — ¢(w2°)27ak¢(w‘°) 4
i dix , a: .y )
2?""35 [% B}]n ¢'(ee,) — ¢(8)) — d;s [¢'lec,) — o 3] i dy +

1
-+ M/l f(oa‘, Y, z,""(a", f.’/)’ zz(ﬂ(mn ?/), 53(”(%, H y» -
1

‘_'f ({1}2, Y, zi(”(mzf y): zew){a%: y)) zsw)(we’ ?j}) { dy +

dix ; d*x,
; 2,y , Y) — 2,y Y] — dy

e da questa segue, per la (8), la (17) e la (19)

[z (r)(xz’ yi—# (0)(mz7 y)](

dy

1) PPV (1)}  E | ™ e
| 6,40, 1) — 2,96 %) | < Brie -+ M Jp.)na,c[y (G — G =

< Mni—+1 + B E, ol << Mnt—= 23, 23
] [
- Similmente, essendo

2,0, M) — 2, 1) = 5 [blso) + Plae) — $E)] —

[T

Ty o) — ) | dy —

2[“”‘ o) — 918+

1 .
"‘9 [t f(mu Y, zl”)(wl? y)y z;“(w“ y" 53‘”(9019 y» -+

- f(w,, g, 2,7, y), 2,700, ¥) 2, y)idy —

n
1{da . “
—3 [} 1 (2,7, Y} — 2, %, , )] + Fy-%{z"'(m(m‘ L) — 2, (e, Y] i dy

dy*
si ha

SRy
s ) — o ) | < O ey [ 2 [Gr =g
]

r — r+41
<= M1+ B Ozj ooy k) < Mn'—= ?; ¢’

[dm, d'x }d<
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purch® si prenda y, tale che sia
1) ¥k < p.

Dunque se sono soddisfatte le (17), (19), (20) e (21), valgono le (18,).
Ancora per induzione proveremo le dxsuguaghanze seguenti

(22)) | #9E, 1) — 297 E, 1) | < Mo/~ (i=1, 3, 3).
Anzitutto si noti che dalle (18,), (18,"), (18,”) e (19) seguono le
(22,) [ #96, M) — &9 1) | <My~ =1, 2 3

che sono maggiorazioni pili precise delle (18,).

Se ammettiamo le (22;) provate per ogni j=<<r & facile dimostrarle per
j=r+1, Infatti
R
! z{(w&-n(é} 7}) — zifﬂ\g? msmpr-—i j yl““dySM‘f;l_ap"
0

per la (20). Avendo presenti le tre ultime (2) e la (8) si ha poi

s M M : F Mo~
1 2, +O(E, 77)—-—%‘”(&, “n) [ < 220% [ wa . __ﬁi] +M.Ei_. [Ji-ocdy<

éM’ﬂl"““pr"i[@-{— 35;/ ]<M‘n1—-a9r
purché y, sia tale che

. 3F yt—=
2 b o 4
(23) g E 2—u

Infine

| zaww—n(gy TI) — 53“‘)(5, y]) } < Mni—‘apr—— “k?t 4 3_3’ y‘ <MY l—aP
se y, & tale che

2 o Y
(24) yoBS +8F 57— <o

Le (22;) ora dimostrate, essendo 0 < p < 1, provano che le #"™ conver
gono uniformemente per n — oo verso tre funzioni continue #*’ (i =1, 2, 3);
& subito visto che queste soddisfano il sistema (V’). Infatti & immediata la

convergenza uniforme delle

f\%;, Y zi{m({‘vi’ ?j), z:,‘”’{w,-, ?f), zs(m(wia ?/)) (i: 17 2.)
verso

Fees, 4, 2@, Y) 2@, 9), 2, i, y) (¢=1, 2

Annoali di Matematica
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e poiché le funzioni integrande che appaiono nelle (16,) sono maggiorate,
per le (18,) da funzioni assolutamente integrabili, & lecito (*) effettuare il
passaggio al limite sotto-il segno di integrale.

Si noti che dalle (18,) ora ricordate seguono le

| 86, 1) —2F ) | < Mri—/(L —e¢) (=123

le quali provano che le f(wi, ¥, 2, @i, ¥), 2, @i, ¥), 2,(x;, y)) non sono
prive di significato.

Si noti anche che le funzioni
(25) Z(0) — z"(oo)’ wP) = 7)“7552(00) 4 zs(w)’ ,U(cc) - Tiakzg(w) ~+ zsmo)

soddisfano il sistema (V).

4. Esistenza delle 9z;/3¢ (¢ =1, 2, 3).

Dimostriamo che se y, <<y, ¢ abbastanza piccolo la soluzione 2, 7}
di (V) ammette in T,, derivate continue rispetto alla E.

Per questo poniamo in T,,, per n =10, 1, 2, ...

(26) 20— zi(m’ u — ﬂ“kzg(m -+ zam)’ P o — 7]“]052(") + zsm)

e cominciamo con I’osservare che si pud scrivere

" g
1) WO ) = 4 + [ | — G lwiea.
L]
Inoltre, posto per brevita
8) L = [t & 0, 052 a1 9 =0

Y
segue dalla seconda delle (3)

(29) T=lIpy,  y=0
8 percid
u”  ou® "3 d'w,

Jl#) — o @1y + / | G ¢ ity —

W I Y — 418) + Vi L) - [ — G — @y +
!

o€
-5

K
0,
- } Vs 8 0@ 9@, i) - Falen)o(,) A= Fple )" (000) 4 Folon )b (o) ! ”3% dy.
0

(*) Ofr. H. LuBrsaus, Legons sur Vintégration, 2° ed, Paris (1928), p. 13L
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Facciamo uso a questo punto dell’ipotesi della lipschitzianitd di ¢ e ¢”
e sia p (gid supposto maggiore dei massimi delle [¢ |, | “|, |¢'|) pin
grande delle costanti di. LipscHITZ di ¢’ ¢ di ¢”. lnoltre, scelto un numero !
tale che

(30) 1<z<-§

si- pud sempre prendere y, tanto piccolo da aversi in T,

(31 aac

Passando a considerare i valori assoluti nell’ ultima identitdh scritta ed
avendo presenti le (4) e le (2) sard

a3y gt a:
;% - g& S pl@g — @) + | L(E) | 4 placg, — “’u)oﬂ’a%[“ d;?de:**
+ ey — @y JN7K(E, M)+ p f [ } | I,o(f) | dy + FUL 4+ 3p)n.

Se K indica il massimo della |k, | in T, dalle (28) e (31) segue in T,

iHa ... y1+¢

| Loty | < K12 —o— <Ky,
Essendo poi per la seconda delle (6)
9 d" 1 LT aw?
{32} 3;‘: d 2 y’ k@‘(we: y) m{kmk(xa » y) '{“k(wz’ y}kmﬂﬂ(xe 3 y)} +y‘”kwy($2 3 y) : 'ég

se K & maggiore anche del massimo di | kx|, di quello di | k., | e, per

comodita, maggiore anche di k, avremo, ricordando anche la (§):

' u du® |
S p | = 26Kt 4 pKins 4 QuE oK + 3K 4 K]

+ 2uK2Ee - n K32 4 FI(1 4 8pin <<
< [ 4pKCly, 40 4 2uKy, 2+ pKA2 + Bly,* 4+ pK (2 + Uy, + FU1 + Bp) o,

Analogamente si prova che I’ espressione ora scritta & > anche di

Qv a»wmi

EEA
purché g, sia abbastanza piccolo da aversi

du,

E

<!
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e poiché
az(»l) az(o) \
MR /
segue che se M, & maggiore di p e dell’uliima somma in ! | si hanno le
dud U | W@ 0 Ao
33 1 o | m — ——
(33) ET D Eowm | e =M

Proveremo ora che se gy, & sufficientemente piccolo, si hanno per

j=1,2,..1e

du 3%‘3“" pI) Jpu—0
ERE R ’ ’

In tal modo, per la. (30). risulterd provato che le successioni du'™;3%,
0 [OE, 2™ /€ convergono uniformemente in T, ; i rispettivi limiti saranno,
necessariamente, du®'/0g, dv0*/9E, 92’/3E. Avendosi identicamente

e, g,V 1 [2uY duY—’1 1 |9 Y] ke
& 8_5_‘2W9[8—E“ T}_‘Zn_“kl_af— MEE_'] &
dalle (34;) e (22,) seguira
32, a%(j_“t M, K .
e e << 2 (P - = Mpd T e
¥ 3 . ) - Mp ]n
da cui la convergenza uniforme di 92,?/3f, necessariamente verso 9z,'*’/dL.
Similmente si ha la convergenza uniforme delle 22,/0f verso 9z,°°/oE.
Le funzioni 92,%'/08 = /3, 0,'°'/3E, 92,°°’/0E, limiti uniformi di suc-
cessioni di funzioni continue, saranno continue anch’esse in T, ; per togliere
ogni dubbio nel caso 7 =0, si noti che, ad es., dalla (36) segue

] D

134) T =Ml

b

(35)

[zzq') _ z2u— 1)].

(36)

92,7

3

KU PR T PR 2",
— —— <
¥ @t o 0=

N -
= I% 3, {te)* + Ky st p‘}nl—“
E o k 0

—¢"() | =
(37)

da cui si ha che 3z,/3f tende verso ¢”(§) quando % — 0.

Dimostriamo dunque le (34,); proceliamo ancora per induzione. Le (34))
sono valide per j =0 (cfr. le {33)); supposto di averle provate per ogni j=r,
dimostriamole per j=1v -+ 1, ciod®

av(r+ 1) a,v(r)

kETE

| auir+i) au(r)

(34"4-1) ag - ag

& — 5| = Mo

| (r+1 {7}
' oz 2

H

Posto per brevita
fa” th(ww Y z“”’(mg, y): zz(”(m27 y)v 2,'3“"(562, ?/)) h=uwm, 2 p, q
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tenendo presenti la (35), la (32) e la seconda delle (6), si ha:

amgal +

3

au(r"‘i) eu(r) . ’:n[— di’me} 1 [au(r' . au(‘l‘——i) (a_/v—_(r) _ a,v(r—u)]
X OE / ay® | 2yk(x, , y) o on o

U
k
+ f I k@, Yz, Y) + Y hayl,, y) — y* Kol Yyl y)][z ey, y) —
1]

kfw, , y)
2 3 o, 28,0
g 1) mz _— 5 [¢57 (4} o P8 " e fAr—1) 7ol
=, ) g dy — [V — fair i BT parn B
0

3z, 1 P PR 3 oz (=1 o

¥ Ff tr—102 (€20 Tot: S [C 5} ( 2

SO e 5wt —hT T

Prendendo i valori assoluti di ambo i membri e tenendo conto, oltre che
della (34,), della (22,) e della (31), abbiamo

1—o
lP r—il [[ dmf] y d\:’/ +

’ au(7‘+i) au(r)

A ke, , y)
M= [ |y b, ) | ool 9|+ 9 |l 9) |+ g B Bl D gy
[ 2
2 g0 ‘r-—n ’
H‘f‘”“f"“"lﬂf""! e o B )+
=L ) |- sff*l]?%%a”—azga(:)f*

azz( LA §)
o

_ CP"(%)

oz (r—1)

-+ ! fp(r) _'fp(r——i) ! -+ ! fp(r) ___fp(r——i) ! ;?"(x” ! 4

az (r-—1)
T T

+{f"

e Ifq(r) ____f (r—1) |

— 4|+ I — 0 ) dy.

D’ altronde, con una integrazione per parti si ba facilmente

w

0“ d' }Eq}:jjdyzmﬂ:“wyu%( ?’)“’k( o y,]dy

ay® (klz,, ¥ {2, ¥)

da cui

. d?we yl-—a ’ K e K
oﬂ dy*}ki%, y)d!"g[“ T U G
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Allora {poich® 1 <1< 1"} avremo

Sumh  um K ... K K*M | KM K*M
%€ & =Miltel [ P +2—];y1 o, ¥t T o, kMy‘
+l[i | dy.
0

Per evitare di dilungarci troppo non eseguiremo la maggiorazione di
quest’ ultimo infegrale e ci limiteremo a rilevare che sfrattando I’ ipotesi
della lipschitzianita delle f,, f:, fn, [, © tenuto conto della (34,) e delle (36)
e (37) (nonchd delle analoghe maggiorazioni relative a 2, e 2,) tale integrale
viene maggiorato da un’espressione del tipo

M (le)"nSy,)

dove Sly,) ® una somma di termini ciascuno dei quali contiene y, elevato ad
un certo esponente positivo. Percid, posto

- K 1., K KM .. KM KM
T{y,) = S(y.) + %o Yoo+ %?]1 + o, Yy A ;M:y’ ""P“'_—‘ Y

avremo infine

i au(?’+i) au(rl

TE T

< M,(lg)™ [P + T(y,)} .

Ma T(y,), data la sua forma, decresce con y, e poiche per le (9) e (17)
d a/p < 1 segue che pur di prendere y, abbastanza piccolo si ha

§+ T(y,) < 1.

Cosi resta provata la prima delle (34,.,,) ed in modo del tutto analogo
si pud provare la seconda; la terza, essendo

1 yﬁ"ﬁ‘

| kT 1) (7}
’Qz oz = M lP 7‘-—-—-1 {yl““dyéMi(lp) N lP 9 o

| "2 T ®

sara verificata non appena
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5. Esistenza delle 92,0y (i =1, 2, 3).
Anzitutto essendo

1

ww;m=/@w;ww
]

segue

oz,
(38) 3 = 6 )

e in particolare

Fﬁkfw-

Sia poi 8; ({ =1, 2) la lunghezza dell’arco della C; dal punto (x;,, 0) al
punto (§, 7); avremo allora

u(oo){E’l 71) = 4’(902:) +

2 d’x
[[“‘ @%]zzm)(wz? Y — flee,, ¥, 2°,, ) 2, e, , ¥), 2, (x,, ¥)
_i_ E
4

VI -+ i, 9) .
Vg, 77) = ¢(mxo) +

d*x
/[“ d’éfg’.‘zz(m)(mu ?/) - f(mu Y, zx(w)(xu y): zg“’?’(w“ y)y zs(m)(mn y))
_{-
/ Vi + ¢kw, , y)

ds, .

Se ora si esegue la derivata Ju'™’/or, della #*’ nel punto (, v}, con 7> 0,
secondo la direzione r, della tangente in (&, ) alla C, uscente da esso, si
otterra come risultato la prima delle due funzioni integrande ora scritte,
calcolata nel punto (§, v} stesso, ed analogo risultato si otterrd calcolando
la 9v/9r, secondo la direzione r, della tangente in (£, 7) alla (,. Ma poiché,
come si & visto al n. 4, esistono continue /3t e 3v°)/E esisteranno con-
tinue per 7> 0 anche le

3u(oo) 1 gu(wi 1 au(om
a  tgys % O seny, or
v 1 30 1 gy

m T tgy, o + Sen v, or,
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essendo y; (=1, 2) I'angolo che la tangente in (£, 7) alla C;, orientata
da (@, 0) a (§ 7), forma con l’asse delle aseisse. Poiche

1 1 1

— , e ok
V1 -+ 2% tg vy bg v, K

seny, =seny, =

avremo le

. {co) (00}
C du “nakau

3‘ = ¥ [— ek + 22kke — nk,)e, €, ) —
9 | — & 7, 8E 1) 5 E 1 5 1)
vt vt |
= — Wk T — [k Rk - e 1)~
\ — 16 M 5 M, B, ), 2" 1)

Da queste risulta che du™’/dn e w3, sono continue per n >0, ma,
in generale, infinite con 1/q (di ordine 1 — « al pin). Invece

aza(oo)——]_ duler  Pple?

o 2 ( m 371)
per 1 — 0 tende a — f(§ 0, o(f), ¢'€), $(&), quindi & continua in Ty, e lo
stesso ¢ di

(40)

azziw) a %foo) —_ ,U(eo) 323(09)
o “%[ 21k } %

la quale tende, come sappiamo, a ¢'(§) per n — 0.

6. Esistenza della soluzione del problema (B), (C).

Resta infine da mostrare che la #*’ = 2,*’ ammette derivate seconde
continue in Ty, e che ivi soddisfa la (B).

Anzitutto dalla (38) e dalla continuitdy in T, di 32,°/3f e di 92,/97 segue
quella di 8%2,fam* e di 9%, )/oMdE = 3%, /LA, Quanto alla 3°z,°/0E?
sottraendo membro a membro le (39) si ha

aﬂz‘(oo) . azele
kam T oy
e da questa, integrando da 0 a 7

{00}
9z,

3.

identitd valida anche per v =0, poiché ambo i membri tendono per 7 — 0
allo stesso limite ¢'(E). Dalla (41) segue la continuitd in T, di
32&,‘(00) azz(w)

(42) oE T

{41} = za{w )(gy 7})
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Infine sommando membro a membro e (39) ed avendo presenti le (38)
(41) & (42) si ha

azz‘(oo)_ 9 29221(00) ) az‘(oo) az‘(oo)
ang —‘ﬁ“k -a_ET—fgyybzi ’ BE ’ a‘ﬂ

ciod la (B).
L’ esistenza della soluzione 2,°’ risulta cosl provata «in piccolo », ciod
in Ty, con 0 <y, <y,.

7. Unicith della soluzione del problema (B), (C).

Sia 2(E, 1) una soluzione in T, della (B) con i dati (C), regolare per n= 0
dovendo essere le z,, #s,, 2,, limitate in T, dovrd esistere un H tale da
aversi in T,

[2€ M) —o@) 1, |2 W) — @1, |2 ) —9E) | <Hn
e quindi anche, se N> Hy,*:

Lo ) —9@) |, |2 D)—d@ 1, |2 v)— $E) | < Nyt

Per. provare che non vi possono essere in I, due soluzioni distinte
della (B), regolari per v =-0 con gli stessi dati (C), basterd dunque mostrare,
che se 3§, 7) ¢ una qualunque soluzione di (V') tale che

(43) | 348 M) — 2, 1) | < Ny'-ey =1, 2, 3)
si ha necessariamente

Si(ga Y)) - zi(w)(E’ Yl) = O, (7’ = 1, 2; 3),

dove le z’ rappresentano la soluzione trovata al n. prec. Per provare le
ultime identitdh & sufficiente far vedere che per r =0, 1, 2.... si ha

| 38 M) — =@, n) | < Ny,'—%" (=1, 2, 3)

dato che g" — 0 quando 7 — oo. Per r =10 le disuguaglianze scritte somo
vere per ipotesi e coincidono con le (43); la dimostrazione pud farsi allora
per induzione e non offre alcuna difficoltd se si tiene conto delle {20), (23), (24

8. Dipendenza della soluzione dai dati o, J.

Siano glx), ¢(x) due funzioni definite per ¢ <z <b e soddisfacenti le
stesse condizioni imposte alle 9, ¢ e sia z la soluzione corrispondente a
a questi nuovi dati, necessariamente unica. Sia poi 5 un numero positivo per
il quale si abbiano per a << b, lo

W @ —o@ |, @) — ) |, | ) — ), | ) — )| <8
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Ci proponiamo di valutare in funzione di questo 3 le tre differenze

5o
% o’

2

w

l

i
7

| 2, m)—2(E ) |,

i

w

in un qualunque punto (§, v) del campo T,, in cui esistono z e z.-
Osservato preliminarmente che dall’ultima (44) e dalla (15) segue la

- - oo =
$eyo) — "p(wto)_ b{g0) — (@) < 27}0%/, ‘I)/(t) — Y | dt§5% ;

22k vk

si considerino, accanto alle z™, le funzioni 2™, approssimanti la ¢ e le sue
derivate, e costruite a partire da ¢, 9.
Posto per abbreviare

AOE, ) = | aE ) — &P W], =1 23;j=0 1 2.
dalle (16,) e dalle (44), tenendo conto dell"ultima disugnaglianza scritta e

delle tre ultime (2), avremo per j=1, 2, ..

‘ 0
AME 1) <3+ / AUDE, Midy
¢

== h
. k 1 d’e, . o dir,
AN, M) = 2 i N+ draf /; dy AQ(J"I)(mt y Y — —d?/}i A0 N, y) ( dy -+
P 5
(45;) + = / {25 AU Dy, g) 4 B AU Nw, . y) | dy
~ 2k 1 !

AUE, M) =B+

A 2 2
[152 84, 9 G007 es. 9) |y

ow“—*

Fls . I
-+~ 3 [i 3 88, y) 4+ B AN, )| dy.
1 1
0

Sia g, << 1, come si pud sempre pensare, e si ponga
a=min(z, 1 —a;
gse (£, %) & un qualungue punto di Ty, avremo

(46) 0<n<y, o<y <ys <l
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Ria poi B; il numero definito dalla (10) per s = a, ciod

R P
o4 o
e sia p definito da
1 E+3F =
A7) _ma,x( e k+317'>;
’ 1_Boc k

necessariamente sard anche
47) 1<

Proveremo allora, per induzione, che valgono le
‘ L = . )
(485) ALNE, ) = 3-2, (i), =12 3

per ogni (§, ) di T, eper =0, 1, 2,.... Per j =) abbiamo le prime tre (44),
vere per ipotesi. per j=1 la validith delle (48,) segue immediatamente
dalle (45;), con j=1, avendo presenti (46) e (47). Supposto di aver verificato
le (48,;) per j <r, proviamone la validity per j =7+ 1.

Dalla prima (45,), per j = <41, si ha

(o p’ B
A -1y ' S 511 + 4 _ zx—i—l . 2o-+1 . — m+1
T ) K 1+-or.'n 1+2’Y} 1~-§——1fcc'¥2
e di qui, per le {46), (47'), segue subito la prima (48,), con j=1r + 1.
Dalla seconda (4b,), per § = + 1, ricordando che per la (12) &
Ba<B: r=1,2, ..
si ha '

E = _ -
AHDE, n) < 8—m 431 + pfan® + p3BomPr 4 - Eane] +
k

! o1 P’r‘d { 1)—+1 P‘r _

I B e S e b L e SR T e

[ 1+“n 1+(r__1)a71 e ]__
ELE 3F a - . 3F _

} 14+ { O ﬁa\m +{ 5+ ;:.B;,;]{M%_*_ e AR 4 ! R i

e di qui, per la (47), segue subito la seconda delle (48;), j =r + 1.
Infine dalla terza (45,), per j=r + 1, si ha

ALHIE, 1) B 4 K[ 4 pa e - e e e

+
P s B e B an
+ 3F3|m + =t - R R B = ot <
14+ a 1+2 14 ra

<&l +'[§ -+ S3F|7 4 P 4 .. 4 eyt |

da cui, ancora per la 47), segue la terza ed ultima delle (48,), ¢ =r —+ 1.
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Stabilite cosi le (48;) per ogni j, facciamo tendere j a -+ oc; avremo
ANE, 1) = | 70 1) — 2 1) | <K,y G=12,9)

Ora p & per definizivne una costante ussoluta, legata ciod unicamente
ai dati «, k, f che restano immutati nel nostro ragionamento; percid & lecito
supporre in parteuza che y, sia tale da aversi

(49) Pyia:l <1

e quindi

| 2 1) — 2N ) | S (=1, 2 3).
Scelto ¢ => 1 ad arbitrio, bastera dunque che le. ¢, ¢, ¢, ¢ e le loro
derivate prime soddisfino le (44) con

0<d<el —4

perché in T, si abbiano le

géi(oo)(g, 7}) - zi{w)(§7 7)) ' <e (7': 17 27 3)

le quali provano la dipendenza confinua della soluzione (e sue derivate prime)
dai dati iniziali (e loro derivate prime); con cid l'enunciato C) della Introdu-
zione resta provato, con la restrizione, non sostanziale, della (49).

9. Aleune osservazioni.

OssERVAZIONE L. - 11 procedimento seguito per provare 1’ esistenza della
soluzione # mostra che il valore di questa in un punto (€, 7) dijende soltanio
dai valori che i dati assumono nellintervallo di estremi x,(0; &, 7}, %,(0; & )
e non dai valori assunti fuori da tale intervallo, non diversamente da quanto
accade per la soluzmione del problema di CAUCHY nel caso iperbolico (7).

OssERVAZIONE IL - Se k(x, y) ammette derivate terze continue {ipotesi )
la soluzione # della (B) corrispondente ai dati

oz

alx, 4, =2,®Nx, y,), (3—> = 2Nz, ¥,
Y y=y,

(®) Interessa, in vista di un’applicazione che verrd fatta altrove, trarre di qui una
conseguenza. Se k(x, y) dipende effettivamente dalla sola y, le curve caratteristiche di un
sistema si oftengono da una qualunque di esse con una traslazione nella direzione dell’asse o.
Se esiste in tutto il semipiano ¥ =>0 la soluzione corrispondente a due funzioni ¢(x), (=
poriodiche di periodo A, tale sclusione risulterd anch’essa periodica, rispetio alla variabile x.
di periode i
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esiste ed & wnica nella regione T, — T, (") ed & subito visto che la funzione
uguale a 2,(*) in T, ed ugualea ¢ in T, — T, &in T, la soluzione della (B)
con i dati (C), regolare per y = 0. Basta notare che da z=2) per y =y,
segue 0z/9x = 32,93 e 9%z/dx® = ¥%¢,(*)/3x* e da 0z/0y == #,1*) = 9z,/0y segue
*z/dyox = 3%2,/dydx e infine, per la (B), 3%2/dy* = 9°2,/dy".

Tale soluzione dipenderd con continuitd dai dati iniziali in tutlo T,
poiché variando «di poco» 9, & anche le #)w, y,), (¢ =1, 2, 3) variano di
poco a nostro arbitrio (come si & provato al n. prec.) e quindi ancora di poco
quanto si vuole varierd la & in T, — T, .

OssErvAzZIONE IIL. - In merito alld uniecitd della soluzione pud avere
qualche interesse rilevare che la sola confinuitd della f non ¢, in generale,
sufficiente ad assicurarla. Ad esempio I’ equazione

Yok ®y Yoww — Byy + |7 |12 =0, 0<a
con i dati iniziali
22, 0) =2, x, 0)=0,

ammefte le infinite soluzioni rappresentate da

&, y) == ‘1'1‘2* y — AP per ¥y =X, x reale

2w, ) =0 per 0 <y < A, @ reale

dove X & un qualunque numero reale (%).

OssErvaziONE IV. - In [1] si dd un esempio, molto interessante, dal
quale risulta che la dipendenza continua della soluzione dei dati iniziali pud
mancare se « > 1. A questo proposito riteniamo opportuno di contrapporre
a questo altri casi in cui la dipendenza suddetta si mantiene continua, pur
risaltando « multipla » la curva portante i dati: si vedano [9], [4], [B].
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