Su una classe di superficie-modello
di una trasformazione birazionale fra due piani.

Memoria di Mar10 Banpassarr1 (a Padova).

Sunfe. - 8¢ dimostra che ogni Fogn "2 non rigata, a residuo di gemere nulle dello Sp.4,
con n=>=1, c~ontiene un numero finito N di coppie di reti omaloidiche di curve ragionali
normali d'ordine n—+ 1, mutuamenie residue rispetio il sistema delle sezioni iperpiane
1C] di Fy. Gli spazii Spy1 delle curve di una coppia di reti associate empiono wna
stessa forma cubica generabile con tre stelle omografiche di iperpiani.

Ogni Fogn *2 guel tipo pud generarsi proiettivamente mediante (n -+ 1)stelle, ire
di spazii Sn 1 ele alire di iperpiani, riferite proiettivamente con opportune condigioni.
In generale quelle stelle generano una superficie ® d’ordine 2n + 2 - n ; 1}, normale

nello Savs. La @ si riduce ad una superficie del tipo F,, quando nella varietd generata

ccmpaiono sistemi di spawi opportuni, associati ai punti base delle reti omaloidiche di
curve piane.

Tale generazione proiettiva consente di giungere ad una rappresentazione analitica
delle superficie del tipo @ ed F . Tenendo infine conlo che le P2t 2 risultano dei modelli
di trasformazioni birazionali piane T" d'ordine n, conseguono intimi legami ¢ dedugioni,
che permettono di giungere fra 1’ aliro ad una rappresentazione analitica delle T Si

segnalano infine alcune osservazioni che Uaulore pensa possanc coniribuire o facilitare
Io studio delle T,

Questo lavoro, cui dettero origine alcune osservazioni del prof. BENTA-
MINO SEGRE, vuol essere una indagine intesa all’approfondimento dello studio
élegli enti iperspaziali che s’incontrano nella rappresentazione di una trasfor-
mazione birazionale piana d’ordine n, I'”, che L. GoDEAUX ('), seguendo una
tipica idea della geometria algebrica, ha considerato tempo fa nell’intento
di applicarla ad una rapida riscoperta delle relazioni fondamentali di CLEBSCH-

Egli rappresenta le coppie di punti omologhi in una 7" fra due piani
coi punti di una superficie raszionale F+2 dello S,,s, che risulta quivi
normale, a curve sezioni di gemere p=mn—1. La F si ottiene, nel modo pit
naturale, facendo | immagine proiettiva del sistema somma delle rette di un
piano con le curve di una rete omaloidica di quel piano.

Tali F si presentano dunque come superficie razionali il cui sistema di
sezioni iperpiane & somma di due sistemi lineari di genere zero. In un mio
lavoro di contemporanea pubblicazione (}) dimostro che tutte le F™ dello

() I1 primo lavoro in merito di L. GODEAUX &: Sur la représentation des transf., ete.,
« Bull. de la Société des Sciences de Litge », 1942, pp. 268-271. Ulteriori riferimenti ad altri
lavori saranno fatti di volta in volia.

(®) Ricerche sulle ¥ di Sn—pt1 con n>>2p, « Rendic. Sem. Mat. della Universita di
Padova», T. XX, 1951. In questo lavoro si troveranno anche condizioni necessarie e suffi-
cienti perché una F» di S,_p+,; con n > 2p sia a residuo di genere zero,
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Sw-p+1 non rigate con m > 2p hanno il sistema delle sezioni iperpiane
somma di un sistema lineare di genere zero, e di un sistema residuo, cosicch®
le superficie in esame si presentano appunto come superficie di residuo a
genere zero. Indicheremo sempre tali superficie col simbolo F,.

Da qui parte la presente ricerca che prima di tutto si svolge a garantire
Vinvertibilitdh della rappresentazione. Dimostro percid che viceversa ogni F 2n+2
dello Sp.4, con n > 1, contiene sempre almeno una coppia di reti di curve
razionali e normali di ordine n + 1, muluamente residue rispeito il sistema
[ C | delle sezioni iperpiane.

Proiettando dalle S,y di una di quelle curve la F, sn un piano, una
rete si proietta nella rete delle rette di quel piano, e I'altra in una certa
rete omaloidica

Pertanto ogni F, di quel tipo pud viceversa pensarsi come immagine di
certe trasformazioni birazionali che restano naturalmente individuate a meno
di omografie. Perd si rileva la osservazione che non la F, & un effettivo
modello, ma, in generale, la F, rispetto una sua certa fissata coppia di reti,
dubbio che perd pilt avanti viene rimosso.

Gli spazi S,,: di appartenenza delle curve di due. reti residue emplono
una unica forma che studio e che risulta essere una forma cubica X s con
wna varietd sestica doppia ad n dimensioni ed a curve seztoni ellilliche (%)
Naturalmente esistono tante ZZ+3 in tale sitnazione, che per brevitd chiamo
congiunte ad F,, quante coppie di reti esistono su F,. La 254 risulta il tipo
ben noto di forma cubica generabile proiettivamente con fre sielle omografiche
di iperpiani.

A tal punto si presentava essenziale ricercare se viceversa una s di
quel tipo proieftivo contenesse sempre delle F', ad essa congiunte.

La risposta affermativa che oftengo ¢ ricca di conseguenze. Dimostro
infatti anzitutto che una ¥ 22*2 del fipo in esame pud sempre essere generaia
da n +1 stelle proiettive, di cui tre di S,,2 e le altre d’iperpiani. La gene-
razione indicata non si presenta tuftavia senz altro invertibile.

Infatti # + 1 stelle di quel tipo scelte e legate genericamente -generano

) - . n—1 P
in generale una superficie ® d’ordine 2n +- 2 +( 9 ), a . eurve seziomi di
—1 . iy e
o |- Tuttavia & possibile assegnare le condizioni cui
=
devono sottostare le stelle e le omografie perché la @ i riduca ad una F,, ed
esse, nel modo pitt semplice ed elegante, si trovano consistere nello staccarsi
dolla varietq generata di una serie di spazii 2; le cui dimensioni costituiscrno

n
genere p:n~—1+<

(3) Il prof. Bexiamino Suerg propose, in seguito ad una conferensza tenuta da L. Go-
pravx nel Seminario della Universita di Bologna, lo studio di tali varieth di spazi. Ea
tale osservazione del prof. SEGrE, che qui ringrazio, che risale lo spunto iniziale di questo
lavore.
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un sistema possibile di caratteristiche per una T7. Ed il legame & assai
intimo, perche gli Q, risultano appunto essere gli spazi ambiente delle curve
razionali normali o; (fondamentali) immagini sulla F, degli intorni dei punti
fondamentali della T7.

A sua volta si studiano poi delle condizioni sufficienti perché cid avvenga
e queste vengono sfruttate a fornire una rappresentazione analitica delle
superficie considerate, e quindi, in definitiva, delle T™ piane, la quale, nella
sua speciale forma, costituisce di per se un interessante risultato.

Consegue da cid che ogni forma Zi+3 del tipo generabile con stelle omo-
grafiche d’iperpiani contiene una infinitd di superficie F, d’ordine 2w + 2
ed anzi ogni modello proiettivo della X ne contiene certo sistemi proieffiva-
mente dislinti.

Accenno quindi, senza alcuna pretesa di approfondimento, ad una que-
stione molto interessante. Si vede che una F contiene per » > 2 un numero
di coppie di reti associate maggiore di uno, il ché fornisce gis una conoscenza
utile nel problema della classificazione delle T™; esso si pud infatti interpre-
tare nel senso che le reti omaloidiche delle 7 possono sempre ottenersi
sommando due opportune reti omaloidiche di gradi » ed s con », ad esempio,
maggiore di uno e » + s==n +.1, disposte relativamente in modo di avere
grado relativo 5, e quindi sottraendo dal sistema trovato la rete delle rette
del piano. Tutto cid, come si fa notare, riflette questioni aritmetiche sulle
caratteristiche che non sembrano dimostrabili in modo semplice e diretto.

I numero N di coppie di reti costituisce molto probabilmente una funzione
alquanto complessa delle caratteristiche, ed offre le solite difficolta di deter-
minazione di tutti i parametri numerici delle T": facili a determinarsi con
semplici considerazioni nel caso singolo, guasi impossibili in generale. Tut-
tavia diamo in proposito aloune osservazioni, notando che il problema resta
come uno dei pil interessanti perché risulta anche collegato alla considera.
zione delle trasformazioni proiettive della F, in sé.

Pin che altro, concludendo, qui si sono volute tentare alcune vie e com-
piere alcune esplorazioni. I arduo campo della casistica delle 7" ne resta
certo avvantaggiato: ad esempio si pensi che il problema della classificazione
delle T resta cosi ricondotto a quello della classificazione delle (n -+ 1}-ple
di stelle gemeranti, nelle condizioni che abbiamo gia detto. Si tratta certo
ancora solo di indirizzi che richiederebbero un pill concreto quadro, nonché
una schematizzazione formale che ne rendesse agile !’ applicazione, per
potersi dire veramente utili. Tuttavia in un campo cosi povero di strumenti
generali e in cui il caso particolare rifiuta legami e mutamenti legaliz-
zabili rispetto i casi anche prossimi, alcune prospettive uniformi valide a
trasformare un ostico problema di carattere aritmetico in una pilt agevole
gamma di problemi a carattere continuo, possono ritenersi, se pure complesse
talvolta, pur sempre utili. Ed ¢ in tale spirito che questo lavoro & stato pensato.

Annali di Matematica 30
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1. — Sia T™ una trasformazione birazionale fra due piani = e =/, e siano
le®| e | ™| le due reti omaloidiche associate alla T".

Esponiamo dapprima brevemente la rappresentazione iperspaziale della
T*, considerata da L. GoDEAUX ().

Si consideri, ad esempio sul piano =, il sistema lineare completo somma
della rete | | e della rete delle rette del piano. Il sistema che si ottiene
risulta formato di curve d’ordine n -1, genere p =mn — 1 ed ha dimensione
n+ 4 e grado 2n + 2, La sna immagine proiettiva in uno spazio S,,4 risulta
quindi una superficie F d’ordine 2» + 2 a curve sezioni di geunere n — 1.

Analogamente si pud operare sul piano «', ottenendo, se si vuole nello
stesso S,,4, una superficie F' che risulta omografica alla F: & ora possibile
scegliendo opportunamente i parametri arbitrari delle omografie che inter-
vengono nel processo considerato far si che F coincida con F

Da cid consegue che una trasformazione 7™ pensata come insieme delle
sue oo® coppie di elementi associati pud sempre porsi in corrispondenza bira-
zionale coi punii di una superficie F&+2 normale in uno spazio S,y s, i
razionale ed a curve sezioni di gemere p—=n — 1.

2. — Sin qui giunge la rappresentazione di L. GODEAUX, che egli poi
adopera per ricavare le relazioni che legano le caratteristiche di una T

Non resta perd garantito, e del resto neppure analizzato, sino a qual
punto la rappresentazione considerata costituisca un modello, cioé quali siano,
viceversa, i caratteri che deve avere una superficie F dello S,,4 per poter
essere considerata come rappresentativa di una I'".

Noi vogliamo approfoudire come prima cosa tale ricerca e, in questo
scopo, iniziamo col dimostrare il teorema:

TEOREMA 1. - Ogni superficie F,, a residuo di genere zero, d’ordine 2n - 2.
normale .in uno Su.4, contiene sempre almeno una coppia di reti di curve C'
e O razionali wormali d ordine n + 1, residue U'una dell’allra rispetlo
sistema delle sezioni iperpiane | C| della F,.

Notiamo subito che se si considera il sistema lineare delle sezioni iper-
piane C della superficie F,, questo risulta di grado 2n + 2, e le curve C risul-
tano di genere p, con p=mn—1 poiche la deficienza della serie caratteri-
stica gt del sistema | C|, serie che non & certo speciale, & nulla.

Pertanto per un ben noto criterio la razionalita della F, (ovvero la sua
riferibilita ad una rigata), discende gid immediatamente.

Si proceda ad imporre successivamente n punti doppi alle curve C e si,
considerino i successivi sistemi algebrici I',,..., 'y che cosi si ottengono. Se
I'; ad esempio risultasse riducibile come sistema, intenderemo che T, indichi
una sua componente irriducibile di dimensione massima.

(*) L. GoDEAUX, Une représentation des tramsf. birationelles, ete., « Mém. Acad. royale
de Belgique », T. XXIV, Fasc. 2, pp. 5-7.
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Il sistema I, cui si arriva, poiché la imposizione di % punti doppi com-
porta al pit n condizioni, & un sistema di dimensione egnale almeno a quattro.
Inoltre le curve C* cui si arriva sono certamente curve spezzate in v > 2
componenti che diciamo Of (3 ... CF, e cid perché il genere p & eguale ad
n— 1.

Ciascuna C; varierd in un certo sistema algebrico Z;, e poich® si pud
sempre pensare che due dei punti doppi imposti siano in due generici punti
di F,, due almeno di quei sistemi risulteranno oo, dovendo esistere due certe
componenti collegate in quei due punti.

Se fra le 07 se ne considerano due Of e Cf con i==j appartenenti ad
una stessa C* e si considerano le C prossime a quella C, pud essere che
esse incontrino o no la C;. Nel secondo caso la CF non sarebbe incontrata
da nessuna Cf, e queste descriverebbero quindi una superficie non conte-
nente la C, e percid P, sarebbe spezzata. Dunque le C; incontrano le Cf, e
secondo un grado costante, pari al numero dei punti di collegamento che
connettono la Cf con la Of.

Si prendano allora due C* e si consideri il gruppo totale delle loro
intersezioni pari a 2n + 2. Se con d,; indichiamo i gradi relativi di una C}
con una O (in particolare di una C;° con una Cj), si ha, tenendo confo che
Zd;=n (%):

(C*, C¥=2dy+22d;j=2n 42,
e quindi
Xd; <2,

Ora, dovendo, come si & detto, almeno due Of e CF, descrivere sistemi
almeno oo, distinti o no, bisogna che questi due sistemi abbiano almeno grado
uno, a meno che uno di essi sia composto con le curve di un sistema oo
il che per una’ F, & da escludersi. Pertanto, cid escluso, quei gradi devono
essere proprio uno, e quindi i due sistemi oo® risultano due reti (omaloidiche)
di curve raziomali, e come conseguenza si ha che v =2 perché la somma
delle dimensioni deve essere egunale a guafttro.

Quindi, concludendo, la superficie F, contiene almeno un sistema oo di
sezioni iperpiane spezzate in due componenti razionali C’ e C”. Queste
sezioni risultano, in definitiva, quelle eseguite con gli iperpiani n-tangenti
la superficie F,, che, come corollario, risultano effettivamente co' e non piit.

Si noti che avendo sempre supposto di operare su componenti I'; irridu-
cibili & ovvic che in generale potranno presentarsi pitt coppie del tipo delle

(*) Lie proprieth (in piccolo) dei sistemi algebrici contenenti curve sperzzate, sono state
da me approfondite nella nota: Sué sistemi algebrici di curve, etc., « Rendic. Sem. Mat. della
Unpiv. di Padova», Vol. XIX, 1950, p. 896.

{°) Questa relazione & vera pel fatto che la Fy & a residuo di genere zero. Altrimenti
essa pud non essere verificata. Si confronti il lavere citato in (3).
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reti ¢’ e O, residue I’una dell’ altra rispetto il sistema delle sezioni iper-
piane. Inoltre & immediato che dovendo ad esempio per una C' passare gli
oo’ (e non pit) iperpiani seganti le C”, essa deve giacere in un 8,4, ciod
le curve O’ e (” sono razionali e normali e d’ordine n + 1 (7).

Pertanto la F, possiede due reti omaloidiche di curve razionali e normali
di ordine % + 1, di grado relativo n. Naturalmente esse potranno in generale
presentarsi con altre coppie, dello stesso tipo, entro differenti componenti
irriducibili del sistema Z.

Le due reti | ¢'| e | C”| hanno grado relativo n. Si consideri allora
una certa ¢’ e sia o il suo spazio e n' un piano opposto ad «’. Per proiezione
dallo spazio o la superficie F, si rappresenta biunivocamente sul piano =
Alle due reti | C'| e | C”| vengono a corrispondere su w' rispetfivamente
una rete omaloidiea | p'"| di curve d’ordine = e la rete delle rette. Se si
fissa invece una curva C” ed & «” il suo spazio ambiente e da «” si proietta
la F, su un piano opposto =", la F, si rappresenta ancora biunivocamente
su n" e le reti | 0" | e | 0’| si rappresentano rispetfivamente su una
rete omaloidica di curve d’ordine n || e nella rete delle reftel Se si
considerano come corrispondenti due punti P’ e P” di o' e =" quando sono
proiezioni di uno stesso punto P della F, si ottiene una corrispondenza bira-
zionale fra 7’ e n”, immagine della identitd sulla superticie F,, tale che se P’
deserive una retta o« il punto P descrive una C” e quindi il punto P” una
curva ¢’

Pertanto si tratta di una trasformazione 7' in cui le reti || & |p""|
sono le due reti omaloidiche coniugate. Dunque una ¥ %2 non rigata, dello
S, .4 individua, @ sneno di omografie, una trasformazione T, quando, qualora
lo ¥, possieda pite coppie di veli associale, si stabilisca di riferirsi ad una
di esse.

Si noti che pud essere che due differenti coppie di reti associate siano
proiettivamente equivalenti, ed in tal easo si potrd dire che la F, stessa &
an modello della T7, ma, in mancanza di tale conoscenza, & necessario
riferirsi alla singola coppia di reti, e non alla F, soltanto.

(7) Si noti che la dimostrazione eseguita conduce alla conseguenza che gli » punti di
contatto degli iperpiani n-tangenti F, devono giacers in uno spazio Sn—1 e non di dimen.
siome wminore. Tale proprietd, viceversa, ammessa, {2 immediatamente conseguire il teorema
perchd allora se 7 ed s sono gli ordini delle componenti della cnrva spezzata e p e o le
dimensioni dei loro spazii ambiente, si deve avere: r+-8s=p c=2n -+ 2, da cui necessa-
mente: g==7, =5, o quindi quelle due eurve sono razionali e normali. 8i giunge cos},
tonendo conto che in tal caso la serie segata dalle residue di una €7 (o una €%) su una C
¢ non speciale, a due sistemi lineari residni vispetto j C] di curve razionali normali-
Proiettando allora dallo spazio 8, di nna 07 {con r ==m -1} su uno spazio opposto la F, si
trova quivi una F," a curve sezioni razionali, e ue consegue con semplici analisi che la F
contiene sempre almeno due reti di curve razionali normali &’ ordine (m + 1).
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3. — Passiamo ora ad occuparci di cerfe varietd connesse con le super-
ficie-modello considerate.

Sia dungue F, una superficie d’ordine 2n + 2, non rigata, normale nello
Spee © siano: | 0’ e | 0" | due reti di curve razionali d’ordine n -+ 1
associate nel modo noto in F,, che per brevita di discorso diremo talora prima
¢ seconda rete.

Le C' e le (O” giacciono in spazi ad n + 1 dimensioni, rispettivamente
S'uer ed S7y,1, che si distribuiscono in due schiere doppiamente infinite.

Consideriamo ad esempio gli S',,1. Essi empiono entro lo S,,4 una
certa varieth 3 che dev’essere una forma. Infatti altrimenti per un suo punto
generico passerebbero infiniti spazi S,_;, e quindi gli 84,1 dovrebbero
segare un certo Sy, secondo degli S,_{ perché una doppia infinitd di questi
dovrebbe riempire lo S',,1. Ma allora due S',.1 starebbero entro uno stesso
Si4+3, che dovrebbe contenere anche una (", e quindi, perche le due C:
esaurirebbero la intersezione di quello Sy,.3 con la F,, una-di quelle O’ do.
vrebbe coincidere con quella C”, e e¢id & assurdo perché le due refi sono
prive di curve comuni, quando sia n>1 come & ora in poi Supporremo
sempre (®).

Inoltre uno &',,; ed uno S,,; si tagliano in spazi S,_, e gnindi ogni
S"wy1 glace entro la varieth X, che visulia quindi una forima luogo di due
schiere doppiamente infinite di spazét Su,1 4 indice finilo.

4, — Vediamo ora di che tipo risulti la varietd. Seghiamola percid con
uno S, generico dello S,,;. Si trova in questo una ) contenente almeno
due sistemi algebricamente distinti d’indice finito di rette. La 2§ & quindi
una forma pluririgata (°, dello S,. Pertanto per un teorema (') che caratte-
rizza tali forme o la 2* & una pluririgata impropria, ciod contiene un sistema
irriducibile d’indice due di retto, il che nel nostro caso non &, o la %* & a
curve sezioni elliftiche, che & dunque il solo caso possibile.

D’altra parte la I non pud possedere una V,,o doppia, il che si vede
ripetendo un ragionamento fatto poco sopra, e quindi ia X5 non possiede
una superficie doppia. Ne scende che la Z5 e quindi la S deve essere una
una forma cubica.

11 tipo di 25 in esame & il ben noto tipo contenente due sistemi di rette
d’indice uno, ed un sistema residuo d’indice quattro rispetto il sistema totale
d’indice sei che deve essere posseduto da una forma cubica dello S,. Tale £&°

(¥} Per m =1, si ottiene la superficie di Veronusp la cui varieth I associata & ben
nota. Il caso & relativamente eccezionale, perché in tal caso, e solo in questo, le due reti
|C'i e | C"] coincidono in una rete unica.

{*) M. Baipassarry, Le varietd plurivigate a tre dimensions, « Rendic. Sem. Mat. della
Univ. di Padova», Vol. XIX, 1950, p. 172.

{1} Nota citata sopra, p. 840, (Aggiunta..}).
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contiene, com’& noto, sei punti doppi. Ne deriva che la Z contiene una
varietd del sesto ordine e dimensione n, Ay, doppia per essa.

Si seghi ora la ‘¥ con uno §, generico. Si trova qui una forma cubica,
studiata da B, VENERONI, luogo di due schiere di piani trisecanti secondo
certe g: una sestica, doppia per la forma, che deve essere ellittica (*‘); quindi
la varieta A?@ & a eurve sezioni ellittiche.

Si sa, d’altra parte, dalla classificazione delle varietda a curve sezioni
ellittiche (**) che le A% di tale tipo con >4 sono mnecessariamente coni
aventi uno S,_, come vertice, e quindi per n > 4 la I stessa risulta un cono
cubico con quel vertice, ed essa si ricava dalla 27 di S, per proiezione da
uno S, . esterno.

Possiamo dunque concludere col teorema :

TEOREMA 2. - Gli spazit S'uyy ed S'ny1 di due refi associate di una F 2042
non rigata dello S... empiono una forma cubica 2 s che contiene una Ad
doppia a curve sezioni ellittiche. Per n >4 lo forma X é un cono avente per
vertice almeno uno S,_;.

5. — Quanto abbiamo fin’ ora trovato rapidamente pud essere dimostrato
per altra via che gqui esponiamo per gli inferessanti sviluppi che essa permette.

Sia F, una.superficie dello stesso tipo e [C'| e [C"] le due solite reti.

Fissiamo tre certe ¢’ ed i relativi 8,44 che diciamo o/, o, &',. Questi
tre spazi sono centri di tre stelle ¥,, ¥, e ¥/, d’iperpiani. )

Diciamo allora corrispondenti tre iperpiani, uno di ciascuna stella, quando
essi proiettano lo S”n41 di una C’. Le corrispondenze cosi generate fra le
stelle sono evidentemente univoche. Inoltre se ad esempio I’iperpiano per o',
descrive un fascio, variando quindi intorno ad uno S..», che tagliera F,
nell'unico punto base del fascio di O segate da quegli iperpiani su F, fuori
di €', gli iperpiani corrispoudenti varieranno intorno ai due S,.o che con-
giungono o/, e o', con quel punto, e quindi descriveranuo ancora dei fasci.
Si conclude che le corrispondenze cosi definite fra Je tre stelle I'; sono delle
omografie, e quindi vale il teorema:

TEOREMA 3. - Gli spazi Sy 1 dé una schiera della forma I sono proiettati
da tre §a,y dell altra schiera secondo reti proietiive d’iperpiani.

Consideriamo vieceversa tre arbitrari S, @i uno S, o', &, ed oy, ©
leghiamo le relative stelle d’iperpiani con due omografie @, e £,,. Risulta
allora immediatamente da classiche osservazioni (**) che il luogo delle inter-
sezioni di iperpiani corrispondenti & una forma cubica, Inogo di due schiere
di S,,: in posizione mutua e simmetrica di spazi centro e spazi intersezione;

(#4) B. Vaxeroxt, Su un fascio Pipersuperficie cubiche dello Sy, < Rendie. Ist. Liomb. »,
(2) 88 (1903), p. 523.

(12) G. Soorza, Le varietd a curve sezioni ellitfiche, « Annali Mat. », XV, p. 217,

(17) C. SrerE, « Atti Accad. di Torino », T. 22, (1887), p. 791.
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per un suo punto passa uno S,,, di eciascuna schiera, due spazi di schiere
diverse si segamno secondo degli S,,1, e due della stessa schiera secondo
degh Sn_,,g.

E ancora press’a poco immediato osservare che i punti per i quali pas-
sano oo*S,,1 si haono considerando Vintersezione degli S,,o corrispondenti
delle tre stelle.

Precisamente se si prende ad es. uno S'4,(, e lo si considera come
spazio centro, le altre due stelle di S.,» segano dentro esso due stelle omo-
grafiche aventi due S,_» dello S'»n,; come centri, che generano una Vfl_l
luogo di spazi S,_s, cosicch® associando due S’ ed S”, 1o S,,3 che li contiene
taglia sulla varieta doppia una V, i, e quindi essa & appunto una A5 conte-
nente due reti residue rispetto il sistema delle sezioni iperpiane di V,_; cubiche.

Si noti che per un punto della A escono due schiere co! di S,y del

. . . oqs A 78
primo e secondo sistema, che sono quelli dei due fasci di V74 e 7, ; pas-
santi per quel punto, e che sono le due schiere di spazii di due coni cubici
che empiono la intersezione della 25,5 con il cono quadrico polare del punto.

Possiamo pertanto enunciare il teorema:

TeoreMA 4. - La 23,5 associate ad una coppia di reti di una F 2042 pon
rigata dello S,,.s, pud generarsi proietiivamente come luogo delle intersezioni
degli iperpioni di tre stelle omografiche.

6. — I senz’altro il caso di osservare che la 22, cosi caratterizzata
non & detto debba essere di tipo generale entro la sua famiglia.

Di ¢id ¢i si convince subito con le seguenti riflessioni. La superficie P,
& rappresentata sul piano = mediante un sistema lineare che presenta gli
stessi punti base multipli della rete omaloidica |p™|.

Si consideri uno 0' di questi punti, supposto ¢-plo. Il suo intorno si
trasforma su ¥, in una curva razionale e vormale (cfr. n. 2) o' giacente entro
un certo ;.

Sulla !, supposto che le C’ corrispondano alle p”, gli spazi S, della
prima schiera segano una g e pertanto gli Si.: che essi segano sullo §,
devono passare tutti per uno spazio centio §;_3, che & effettivo appena che
¢ == 3, cio® appena che la |p"| possieda punti base almeno tripli. In tale
situazione la Zi,s deve quindi acquistare il carattere di cono anche se n < B,

Non solo ma lo §; stesso risulta luogo delle intersezioni di due spazi S’y
variabili, e quindi lo S; deve essere contenuto nella AS. Se quindi {=n — 1.
questa deve contemere uno S,_;, mentre generalmente essa contiene solo
spazi di dimsensione n — 2, e quindi la Z°* & ancora di fipo speciale.

Uno spazio S; del tipo considerato sopra verrd chiamato nel seguito wumo
spazio fondamentale e ad esso riserveremo il simbolo ;. Si noti che per
una data Fj*"** esistono due gruppi di spazi fondamentali in relazione aila
simmetria delle reti [C’| e C”|. Quando vi sard bisogno di distinguere indi-
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cheremo con @/ gli spazi fondamentali contenenti curve o' razionali é-secanti
le 0’ e Q", quelli in simmetrica situazione (*!).

Avremo modo -pilt avanti di precisare tale situazione, accontentandoei
per il momento di queste osservazioni.

Ne segue che appunto.secondo la dimensione massima 3 del gruppo di
spazi fondamentali la 2* pud essere di fipi differenti. Intanto se & <n—1
la 2* & in generale uno S, 5 cono, ma se =n—1 la %* diviene uno
Sp—¢-cono e per di- pit tale che dal suo §,..4 vertice esso proietta una
varietd contenente due piani doppi.

B notevole che la X® non possa invece mai ulteriormente specializzarsi
divenendo uno S,_s—cono. In fal caso infatti la L\.f, conterrebbe, in una stessa
schiera, tre spazi @, i in corrispondenza ai quali si avrebbero fre w"~' e
quindi tre punti multipli di molteplicith % — 1 nella rete " il che & assurdo
appena n > 2.

Cosl restano dunque precisati gli unici due tipi projettivi di & che hanno
interesse pel nostro argomento.

7. — E ora possibile fornire la rappresentazione analitica della %) s che
si ottiene, secondo usualissimi modi, dalla sua generazione proiettiva, che
noi qui diamo soltanto per I’importanza che avranno nel seguito tali equazioni.

In linea del tutto generale si possono considerare nove forme lineari ¢,
nelle coordinate proieftive x,, ... %a,4, ed in funzione di esse I’ equazione
di 2 qi scrive subito sotto forma di deferminante:

CPoa (PM "‘1002 l
(1) Po P P | =0.
[ Qoo Doy Pae

Converremo sempre che le: ¢ ==¢; =9, =0 siano le equazioni di
un §’, ed allora analogamente: 9um=,m = ¢ym =0, saranno le equazioni
di un 8"

La varieth A5, doppia per la X, viene immediatamente rappresentata
dallo annullare i minori del secondo ordine di (1}. Si frovano cosl quatiro
quadriche indipendenti la cui intersezione & appunto la AY.

La generazione proiettiva della A% come luogo di spazmi S.» pud essere
messa in evidenza dalle formule:

(2) AgiA Ay =0 i P 1Py, =0, 1, 2)

dalle quali per eliminazione delle }; si trovano appunto le quattro quadriche
6
per 4,.

(1) B ben noto che le singolaritdy base presentate da reti omaloidiche |g%| e |p'"]
relative ad una stessa 77 fra due piani, sono in generale non le stesse, bensl coniugate.
Lo stesso sard dunque per gl'insiemi delle dimensioni dei due sistemi di spasii fondamentali.
Ctfr. ad es., H. Hupsoxn, Cremona Transformations, Cambridge, 1927, pp 18 e sg.
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Le tre stelle proiettive di spazi S,,» generanti A sono in tale caso le stelle:

(3) | )‘ocPl; - 7kAcho =0 (l — O, 1, 2)
P A, — X, =0

Se le 9, sono scelte in modo generico la (1) rappresenta allora uno
Su—s-cono, il che, supposto # =5, si rende manifesto scegliendo addirittura

le ¢, in modo che le equazioni ¢, ==0 diano nove faccie della piramide
fondamentale, La (1) assume allora la forma:

x, @ %,
(4) Ty Ty Ty | = 0’
wﬁ m’Y ws

che mostra trattarsi appunto di un cono con vertice lo spazmio (4,4, ... An.d)
se A, sono i vertici della piramide fondamentale,

Si pud ora cercare come devono invece essere scelte le ,, affinche la (1)
risulti uno Sp—s=cono avente due spam S,—1 direttori. Si osservi percid che
basterd scrivere I’ equazione della 23 di S, che si oftiene segando il cono con
uno 8, generico che possiamo-supporre essere lo S;: x, =%, = ... = x4 =0.

Basta in tale caso scrivere le ¢;, in modo che tre certi S, corrispondenti
delle tre stelle X', ¥, X', abbiano in comune un piano, ed & perfettamente
ovvio che percid basta scrivere la (1) nella forma:

Ly + Ly (‘I"oo z, + Ly + Lpox 2, Ly + “poz
(5) €y A=, + ‘;’Ao x, +®; + ‘-I)“ @, -t~ Xy - 4’42 = O’
‘ &, + X5 + q’ao Ly + &g -+ q)m Ty - 2y - ‘-pzz

nella quale le ¢, sono forme lineari in x,, #,. B chiaro che i due piani
fondamentali in tale scrittura sono precisamente i due piani (4,4,4,) e (4,4,4,).

La (5) stessa pensata enfro uno S,.s qualsiasi rappresenta appunto il tipo
di 2 che ¢’ interessa.

8. - Fino a tal punto noi c¢i siamo preoccupati di caratterizzare le F, e
le 2 congiunte, ma ci & ancora ignoto come si possa viceversa data una 2
del tipo considerato costruire dentro essa, qualora ve ne siano, tutte le B
che sono ad essa comgiunle, volendo con cid significare che abbiano una
coppia di reti curve razionali e normali d’ordine #» + 1 distribuite entro le
due schiere dei loro spazi propri, o, piti strettamente, se si preferisce, della AS.

E ovvio che un primo scopo di una tale ricerca, d’ ordine critico, sara
garantirsi che effettivamente i caratteri sin qui trovati delle ¥ ed esplicita-
mente riconosciuti siano sufficienti a determinarla come varieta congiunta
ad una F,, ed altro scopo, di ben pinr costruttivo rilievo, indagare pit pro-

fondamente sul meccanismo rappresentativo che qui si sta cercando di met-
tere a punto.

Annali di Matematica 81
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Risultera anche sino a qual punto una 2, possibile sede di F, ad essa
congiunte, determini le F, stesse.

Per favorire al piu la ricerca premettiamo alcune riflessioni. Si con-
sideri una F,"** dello S,.i. Si sa gid (efr. n. 2) che essa contiene di
couseguenza almeno due vreti [C'| e |C”] di curve razionali normali d’or-
dine # -+ 1. Si fissi una, ad esempio, curva O’ e sia o' il suo spazio
ambiente.

Sn una qualsiasi C” si fissi un gruppo [, di # punti arbitrari, e si
scelga uno arbitrario S,,o per il T,. Esso taglia F, in un grappo di 2n + 2
punti il cui residuo rispetto il T, & un gruppo di % -+ 2 punti, contenuti in
un certo Sy,.1 che diciamo o,.

Gli S,.2 per o, segano allora su F, una oo’ di gruppi I, che, com’&
facile vedere, giacciono ognuno su una certa C”.

Si consideri infatti un iperpiano. qualsiasi t del fascio che ha il centro
sullo S,.2, che conterra la sezione iperpiana C. di F,. Sulla C; gli S,,s pas-
santi per o, segano fuori del gruppo fisso che & in o,, una g., un grappo
della quale & appunto il I'.

D’ altra parte le 0" segano su C; una ga.1 della quale fa parzialmente
parte il T,, che quindi avrd come resto un certo punto R, il cui residuo
rispetto la g2,; & a sua volta una certa gs. Le g, e g, hanno quindi un
gruppo in comune (il T,) ed essendo serie complete (perché C. ha genere
p=mn—1) si ha g, = gL, Quindi intanto tutti gli S, » per o, che giacciono
in un iperpiano t confenente Sp.2 segano su F, gruppi di » punti che giac-
ciono su curve (". D’altra parte ogni S,.e per o, rientra in tale ipotesi, e
quindi & vera la proprietd che abbiamo enunciata.

Si noti per di pitt che cosi si viene a stabilire una corrispondenza biuni-
voca fra la stella di S, 2 per o, e le curve C". Infatti un S,.o per o, taglia
su F, un gruppo I, per cui passa una C” e non pit di una perché la rete
| €| & omaloidica, e viceversa se si prende una C” essa std in uno §”,.1 che
taglia o, in uno S,_» per cui non possono passare due S,_; n-secanti la C”
che ha ordine % + 1.

La corrispondenza risulta anzi proiettiva: infatti gli Su. per o, di un
fascio appartengono ad un iperpiano che sega su F, una C, e la (" associata
a quegli Sy+2 dovendo segare uva g fuori di un punto fisso sulla C appar-
tengono pure ad un fascio, precisamente. al fascio di C” passanti per quel
punto R. Viceversa, se si prende il fascio di C” passanti per un punto K, e
se ne scelgono due fra esse, i due S,.» per o, associati giacciono in un
iperpiano sulla cui sezione iperpiana C la g segata dagli S,.» per o, con-
tiene gia i due gruppi segati dalle C” e quindi la g stessa dev’ essere segata
dalle ¢ del fascio, ed anzi si pud dire che I'iperpiamo cosl determinato

passa pel punto E.
Si giunge cosl tramite la proiettivita esistente fra le C" e gli Su,2 per o,
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ad una corrispondenza pure biunivoca fra i punti P di F, e gli iperpiani
per-o,.

Se in fine si considera uno Sy,» generico per «, esso taglia, come
sappiamo, F, in un solo punto P, cui si pud associare 1’ iperpiano su
determinato. Nasce cosi una corrispondenza generalmente biunivoca fra la
stella di S..2 che ha il centro in o', e la stella d’iperpiani che ha per
cenfro o,.

Si vede facilmente che questa corrispondenza & una proiettivith. Infatti,
se lo Su. o pet o', varia entro un iperpiano il punto P varia sulla C” inter-
sezione residua dello iperpiano con F, fuori della O contenuta in . L’iper-
piano corrispondente nella stella di centro o,, deve allora contenere sempre
il gruppo I, associato a gnella C” e quindi dovra mmuoversi intorno un certo
Suy2 contenente o,, cioé descrivere un fascio, e viceversa, se si prendono gli
iperpiani per a, di un fascio, il gruppo relativo allo S, s centro del fascio
individua una sola "C” su cui deve variare P e pertanto gli S,.» per «,
associati si muovono entro I’ iperpiano per a,’ che contiene quella (.

Si ha quindi una corrispondenza generalmente biunivoca, cio® una trasfor-
mazione birazionale che associa perd forme di prima specie, e quindi una
proiettivita.

Tuttocid pud essere raccolto nell’ enunciato seguente:

TeorEmMA 5. - Se si considera una F 242, dello S,.4 e si sceglie
uno S'hit, o, confenenle una C, e uno 8.1, o, residuo, rispetio la serie
intersezione di F, con gli Spia, dello S,11 di un gruppo T, appartenente ad
ura C”, e si associa ad ogni Sy.o per o, Uiperpiano contenente i gruppi 'y che
9li Suie per o, segano sulle C” passanti pel punto P segato da quello S,
per o) su B, si ottiene, fra gli S,» per o, e gli iperpiani per s,, una corri-
spondenza proiettiva.

9. — Le deduzioni del numero precedente permettono allora d’indicare
immediatamente una generazione proiettiva della F,.

Si considerino infatti tre S, : @y, &, &y 0 (n—2) S,y del tipo di G,
che diremo: o,, 6,..9._,.

Esiste allora per quanto abbiamo detto una catena di proiettivita fra gli
elementi delle stelle di S,.o che hanno per centri «';¢/,a’, e le stelle @’ iper-
piani avente per centri i o,, generate nel modo indicato al numero prece-
dente. Inoltre = + 1 spazi associati s’ incontrano generalmente in un
solo punto P attesa la genericith dei o; e quindi si pud senz’altro dire
che il luogo delle intersezioni delle # -1 stelle proiettive considerate & la
F"** pilt eventualmente un certo numero di spazi, e questi in corrispondenza
a quelle particolari (» + 1)-ple di spazi associati che si tagliassero eventual-
mente in spazi di dimensione maggiore di zero, fuori di eventuali rette
della 7.
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Si pud quindi intanto enunciare:

TEOREMA 6. - Una F, 2272 dello S,,. si puo sempre generare come luogo
dei punti dinfersezione di ire slelle di Sy.o e di n—2 slelle & iperpiani
convenientemente associale in delerminate proietiivita, nella generazione com-
parendo perd anche certi spazi oltreché la F,.

10. — Analizziamo ora pit approfonditamente come si generino quei
certi spazii. Si consideri percid un punto fondamentale 0' della rete |p™|.
Ad esso corrisponde su F, una certa curva razionale normale w' giacente in
un certo spazio fondamentale ;. La ! risulta i-secante le (’'. Si prenda
allora un punto P della w'’. Lo S,.2 che congiunge lo S8’y ad es. &, con P
contiene quindi ¢ + 1 punti della ©’ e quindi la contiene tutta ed analoga-
mente per o/, e «',. Poiché d’altra parte la corrispondenza fra la stella o', e
la stella s,, ad es., & proiettiva e quindi assolutamente biunivoca, anche
gl'iperpiani per o, associati a quelli §,,s che contengono w* devono contenere
tutta ®,, e quindi abbiamo scoperta una (# -+ 1)-pla di spazi corrispondenti
che si tagliano in uno §;.

Inoltre queste sono le uniche eccezioni che si possono avere alla dimen-
sione dell’intersezione di # + 1 spazi corrispondenti, e quindi il teorema
precedente si pud precisare affermando che:

TEOREMA 7. - @li spazi che si presentano nella generazione proiettiva di cui
al Teor. 6 sono gli spazi fondamentali Q; relativi alla rete di ', se gli o
sono presi come spazi di curve C

Cid fa subito comprendere che non sard cerio possibile invertire la pre-
cedente genesi mediante arbitrarie stelle proiettive, e che si dovra, per rendere
offettiva la inversione, cercare opportune condizioni, che, come si pud gia
intnire, e comunque dimostreremo pilt avanti, consisteranno in sostanza nel-
I’imporre appunto 1’esistenza di quegli spazi fondamentali come intersezioni
di convenienti (1 + 1)-ple associate delle stelle: che questo, a stretto rigore,
non si possa ancora dire risulta dal fatto che non si pud per il momento
escludere che nella generazione indicata siano intimamente contenuti alcuni
piit remoti legami, che ne concedano l’esistenza e che mon siano stati fin
qui ancora esplicitamente avvertiti.

11. — Prima di procedere ulteriormente & bene indicare come vengono
generate, nella precedente generazione, che diremo per brevitd una G—gemra»
zione le due reti ' e C” e le relative curve fondamenti 0" ed o

Se si considerano fre lperpmm associati delle stelle o) o' e o, essi si
tagliano in uno St della 2“3 congiunta alla F % Le n +1 stelle con-
siderate sono segate allora da quel 8", .4 secondo #n -+ 1 fasci d’iperpiani dello
S”,.1 fra loro proiettivi che generano appunto la C"..1 relativa a quel S”.
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La 0,1 relativa ad uno S’ resta invece generata come intersezione
parziale di # + 1 stelle dello S ed essa risulta appunto d’ordine # + 1 solo
perchd dalla intersezione completa di quelle stelle si staccano gli spazi sezione
di quello 8’ con gli spazi fondamentali Q';.

Le curve o entro gli &'; sono generate come lucgo delle infersezioni
delle Ctcon lo Q,, che descrivono appunto una g, i cui gruppi determinano
la oY, e si potrebbero anche pensare come provenienti dalla generazione delle
C” in corrispondenza a quelli §” per i quali la generazione relativa degeneri.

Resta da vedere come risultino generate le w”:. Se si prende lo spazio Q";
di una di queste che proviene dallo spezzarsi di una (', esso & segato secondo
un sistema oc® di spazi S, ¢ dagli §” (in quanto ché la (" sono ¢-secanti
della 0”%) ed & segato in un sistema oo® di punti dagli S, intersezioni degli
n — 2 iperpiani delle stelle o;. La ®,” risulta allora come luogo degli oo!
punti di questo sistema che giacciono negli S;_; loro corrispondenti. B ovvio
e nelo stesso tempo interessante come cid generalizzi la genesi elementare
di una conica come luogo dslle coppie associate ed incidenti in una polarity
piana, che & appunto il caso che si presenta per 4= 2.

I/osservazione che abbiamo gid adoperata, che quando nna ' (e lo stesso
per una (7} si spezza in una ', e una (',, una delle due curve risulti
fondamentale discende ovviameunte dall’osservare che siccome le (" seganc
sulla €’ totale una g,, su una delle due componenti di ordine ¢ esse do-
vranno segare una ¢,°. K viceversa ogni "' pud pensarsi cosl ottenuta perché
imponendo essa una sola condizione alle ¢’ ne esistono oo' che la contengono,

12. — La generazione proiettiva esposia nei numeri precedenti pud
subire cerfe specializzazioni senza che restino alterati i risultati. Hesse, come
si vedra subito, non hanno una portata generale pel sensc che non possono
essere applicate ad ogni F, bensl a tipi particolari.

Si supponga per quesfo di avere una trasformazione 7™ che possieds un
punto fondamentale doppio, ovvero é~plo ma tale che la g° dei grappi di
tangenti di una curva o di |p"| in quel punto si spezzi in una g.,* e una uerie
residna. B chiaro che per ogni $ipo di 7" per gualsiasi #, 8i possono trovare
particolari trasformazioni di guesto tipo, lasciando invariate le caratteristiche
d’ ordine del gruppo fondamentale, cosicoh® la restrizione che & impone non
incide pero sostanzialmente per certi tipi di questioni, come ad esempio ia
classificazione delle 77,

Suppusto comunque di avere una tale '™, la F 22 associata conterrd
allora nna certa conica che vogliamo chiamare semplicemente ©’, da con-
siderarsi, eventnalmente come parte di una curva fondamentale del proprio
sistema, immagine di quella certa g,

Gli iperpiani per il piano « di ©” segano su F, un sistema lineare di
carve (*" di genere m - 3 trisecanti w”. Quanto & stato detto nei numeri
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precedenti pud allora qui essere ripetuto con leggere modificazioni suppo-
nendo di scegliere i o, nel seguente modo. Si prenda ancora un arbitrario
gruppo di m-punti- [,_s su una C” & un gruppo I, di due punti su v”. Si
consideri uno S,.2 che contenga il grappo fotale I‘n__g—1— T2 e la conica o”
Esso taglia ancora su F, un gruppo di » — 3 punti. Si dica infine s, uno Sn+1
che contenga questo gruppo e o’ (ve ne sono oo® in corrispondenza alle diffe-
renti posizioni limiti che possono essere assunte dallo Sy.: o, di un S, .2
prossimo a quello considerato e non contenente © ).

Allora se si prende un iperpiano t che passi per lo Su,o eonsxderato,
gli S,.s di esso per o, segano sulla sezione iperpiana O residua una gn_o
che contiene il gruppo I',_» ed & la serie completa individuata da quel gruppo
perché C*" ha genere n — 3, D’altra parte quel gruppo & segato anche da
una (" e se si considera il suo residuo rispetto la g4 4 che esse segano
sulla C°" (si ricordi che le C” segano sulla sezione iperpiana totale una o
e mel nosiro caso segano una g,° su o si trova, ancora un punfo R che
giace su C*" e la cui serie residua rispetto la gu_; dev’ agsere ancora la gﬂ_d
segata dagli S,,» per o, entro T. Dopo cid & chiaro che i ragionamenti pre-
cedentemente fatti conservano la loro validitd e che si pud giungere analo-
gamente ad una generazione proiettiva della F, in cui i g; sono scelti in modo
da contenere tutti il piano « di una comica fondamentale o’

B anzi ormai anche ovvio che si potrebbe volendo abohre la ipotesi spe-
ciale fatta che la F, contenga una conica fondamentale »”’, in guantoché ci
si potrebbe riferire alla moltiplicith minima che appare nel sistema fonda-
mentale, e se questa risulta v > 2, si pud considerare una geunerazione proiet-
tiva in cui tutti i o, passino per lo Q, contenente la curva o™. Si dovra
allora scegliere un gruppo di # — v punti T,—, su una C” e un gruppo di v
punti sulla " e considerare uno Sy.,z che passi per quesfo gruppo e con-
tenga Q”,. Dopodicid si dovrd riferirsi ad una serie completa n—y SU WNA
curva intersezione iperpiana residua C22— di genere n —v-—1, che sard
v + 1 secante la ©”, rimanendo perd essenzialmente valide le conclusioni.
Vogliamo raccogliere tutio quanto nel teorema:

TeoREMA 8. - In una G-generazione -di una F 22 dello Sn.e & lecito
scegliere i centri o, in modo che essi contengano un qualsiasi spazio fonda-
meniale Q7.

Piit avanti avremo modo di adoperare questa proprietda come una note-
vole fonte di semplificazione in alcuni casi speciali.

18. — 1 ora il momento di affrontare la ricerca delle condizioni sotto
cui la @G-generazione della F, pud divenire definizione della F, stessa.

Il problema.che ci proponiamo & il seguente: come st devono scegliere
n + 1 stelle nello S,. 4, tre di spazn Sp.o ed n— 2 d’iperpiani di ceniri in
certi Sn.1 rispettivamente «, «, @, ¢ o, ..0p2 € come pure delle proiettivita
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fra esse affinché il luogo delle intersezioni delle n + 1-ple di spazii associati
sta uwna F 222 dello S 4.

Per arrivare alla risoluzione del problema, noi supporremo in un primo
momento di considerare n + 1 stelle del tipo suddetto genericamente scelte
nello S,., e legate da proiettivitd affatto arbitrarie =, se le stelle le indi-
chiamo coi simboli 3, dove per ¢ =0, 1, 2 supporremo di avere le fre stelle
di Sru.2.

In tale situazione proponiamoci di studiare la superficie @ che si ottiene
come luogo delle intersezioni di (» -+ 1)-ple di spazi associati.

Cominciamo percid con I’ osservare che tre iperpiani delle stelle %, Z e I,
associate nelle omografie che le =, , m,,, subordinano fra gli iperpiani si
tagliano in uno spazio §”,.; della seconda schiera di spazi della variethd
¥% .5 generata delle = fra le prime tre stelle d’iperpiani. Vediamo quale
sia il luogo di punti che la ® possiede entro quel S”. Si osservi percid che
poiché quello S” giace, ad esempio con &', entro un iperpiano, in esso gli
8,2 di Z, segano un {ascio d’ iperpiani S, che ha per centro lo S, ; inter-
sezione dello §” con «';. Lo stesso si dica per o', e a,’. Agli S,;s di quel
fascio di ¥, corrisponde ad esempio in =, un fascio d’iperpiani di Z, che
avrd come centro un certo §,,,, fascio che & tagliato dallo §” ancora in un
fascio d’iperpiani dello S”. Si ottengono quindi in definitiva nello 8" {» 4+ 1)
fasci d’iperpiani fra loro proietfivi che gemerano una (”,,; raziomale e
normale nello S”. I centri dei fasei risultano notoriamente #n-secanti la
C"ypyy. Si pud dunque dire che la ‘@ conterrs intanto una rete di curve razio-
nali normali d’ordine n—+1 C” e che gli S,,2 passanti per o, o,,... oy
segano fuori dei o, la ©@ in n punti.

B allora facile trovare 1’ordine ¢(n) di @, Si consideri infatti ad esempio
uno Sy, per o,o. Hsso taglia la @ in gruppi di ¢(n) punti, » dei quali
non stanno in G,.p e il rimanente o in o, 5. Questo numero & si determina
immediatamente. Si pensi infatti un iperpiano generico per o,_3. Esso taglia
le n stelle %,, %,,..., Z,_; ancora in n stelle con analoghe caratteristiche che
generano quindi la @ corrispondente all’ordine ¢(n — 1), e siccome il o, 2
ha dimensione » + 1 il numero delle intersezioni di esso con @ sard appunto
pfn — 1). Si otfiene quindi la relazione ricorrente:

pln) =n + o(n —1).
Poich® com’® noto e come risulta anche dal precedente, ¢(3) = 3 4 ¢(2) =
=3 + 6, si ha:

pr)=n-+n—1)+ ..+ D444 3+6=3+@@w;—9=2n+—2+w,

dove con = si & indicato il genere di una curva piana d’ ordine » priva di

punti multipli, pari a (% ; 1).
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Si conclude da cid che la ® & una superficie d’ ordine 2n + 2 + = dello
8,44, che sard dunque a curve sezioni di genere: p=n —1- = Inoltre,
oltre la rete di curve razionali mormali d’ordine » -1 C”, che abbiamo gia
messa in evidenza, essa conterrd una rete residua rispetto il sistema |C| delle
sezioni iperpiane di @ di curve ¢’ d’ordine n +- 1 4-n giacenti negli spazi
S’ di 2_3 di genere m, normali in quegli spazi. Una C’ e una C” hanno in
comnne n punti come risulta dalla precedente generazione delle C".

Se si pone mente alla generazione ad esempio della €, che giace entro
a, si vede che essa risulta generata come luogoe delle inferzioni di n-spazi
associati di wn-stelle dello 8'y4y, due di spazi S,_ e (n—2) & iperpiani
dello 8, fra loro proiettive, ed anzi ogni ¢’ pud pensarsi cosi geuerata in
quantochd® si prenda il suo spazio come centro e ¢’introduca una opportuna
omografia prodotto nella stella che ha quello spazio come centro.

Possiamo con ¢id enunciare il teorema:

TrorEMA 9. — Il luogo delle intersezioni degli spazi omologhi di n—+1

stelle proietiive dello Sp,y, dé cui tre di spozi Suys e le altre & iperpiani é

. . —1 .
una superficie ® d’ordine 2n + 2 + (n 9 ) normale nello S,.q. Lo superficie @
contiene due reti di curve, una |C"| di curve razionali normali generale con
fasci proiettivi d’iperpioni, e una | C'| di curve d'ordine n+1 -+ (n :; 1) normals

in spazi Sne1 generate mediante le interseziont degli spazi omologhi di n stelle
proiettive dello S, tre di S,y e le altre di S,.

E chiaro che la superficie ® che abbiamo oftenuta & la immagine nello
S+ del sistema completo di curve che si ottiene aggiungendo ad una rete

di curve ¢” piane d’ordine n e genere p:(%; 1) la rete delle rette del

suo piano.

14. - Studiamo ora come si possa provocare la riduzione della superficie @
ad una F, del nostro solito tipo.

Supponiamo percid che le n 41 stelle %, siano talmente riferite (in
certe m,;) che esista una (v + 1)-pla di spazi omologhi i quali &' intersichino
in un S, con k> 1. Tl luogo delle intersezioni degli spazi omologhi degenera
allora evidentemente nello S, e in una superficie residua ®'. Vogliamo deter-
minare equivalenza dello S, nei caratteri della ®. Osserviamo che lo S,
taglia ad esempio lo Sy o, in un Sy_g, in quanto giace con esso in un
iperpiano. Un S,.2 gemerico per o, continua a segare @' fuori di .o, soltanto
e ancora in » punti, in guanto la rete di C” .continua ad essere una rete
di 0"+ con le stesse caratteristiche di generazione di prima. Quindi basta
caleolare 1’ equivalenza dello S, o entro o, rispetto il gruppo delle n+ 247
intersezioni che abbiamo prima determinato. Cid ¢ semplice quando si finga
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che quegli %41 spazi omologhi si seghino dapprima in un S, 4, e poi
si facciano variare con continuitd le my, facendo dilatare lo S;_; in un S;. Cosl
facendo, entro o, si passa da uno S,_; ad uno S;_z, ed il processo si pud
schematizzare pensando di aggiungere allo S,_s una intersezione di ® con ¢,,
sia P,, e poi un’altra intersezione per ogni retta che da P, va ad una
{(k — 2)-pla di punti indipendenti dello &_s3: si aggiungono cosi alle interse-
zioni gid assorbite dallo S, 3 altre k — 1 infersezioni.

Se con (k) si indica I’equivalenza richiesta si ha dunque la relazione:

o) =k — 1+ ok —1).

e tenendo presente I’ evidente eguaglianza: ¢(2) =1, si ha: ¢k) = k(—kz-:—l)
Contemporaneamente 1’ ordine delle O’ si abbassa pure di ¢k}, e ciascuna
di esse degenera in una carva d’ordine #» -+ 2 +m — ¢(k) e in uno S,_4. Il
genere stesso delle €’ si abbassa di ¢(k). E chiara ormai I’analogia perfetta
che cosi si sviluppa fra la genesi sul piano della rete omaleidica p™ a partire
dalla ¢™ per imposizione di successivi punti multipli base che assorbono

Tk — 1)

appunto 5 unitd del genere =, e la genesi di tutta una classe di su-
ad

perficie @ di ordini: 2n + 2 + = — Z¢(k), sino ad arrivare allo F 2"*2 quando:
= So(k).

Tutto cid permette di sciogliere alouni dubbi avanzati a suo tempo,
enunciando che:

TrEorREMA 10. - Condizione necessaria e sufficiente perché n + 1 stelle I;
proieitive-dello Syya, tre delle quali Z,, Z,, B, di Sy, e le allre d iperpiani
generino una superficie F %2 ¢ che esistono delle (n + 1)-ple di spasi omologhi
intersecantisi secondo gli spazi fondamentali Q.

15. — Nel processo di riduzione di una ® ad un F, la generica curva ('’
si riduce come abbiamo visto da una " d’ordine % + 2+ = ad una ¢’ & or-
dine # + 1 entrambi essendo normali nello §',+1 @’ appartenenza. Entrambe le.
curve si generano come luogo delle intersezioni degli spazi omologhi di n-stelle
dello 8'y41, siano X'y9... ¥, 0, delle quali, se supponiamo ad esempio che ('
stia in a;, le prime due somo le stelle di S,_; segate da «, su Z, e X, e le
rimanenti sono segate da «, sulle %, restanti e sono stelle di S,.

La riduzione della €' mella ' avviene ancora nello S,.; per il fatto
che dal lnogo (' si staccano successivi spazi, la relazione numerica essendo
che per uno S, la C’ si abbassa di genere come se una sua proiezione
piana avesse acquistato un punto k-plo.

E ora facile assegnare una pil concreta interpretazione di tale fatto.
Si pensi percid allo spazio centro, sia «,,, della stella 3. Se si pensa di

Annali di Motematica 33
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proiettare la C’ da esso su un piano dello 8’4y, si ha che lo S,y generico
di X'y & unisecante della C’, salvo che esistono spazi plurisecanti in corri-
spondenza ai punti multipli della proiezione. Se si tien conto che la corri-
spondenza fra le stelle Z'; o & assolutamente biunivoca si ha che ad uno spazio
Sy—1 -plurisecante C’, corrispondono nelle altre stelle spazi ancora passanti
per i panti di appoggio dello S,_; con la ('. Se ne deduce che gli spazi che
si staccano nella generazione di (' sono esattamente quelli secondo cui gli
Sy—1 plurisecanti di C’ per «',, si appoggiano a C'. (Si tenga conto in tuttocid
che, com’® indicato, «’,, & unisecante di C’ e per questo uno S,_; che si
stacchi corrisponde a un punto k-plo).

Questa osservazione, che rende limpido ancor piu il. processo indicato, &
assai utile qualora si vogliano cercare condizioni applicabili in un calcolo
effettivo,

Pensiamo infatti di tornare alla @ originaria. Cominciamo allora con
Iimporre ad essa eutro ad esempio «,” una C'"+' razionale: si staccheranno
allora automaticamente dalle stelle X';, entro «,, gli spazi corrispondenti or
ora indicati. Si ripeta 1’imposizione di una C'"*' razionale entro «,'. Anche
qui si staccheranno certi spazi entro le stelle subordinate in «,'. Cid non &
sufficiente ancora a garantire che la ® sia ridotta ad nna F,. Infatti non @
che gli spazi che si staccano in o, e «, siano della stessa natura, nd che
essi corrispondano alle stesse (n + 1)-ple delle stelle Z;.

Se perd si suppone che 1 imposizione della seconda (' sia eseguita
appunto con P avvertenza che gli spazi che si staccano provengano dalle
stesse (n + 1)-ple di spazi delle stelle I, che restano gid individuate dalla
generazione in «,, si avrd allora che dovendo quelle (n -+ 1j-ple avere in
comune un Sy_q in 2 e un altro Sz_; in «,, esse dovranno avere in comune
uno Sy, e quindi le condizioni imposte saranno sufficienti perché, a norma
del Teor. 9, la @ si riduca alla F,.

D’altronde tale particolaritd nelle condizioni da imporre viene ad essere
soddisfatta qualora come curva C/in «, si prenda la trasformata omografica
della C, in una omografia di «, in «, che subordini fra le duestelle di
S, 1 di centri «,,, o, ’omogratia che si ha quando si associno S,_; sezioni
di S, associati nella =,,. B viceversa cid & mnecessario in vista di quelle
esigenze. Si noti che con questo & anche garantita 1’ eguale natura dei due
gruppi di spazi che si staccano.

Si conclude da cid col teorema:

TroreMA 11. - Condizione mecessaria e sufficiente perché la superficie @
si riduca ad uno F 242 & che essa contenga enitro un Shaei une curva razio-
nale & ordine (n + 1) ed entro un altro S'n,1 amcora wna curva razionale
dordine n + 1 trasformata omografica della prima, secondo una omografia
che trasformi una certa stella di S..; del primo S in una stella dell’aliro
secondo una data proieftivita.
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16. — I teoremi precedenti esauriscono praticamente il problema che ci
eravamo proposto al n. 13. Essi permettono anche di rispondere al dubbio
avanzato al n. 6, se e quando una certa 238 possa contenere, in posizione
congiunta, una F,>*+% Si risponde nel modo piii semplice, che cid & sempre
possibile purché la ZJ,s contenga degli spazi corrispondenti agli spazi fonda-
mentali della F 2+2 risposta che & formita dal Teor. 9 e che coincide con le
congetture che giad avevamo avanzate.

Passiamo ora a ricercare come i fecremi dimostrati possano fornire
uno rappresentazione analitica delle trasformazioni birazionali fra due piani,
ricerca nella quale essi troveranno una notevole applicazione.

Procuriamoci, innanzi tutto la rappresentazione analitica di una super-
ficie ®. Si considerino percid tre Sy.q dello Suie, o), o € a,’ definiti dalle
equazioni
(6) Pro =91, = Pz, =0 ¢=0, 1, 2),

dove le ¢,; sono certe forme lineari rispetto un sisfema di coordinate proiet-
tive x; omogenee dello S,,4.

~ Siano f,; altre 3(n — 2) forme lineari con ¢=1,2,.., n—2; k=0, 1, 2,
e si considerino gli » — 2 8,4, o,, rappresentati dalle equazioni:

(7) fo="Fi=F.=0 E=1,., n—2).

Le tre stelle %,, 3,, 3, fra loro proiettive di S,.» di centri gli «/ possono
allora rappresentarsi con le equazioni:

(8) R T T

e le n—2 stelle d’iperpiani %, ..Z, proietiive fra loro, ed alle prime, con
le equazioni:

9 Fi= fiy + A [+ [, =0 =1, ., n—=2)

Le (8) e le (9) insieme individuano allora, per gemerici valori delle 2,
un punto P(A) che al variare delle A descrive, per quanto si & gia visto, una
superficie ® le cui caratteristiche, gid a noi note, potrebbero qui facilmente
confermarsi su questa rappresentazione.

In particolare si oftiene subito la rappresentazione piana della @, proiet-
tandola da un «, sopra un piano, in quanto gli Sy, per uno «, riescono
unisecanti la @.

Se -¢i vuole ottenere la rappresentazione di una qualsiasi curva (',
occorre far coesistere insieme alle (8) e (9) le equazioni di un generico &',
che si possono scrivere nella forma:

(10) PoPor + 1Py + 1,0, =10 (=0, 1, 2).

La condizione di coesistenza delle (8) (9) (10) nelle w; fornisce un deter-
minante di ordine % +5 che si presenta di ordine tre nelle pu; e di ordine
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(n + 2) nelle . L’ equazione che si ottiene eguagliando a zero quel determi-
nante fornisce una trasformata birazionale della generica (', e si potrebbe
cercare di giungere alle equazioni della ¥, imponendo a questa generica
trasformata di essere razionale, ma cosi si trovano condizioni in forma poco
cospicua ed eccessivamente complessa. A noi interessa notare che supposio
che le C' debbono essere razionali, le A si potranno supporre funzioni intere
di un parametro ¢ d’ordine non superiore ad n + 2.

Dopocid & chiaro che le equazioni di una C'y4q si pofranno pensare
scritte nella forma:

(10) X, = Eo aut* E=0,..n+4)

legando contemporaneamente le A alle relazioni:

+2
(11) A = "zﬁ el r=0, 1, 2).
L E-s

Imponiamo ora alla curva rappresentata dalle (10) e (11) che diciamo (',
di giacere entro lo S’y @, e di giacere su .
Per comoditd di calcoli introduciamo le notazioni :

Pog = $oo  Poo = — q’o; 0= "})02
0 =9,, 9= $y, Doy == — b, =1,

(12) cpu = 4)20 (?10 = - 4)23 0 = L1)22
~ =y P =Yn Qi = — Y3 =y
Py, = oo Poo=—1¢, 0 =9,
0 =dg 95 =1y, for = — g =P,
Supporremo inoltre:
R wid () .
(13) bin(2) = ?0 Vit Ly (=0, 1,..5)
n-+4
(13) fale) = 3 wia, . i=1, 2 ..1n—2)
Sestituendo nelle (8) e (9) si hanno allora rispettivamente le espressioni:
2 n--4 )
(14) bdr= 2 I lvax,=0,
k=0 rz=0
2 ntd " .
(14) Fix) = ZO ‘Zo Xppir, = 0. (=1, 2,.., n—2).
k=0 v

S’ imponga ora a queste di essere soddisfatte identicamente dalle (10} e
dalle (11) cui si aggiungano le:

(15) ('Poo(m) = (@) = by () = 0.
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Si trovano con alcuni semplici calcoli i tre gruppi di condizioni in corri-
spondenza rispettivamente alle (14) (14) e (15):

=2 3 4 5
{16) D gy, y_gVer = O{ ve=0, 1,.., 20 + 3
hre k=0, 1,2
re 0,1 .., n+4
§=0,1,..,¥
" _ 0 i=1,2..,n—2
(16:) k’isama,, ymg il == y = O, 1’ s 2% + 3
k=01, 2
i r=01,.., n+4
s§==0, 1,.., v
n-4 B4 w44
(167) Zovg’ga,.k = Z(;vg?a,.k = Zovg‘?a,‘k =0 k=0, 1,.., n+1).
r= o =

Si consideri ora una trasformata omografica della C, in una omografia
fra a, e «," che subordini fra le stelle di centri o', e o, I’ omografia che &
fra esse gid subordinata dalla =,.

Le equazioni di una tale omografia si possono scrivere nella forma:

bou(y) = $,, (%)

booly) = b, ()
q)u(yl = 4’31(“’)
(17) $.(9) =0
$o0(y) =0
$,.(9) =0
n+44
Y= k—_z— Pirly {t=6,.., n=4.

Da queste si ricavano in definitiva le:
(18) Y= 120 Ly (t=0,.., n=24).

nelle quali soltanto 8,= (n + 2)(n — 1) + 1 p;, omogenee sono arbitrarie.
Le equazioni della trasformata C, di C, risultano quindi:

nt1
(19 @ = T auth
k=0
nelle quali &:
Y n-+4
(20) @ix = . §0 Pales
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Imponendo ancora alle (14) e (14)) di essere soddisfatte identicamente

dalle (19} insieme alle:
n-+2

(21) Ay = 2‘,0 o pgt* (r=0,1, 2
gi trovano delle altre condizioni perfettamente analoghe alle (16) e (16').
Mancano le analoghe delle (16”) che vengono ad essere .soddisfatte automati-
camente per la scelta fatta dalle p;. I due gruppi di equazioni si possono
conglobare ponendo

{0} l 0]
(22) Opg == Olpg  Opg == “»(ra} Gy = aﬁk) oy = aﬁ;ﬁ’,

nell’ unico sistema

(28) A= 3 aflad, ik =0 (=0, 1,.., B
37, 8

(23) Byj= 2 affl af),_opflk = (i=1,.., n—2)
J 7,8

(28") v aps = SV aps = IV @y = 0 k=0, 1,..; n+1),

23" m_ "3

{ ) Ay = l§0 il

nelle quali sono da tenere presenti i fatti seguenti:
a) Gli indici %, 7, 8, variano nelle sommatorie fra i limiti:

kE=0,1,2; r=0,1,.., n+4; s=0,1,...w
b) Gli indici j e v possono assumere i valori:
j=01; v=0, 1,.., 2n + 3.
¢) Nelle (23) per analogia si & seritto ¢=0, 1., 5, ma in realtd se

j=0 le prime due sono identicamente soddisfattte, se j= 1 lo sono la terza
¢ la quarta.

17. — Se indichiamo con 3,, 3, 8, %, € 3 i numeri dei rispettivi
parametri che figurano come indiei, e con N; il numero delle condizioni
imposte al gruppo di apice j, si trovano le espressioni totali in funzione di »:

28 = bn® + 32n - 42
N =23N = 4n® + 190 + 22.

Si vede quindi che le condizioni pessono effetiivamente essere soddisfatte.
E perd bene notare esplicitamente che le N condizioni trovate non sono in
generale indipendenti. Cid si pud vedere in piit modi come, ad esempio, con
la semplice osservazione che una stessa F, annette in generale oo™tIn—i
G-generazioni, e che quindi, se quelle condizioni fossero indipendenti, vi
sarebbero oc*"** superfici F, distinte, laddove la dimensione almeno delle F,
omografiche ad una stessa & gia pit elevata.

(24)
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Il fatto si presenta come ben naturale anche pensando che, imposte ad
esempio le N, condizioni per j=0, esistono gia opportune (n -+ 1)-ple di
spazi omologhi che si tagliano secondo certi S;. Quel che resta da imporre
& che quelle (n + 1)-ple si taglino in dagli S;,;, e percid basta aggiungere
ulteriori & = n 4+ 4 — ¢ condizieni che forniscono totalmente un numero certo
minore di N,.

E ¢id & rigoroso per valori gemerici delle @, compatibili con le (23); ma
per di pit pud essere che le a si particolarizzino successivamenta secondo
c¢h € e O ammettano spazi S,—; k-secanti per o', e &, con valori pit alti
di &, ed allora il numero 3, pud diminuire.

Si conclude dunque che le condizioni trovate sono sovrabbondanii, Deter-
minare una base minima per le 4;; e By (le fimanenti condizioni sono imme-
diatamente assorbibili dalle prime) e classiticare i tipi che s incontrano
equivarrebbe sostanzialmente alla classificazione delle trasformazioni cremo-
niane piane.

E interessante notare che le A;=0 e B;=0 si presentanc lineari in
ciascuna serie di parametri ed esse potrebbero pensarsi come plurilineariti
fra opportuni spazi: ad ogni elemento d’intersezioni di tali plurilinearita
corrisponde una certa 7. I tipi vieppiu speciali di 7" si olterrebbero impo-
nendo al punto P = (a;,) nel suo spazio opportune varietdh ambiente.

19. — T calcoli sin gui eseguiti concedono con facilitd di arrivare ad
una rappresentazione analitica effettiva di una qualsiasi trasformazione bira-
zionale piana 7",

Basta percid pensare che proiettando da uno §” la F, su un piano = le
due reti [C”| e | C'| si proiettano su questo rispeitivamente nella rete | p” |
e nella rete delle rette del pianc. Un punte P di parametri A,A %, da Inogo
ad un punto P’ di coordinate v,, 7, 4, e se si pensano pure le A come coor-
dinate su un piano (§) ponendo X;=1¥; si genera fra le £ e le % una corrispon-
denza birazionale in cui alle rette u,§, + u,E, + u,, = 0 del piano (£} corri-
spondono le curve descritte da P’ quande P varia su una C", e cios le
curve p" e quindi la corrispondenza & precisamente una T & ordine n.

Per eseguire cid in modo concreto si pud porre che lo §” da cui si pro-
ietta sia ad esempio guello di equazionmi: Poo == Q7= @, == 0 T caleoli &l
semplilicano se si suppone:

(25) Pro = Uy (I=0, 1, 2.
Basta allora risolvere le (14) ¢ (15} (nella gquale si pemsino nulli certi

opportuni vi) rispetio x,, x, e x,.
Se ¢i pone

(1v) vid =i (=0, 1,..6),



256 M. Barpassarri: Su una classe di superficie-modellg, ece.

si trova senz altro:

2 2 2
1y 2 2
x, =| kgolk?‘ék ki:o lk%"gk} e &E lk}*§?+4}i
2 2 2 .
IR PO SRS PRI PRVT) et

v n® e L e B By e
P = ;Eo;\kw ]Eo)“"‘*"“ ;E:olkp'k kz'o Patd |
nelle quali il simbolo |ab;.. m;| indica il determinante la cui riga i-esima
ha gli elementi ab;... m;.

Per semplificare ulteriormente le (27) si convenga che se un eerto indice
pud assumere f -+ 1 valori, ed un altro ¢ soltanto ¢ il simbolo |a;. [ indichi
il determinante che si ottiene omettendo il valore  =s. Allora le (27) diven-
gono semplicemente:

A
(27) &, = ]kgoxkpg’ @ (=01, 2;i=1,.., n+4).
Le (27') forniscono la rappresentazione piana di una superficie ®. Se si

vuole ottenere le equazioni della T™ basta aggiungere alle (27') le (23) (23)
(23") (28"), e sostituire formalmente alle X le £ e alle « le %. Si ottiene dunque:

) 2 ’3 .
g = lk‘?ogkpgz) i() (8= 0, 1, 2; i=1, .., n+4)7
(28) Bl=0 (j=01;i=1.,n+4;v=01,..,2n+ 3,
Z SVt = 2 W= B Waa =0,  (k=0, 1..., n+1)
r P r

Queste. (in cui occorre tenere presente le diverse definizioni (12) (23") (25)
e (26)) costituiscono la rappresentazione analitica di una lrasformazione cre-
moniana di ordine n fra ¢ due piani (§) ed (n).

B da osservare che le v, risultano polinomi di grade apparente n + 4
nelle £,, ma da essi si stacca, come fattore comune, una forma del quarto
ordine, il ch® si pud facilmente verificare specializzando la rappresentazione,
fatto su cui non indugiamo per la sua evidenza.

Si noti anche che le condizioni trovate introducono dei paramefri ausi-
Lori ag e D

Si potrebbe, volendo, eliminarli e si arriverebbe ad un certo numero di
condizioni nei soli w; e vi. COid non & consigliabile, perchs, a parte la com-
plessita delle relazioni cui si giungerebbe, si perderebbe cosi il pitt cospicuo
carattere della rappresentazione ottenuta che & la sua flessibilita di fronte
ai caratteri proiettivi, che compaiono direttamente dipendenti appunto dalle ai,
o meglio dagli invarianti proiettivi della (', che si esprimono appunto
nelle ay;. Sarebbe assai interessante determinare, in una opportuna casisticas
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gli invarianti proiettivi analitici relativi alle F2+2 in funzione degli ay:
essi appaiono geometricamente evidenti negli spazi fondamentali, poiché &
chiaro che F, dello stesso ordine ma con differenti tipi di spazi fondamentali,
sono proiettivamente distinte. K ovvio anche che tali invarianti diverranno
di numero crescente con n sino all’infinito. Tuttavia una opportuna indeter-
minatezza potrebbe permeftere una buona ispezione del problema, ed & in
quesfo indirizzo che deve cercarsi il significato della nostra rappresentazione.

19. — Le condizioni assegnafe permeftono alcune immediate deduzioni
che, pilt che altro, segnaliamo, perch® a loro volia potrebbero formire eventuali
punfi di partenza.

Si forni al sistema delle (8) e delle (9). L’eliminazione delle 2k, o X,
fra esse fornisce un sistema di % + 2 equazioni di secondo grade, rappresen-
tative di altrettante forme quadriche. che si rivelano anzi subito come coni
di S,_s-vertice. Tali equazioni possono secriversi, ad esempio, nella forma:

& =l + Poufia + gufi=0 it=1,.., n—2
Qn—1 = Povp11 — Po1P10 == 0
(29) On = P01z — PoaPio =
Qnt1 = PooP2r — Po1pz0 == 0
QVH-Z = QooP22 — Poatpeo == O,

la cui intersezione fornisce, come si sa, una superficie del tipo cha abbiamo

chiamato @ d’ordine 2n 42 4—("; 1), a curve sezioni iperpiane di genere:
n—1
n—1-+ \ 2 )

Si pud anzi senw’altro indurre che la @ si ridurra-ad una F, se e solo se
le quadriche ©; avranno in comune un sistema di spazii fondamentah relativi
ad una T'": da cui il Teor.:

TrorEMA 12. - Una F 22 dello Sni4, pud sempre individuarsi come
intersezione residua di n—+1 S, o-coni quadrici, che & intersichino ulterici-
mente tn un sistema di spazi fondamentali della F, stessa.

Le condizioni espresse effettivamenle nei coefficienti delle @Q; = perchd
cid accada sono naturalmente anmcora date dalle (23), (23) e (23").

E interessante osservare, a proposite delle (29) e del Teor. appena enun-
ciato, che una condizione de] tutto eqmvalente potrebbe esprimersi esigendso

Vesistenza di certe forme lineari fi (6 =1,.., n—2; k=0, 1. 2} tali che le
ulteriori quadriche :

@: = vofio + Profis + Gafie =0 i=1, .., n—32

contengano anch’esse la @. E ¢id & chiaro perché allora la ® ammetterebbe
una doppia generazione proiettiva simmetrica rispetto le due reti di ¢’ e €7,

Annoli di Matematica 38
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che risulterebbero quindi entrambe due reti di curve razionmali normali d’or-
dine »+ 1, e quindi la @ si ridurrebbe ad una F , e contemporaneamente
si staccherebbero dalla intersezione delle (291 gli spazi fondamentali di un
sistema. Tutto cid costituisce di per se un modo di attacce abbastanza ele-
"gante del problema che sarebbe degno di appropriati sviluppi.

20. — Dal punto di vista pratico della manipolazione delle formule tro-
vate sard certamente opportuno attenersi in ogni singolo caso alla specializ-
zazione della generazione proietfiva della F;, quale comsiderata al n. 12. B
appena il caso di avvertire che essa pud pure essere effettivamente invertita,
ossia che, volendo generare una F,, si pud sempre scegliere gli 8,1 o; pas-
santi per uno stesso spazio Sy con k eguale alla massima dimensione che
appaia fra quelle degli spazi fondamentali (quindi k<<% — 1), ed in modo
che in quello S, si taglino tre S,y omologhi delle stelle di centri ;.

Le (28), qualora quello S; si prenda ad esempio nello spazio:
@y == X, == 0o == Tp_x, = 0, si semplificano in modo assai conveniente per le
applicazioni pratiche.

21. — Segnalaremo, ora, senza alcuna intenzione di completezza né di
approfondimenti, alcune osservazioni relative alle coppie di reti associate
contenute su una superficie F>+2 dello S,4.

~ Sappiamo gia che quelle coppie provengono dalle sezioni spezzafe della
superficie F, con gli iperpiani che sono n-tangenti ad essa, e che il sistema oo*
che si ottiene si spezza in un certo numero di componenti irriducibili. Ogni
componente individua una coppia di reti associate, ed il numero di queste
coppie & dato dalla metd del numero delle curve C»*+' razionali normali
passanti per due punti generici di F,. Infatti viceversa una C#*t! razionale e
normale individua anzitutto la sua rete residua rispetto il sistema | C|, e
quindi una rete cni essa appartiene.

T d’ altra parte evidente che il numero delle C»*' di quel fipo passanti
per due punti di F,, non essendo nullo perch® almeno eguale a due, poiché
si presenta come grado di certi sistemi di condizioni algebriche, quali ad
esempio le (16) e (16) insieme, che ammettono soluzioni, sard in generale
maggiore di due e sard amzi crescenle con Uordine n della T=.

Anche se si considera il sistema algebrico oo' ottenuto considerando le
curve C con n— 1 nuovi punii doppi di cui due fissi, il numero delle curve
di tale sistema dotate di un ulteriore punto doppio si presenta come funzione
crescente dell’ indice v, del sistema, e quindi anche di n.

Senza addentrarci nel caleolo effettivo del numero N, che presenta alcune
difficolta qualora mnon si voglia limitare i tipi di trasformazione, osserviamo
che il calcolo diviene immediato e semplice in particolari casi conereti, e
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diamo, come esempio, il numero N; nel caso di una trasformazione di D
JONQUIERES (*%).

In tal caso la rete g™ ha un punto O (n — 1)-plo e (2» — 2) punti base
semplici P;. Si consideri allora una curva razionale y! con 2<2i<n+1
che abbia in O uu punto ({— 1)=plo e 2¢ — 2 punti base in certi P;:
curva residua di y? rispetto una generica curva C del sistema | C|=|a + "/,
dove o & una retta di =, & una y"*'~* avente in O un punto (» — 1)-plo e
altri 2(n -+ 1 —4¢) — 2 punti base nei P; residui. Le due curve y¢ e y»+1-'
possono variare in due reti omaloidiche ed hanno grado relativo %: quindi
rappresentano evidentemente una coppia di reti di F soddisfacenti ai nostri
requisiti. B anche evidente che quelle cosl trovate sono le uniche coppie di
reti associate. 8¢ trova dungue in tal caso:

Ny=1+12% (Q”m 2):2%—4 (),

1—1

Il calcolo non & certo pilt complicato neppure per altri tipi speciali.

L’ esistenza su una F, di pitt d’una coppia di reti associate per n> 2,
permette anche di considerare un mefodo abbastanza semplice di classificazione
delle T». Infatii il sistema lineare relativo alla F 22 si potra sempre ottenere
sommando due reti omaloidiche di ordini r <# e # 41—, in modo che
due curve delle due reti abbiano n punti comuni fuori dei punti base (“7).

Questo concede di determinare abbastanza velocemente le T note le T*
con i =<<#n — 1.

Da questo punto di vista interesserebbe molto conoscere Iordine minimo
delle possibili reti che appaiono come possibili addendi in un sistema lineare
immagine di una F 212

Si noti ancora che si pud qui sciogliere un dubbio che si & lasciato
impregiudicato nel n. 2.

Le diverse coppie di reti associate sono fra loro omografiche in una
omografia dello S, in se.

Infatti se anziché proiettare ¥ dallo spazio o di una ¢ di una coppia
di reti, essa si proietta dallo spazio & di una €’ dell’ altra coppia, le ('
e le (" si proiettano sempre in due reti omaloidiche dello stesso ordine,
che dovendo dare sommate con le reite due sistemi lineari dello stesso tipo,
sono pure o dotate degli stessi punti base o coniugate. Quindi si pud sempre

(13) In tal caso la Fy & una superficie a curve sezioni iperellittiche.

{16} Appare probabile che N; costituisca il massimo di N per ogni valore di .

(17) Sinoti che cid equivale al teorema di arvitmetica che: «se si consideranc s numers n;
tali che: Zn;=3m—1) e En?=n?—1 per un cerio n, si possono sempre trovere cert@

numeri i ed i, e j e j, dei quali alcum eventualmente nulli tali che: i4j=n-+1, I Bi =38(i—1),
Bi2=1i? -1, e ij— 3] =n
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legare fra di loro le due coppie in modo che si corrispondano reti di eguale
tipo. Inoltre la trasformazione birazionale piana che si ottiene associando
alle rette del piano-le curve della rete omologa in un’altra coppia, trasforma
il sistema delle curve C in se stesso, e quindi a quella trasformazione resta
associata una omografia Q@ dello S,;4 in sé che trasforma F, in se stessa,
scambiando fra di loro due coppie di reti associate, che & appunto quanto
avevamo enunciato.

Da qui si ha un nuovo interesse allo studio di queste coppie di reti, che
resta dunque collegato anche con i gruppi oo® di omografie trasformanti F,
in se stessa, di cui qui si dimostra cosl anche 1 esistenza.

Se sulla F, esistono solo due reti associate, non esistono ovviamente
omografie trasformanti in se stessa F,, a meno che 7" non sia involutoria (**),
ma ¢id succede solo per w=2, in cui appunto 7" & involutoria. Dunque

ogni F, ammette (1;7) gruppi di oc® omografie che la trasformano in se stessa

scambiando due delle sue coppie di reti associate, ovvero per N =1, ammette
un gruppo o<® di omografie involutorie che scambiano fra loro le uniche
due reti della F°,

22. — Concludendo ¢ dunque senz’ altro lecito affermare che le F 22
dello S,,4 costituiscono un modello proiéttivo delle 7" fra due piani, in
quantochd esse individuano lo stesso tipo di 7™ a qualunque coppia di reti
ci si riferisca fra le IV contenute su ¥,.

Ad ogni F**+2 restano anche collegate, in posizione conglunta altrettante
varieth Yy .3 quante sono le coppie di reti, e queste S,4s risultano dello
stesso tipo proiettivo perché le omografie che trasformano una coppia di reti
in un’altra, trasformano anche la X® congiunta alla prima coppia nella 2°
congiunta all’ altra.

Ma il tipo proiettivo della 22 .5 non individua generalmente il tipo
proiettivo della F,, e dentro quindi una certa Zh4s si trova un numero finito
di schiere infinite di F, tali che due schiere sono di diverso tipo proiettivo,
mentre le F, di una stessa schiera sono trasformate omografiche di una
qualsiasi F, della schiera nelle omografie che trasformano in se stessa la 2
associata ad una coppia di reti (e quindi le altre).

Di tutti questi enti possediamo ora generazioni proiettive e quindi rap-
presentazioni analitiche.

Inoltre rapporti stretti sono stati scoperti tra le 7™ e le (n+1)-ple di
stelle in quella particolare situazione proiettiva che abbiamio chiamato una
(G-generazione.

{48) Cfr. 1. GopEAUX, Op. cif. in %), pp. 28 e sg.
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Restano cosl presso a poco soddisfatte le varie esigenze d’indagine che
ci eravamo proposte.

Tuttavia restano aperte varie ed importanti questioni relative alla T
nel nostre quadro di studio.

Centrale in tale semso si presenterebbe la ricerca di una espressione
semplice che esprima le condizioni perch® (n -+ 1)-stelle si trovino nelle
condizioni della G~-generazione: essa promuoverebbe largamente la classifi-
cazione delle 7" ed in modo elegante, ¢ probabilmente migliorerebbe le
rappresentazioni analitiche da noi fornite.

Ancora interessante sard indagare sul caratiere N e prima di tutto su
una sua eventuale espressione gemerale e quindi sulle sue relazioni con i
earatteri di ana T,

Infine notiamo che quanto abbiamo qui fatto sul piano, sarebbe pid
prezioso fatto nello spazio, e cid perchd qui meno si conoscono i fenomeni
delle trasformazioni birazionali, ed anzi un lato notevole del nostro studio &
che esso offre qualche idea che, forse senza eccessive diversitd se pure con
pit fatica, potrebbe ancora servire nello spazio.




