
Spazio daale dello spazio delle matrici infinite limitate. 

Nora di BRUNO t )~1  (a Bologna (*), 

Santo.  - Si d& la condiziono necessaria e sufficiente cut deve soddisfare la matrice infinita 
c o  

A. ~ II ahk ][ (h, k ~-~ 1, 2, ...) affinch~ A . X  ~-~ ~hk ahkXhk sia convergente qualunque sia la 
t 

matriee inf ini ta l imita ta  X ' ~  II Xhk ]] (h, k--~ 1, 2, ...); si stabiliseono poi aleune pro- 
prie~de di una tale ma¢rice A.  

Scopo della presente noia b la r icerca di condizioni per  la matrice infinila 
tlahhl], h, k-~--l, 2, . . . ,  atte ad assicurare la convergenza della serie cloppia 
c o  

Zha ahhx, ha qualunque sia la matrice infinita [] ~ch, 1[, h, k~--1, 2, ..., l imitata 
1 

completamente continua,, o, pifi in generale, soltanto limitata. 
Ricordiamo che nell 'ordinario spazio hilbert iano numerieo reale (~) una 

matrice infinita X ~ [[ x~t, II si dice limitata se ~ la matr ice d i u n a  sostitu- 
zione lineare, cio~ tale the  il t rasformato di un arbitrario H-ve t to re  u (eio6 

c o  

un vettore di componenti  u~, u.2,.,, con Eh u:h convergente, del qua]e indiche- 
1 

remo con' I~el il modulo = h u~), sia X a  (di eomponenti  Eh~hkUh, 
1 

h = 1, 2, ...), ~ anch' esso un H-ve t tore ,  
Come ~ noto, una sostituzione l ineare tragforma ogni insieme di H-vet -  

tori di moduIi limitati in urt insieme di H-ve t to r i  anch'cssi  di moduli l imitati ;  
in altre parole, a ogni matrice X di una sostituzione lineare si pub assoeiare 
un numero non negativo M per cut I X a  I ~ M ] u [ qualunque sia l 'H-vet-  
tore ,t. 

Indichiamo propr iamente  con Mx (estremo superiore della matriee X) il 
pifl piccolo numero non negativo (hullo solo nel caso che X si~ la matricc 
nulla) per  cut sussiste la relazione scri t ta sopra. 

0rbene ,  la totalit~ delle matrici  l imitate si pub pensare come uno spazio 
l ineare  metrieo qualora si faeciano le seguenti  pcsizioni : 

si definisca come somma di due matrici  X e Y la matrice X-~-Y--~ 

(*) Lavoro eseguito nel Seminar io  ~a temat ico  del t 'Univers i t '~  di Bologna. 
(l) P e r  tut t i  i coneetti e propriot~ sui vottori  e matr ic i  hello spa~io hitbert iano,  qui  

r ichiamati ,  r imandiamo a F.  t~ESZ~ Los syst~mes d'dquations ~indaires ~ u n e  infinitd d'incon. 
nues, Paris ,  1913; oppure all '  articolo di ]~. ]~/ELLI~GER e O. TOFPLITZ, in  EncyklopCidie d. 
Mathem. Wissensch. I I  Bd. I I I  Toi l ,  2. 
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si definisca come prodotto di una matrice X per un numero reale ), 
la matr ice ~X = !I )~Xhh it ; 

ad ogni matNce X si assoei l 'anzidet to numero non negativo Mx, da 
consider,~re come il suo modulo o Itorma, per  il quale si ha M1x~-- t k ] M x ,  
Mx+ y ~ Mx 4- My;  

si definisea come distanza di due matrici  X, Y, il numero M x - y  
( =  My-x). 

Un sottospazio dello sp~zio or ora defi~,ito ~ poi quello delle matrici 
l imitate completamente  continue. Premesso the  una suecessione di H-ve t to r i  

*t(v) I, v - - 1 ,  2, ..., si dice convergenle semplicemente a un H-ve t to re  n s e  
esiste un numet'o positivo m tale che [ ,,(~)[-/_ m, v : 1 ,  2 .... , e si ha 
lira ua ~ : u~, qnalunque sic k, e si dice invece convergente fortemente se 

lira [ * e -  ~tg~) [ = 0, r ieorJ iamo ehe nna matriee l imitata X si dice comple. 
y ~ o o  

tamente continua se, per  ogni successione In(~) } semplieemente convergente,  
la sueeessione I X-,(~JI dei t rasformati  b for temente convergente. 

Cib posto, iudichiamo con Y, lo spazio delle matrici  l imitate e con E' il 
sottospazio delle matrici  limitate completamente continue. 

Su V (e analogameaie  su v,) consideriamo ta funzione additiva A .X ,  da 
o o  

intendere come somma della serie Ehh a~a~na~ essendo X un punto qualsiasi  
1 

di ~ (~') e A-----I[ a,~ Ill una eerta matrice infi~it~, per  cui l 'anzidet ta  ser ie  
riesc;e eonvergente q u a h n q u e  sia X ;  indichiamo poi con v .  (y.,) la totalit~ 
delle matrici  A per cui cib si verifica, totalith ehe, con una locuzione di 
di uso cor,'ente, diremo spazio duale di E (Y,'). 

Com'b stato dichiarato all ' inizio, qui ci proponiamo di individuare gli 
spazi 2" e Y.*'. Rileviamo che mentre  lo spazio ~ si pub pensare come il 
duale dello spazio delle matrici  ]! xay~ !1 con x - - ( x ~ ,  x~, ...), y =-(yr ,  y~, ...) 
arbi trari  H-ve t to r i  (secondo la classica teoria delle forme bilineari  hello 
spazio hilbertiano), la quest ione qui t rat tata  in certo qual modo inverte la 
r ieerca inquantoch~ si vuole lo spazio duale di ~., di cui quello detle matrici  

]Ix.y,[[ b u n  sottospazio. 
Osserviamo ancora che la quest ione pub essere r iguardata  dal punto di 

vista dei fattori di convergenza per successioni doppie inquantoch~ si eercano 
condizioni per  una suecessione doppia 1 a~ / atte ad assicurare  la convergenza 

della serie doppia ~,ja~jx~ per ogni successione doppia {~x~l per  cui tl~c~j][ 
1 

b. una matrice infinita l imitata o~ pi~t in particolar% eompletamente continua. 
Cosi, p. es., nel caso part ieolarissimo che le X siano tutte matrici  diagonali 
l imitate o, r ispet t ivamente,  completamente continue, tutto si r iduce ad 
esprimere la condizione necessar ia  e suf~e ien te  per  la successione In, if 

o ~  

affinehb riesca convergente la eerie E~ a , x ,  per ogni successione { x , }  limi- 
1 
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tata o, r ispett ivamente,  convergente a zero;  e cost come queste due ult ime 
eondizioni non sono t' una pih restr i t t iva del l 'a l t ra ,  vedremo che altret tanto 
avviene per  quelle dette pr ima relat ivamente a matrici  solo limitate o, pih 
in particolare,  eompletamente continue. 

0rbene,  uoi daremo dapprima una eondizione solo uecessaria  affinchb la, 
matriee A appar teuga a ~*', e quindi auehe ~. ~v.; una condizione solo sub 
ficiente affinchb A appar tenga a Z*, e quindi anehe a ~*'; proveremo poi 
che per una matrice A di Z*(E*'I riesce limitato l' insieme dei valori di A . X  
per ogni insieme di matrici  X d i ~  (Z') per cui ~ limitato il eorrispondente 
insieme degli estremi super ior i ;  di qui cledurremo una eondizione necessaria  
e sufficiente ai'finch~ A a, ppar tenga a ~*' o a Z*, rieonoscendo, in conseguenza, 
ta coineidenza di Z * con Z*'. Daremo poi una~ semplice caratterizzazione in- 
tr inseca dei sottospazi delle matrici  s immetriche di ~* e d i ~ * '  e proveremo 
inoltre una proprieti~ di eontinuit'~ del funzionale A . X  per suecessioni I X~I 
di matriei  di Z o di , , ,  semplicemente eonvergenti.  

Cominciamo con 1' osservare che : 

Lo spazio delle matr ic i  inf ini te  X per  

duale,  e riesce 

oo 

cui Z~k X:hk 4 convergente, ~ outo- 
1 

oo 

Infatt i  la serie doppia "hk" ahaX~k, se 6 convergente tutte le volte che 
o¢ i 

~h~W~ah 6 convergente, allora, oltre che eonvergente, dovrh risultare assoluta. 

mente convergente, come si vede a l terando opportunamente  di segno le quan- 
tith xa~ cosi da rendere positivi tutti  i termini ahkx~h. Percib ogni serie 
semplice ad essa equivalente  riuscirh assolutamcnte convergente;  ma ogni 
successione semi)lice eqaivalente  alla successione doppia I xnhl rappresenta 
un H-vet tore ,  onde, per  un note teorema di HELLI~GER.TOEPLITZ t*), dovri~ 
essere convergente la serie dei quadrat i  dei termini di una successione sere- 

¢<) 

plice equivalente alla suceessione lama }, cio6 la ~,aaa*hh. 
1 

Dalla disuguaglianza di LAGRAI~GE-CAUCI~¥ segue poi che 

! Nnh at, kx~k I ~ n~ a~hh hh ~X'-~. 
I 

(~) t~ELLINGER U. TOEPTITZ~ Grundlagert fi£r eine Theorie de~ unendIichen Matrizen~ 
Nachrichten Ges. Wiss, G(ittingen >>, 1906, 351-355. 

A n n a l {  d~ M a t e m a t ~ c a  15 
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Di qui, poichb E coniiene E', che a sun volta contiene le matrici  X per 

cui Eha w~k ~ convergente,  segue che E*', e quindi anche ~.*, sono contenuli  

hello spazio delle matrici  X per cui ~hk X~hh ~ convergente,  onde :  

I. - Condizione necessaria a]Tineh~ A appartenga a E*' (e quindi  anche 

a ~*) ~ the sin convergente la serie doppia Eh~ a'-'hk. 
1 

Di seguilo alla condizione necessar ia  I. diamo la seguente eondizione 
sufficiente : 

II. Condizione sufficiente affinch~ A a ppar tenga a E* (e quindi  a E*') 
the essa sin il prodotto di due matrici  11 ahk ll e II ~hk I1 tall che rieseano con- 

o ~  o n  

vergenti le serie doppie Ehk a~hk e E ~  ~:hk. 
1 1 

Si ha infatti~ qua lunque  sin la matriee l imitata X :  

n~-I m + l  ~ k  ~ ~nJrl 

co m n + q  m + p  

~+1 m + l  

1~ . f~ ~ l~+q co ~ I~+? ~ l ~ q  \ 

t l  l/ l + 1 [ m + l  ; I t 

' , # 1  1 l 1 n~-I m t-t 

tenendo presente la formula di maggiorazione del modulo di ann forma bili- 
neare nello spazio hilberfiano e applicando la disuguaglianza di L~GI~AZCGE- 
C~UC,~¥. Ora 1 'ul t imo membro si pub rendere  minore di un arbitrario nu- 
mere positive a non a p p e n a m  ed n siano abbastanza grandi e qualunque 
siano p e q, se si lien presente l ' ipotesi .  

Si ha poi, sempre nelle ipolesi specificate in II, 

/oo loe~ 

OSSERVAZIONE. - E ben note dalla teoria delle forme bil ineari  nell,, 
spazio hilberl iano e h e l a  eondizione neeessaria  e suffieiente affinch~ la ma- 
trice infinila X sin l imitata ~ che per ogni coppia di H-ve t to r i  u=(u ,~ ,  u~...) 

e v--~ (v~, %, ...} sin convergente la serie doppia ~ x ~ u ~ v ~ .  Questa condi- 

zione ~ equivalenle  alia seguenle:  Condizione necesscwia e 8u)~icieMe a#inch~ 
c o  

la matrice X sin Hmitata ~ the sin convergente la serie doppia Z~kX~ka~ 
1 

per ogni matriee I] a~k l] the sin it prodotto di due matrici ciascuna con la 8erie 
doppia dei quadrati  dei termini convergente. 
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O0 

In fa t t i  se X b l imita ta ,  a l lora  Eh~Xt~ah~ ~ convergente  per  I I ;  se pot 
1 

Z ~ v h h a h k  ~ convergente  per  ogni mat r ice  tl ah~ l] del ripe sopra detto,  lo 
t 

sari~ anche se tale mat r ice  b, pifi in par t icolare ,  del ripe 

u, 0...l! 
u ~  0 . . . . 1 0  0 . . .  / 

OO GO OO 

~ u ~  e ~k V~h c o n v e r g e n t i ,  c i ~  s a r ~  c o n v e r g e n t e  l a  ~hk X"hk'~hVk~ e c i b  
1 1 1 

r ich iede  t h e  X sin l imi ta ta .  
(30 

Per tan to ,  se la serie v "~h~ Xhka~k r iesce convergente  q u a l u n q u e  sin la ma- 
1 

t r ice II a~,h It prodotto di due mat r ic i  11 eha II, I] ~ak l], c i a scuna  delle qual i  
con la serie doppie dei  quadra t i  dei t e rmin i  convergente ,  var rh  la (1) e~ M x  
sar/~ il pifi piccolo numero  non nega t ive  M tale che 

oo .,/co ~ /m 

1 

se si pensa  ehe M z  ~ il pit~ piccolo numero  non negat ive  M per  cut  si ha  

Ix' "a~WhaU~V~ I ~ M  ~ U~a Z a V: a 
1 [ 1 

q u a l u n q u e  siano g]i H - v e t t o r i  ~, ,., e pensando  quest i  u l t imi  come par t icolar i  
mat r ie i  ]1 : ~  ]] e [] ~ II come si ~ fat to sopra. 

P rov iamo era  c h e :  
I I I . -  Se A appartiene a E*', esiste un  numero positive M tale che 

I A . X I ~  M M x ,  qualunque sin la matrice X di E'. 
Imi t ando  la d imost raz ione  di un  analogo teorema di tIELLINGER-ToE- 

P L ~ z  (~), ci fonderemo su un  certo di lemma.  
a) Facc iamo dapp r im a  le seguent i  ipo tes i :  

Es is tano  un  intero posit ive n, due numer i  posit ivi  M e c e d  n': humer i  
~ , , ,  ..., x;~,~, tall  t h e  per  ogni n .> n e per  ogni s is tema di n ~ -  n ~ quan t i th  
x~, 7~+~, ..., x,~, n per  cut sin 

0 ... 0 x~, ~+~ ... x~, ,~ 0 ... 

0 ... 0 x~, ~+~ ... x,~, ~ 0 ... 

(2) estr. sup. ~+~ '  ~ "' x~+~,~ x~+~,~+~ ... x~+~,n 0. . .  --~ c 

~n, ~ ... ~Cn, n ~ ,  n+~ ... ~n, n 0 ... 

0 . . .0  0 . . .0  0. . .  

{~) ~E[ELLLNGER U. TOEPLITZ, Grundlagen fCtr eine Theorie der unsndlivhen Matrizen, 
, 5 I a t h .  A n n a l e n  ,, ¢. L X I X ,  289.330. 
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r i su l t i  
_ g ~ n n ,* __ 

Sa ra  al lora 

- -  I i i ~+~ ~+~ ~+~ 

_ ~ ~ ~ ' n  

~ t \m-H I  ,n~- t  ,, 

OO 

e poich~, per I, l a v  o =~,~ a'h~ 6 convergence, e le r ighe (colonne} di u n a  mat r i ce  

l imi ta ta  X sono H-ve t to r i  tu t t i  di modulo  non  super iore  a M x ,  si ha  

(3) 

ore  . M x = C ,  ind icando  con X la mat r iee  di eui in {2) " 

Sia ora X u n ' a r b i t r a r i a  mat r i ce  l imi ta ta  eomple tamente  c o n t i n u a ;  indi- 
cando con X~ la mat r ice  da essa o t t euu ta  sos t i tuendo con degli  zeri gli ele- 
meut i  comuni  alle pr ime n r ighe ed n colonne e tut t i  i t e rmini  con a lmeno 
uno degli  indici  super iore  ad n, si otterrA u n a  mat r ice  ehe, moI t ip l ica ta  

c soddisferA la condizione (2}. Pere ib  la (3) con t inua  a valere  qualun-  per Mx~ ' 
que sia la mat r ice  X , ,  q u a l u n q u e  sia il suo est remo super iore  Mx~. Qo~dndi 
passando al l im , tenendo presente  che 31x~ ~ 2Mx,  si ha  

q u a l u n q u e  sia la  ma t r i ce  comple t amen te  con t inua  X. D' a l t ra  par te  si ha  

+ ! Zh ~ ah~Xh~ [ + I Zhk ahkz~,k[; 

il pr imo te rmine  a secondo membro  viene maggiora to  da n M x l / ~ a ~  a~a;  il 

secondo e i l  terzo a n a l o g a m e n t e ;  il quar to  dal la  (4), onde 

i Z,,~ a~,~xna ] < - + -  { na aaaxn~ { + 7n aa a~ha M x ,  
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_ 71/  e qu i nd i ,  de t to  M il n u m e r o  -4--  I n a ~ ,  si ha ,  qua-  
(~ (3 ~ 

l u n q u e  s ia  la  m a t r i c e  t i m i t a t a  c o m p l e t a m e n t e  c o n t i n u a  X :  

t 

b) P o n i a m o c i  o r a  n e l l ' i p o t e s i  c o n t r a r i a :  

Q u a l u n q u e  s i ano  l ' i n t e r o  pos i t i vo  n,  i h u m e r i  ~ /  e c e gli  n ~ h u m e r i  

~ ,  ~, ..., xT,,~,, si  p o s s a n o  s e m p r e  a s s e g n a r e  i n  e o r r i s p o n d e n z a  u n  i n t e ro  n >  n 

e u n  s i s t e m a  d i n  * -  n ~ q u a n t i t ~  ~ , ~ + ~ , . . . ,  ~ , , ,  p e r  cu i  v a l g a  la  (2) e r i su l t i  

I ~'hk ahl~Xhk I > M. 
1 

Si  f i ss i  a l t o r a  u n a  s u c c e s s i o n e  d i v e r g e n t e  di  h u m e r i  pos i t i v i  M~, M : , . . . ,  
21/~, ... e u n a  se r i e  a t e r m i n i  pos i t i v i  c o n v e r g e n t e  c~-~-c~ + ... W c ~ - t - . . . .  

h u m e r i  X,o,no, v i  s a r a n n o  F i s s a t o  a p i a c e r e  l ' i n t e r o  p o s i t i v o  no e gt i  n o x~, ~, ..., 
2 2 u n  i n t e r o  n ,  > no, e u n  s i s t e m a  di n ~ - - n  o q u a n t i t k  x~,,o+~, .... vc,,,,~ p e r  cu i  

0 ... 0 xi,  -o+i ... xi, ,~ 0 ... 
, , • , , • • • . , , • , • . , , • , • , • . , , • 

0 ... 0 X~Zo, ,o+i "'" a~"o, m 0 ... 

es t r .  sup .  X ,  --- es t r .  sup.  ~,o+,, ~ "" ~%o+, ,o W,o+~, -o+~ ... X-o+~ ,-~ 0 ... ~ s~ 
• . . . . , • . . . . . . , . . ° . ° . , . • • , • 

~nl, t ' * "  ~i, n O  ~ t l , n 0 4 .  t * * ,  ~ / ~ l , n l  0 . , ,  

0 . . . 0  0 . . . 0  0 . . .  

• • , • o • • • ° • • , ~ , . . o ° .  ° • , , • ° , • 

i Y'hk a ~ x h k  I > / i f ,  ; 
1 

poi  u n  i n t e r o  n ,  > n ,  e u n  

es t r .  sup.  X :  ~---estr. sup.  

s i s t e m a  di  2 n~ ~ n~ q u a n t i t ~  x~, m+~, .. . ,  x , , ,  ~ con  

0 ... 0 a~,,~+~ ... ah,,~ 0 ... 

0 ... 0 x,~, ,~+~ ... x,~, ,~ 0 ... 

~ n l ' ~ t ,  J .  " ' "  X n l - 4 - 1 ,  n X  ~ 1 " t ,  n l J V l  * * "  ~ n l ' ~ t ,  n ~  0 . . .  

0 2 
• . . . . . . • • . . • . . . . . . . . • • • • • • 

X,t2 ,  ~ . . .  X~t~, n i  ~ n 2 ,  n r 4 - i  "*" ~3n2, n ,  0 . . .  

• . • . . . . • . o . . . , . • . . . . . • • • • . 

0 . . . 0  0 . . .0  0 . . .  

t ~h ,  ahkxh~ i > M ,  ; eec.  
t 
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Si viene cosl a def in i re  u n a  success ione  crescente  di n u m e r i  na tu ra l i  
no, n, , : . .~ n~,.. ,  e una  doppia  success ione di humer i  {Whk} cos t i tuent i  una  
mat r i ce  l im i t a t a  eomple t amen te  c o n t i n u a ;  infa t t i  le r idot te  del la  serie 
X,  -I- X2 -~- ... + X~ + .., convergono fo r t emen te  (4) verso la mat r ice  X ~ II wh~ 1[ 
poich6 

M(x~+...+x,¢,)-(x~+...+x,,,} -~- Mxn,+~ + ... + .Mx,~,, ~ c,~,+, + ... + % ,  

che per  n' maggiore  di un  certo intero n, e q u a t u n q u e  sia n " >  n', r iesce 
minore  di un  pref issa to  ~ ~ 0 arbi t rar io .  Onde, tenendo presente  che ogni 
suceess ione fo r t emen te  convergente  di mat r ic i  l imi ta te  comple tamen te  con. 
t inue  converge a una  mat r i ce  l imi ta ta  eomple tamen te  cont inua,  si pub con. 
c ludere  che X 6 comple tamen te  cont inua .  Ora, q u a l u n q u e  sia l ' i n t e r o  posi- 
t ive v, r iesce 

~tv 

1 
(2o 

onde la serie ~'hkahT~Xh~ ha  la suceess ione del le  r idot te  quad ra t e  non  l imi ta ta  
1 

e qu ind i  non pub essere convergente ,  cen t re  l ' ipotesi.  
In  mode pe r f e t t amen te  simile si p rova  ehe : 

I I I ' .  Se A appartiene a Z*, esiste u n  numero posi t ive M tale che 

J A .X]  ~ M~iIx qualunque  sia la matrice X d i ~ .  
Basra, ne l l a  p r ima  par te  del la  d imost raz ione  di I I I ,  pa r l a re  di matr ic i  

l imi ta te  anzich6 di mat r ic i  l imi ta te  comple tamen te  cont inue.  
:Nel seguito ind icheremo p ropr i amen te  con ~(SA(~)~'CA) il  p i i t  piccolo 

numero non negative per cui si ha 

I A.XI ~ 9KA Mx (~rc'.4Mx), 
riferendoci a I l I  (III ').  

A questo proposi to  osserviamo c h e :  
IV. Se A appartiene a ~.*, e quindi  anche a ~*', riesce ~)~5~--" ~)FS'.~. 

Infa t t i ,  cominc iamo con 1' osservare  che da l la  sota ipotesi  che sia con- 

vergen te  la  serie doppia  ~h~aak~c~ per  ogui mat r i ce  l imi ta ta  X, segue che 

essa sar~ sommabi le  tanto  per  r ighe  quan to  per  colonne (poich6 c iascuna  sua  
riga, e colonna,  6 eonvergente) .  ~ o n  solo, ma  la sommabi l i t~  per  r ighe  e per  

C'2 CO 

colonne sarg as~oluta, cio6 r iusc i ranno  convergent i  le serie ~'hI vk ankx~kl e 
03  co  1 1 

ZklZhah~xh~];  basra infa t t i  tener  presente  che se X 6 una  mat r ice  limi- 
1 1 

(a) Ricordiamo cite una suecessione X (v) I di matriei limitato si dice convergente sere. 
plicemente alia matrice X se esiste un numero positive m tale ehe Mx(v)~ m per v =-: 1~ 2; ...~ 
e lira xl~)~--~. CChk per ogni eOplaia h, k ~ 1, % ... ; si dice inveee forfemenfe convergente se 

lim ]~X_X(,~)~0. I~a condi~ione neeessaria e suffieiente per la eonvergenza forte ~ la 
y . - . -  oo 
condizione di CAccaY applicata nel testo. 
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tara, tale ~ anche quel la  che si ottiene mutando il segno a tutti  i termini 
di quante e quali  si vogliano righe o colonne. 

Ora 6 ~LA ~ ~ ' A ;  nell '  ipotesi che sussista il segno di disuguaglianza, 
sia X una matrice limitata, di estremo superiore 1, per  cui si abbia 

CO 

1 

fissato a piacere un numero positivo s, si scelga una successione ~,, p~,_. 
di numeri, eiascuno di modulo non superiore a 1, convergente  a zero, per  
cui r iesca 

O(3 0O 

1 1 

che tale scelta sia possibile 6 chiaro per quanto 
r iuscendo 

~ l y,~ a ~  I < 
n-~l 1 

si 6 detto sopra perch6, 

(3(3 oo 

per n abbastanza grande, sari~ anche I y'h ~hZk ahkxhk I < S, qualunque siano 
n + l  1 

i ~,+~, ~,+.~, ... ciascuno in modulo non superiore a uno, onde, prendendo 

¢,o 

t Y~hk ah~hXh~ I > ~ A  -- ~. 
1 

Ma la matrice ~ ~ completamente continua se lim p~---0, e 

quindi anche la matrice {} ~hXhk [[ 6 complet~amente continua, onde, per I I I ,  

O~ 
"c r ~  

[ -h~ ah~p~X, hkt  ~ ~VCA tIPh~hkIl ~ ~lL'.4 
1 

e quindi ~ a - - O E . ' ~  < s che, per 1' arbitrariet'~ di ~, richiede che sia 
¢qLA = ~L'~.  

Da I I I  e III '  possiamo dedurre  che :  
¥ .  Condizione necessaria affinch~ A appar tenga  a E*' (e qu ind i  a ~*) 

che~ oltre ad  essere El~k a2hk convergente, come ~ af fermato in  I, riescano con- 
1 a3 

vergenti, con somme limitale, tutte le serie Y~i [ aihi [ ove la successione I h i l  si  
1 

ottiene p e r m u t a n d o  in  modo arbi trario i termini  della successione dei n u m e r i  
na tura l i  o di  u n a  qualunque  sua  subordinata.  
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L'af fermazione  segue sabito la I i I  se, come matrice X, si prende una 
matrice dedotta dalla matrice unith permutando in modo arbitrario le colonne 
dopo averne eventualmente mutato di segno tutti o parte dei termini. Con 
cib~ veramente, si ha ann condizione neeessaria affinchb A appartenga a Y.*; 
ma la stessa condizione b necessaria affinchi} A appartenga a ~*'. Sia infat~i 
~, + % + ... una delle serie di cui b detto ne l l ' enunc ia to ;  supponiamo the  

oo 
la £~ [ a~ i sia divergente;  si potr,a allora trovare una successione n , ,  n.a,... 

n~, ... di interi  crescenti in modo ehe sia Ea I ~ I > 1 ; eonside¢iamo la suc- 
h v _  t +  1 

1 
cessione ~ a = s e g n .  aa. v per k ~ - - n ~ _ ~ + l , . . . ,  n~ (n , ,=0) ,  v = l ,  2 , . . . ;  la 

matrice che ha tutti  i termini nulli ad eccezione degli omologhi degli aa 
di A, r ispett ivamente eguali ai ~a, ~ completamente cont inua;  detta 12 tale 

GO ~ ~:~ ~'~ 1 
matrice, riesce E ~  a ~ r ~  = ~ , [  ~ ].]~a I ~ E~ ( ~ [ ~ l )  ~,  divergente per- 

1 1 1 nv__l-~l 

1 
ch~ maggiorante della serie ~ - .  

t V 

Da I I I  si ha inoltre che:  
VI. Condizione neeessaria e sufficiente affinch~ A appartenga a Z*' 

the esista u n  numero ~ tale che, qualunque siano la coppia di interi  posi.  
t ivi  m, n e gli  mn nuraeri xt~, h = 1, 2, , .~ m ;  k--~ 1, 2 .... , n, sin 

1 1 

in tendendo con Mx t 'estremo superiore della matrice It xhk'il, h = 1, 2, ..., m ;  
k ~ 1, 2 , . . . ,  n. 

La necessiti~ della eondizione si deduce da I I I  usando una matrice (limi. 
tara) avente tutti  nulli  gli elementi col primo indi te  > m e quelli col secondo 
indice > n (che ~ ovviamente completamente continua}. La condizione ~ anche 
suff ie iente ;  infat t i  si ha, indieando con v un numero naturale  > m, n :  

m.+p  ¢~-~q m ~ m + p  n + q  v m v 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 

Ora ~, p. es ,  

1 1 1 1 vd-1 ~-{-1 1 

v-4-1 v-}-I 
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ind icando  con P~,  Q,, R~ le mat r i c i  o t t enu te  da u n a  ma t r i ce  l imi ta ta  eom- 
p l e t a m e n t e  con t i nua  X sos t i tuendo  con lo zero gli e l emen t i  0~h~ di ques ta  per  

l 
h ~ v ,  k ~ v  p e r  la  1 a 

cui  si ha  r i s p e t t i v a m e n t e  h ~ v, k ~ v pe r  la 2 a e t enendo  p resen te  che l 'es t r .  
h ~ v ,  k ~ v  per  la 3 a 

sup. di u n a  m a t r i c e  l imi t a t a  non  c resce  se in essa  si sos t i tu i scono  con degl i  
zeri  tut t i  gli e l emen t i  di una  r iga  (colonna). Ora ~ noto  {5) c h e s e  X ~ com- 
p le tamen~e c o n t i n u a  si ha l im (Mp~ ÷ MQv-b M R s ) ~  O, onde,  scelto a p i ace re  

Y ~ O 0  

un  e ~ 0, si pub { r o w r e  un in te ro  posi t ivo v ta le  che  pe r  ogni  copp ia  di 
in te r i  posi t iv i  m, n, en t r amb i  maggior i  di v, e q u a l u n q u e  s iano g t ' i n t e r i  non  
nega t iv i  p e q, sia 

m - ~ p  n~  q m n 

1 1 1 1 

da cui  segue l ' a s s e r t o  

VI '  Condizione necessaria e sufficiente affinch~ A apT, artenga a Z* 
che esista un  numero ~ A  tale che qualunque siano la coppia di interi posi- 
tivi m, n e gli mn numeri  xhk, h ---- 1, 2, ..., m ;  k---- 1, 2, ..., n, sia 

[ ~h E~ a~kx~hk [ <_ ~YCAMx, 
l 1 

intendendo con ~Ix l' estremo superiore della mairice II Xhk II, h - ~  1, 2, ..., m ;  
k : l ,  2 , . . . ,  n. 

L a  necessi t i t  de l la  condiz ione  ~ c o n t e n u t a  in ¥ I .  P e r  q u a n t o  r i g u a rd a  la 
suff ic ienza ,  eominc i amo  coi p r o v a r e  che  se [t Xhk II ~ una  matrice limitata, 
se m, ,  m~, ... ; n , ,  n~, ... sono due suceessioni crescenti di humeri  naturali  

¢x) 

e .o,, ~ ,  ... una  suvcessione per cui Zh ~ ~ eonvergente, allora anche la matrice 
1 

~ 1 9 ~ 1 ,  I "'" ~I~], n I ~ 1 ~  n l - [ - t  ''" ~1~ ~2 .... 

• . . , • • . ° • • , • : • . ° ° . . . .  , . . , • . , • ° . ° 

~ ? L X m l ,  1 ° * "  ~ 1 3 { ~ m l ,  n l  ~ m l ~  n l - ~ - I  ° * "  ~ ; ~ m : ~ .  n ~  . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ! 

• " ° * * ° * " ° ° ° * * ° ° ° ' ° * * ° * * ° * " * * i * " ° 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  y .  . . . . .  

• . . ° , ° . . . , ° . . . .  , • , . ° ° , , o . ° . . ~ . . . 

• • . ~ , . ° . ° , , • • , , ° , ° o , . ° , , . . , ° • . . ° 

limitata, anzi, di pii~, completamente continua. P e r  p r o r a t e  l ' asser to  mo- 
s t r i amo che  ~ f o r t e m e n t e  c o n v e r g e n t e  ]a success ione  di ma t r i e i  c o m p l e t a m e n t e  

(~) Cfr .  p.  es. F .  R]ESz,  l.  c. i n  (t}, n.  67. 

A n n a l i  di  Matematior~ 
1 6  
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con t inue  

Y~ ~- 

, , .  ~ t g t ,  1 . . .  ~ i g I ,  n i 

• • , • , • • • • ? , • • , 

O , o ,  

0 . . . 0  0 . . .  

. . . . . . . . . . . . . .  li 

I ~ ' ( Y ~ + ~ - - Y 3 1 = I ( ~ . ,  - ~ - -  "~ 2 ~ t y h ~ o ~  l 
1 1 1 1 

i -~--- 1, 2, ... ; 

allo scopo siano H ahk l] e I1 ~hk I] due  quals ias i  ma t r i c i  con E~k a ~  e E ~  ~ ' ~  
I 1 

convergent i ,  di prodot to  fi----{I +hk I]; si ha  

0 . . . . .  i 
j - - 1  . . . . . .  

: IX.(~, ,  o . . . . . .  
0 

O~mi+h,+l  ~ 1 • . .  

. , . • • • • 

'.": 
• • . • + • . 

~_, ~,, ,  . . . .  0 ... 0 ~ , , .+ , ,+ ,  ... ~ , , , + ~ + ,  0 ... ][ 

+ o~ ;.[[i ,71 ; i : i :  :: :; i : i i :  i ii ii : ]~°+'+') 
?:::; 

l;}' + 
t enendo  p resen te  che  

iI 
. . . . . . . . . .  "I ~h÷t+~ "q- 

i . . . . . . . . . . .  I 

]<_ 

h i + h + 1  

]/,-•+, oo V ~  -¢+, 
/ ~  ~,~~,.~ i = O ,  1,... (too=O) e ~,. ~ ,  ~ , , ,  i = O ,  1,... (n,=O) 
mi4~l 1 nid-I 

O3 

sono le component i  di due  H-ve t to r i ,  the ,  per  ipotesi~ E a R'~ i~ convergent% 
1 

e appl icando  il t eo rema  di I~[ELLIIqGER-TOEPLITZ r i ch iamato  in (z); onde, per  
l ' o s se rvaz ione  fa t ta  in II ,  r iesee  

"1 ' / J - -  '~ 

quan t i t~  t h e  sark < ~, posit ivo f issato a p iacere ,  non appena  i sia abbas tanza  
g r a n d e e  q u a l u n q u e  sia j .  Segue  che la s u c c e s s i o n e  I Y~ 1 converge  fo r t emen te  
e quindi  Y ~ u n a  ma t r i ee  l imitata ,  anzi eomp le t amen te  cont inua .  
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Ci6 premesso, r i tornando a quanto volevamo provare all ' inizio, suppo- 

niamo, per assurdo, che esista una matrice l imitata X tale che Zh~ ah~xh~ non 

sia convergente. La eondizione enunciata  in YY assicura che tale serie doppia 
sar~t allora oscil lante;  indiehiamo con )." e con ~,' r ispett ivamente il m a x l i m  

e il min lira della suecessione doppia delle somme parziali S,,~,,. Possiamo 

sempre supporre che, per un eerie ~ ~ 0, sia )~' + ~ .~_ 0 ~ )." - -  ~ lse eib non 
fosse, basterebbe aggiungere una apportuna quan t i tk  al primo termine della 
serie doppia in oggetto). Potremo trovare una coppia di successioni creseenti  
di numer i  natural i  m~, m.~,... ; n~, n.,, ..., in mode ehe sia 

)~" - -  8 e )," + 
S.%.~ compreso t r a !  

I ~ . ' - - ~ e ) , ' + ~  
r ispett ivamente per i 1 dispari 

pari 

(30 

Indiehiamo con ~ , ~  le somme parziali della serie doppia ~hkv ahkyh~ ," sar/~ 
1 

~ .  ~ - -  p , s ~ , , . ~  ~- p ~ ( s ~ ,  ~ - s ~ , . ~ )  + ... ~ -  ~ . ~ ( s . ~ ,  %~ - s ,~ .~_ , ,  .~ , ,_ , )  = 

= 8 . , 1 , . , ( ~ ,  - -  ~.A + s . ~ , . 0 ( ~  - -  ~,)  + . .  + s ~ _ ~ , . ~ _ ~ ( ~ _ ~  - -  p ~ _ ~ !  + 

+ S.~k_ ~, . ~ _ ~ ( ~ - ,  - -  ~ )  + 

+ S . , .  ,,..t~.~ - -  ~ )  +- S.~,, ,,,i~, - -  ~ )  + ... + S .~_~,  .~k_Jp~k_~ - -  p~k_,) + 

> 0 per h dispari  oo 
Seegliamo ora i p in modo ehe sia ~h~_ 0 per h pari  e Z~I1 ~ t  sia 

divergente, cib ch'~ sempre possibile compatibilmente con l ' ipotesi  che sia 

~ a ~ convergente. Allora sar~ 
1 

~k 2k 

1 " 1 

2 k - - 1  2 k - - I  

2 

mentre  lira ~Sm2~ ,%~ ~ 0. Ma allora, per k abbastanza grande, ~ k ,  %k prende 

valori graadi  a piacere, ci6 che contraddice l 'ipotesi di VI'  e il [atto, prora te  
sopra, che Y b una matrice limitata. 

Pertanto,  se si raecolgono i risultati  fin qui conseguiti, si pub concludere 
dicendo ehe : 

¥1". Gli spazi Y,* e ~*' coincidono in  un  unico spazio lineare metrico 
al quale appartengono tutte e sole le matr ic i  A che godono della seguenfe pro. 
prierS: a ciascuna di esse si pub associare un  numero non negative 9]'6A per  

co  o~ 

eui I Eh Ek ahkXhk ! ~ ~ A M X  qualunque siano i numer i  na lura l i  m, n e gli  
1 1 
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mn humeri  Xh, k, h = 1, 2,. . . ,  m ;  k = 1, 2, ..., n, Mx essendo l'estr, sup. della 
matrice [I Xhk II. 

Abbiamo in tal raodo ottenuto una caratteri~,zazione degli spazi Z* e Z*', 
non perb di tipo intrinseeo. 

Qui di segaito vogliamo provare come, l imitandoci a matriei  A simme- 
triche, si possa dare una caratterizzazione intrinseca par t ieolarmente sempliee. 

Allo scopo premett iamo la seguente proposizione:  
VII.  Se A apparliene a ~*', allora anche AB e BA vi appartengono, 

essendo 13 una.matriee limilata qualsiasi, e si ha AB- X = A- X]3, BA. X = ~k, XB 
(il soprasegno indicando l' operazione cli trasposizione). 

Anzitutto ri leviamo the,  pur  facendo la dimostrazione pensando X com- 
pletamente continua, l ' a f fermazione  i~ valida anche se X si suppone solo 
limitata e se si sostituisee ~v., con Y,*, dato che ~ stato ul t imamente provato 
che Z* ~ YY'. 

Si ha, 

1 n-~l m-~l 1 1 1 1 n-~l m@l 1 1 

invertendo l 'ordiue delle sommazioni e scambiando k con i. Ora I1 Z~ ~cmbk~ll g 
n-t-1 

la matriee prodotto 

0 . . . 0  x,, , ,+, ...x~,,,+q 0.. .  [ b,, ...b,,~... 

O..... .0. . x,,,. ."." '. .... ~,,,. . ,+q. . . . 0..... li't b~ ... b,,,~ ... 

il eui estr. sup. non supera MB.Mxt,) ,  indicando con X (") la matrice ot tenuta 
dalla X sopprimendo le prime n colonne. 3Ia, per una propriet~ delle matrici  

completamente continue, 

lim Mx(-) =: 0, 

onde, preso a piacere ma numero positivo ~, sari~ 

n~ q 

1 1 ~ 1 

non appena si prenda n abbastanza grande, qualunque siano q, m, p. Fissato 
un tale n, si potrh poi seegliere m in modo the, qualunque sia p, riesca 

m-~-p ~ k  n 
[ Y~a ahk(~ xh~b:~) I < ¢/2 ; 
m-}- I 1 1 
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per convincersene basra tener presente  che 

tamente continua 

~t 

II E~xmb~ lJ ~ la mat r ice  comple- 
1 

x** ... xi, ~ ... bi, ... b~, ... 
• . • . • • ° 

" :.'C.: 
. . . . . . .  0 . . . 0  ... 

• • • ° • • ° 

c o  

e c h e l a  ~h~ah~yhl~ ~ sommabile per righe e per eolonne, qualunque sia la 
1 

matrice l imitata I] yhl~ I]. 
Pertanto,  per m ed n abbastanza grandi e qualunque siano p e q, sar'h 

t n - ~ t  m J F l  i t 

ossia:  se A gode della propriet~ specificata, della stessa proprieti~ godrh la 
matriee AB,  essendo B una arbi t rar ia  matriee limitata, e sari~ A B . X - - ~  A . X B .  

Analogamente,  essendo 

t n ~ - t  i t t m ~ t  

si ha un risultato analogo a quello or ora conseguito, parlando di matriee B A  
anzich6 AB,  e sarh 

B A . X  ~- f f A . f ~  : A B . X  ~- A . X B  

(b ovvio the  se A appart iene a E*' ( ~  Y~*), al lora vi appart iene anehe .4). 
Cib premesso, si pub rapidamente provare la seguente proposizione: 

VIII .  Condizione necessaria e sufficiente affinch~ la matrice s immetrica A 
appartenga a Z* ( ~  Z*') ~ che, detti ~,,  p.~, ..., ~ , . . .  gli autovalori di A, sia 

o0  

convergente la serie Z~ I ~,, ].  
1 

Sia infatti  P la matrice ortogonale per cui 

~i 0 0 . . .  

P A P  ~ 0 ~2 0 ... (6). 
0 0 ~ . . .  
• ° . • • , ° 

Sari~ 

~t 0 . . . I  
0. P ~ P  

V l ~ l  o ... 

o V 1 ~ J  ... 

• . . o . . . • . . 

segn. e,- V I S, I 0 ... 

0 segn. ~.~. \ ' l ~  i... 

• . • . . . . . . . .  . . . o . . . . • 

P. 

(6) Cfr .  p.  es. F .  RIEsz ,  1. e. i n  (~), cap.  V ;  i n  p a r t i e o l a r e  n.  100. 
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c o  

Pertanto,  se E~ ] a,  ] ~ convergente, la matrice prodotto delle prime due 

a l l 'u l t imo membro nella precedente  e la matrice prodotto delle ult ime due, 
saranno ciascuna con la serie doppia dei quadraCi dei termini convergente ;  
infatti  se [] ah~c [] ~ una m a t d e e  solo l imitata e tl ~h1: il ~ una matriee con 
la serie doppia dei quadrat i  dei termini  convergente,  allora Ie matriei  

![ E~ ~h~= tl e !I E~ ~ k  tt sono anch'esse di quest 'ul t imo tipo perch~ si ha, p. es. 
1 1 

c o  c o  oo  ~ co  oo  co  c o  

~ g v ,  ah$,~)" ~ "~ ,~h(~ ~h~,~)- ~ ~M~II~ i i ~ , ~  : M ~ ~ ~~ 1 ~ 1 1 1 1 ~ ht~ i I[~hz~lI1 hkI~ h ~ .  

Per tanto  ~ provata la sufficienza, se si tiene presence la iI .  
Per  quanto r iguarda la neeessith, basra osservare c h e s e  A appart iene 

a Z* (== E*'), allora, in forza di VII,  anehe P A P  deve appar tenere  a tale 

spazio e quindi, per  V, dovra essere convergence la serie E~ ] h, [ (~). 
1 

Vogliamo infine fare alcune precisazioni sul n u m e r o . g E A ,  allo scopo di 
provare una certa proprieth di continuith del funzionale A . X .  

Fissata  una  matrice A di Z* ( ~  Z*'), indichiamo con A~ ") e A~ c~> le matr ic i  
che si ottengono da  A sosti tuendo con degli zeri tut t i  i t ermini  delle p r i m e  v 

coionne e, r ispet t ivamente,  v righe. Si ha ehe :  
IX .  Le  due suceessioni t ~'SAV~) ~ I ~ A V : >  1, v := 1, 2, ..., convergono 

monotonicamente  a zero. 
Faremo la dimostrazione solo per  la prima di tall successioni, poich~ il 

ragionamento ~ perfe t tamente  simile per  la seeonda. 
Intanto, per ogui matrice l imitata X di estremo superiore uguale ad uno 

e con le prime v colonne tutte costituite da zeri, ~ ] E~ ~ ah~x~+~! ~_ ~tlE.%(~, 
O0 O0 1 v + l  

e quindi, in partieolare,  t Y.h ~kahlsXhkl~'CAv(i) per ogni matrice X di 
1 v }-~2 

estremo superiore eguale ad uno e con le prime v + 1 colonne tutte costi- 
Ol'6.m ~ il pifi piccolo numero non negativo 21/ per cui Cuite da zeri ;  ora ~+~ 

si ha I E~ Zk ah~,X~: i ~ M per ogni matrice limitata X di estremo superiore 
1 v + ~  

eguale ad uno, per cui sono nulli tutti  i termini delle prime v d - i  eolonne, 

onde sarh ~fVSAV~) ~ ~17/~) 
~ '  ~ v - } - I  • 

Con eib resta assodata la monotonia della suecessione / ~ I L A ~ / .  Per  
provare che ques t ' u l t ima  ~ anche convergente a zero, supponiamo, per 
assurdo, che esista un numero m > 0 tale che, per ogni valore di v, si possa 

(~) ¥ogliamo qui osservare come, limitatamente alle matrici A simmetriehe, la proposi- 
zione II si inverte, cio~ the it sottospctzio di :*, dell~ matrici simmetviche, ~ costitu#o dalle 
matrici che si possono esprimere come prodotto di due matrici ciascuna con la serie doppia 
dei quadrati dei termini convergente. 

1~ probabile che eib valga per tutte le matrici di E* e non solo per quelle simmetriche. 
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trovare una matrice limitata X~ di estremo superiore eguale ad uno e con le 
prime v e o l o n n e  tutte  eos t i tu i te  da zeri per eui  r iesea  

"~ a~k~/~ (~) I .>  m 
t ~+1 

e qu indi  anche  

1 vq-1  

previo  e v e n t u a l e  oambiamento  di segno  a tutti  i t ermini  di u n a  o pifi oo lonne  
di tale matrice ,  operaz ione  t h e  noi  p e n s i a m o  gi~ ef fet tuata  quando  ind i ch iamo  
la matrice con X~. 

Ora, trattandosi di serie doppie convergenti e sommabili per righe e per 
colonne, per ovvie ragioni di convergenza e per l ' ipotesi  fatta, si potrh fro. 
rare una successione creseente di humeri interi v~, v~ .... e una successione 
di matr ic i  l imitate  X (°), X m, ..., con  

X(,. , = . . . .  xl, ~+i ... xl, ~ + ~  . . . .  (v0 = 0), 
• . . , • • . • , . . . - :  . • ° 

ciascuna di estremo superiore non maggiore di un% per eui sia 
c~ Y¢'-t- t 

(5) E~ Ek ah~ak (''' > m r --- O, 1, . . . .  

l Vr+l  

Proviamo che se ~o, ~ , - - .  ~ un'arbitraria suecessione di humeri reali 

per cui Eh ~h ~ convergent% allora le ridotte della serie ~oX (°) + ~,X (~) -t- ... d-- 
o 

-4-,a,,X (') q- . . . ,  convergono fortemente, onde la matriee limite 

sar'~ limitata (anzi addirittura eompletamente continua essendo tall le ridotte 

considerate) ,  e inol tre  di estremo super iore  n o n  magg iore  di ~ P~h. Infatt i  

se II o)a~ it ~ una qualsiasi matrice prodotto di due matrici II ~a~ II e II ~ 1 t  

con Eh~ £~ag- e Eak ~'~  eonvergenti, si ha 
1 

i..i j v ~+, t 

i i vi~-I i 1 Vr~[ 

i ~r_bl : 1 vi-yl 
se si tiene presente che 

10 . . . 0  tOl, v/+l...tOl,~,~j_~l 0. . .  : ']all ~12... I10.. .0 ~I,D-~I...I~I,,Q+j+i 0...  ! 

N ° " " " ' " " * * " * * " • • • • * , • . , , , . . , . . . , . , . , . ' 
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e la diseguaglianza di LA~]~A~(}:~-CAUO~¥. Per tanto  non appena i 6 abba- 
stanza grande, e qua luuque  sin j ,  sara, per l 'osservazione in fine di I , 

. / ~ + ~  

~r ~X (') 
i 

essendo ~ ann quantit/~ positiva fissata a piacere, cc 
0ra,  se si suppone che i numeri  p~, ,~,, ~ , . . .  siano tutti positivi e ~a~a 

sin divergente,  si ha, da una parte, o 

e dall 'alSra, per la (5), 
o~ ~. ~ - - I  
Y~h Y~/~ ahl~yhl: > m ~,. ,o,, S ~- 1, 2, ..., 
l 1 o 

manifestamente  contradditorie,  
Da quanto abbiamo ora provato discende immediatamente  l ' annunc ia ta  

proprieth di continui ta  del funzionale A . X .  Prec i samente :  
X. Se I X(~) t ~ una succession~ di matrici limitate semplicemenle conver. 

genle alla malrice limitata X, allora si ha lira (A:X (~) --~ A.X. 
Infat t i  ~ ~ ~ 

I ~ ,  a~ixh~ (~, - -  xh~) t < I " ~ a~(xh~ (~' - -  ~h~) i + I Y~ ~k a ~ ( x ~  ~ - -  x~h~) ! 
1 t 1 1 n+l  

o ~  

0 ra  lira Ea ah~('xa~¢ C ~ -  ~a~)-----0 per una propriet~ del prodotto scalare di 

di due successioni  di H-vet tor i ,  l ' una  convergente fortemente e l ' a l t ra  con- 
vergente semplieemente (a zero). D 'a l t ra  parte sadt per un opportuno 3/, 
Mx,~) ~ M qualunque  sin v, onde i[ secondo termine a secondo membro nelta 

preeedente  riesce maggiorato da 

e di qui segue subito l ' asser to  in base a IX. 
Vogliamo, a ques~o proposito, r i levare esplici tamente come la propriet~ 

ora provata  non r ientra  nella proprieta,  generale, di continuita di un funzio- 
hale l ineare limitato (g). Precisamente,  in base alla metrica accennata  nell 'in- 
troduzione e a I I I  (III') sara in Z' (E) lim ( A . X  ~) = = A . X  se lira Mx-x '~)-~0,  

cib che assicura  la cont inui ta  del funzionale A . X  se la successione t X ~ !  
dt matr ic i  di "2' (Z) converge fortemente all~ matrice X. 

La X invece assicura la continuita  del funzionale A . X  anche relativa- 
mente a successioni solo semplicemente convergenti  di matrici  di 2~' (Z). 

(s) Cfr .  1 o. es. G. ASCOLI, Sug l i  spaz i  l inear i  metr iv i  e le loro va~'iet~ Uneari ,  I ,  ~ A n .  

n a l i  d i  M a t e m a t i c a  ,,, 1932, pp.  ~:5-46. 


