Spazio daale dello spazio delle matrici infinite limitate.

Nota di Bruno Pint (a Bologna (¥).

Sunto. « 8i dd la condizione necessaria e sufficiente cui deve soddisfare la matrice infinita
o0

Assllank] (b k=1, 2,...) offinché A.X = Zyxankxnk sia convergente qualunque sia la
1

matrice infinita limitata X e xuel] (b, k=1, 2,...); si stabiliscono poi alcune pro-
prieta di una tale matrice A.

Scopo della presente nota & la ricerca di condizioni per la matrice infinita
lansl, b, k=1, 2,..., atte ad assicurare la convergenza della serie doppia

Zpk Appy, qualonque sia la matrice infinita | .. ||, k, k=1, 2, .., limitata,
1

completamente continuna, o, pilt in generale, soltanto limitata.

Ricordiamo che nell’ordinario spazio hilbertiano numerico reale (*) una
matrice infinita X = |[J @, || si dice limilala se & la matrice di una sostita-
zione lineare, cio¢ tale che il trasformato di un arbitrario H-vettore ¢ (ciod

(3.5}
un vettore di componenti #,, u,,.. con Z, u*, convergente, del quale indiche-
1

oo
remo con | w | il modulo :Vozok u®y), sia Xwu (di componenti X, wx.u,,
h=1, 2,..}, & anch’esso un H-véttore, '

Come & noto, una sostituzione lineare trasforma ogni insieme di H-vet-
tori di moduli limitati in un insieme di H-vettori anch’essi di moduli limitati;
in altre parole, a ogni matrice X di una sostituzione lineare si pud assoeiare
un numere non negativo M per cui | Xu | << M | w | qualunque sia VH-vet-
tore .

Indichiamo propriamente con Mx (estremo superiore della matrice X) il
pitt piccolo numero non negativo (nullo solo mel caso che X sia la matrice
nulla) per cui sussiste la relazione scritta sopra.

Orbene, la totalita delle matrici limitate si pud pemsare come uno spazio
lineare metrico qualora si facciano le seguenti posizioni :

si definisca come somma di due matrici X e Y la matrice X -+ Y =
= | Zpn + Ynr ] ;

(*} Liavoro eseguito nel Seminaric Matematico dell’ Universita di Bologna.
{!) Per tuiti i concetti e proprietd sui vettori e matrici nello spazio hilbertiane, qui
richiamati, rimandiamo a F. Rimsz, Les systémes d'équations lindnires & une infinité d'incon

nues, Paris, 1913; oppure all’articolo di BE. Heruineer e O. ToFpLITZ, in Encyklopddie d.
Mathem. Wissensch. II Bd. III Teil., 2.
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si definisca come prodotto di una matrice X per un numero reale A
la matrice AX == {| Axyy |5

ad ogni matrice X si associ I’anzidetto numero non negativo Mx, da
considerare come il suo modulo o norma, per il quale si ha Myx= | A | Mx,
MXJrY < Mx + My;

si definisca come distanza di due matriei X, Y, il numero Mx vy
(= My_x).

Un sottospazio dello spazio or ora definito & poi quello delle matrici
limitate completamente continne. Premesso che una successione di H-vettori
ya®l, v=1, 2 .., si dice convergenile semplicemente a un H-vettore  se
esiste un nuomero positivo m tale che [ u® | <m, v=1,2,.., e si ha
lim #," = u,, qualunque sia %k, e si dice invece convergente fortemente se

Y — 0

lim | 0 — @™ | == 0, ricorliamo che una mafrice limitata X si dice comple-

Y — o0
tamente continua se, per ogni successione {u®! semplicemente convergente,
la successione | Xn®} dei trasformati & fortemente convergente,

Cid posto, indichiamo con Z lo spazio delle matrici limitate e con X' il
sottospazio delle matrici limitate completamente continue.

Su I (e analogamenfe su X') consideriame la fungione additiva A-X, da

o0
intendere come somma della serie X, dnp®ny, essendo X un punto qualsiasi
1

di () e 4=|{a.,ll una certa matrice infigita per cui I’ anzidetta -gerie
riesce convergente qualunque sia X; indichiamo poi con Z* (%) la totalita
delle matrici 4 per cui cid si verifica, totalith che, con una locuzione di
di uso corcente, diremo spazio duale di I (Z').

Com’é stato dichiarato all’inizio, qui ei proponiamo di individuare gli
spazi ©* e %*. Rileviamo che mentre lo spazio X si pud pensare come il
duale dello spazio delle matrici || x4, { con ®=(m,, Ty, Y=y, Y5 -)
arbitrari H-vettori (secondo la classica teoria delle forme bilineari nello
spazio hilbertiano), la questione qui trattata in certo qual modo inverte la
ricerca inquantochd si vuole lo spazio duale di X, di cui guello delle matriei
[y, ]l & un sottospazio.

Osserviamo ancora che la guestione pud essere riguardata dal punto di
vista dei fattori di convergenza per successioni doppie inquantoché si cercano
condizioni per una successione doppia { @} atte ad assicurare la convergenza

o
della serie doppia X,; o, per ogni successione doppia {w;| per cui [ay I
1

& upa matrice infinita limitata o, pitt in particolare, completamente continua.
Cosi, p. es., nel caso particolarissimo che le X siano tutte matrici diagonali
limitate o, rispettivamente, completamente continue, tutto si riduce ad
esprimere la condizione necessaria e sufficiente per la successione {a,}

o

affinch® riesca convergente la serie X, a;x;; per ogni successione {or; ) limis
1
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tata o, rispettivamente, convergente a zero; e cosl come queste due ultime
condizioni non sono 1 una pilt restrittiva dell’altra, vedremo che alfrettanto
avviene per quelle dette prima relativamente a matrici solo limitate o, pin
in particolare, completamente continue.

Orbene, noi daremo dapprima una condizione solo necessaria affincha la
matrice 4 appartenga a I¥, e quindi anche a =*; una condizione solo suf-
ficiente affinché A4 appartenga a Z* e quindi anche a Z*; proveremo poi
che per una matrice 4 di Z*I*) riesce limitato I’ insieme del valori di 4.X
per ogni insieme di matrici X di £ (Z') per cui & limitato il corrispondente
insieme degli estremi superiori; di qui dedurremo una condizione necessaria
e sufficiente affinché A appartenga a Z* o a Z* riconoscendo, in conseguenza,
la coincidenza di Z* con Z¥. Daremo poi una semplice caratterizzazione in-
trinseca dei sottospazi delle mairici simmetriche di 2* e di ¥ e proveremo
inoltre una proprietd di continuitd del funzionale 4.X per successioni | X}
di matrici di £ o di X', semplicemente convergenti.

Cominciamo con !’ osservare che:

Lo spazio delle matrici infinite X per cui Iy X*nk & convergente, & auto-
1
duale, e riesce

|4-X| SV %}nk L 1/%&;1; @ k-

o0

Infatti la serie doppia Lhk Onp®ry, se & convergente tutte le volte che
Ehkw ne © convergente, allora oltre che convergente, dovra risultare assoluta-

mente convergente, come si vede alterando opportunamente di segno le quan-
tita x,, cosi da rendere positivi tufti i termini a,ue,,. Percid ogni serie
semplice ad essa equivalente riuscirh assolutamente convergente; ma ogni
successione semplice equivalente alla successione doppia {w,,| rappresenta
un H-vettore, onde, per un noto teorema di HELLINGER-TOEPLITZ (%), dovrd
essere convergente la serie dei quadrati dei termini di una successione sem-

o0
plice equivalente alla successione }a,,}, ciod la Z,, a’,s.
1

Dalla disuguaglianza di LAGRANGE-CAUCHY segue poi che

o0 o0 oo
| ?hk Cpalny | < sznk ®rr Vznk k-
1

(®) Hecvinger u. TompTirz, Grundlagen fir eine Theorie der unendlichen Matrizen,
« Nachrichten Gres. Wiss. Gottingen », 1906, 851-355.

Annali di Matematica 15
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Di qui, poich® X contiene ¥, che a sua volta contiene le matrici X per
cui %ghk x*,r © convergente, segue che X*, e quindi anche X* sono contenuti
nello spazio delle matriei X per cui §hk ®*py & convergente, onde:

I. - Condizione necessaria aﬁ‘inlché A appartenga a ¥ (e quindi anche
a Z*) & che sia convergenle lo serie doppic §hk a*px.
1

Di seguito alla condizione necessaria I. diamo la seguente ocondizione
sufficiente :

IL. Condizione sufficiente affinché A appartenga a 3* (e quindi a Z¥)

¢ che essa sia il prodotto di due mamcz loanel € [ Buxll tali che riescano con-

vergenti le serie doppie Ehk o*hx € .Jth hi -
1 1

Si ha infatti, qualunque sia la matrice limitata X:

m ntqg m-+p n+q
T, Ty + 5, I, )ahkmhk
1 nbt mi1 1

m n4q m+p n-4q |
I -‘h T, + X, X >mhk2’ o B ll

n+1 m-+1 1

® [m  wtg mp ni-gq ‘
Ei<§“h Ek -+ Eh Ek )mhkah,ﬁ,k /g

1\ ntt m41 1

w-+p n+q
éMX(-—‘;V I, o Ml/ 2 Brin + 2y '/uh @ hz}/xk Szm)é

1 -1
ac m oo 'nk /oo -+ /oo ntg
< Mx Vzi LY }/ Z; ‘“k B+ }; Z; By oty VE Ek B )
A 11 1 m-+1

tenendo presente la formula di maggiorazione del modulo di una forma bili-
neare nello spazio hilbertiano e applicando la disuguaglianza di LAGRANGE-
CavcHY. Ora Y ultimo membro si pud rendere minore di un arbitrario nu-
mero positivo ¢ non appena m ed » siano abbastanza graundi e qualungue
siano p e g, se si tien presente 1’ ipotesi.

Si ha poi, sempre nelle ipotesi specificate in 11,

/o oo
(1) |A4-X| < MXVEM “2hk‘/2hk B -
1 1

OSSERVAZIONE. ~ K ben noto dalla teoria delle forme bilineari nell.
spazio hilbertiano che la condizione necessaria e sufficiente affinché la ma-
trice infinita X sia limitata & che per ogni coppia di H-vettori w = (u,, u,...)

[as]

e v=v, v,,.) sia convergente la serie doppia T, TpsUnty. Questa eondi-
1

Y

zione & equivalente alla seguente: Condizione necessaria e sufficionte affinché
(o]

la mairice X sia limitala ¢ che sia convergente la serie doppid Ik Xpxank
i

per ogni mairice || angl] che sia il prodotio di due matrici ciascuna con la serie
doppia dei quadrati dei termini convergente.
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)
Infatti se X & limitata, allora X, ®,,04, ¢ convergente per II; se poi
1

o0

Tk Tpntyx & convergente per ogni matrice |l ay, || del tipo sopra detto, lo
1

sard anche se tale matrice &, pit in particolare, del tipo

, 0. [l vV, U,

", O..:10 0 ..

P I

[ee) OO
con Lk u'y e I, v°, convergenti, cin® sard convergente la Z}hk TpaUpty, © cid
1
rxchlede che X sia limitata,
a0

Pertanto, se la serie F‘TM Tnalnr Tiesce convergente qualunque sia la ma-

trice || @xn || prodotto di duwe matrici || @k ll, || Baxll, ciascuna delle quali
con la serie doppie dei quadrati dei termini convergente, varra la (1) ed Mx
sard il pint piccolo numero non negativo M tale che

o o0 fon
2 Y
| Zlhk Tnann | < M ?hk &% hkl/ };hkﬁzhk,

se si pensa che Mx & il pil piccolo numero non negativo M per cui si ha

o -
| Ei;hk Lna¥n¥s | ﬁMV%sz Wh‘/%k A
qualunque siano gli H-vettori e, ¢, e pensando questi ultimi come particolari
matriei || «,x (] e || Barll come si & fatto sopra.
Proviamo ora che:
IIL. - Se A appoartiene a Z¥, esiste un numero positivo M iale che
| A X | < MMx, qualunque sia la mairice X di X'
Imitando la dimostrazione di un analogo teorema di HrrrLINGER-ToOE-
pLITZ (*}, ¢i fonderemo su un certo dilemma.
a) Facciamo dapprima le seguenti ipotesi:
Esistano un intero positivo », due numeri positivi Me ¢ ed n' numeri

@, s Tn,7, tali che per ogni # ># e per ogni sistema di n* — n? quantitd
Xy, 7itys oy Tn,n POr cUl 8ia

0 .0 gy %m0 |
0 .0 Xy sg oL 0..
(2) estr. sup. Turgy g oo Tngyn Tng ey oo Ty, m 0.. =c
w”: 1 * m””" w”, "';'4‘1 w”!" O '
0 0 0 0 0

.........................

(® HevLinger u. Torwpritz, Grundlagen fir eine Theorie der unendlichen Matrizen,
« Math. Annalen», t. LXIX, 289-330.



116 B. Pmvt: Spazio duale dello spazio delle matrici infinite limitate

risulti
i _ noon n o # —
3
| 2ok Onnnn + Zn g Oapn + B Dy Gpatong + S Gnpmn | < M.
L N4 nay A nebg,

Sara allora

n n

. n — n on . o
| Sne omine | < M + | %hk g | - | 2 Do Gt | + | Sn Bp onpnn | <

e Yok ndy *
. 1_’1- — _ n n ; . n /n 2
< M+ | Zpe Opritns | + 0 Zk< hgy amosm> “+ n Ek( 2 c&;;kx;,k>
t ! LS S L Vg /

e +]
e poiche, per I, la Xuz @, & convergente, e le righe (colonne) di una matrice
1

limitata X sono H-vettori tutti di modulo non superiore a My, si ha

. n o 43 . - /oo MX
(3) [ BnweOnne | <{M+ | %hk Onifns | + 2%0V2hk Cnx -
—n.nH, 1

ove Mx=rc, indicando con X la matrice di cui in (2).

Sia ora X un’arbitraria matrice limitata completamente continua; indi-
cando con X, la matrice da essa otfenuta sostituendo con degli zeri gli ele-
menti comuni alle prime n righe ed = colonne e tutti i termini con almeno
uno degli indici superiore ad =, si otferrd una matrice che, moltiplicata
per l-‘-;——, seddisferd la condizione (2). Percid la (3) continua a valere qualun-

Xy

que sia la matrice X,, qualunque sia il suo estremo superiore Mx,. Qindi
passando al lim , tenendo presente che Mx, << 2Mx, si ha

n-— OO
4 s, <2(X 5 9m 1/ Zr atan | M.
(4) | S Onaens | < st { Znte Vhin | +2n 1 e @ ) Mx
LE Y

qualunque sia la matrice completamente continua X. D’altra parte si ha

© . n n ®
| Znw anenr | < | Z;Jh;a Anienr | + | -‘?h Sk Onidnr | -t
- B

g
© n o
+ | B Dy anenr | + | Zng Gnank |
gy 4 A

_ oo B
il primo termine a secondo membro viene maggiorato da nwMx)/ 2y 0Ppa; 11
i

secondo e il terzo analogamente; il quarto dalla (4), onde

o o 2 3 - /@
! sznh Aprrr | < (T + ! %m; Apanr | + 7%1/ thk “2nk>MX:
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e quindi, detto M il numero g—cﬂ—l-—f-b— | Zn
i

g =

lunque sia la mafrice limitata completamente continua X :

o0
| }Ehk ppny | <MMx.

b) Poniamoci ora unell’ipotesi contraria:
Qualunque siano \'intero positivo %, i numeri M e ¢ e gli #* numeri

@y, 45 es Tn,n, 81 possano sempre assegnare in corrispondenza un intero n>n
e un sistema di »* — »* quantitd ©, 71,,..., %y« per cui valga la (2) e risulti

% .
! %hk anlns | > M.

| _ _.Jo
E Oniluk l +7’Yb]/2hk aghk, 81 ha, qua-
1

Si fissi allora una successione divergente di numeri positivi M,, M,, ...,
M,,.. e una serie a termini positivi convergente ¢, + ¢, + ... + €, - ...
Fissato a piacere 'intero positivo #n, e gli #»} numeri %, ,, ..., @y, »,, Vi saranno
un intero n, > n,, e un sistema di %] — n; quantitd @, ,.4,, .., %u,, . per cui

estr. sup. X, = estr. sup.

0 .0 Xy ngpy o Xy, g 0..

I L T T T T S S T T Y

0 s O mﬂo’ fno_}_i see %no’ 7y 0 s

Lo, 1 oo Brgdet, . Ly, Bobg o0 Tngfog my 0..

L T S T

Ty, o Ty mg Lmymgrs oo By O
0 .0 0 .0 0..

D T T T T S S S T T SRR

”y
| ?hkahkwhk | > M,;

poi un intere n, >n, e un sistema di nl— n] quantitd @, 4.4, .., @, . con

estr. sup. X, == estr. sup.

0 Pres O &, Wyg o Xy my O ree

L L e R T S S S T

0 ) TS |
mnx—H, 1o Lnggg, my wﬂlvu, (% I wnl+4,n2 0

Ly, g o Loy, my Tmg, by o Ly, g 0..

L A L T S T

0 w0 0 w0 0..

Ny
| Znk Onitnr | > M,;  ece.
i
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Si viene cosi a definire una successione crescente di numeri naturali
W,y Wy, Hy,... & una doppia successione di numeri {xsx} costituenti una
matrice limitata eompletamente continua; infatti le ridotte della serie
X, +X,+ ..+ X, + ., convergono fortemente (*} verso la matrice X == | o]
poicheé
M(XH- X )X g Xn) = MXn'-H + ok MXn 0 Z2 Cprgy e Oy

che per n' maggiore di un certo intero %, e qualunque sia %’ > %/, riesce
minore di un prefissato & >0 arbitrario. Onde, tenendo presente che ogni
successione fortemente convergente di matrici limitate completamente con-
tinue converge a una matrice limitata completamente continua, si pud con-
cludere che X & completamente continna. Ora, qualunque sia !’ intero posi-
tivo v, riesce

ny
g%hk ninn | > M,

(o0}
onde la serie Yux dnutnr ba la successione delle ridotte quadrate non limitata
- 1

e quindi non pud essere convergente, contro I’ ipotesi.

In modo perfettamente simile si prova che:

IIU. Se A appartiene a Z*, esiste un nwmero positivo M fale che

|A-X| < MMx qualunque sia la matrice X di X.

Basta, nella prima parte della dimostrazione di III, parlare di matrici
limitate anziché di matrici limitate completamente continue.

Nel seguito indicheremo propriamente con MW DW'4) @ pinn  piccolo
numero now negative per cui si ho

| A X | < MaMx (MUaMx),
riferendoct o 111 (TIT).
A questo proposito osserviamo che:
IV. Se A appartiene o 3%, e quindi anche a Z¥, riesce s == NUs.
Infatti, cominciamo con 1’ osservare che dalla sola ipotesi che sia con-

(o]
vergente la serie doppia Zux Gnu®nr per ogni matrice limitata X, segue che
1

essa sard sommabile tanto per righe quanto per colonne (poiché ciascuna sua

riga, e colonna, & convergente). Non solo, ma la sommabilita per righe e per
o

colonne sard assoluta, ciod riusciranno convergenti le serie 2

o0 e o] . .

3k | Znantns |; basta infatti tener presente che se X @ una matrice limi-

11

{*) Ricordiamo che una successions X9 | di matrici limitate si dice convergenie sem-
plicemente alla matrice X se esiste un numero pomtivo m tale che My()<Cm per v==1, 2,.
e lim m%:whk per ogni coppia h, k=1, 2,..; si dice invece fortemente convergente se
P —
lim My xt==0. La condizione necessaria e sufficiente per la convergenza forte & la

Y i OQ
condizione di CaucHy applicata nel testo.



B. Pmni: Spazio duale dello spazio delle matrici mfinite limitate 119

tata, tale & anche quella che si oftiene mufando il segno a futti i termini
di quante e quali si vogliano righe o colonne.

Ora & MUy = T 4; nell’ ipotesi che sussista il segno di disuguaglianza,
sia X una matrice limitata, di estremo superiore 1, per cui si abbia

[e o]
| Elhk apsenr | = DMy;

fissato a piacere un numero positivo e, si scelga una successione g,, p,, ..
di numeri, ciascuno di modulo non superiore a 1, convergente a zero, per
cui riesca

o0

0]
| Zn(en 2319 anini) | > Mg —e;
1

che tale scelta sia possibile & chiaro per quanto si & detto sopra perchs,
riuscendo

o] o0
By | 2 anntonr | < e
n-tl 1

[o0] oo
per » abbastanza grande, sard anche | Zh1 En Z;L OnxXrr | << &, qualunque siano
n

i Puyyy Putss-- Clascuno in modulo non superiore a uno, onde, prendendo
P- €8. p, = ppr==..=p, = 1, sarh

| ?hk Onrprne | > Ma — ¢

-

O ©
OO

5!
!
Ma la matrice |
i

g

0 . :

¢ completamente continua se lim g, =0, e

0 Py e E he—oo
1

b

quindi anche la matrice [} pparx || & completamente continua, onde, per III,
<
f ?;hk anwpntnr | < N aMip, o, < OM'a

e quindi M, — My < e che, per ! arbitrariety di g, richiede che sia
Ny = M 4.
Da III e IIT' possiamo dedurre che:
V. Condizione necessaria affinché A appartenga o ¥ (e quindi a X*)
xR
é che, oltre ad essere Xyy ayy convergente, come é affermato in I, riescano con-
1 [e]
vergenti, con sowume limitale, tutte le serie Zi | am, | ove la successione {h;} si
1

ottiene permutando in modo arbitrario i termini della successione dei numeri
naturali o di una qualunque sua subordinata.
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1/ affermazione segue subito la III se, come matrice X, si prende una
matrice dedotta dalla matrice unitdh permutando in modo arbitrario le colonne
dopo averne eventualmente mufato di segno tufti o parte dei termini. Con
cid, veramente, si ha una condizione necessaria affinch® 4 appartenga a Z*;
ma la stessa condizione & necessaria affinché 4 appartenga a X¥. Sia infatti
a, + o, + .. una delle serie di cui & detto nell’enunciato; supponiamo che

o
Ia X, | ap | sia divergente; si potrd allora trovare una successione n,, #,, ..
1 "y
%, , ... di interi crescenti in modo che sia X, | «p | > 1; consideriamo la sue-
ny_,+1

. 1
cessione p, = segn.a,-_ per E=mn,_,+1,..,n (n=0),v=1 2. la

matrice che ha tutti i termini nulli ad eccezione degli omologhi degli a,

di 4, rispettivamente eguali ai p,, & completamente continua; detta E tale
@ [sa]

matrice, riesce Ly Guurap = D | %4
1 1

o] ny 1
erl =2, ( 2, |axi) -, divergente per-
ny_,+1 v

ch® maggiorante della serie

Da III si ha inoltre che:
VI. Condizione mecessaria e sufficiente affinché A appartenga a ¥ é
che esista un numero MNUa fale che, qualungue siano la coppia di interi posi-
tivi m, n e gli mn numeri Xy, h=1, 2, .., m; k=1, 2,..., n, sia

.

¥

- b8

< | et

3

L E]

p S Onrtnr | = MaMx,

b4

intendendo con Mx I estremo superiore della maotrice || Xuil, h=1, 2,..., m;
k=1, 2,.., n.

La necessith della condizione si deduce da III usando una matrice (limi-
tata) avente tutti nulli gli elementi col primo indice > m e quelli col secondo
indice > n (che & ovviamente completamente continua). La condizione & anche
sufficiente ; infatti si ha, indicando con v un numero naturale > m, n:

m-p  n--q m n mp ni-q v m »” “i
1 Zh Z%— 0 Swomane | < | ( 20 Zp — Zwedonstnn | + | S Ze— Snr)anstnr |-
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ora &, p. s,

" 1_’lv v v n m»t v
| (20 2k — Znn)oninn | < | Zn Zg Onaonre | + | Zn D Guanre | +
11 1 1 v v+l 1
»m n

+ | B3 Dy dnntonr | < O a(Mp, + Mo, -+ Mp)
y-1 w1
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indicando con P,, @,, R, le matrici oftenute da una matrice limitata com-
pletamente continua X sostituendo con lo zero gli elementi w;, di questa per
h>v, E<v per la 12

cui si ha rispettivamente § 2<<v, k> v per la 22 ¢ tenendo presente che Iestr.
h<<v, E<v per la 32

sup. di una matrice limitata non cresce se in essa si sostituiscono con degli

zeri tutti gli elementi di una riga (colonna). Ora & noto (°} che se X & com-

pletamente continua si ha lim (Mp, + Mg, + Mg) =0, onde, scelto a piacere

V—r Q0
un &> 0, si pud trovare un intero positivo v tale che per ogni coppia di
interi positivi m, n, entrambi maggiori di v, e qualanque siano gl interi non
negativi p e ¢, sia :
m+p niq m %
| (?5@ /‘—;ak ——Z;W -?zs)ahzawmc | <,

da cui segue 1’asserto

VI' Condizione necessaria e sufficiente affinché A appartenga a T* ¢
che esista un numero M4 tale che qualunque siano lo coppia di interi posi-
tivi m, n e gli mn numeri Xy, h =1, 2,..., m; k=1, 2, ..., n, sia

m

n
| By zllzc Opitny | << MMy,
1

intendendo con Mx I estremo superiore della mailrice ||Xukll, h=1, 2,..., m;
k=1, 2,.., n.

La necessita della condizione & contenuta in VI. Per quanto riguarda la
sufficienza, cominciamo col prevare che se | Xox il € una matrice limitata,
s¢ m , m,,..; n,n,. Sono due successioni crescenii di nwmeri noturali

e o]

€ 0., Pyy. UNG SUCCESSIONE per cui I, 0%y € convergente, allora anche la matrice
1

: H t
l L1711 ver P11 my Y PR v P2001, my Pee e
B TR R 2 G TE N - PR SR -2 P B

Y = P2Lmy-t-1, 1 ove P21, 1, P2Cmyt1, my1 vee P9 11, m, e
P, 1 e 02y my Pomy, mit 1 eer Pmg,my G e

¢ limitata, anzi, di pin, completamente continua. Per provare Passerto mo-
striamo che & fortemente convergente la successione di matrici completamente

(%} Cfr. p. es. F. Rigsz, L. c. in (1), n. 67.

Annali di Matematica 16
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continue
| pss,1 o pitm, O]
P e, e O f‘
Y, = P, 10 B, 0.. 1 i=1, 2,..;
|
|

[s ] X
allo scopo siano || anx |l © || Brxl] due qualsiasi matrici con Iux aur e Zpw B%an
1 1

convergenti, di prodotto @ = [l wpr|l; si ha
NN I |
Boag Bydes ’fza " F e ; ﬁI’I 31' Pttt 0.. |
1LY p— Y”———[(Ah 1k‘—2‘hrk‘yhkuhkl“'lx'(§} O..... ','|z~ e %Ph+l+l+

H‘Xf“ 1 wee { Hoe o o o e v v s o s !

|

|

PIRNNER 'i

l

t

wmopwmﬁmm%ﬁiuJ
.'...................{ph_,"i_H)]S
J

s - I o/ ;
@« j=-1 z-_i:h"*i @ o j—1 /00 nEhtg
éMX(Vth Bk Zn | Proeicea | ‘/ S ot o+l Zuothe Dn | Phaivs | ' Zs ﬁ%)
1 0 Mo Al 1 ! 0 "ot

§—1 fod %
=< 2Mx Zo‘zh haie, Z]Jhk Frk ‘ e BPrr
1

tenendo presente che

/m?ﬂ o . w Mty )
Vs S, i=0, 1 m=00 e JE 5B i=0 L. (=0)
m+1 1

sono le componenti di due H-vettori, che, per ipotesi, X, p’s & convergente,
1

e applicando il teorema di HELLINGER-TOEPLITZ richiamato in (°); onde, per
V' osservazione fatta in II, riesce

/—1

MYH_J--—Y 2MX‘/ L % aha

quantityh che sard <e, positivo fissato a piacere, non appena % sia abbastanza
grande e gualunque sia j. Segue che la successione | Y:! converge fortemente
e quindi Y & una matrice limitata, anzi completamente continua.
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Cid premesso, ritornando a quanto volevamo provare all’inizio, suppo-
[00]
niamo, per assurdo, che esista una matrice limitata X tale che Zux @pnpinr non

1
sia convergente. Lia condizione enunciata in VI' assicura che tale serie doppia

sard allora oscillante; indichiamo con A" e con A’ rispeftivamente il max lim

. . > m’ ”-—_»m

e il minlim della successione doppia delle somme parziali S,,,. Possiamo
m, n— 0

sempre supporre che, per un certo 3 >0, sia X’ + 8 << 0 < A" — & {se ¢id non
fosse, basterebbe aggiungere una apportuna quantitd al primo termine della
serie doppia in oggetto). Potremo trovare una coppia di successioni crescenti
di numeri naturali m,, m,,...; »,, ®,,.., in modo che sia

A —d e M40 . . | dispari
S, n, compreso tra ! rispettivamente per 4 .
v X —8ed 48 pari

[0e]
Indichiamo con oy, , le somme parziali della serie doppia /:_“hk AniYny ; Sard

Umgk' ""Zk == PlSmlv n‘l + PQ(SMZ; ny T Sml, ”1) 4 A= p'Zk(szky ”2k - Sm2k—’i y ”2]5_.1) —

= m’l,”i(pt — py) + Sms, ,,3{523 - 94) +.or Smgk—-g? ”2k-3{P2k—3 = Par—s) +

+ S””zk—u "2k-—1(92k““ — Pax) +
+ Sy, nil05 — 05) 4 Sy, mile, — g) + o+ Smg;c_g, ngk,Z(sz—z — Pak—i) +
+ p”‘szk’ Y

> 0 per b dispari o )
< 0 per h pari e Zih [on| sia
divergente, ¢id ch’é sempre possibile compatibilmente con I’ipotesi che sia
oo

Scegliamo ora i p in modo che sia g

Zy 0°n convergente. Allora sard
1

2k 2k
(7 = 3) B o1 | < S ey — ) o Sy (P — ) < (7 2) Sa [

21 %1
|2 43 ‘Ek ton | < Sma, nefPo—03) oo Sy (Popes — gy < |V — 3] F;k lon

i

mentre lim g, Sy n
B > OO 2k

valori grandi a piacere, cid che contraddice V'ipotesi di VI’ e il fatto, provato
sopra, che Y & una matrice limitata.
Pertanto, se si raccolgono i risultati fin qui conseguiti, si pud concludere
dicendo che:
VY. Gli spazi Z* e E* coincidono in un unico spazio lineare wmetrico
al quale appartengono futie e sole le mairici A che godono della seguenie pro-

prietd: a ciascuna di esse st pud associare un numero non negativo MUy per
oo o)

out | Sy Dy aneXpx | << OMCaMx qualunque siano @ numeri naturali m, ne gli
1 i

= 0. Ma allora, per k abbastanza grande, oy, «, prende

o1 Pog
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mn wumers Xpx, =1, 2,..., m; k=1, 2,..., n, Mx essendo Uesir. sup. della
wmatrice || Xnx || .

Abbiamo in tal modo ottenuto una caratterizzazione degli spazi Z* e Z¥,
non perd di tipo intrimseco.

Qui di seguito vogliamo provare come, limitandoci a matrici 4 simme-
triche, si possa dare una caratterizzazione intrinseca particolarmente semplice.

Allo scopo premettiamo la seguente proposizione:

VIL. Se A appartiene a Z¥, allora anche AB e BA wvi appariengono,
essendo B una-malrice imitala qualsiasi. e si ha AB-X=A.XB, BA-X=A.XB
(il soprasegno indicando U operazione di frasposizione),

Anzitutto rileviamo che, pur facendo la dimostrazione pensando X com-
pletamente continua, l’affermazione & valida anche se X si suppone solo

limitata e se si sostituisce I* con X* dato che & stato ultimamente provato
che X#* = Z¥,

Si ha

m-tp nf-q wm-p 7 m+ oo . +q m--p oo g

(Zn 2+ 2 ""‘ic}(z Gnibar)en: = “h Ziond Bi pibi) + Zn D 0na(Si aibi),
1 w41 me1 L 1 n4-1 m+1 1 1

ntq
invertendo l'ordine delle sommazioni e scambiando k con i. Ora | 3; onibu| &
n+1

la matrice prodotto

it 73*1

PR T S

’ 0..0 2, 04, «®,neq 0. ”
[
{
H
I

!o...o o mvs oo B mng O Li bm... - ;

“ s s e 1 b a o s e @ e
A

il cui estr. sup. non supera Mp-Mx(n, indicando con X" la matrice ottenuta
dalla X sopprimendo le prime n colonne. Ma, per una proprietd delle matrici
completamente continue, &

lim Mxmw ==0,

B —r 0
onde, preso a piacere un numero positivo e, sard

mAp O ’H
| Zn 2137, ami i wnbi) | < ef2
1

n+-1

nou appena si prenda % abbastanza grande, qualunque siano g, m, p. Fissato
un tale m, si potra poi scegliere m in modo che, qualunque sia p, riesca

mp @ a
| Bn Dy ol Zi i) | < €/2;
w1 1 1
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".
per convincersene basta tener presente che | Z*wuby; || @ la matrice comple-
1

tamente continua

.

o
e che la Zy: Guyn: & sommabile per righe e per colonne, qualunque sia la
1
matrice limitata || ¢ || .
Pertanto, per m ed n abbastanza grandi e qualunque siano p e ¢, sard
m\-‘}-p ntg wmbp » 0

[ Zn Zp 4 Zn e onbi)oone | < e,
£ n+l  mepd 44

ossia: se A gode della proprieta specificata, della stessa proprieta godra la
matrice AB, essendo B una arbitraria matrice limitata, e sard 4B-X = 4.XB.
Analogamente, essendo

» ntg m%?-y. n$q @ ® oty m o n‘\f;q mdp
Br 24D D)(E, bpiir)ens = S 2 Qi D) - B D e D bartas)
1 o oL 4 A ) n-4 1 1 1 metd

si ha un risultato analogo a quello or ora conseguito, parlando di matrice BA
anziche AB, e sarh
BA-X=BA-X=AB-X = A-XB
(% ovvio che se 4 appartiene a 3* (= Z*), allora vi appartiene anche 4).
Cid premesso, si pud rapidamente provare la seguente proposizione:

VIIL. Condizione necessaria e sufficiente affinché la matrice simmetrica A

appartenga a T* (= Z¥) & che, detli p,, p,, ) Pn,... gli autovalori di A, sia
o0

convergente la serie X, | p, | .
1

Sia infatti P la matrice ortogonale per cui

e, 0 0.
PAPEE{(()) 822 (%)
3
| |
Sard
A:FH 0 2": ‘IP:ID]V'P*I 0 .|| segn.e-Vie] 0 .
[ I !] ?() V}Pg;n. ! O Segn’pg'\;lPQi...
j
i

t

(°) Cir. p. es. F. Rigsz, L c. in (!), eap. V; in particolare n, 100.
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[os}
Pertanto, se X, | ¢n | & convergente, la matrice prodotto delle prime due

all’ultimo membro nella precedente e la matrice prodotto delle ultime due,
saranno ciascuna con la serie doppia dei quadrati dei termini convergente;
infatti se || «u || & una matrice solo limifata e [ fBu: il ¢ una matrice con
la serie doppia dei quadrati dei termini convergente, allora le matrici

el QR
I 21}z onBir f} € 1l )_}; Brizir || sono anch’esse di quest’ultimo tipo perché si ha, p. es.

0 %‘? R \0‘3 %3 [se] 0 o0 fo o]
2 » 2 b 3 2
Zlhk(-;i aniBin) < S ‘;h(?i aniBin)® << zl‘ucM zuah,cu%zﬁzik =M zumull«mﬁzm-

Pertanto & provata la sufficienza, se si tiene presente la IL
Per quanto riguarda la necessita, basta osservare che se A appartiene
a 3% (= I¥), allora, in forza di VII, anche PAP deve apparitenere a tale
o

spazio e quindi, per V, dovra essere convergente la serie I, | p. | (7).
1

Vogliamo infine fare alcune precisazioni sul numero T4, allo scopo di
provare una certa proprietd di continuitd del funzionale 4.X.
Fissata una matrice 4 di Z* (= Z%), indichiamo con A, e A,® le matrici
che si ottengono da A sostituendo con degli zeri tuiti ¢ termini delle prime v
colonne e, rispettivamente, v righe. Si ha che:
IX. Le due successioni (Mg w ', {Mawl, v=1, 2,.., convergono
monotonicamente a 2zero.
Faremo la dimostrazione solo per la prima di tali successiomi, poiché il
ragionamento & perfettamente simile per la seconda.
Intanto, per ogni matrice limitata X di estremo superiore uguale ad uno
[eel e o]
e con le prime v colonne tutte costituite da zeri, & | Xy X Gmilne | gcfm’,,l‘)u,
®x @ 1 v+l
e quindi, in particolare, | Iy i amwm | << W4, per ogni matrice X di
1 vi2
estremo superiore eguale ad uno e con le prime v + 1 colonne tutte costi-

tuite da zeri; ora M,L, & il pil piccolo numero non negativo M per cui

[ee] o0
si ha | Zp N amone | << M per ogni matrice limitata X di estremo superiore
i V—%—Q e s .
eguale ad upo, per cui sonc nulli tubfi i termini delle prime v +4-1 colonne,
onde sard
m,;vm = %Aéil .

Con cid resta assodata la monotonia della successiome |94 w}. Per
provare che quest’ ultima & anche convergente a zero, supponiamo, per
assurdo, che esista un numero m > 0 tale che, per ogni valore di v, si possa

() Vogliamo qui osservare come, limitatamente alle matrici 4 simmetriche, la proposi-
sione IT si inverte, ciod che él soffospazio di ¥, delle matrici simmetriche, & costituito dalle
matrici che si passonn esprimere come prodotto di due matrici ciascuna con la serie doppia
dei quadrati dei terming convergente.

¥l probabile che cid valga per tutte le matrici di ¥ e non solo per quelle simmetriche.
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trovare una matrice limitata X, di estremo superiore eguale ad uno e conle
prime v colonne tutte costituite da zeri per cui riesca

* g
| 2 2 aiem®™ | > m
1 941
¢ quindi anche
o0 fes]

I Iy apxn® > m,

1 v+l
previo eventnale cambiamento di segno a tutti i termini di una o pilt colonne
di tale matrice, operazione che noi pensiamo gia effettuata quando indichiamo
la matrice con X,.

Ora, trattandosi di serie doppie convergenti e sommabili per righe e per
colonne, per ovvie ragioni di convergenza e per I'ipotesi fatta, si potrd tro.
vare una successione crescente di numeri interi v,, v,,.. e una successione
di matrici limitate X©, X .., con

0.2 1.2 0..
X(1) ' ’ Vr+ [R PN (Vo — 0)’
ciascuna di estremo superiore non maggiore di uno, per cui sia
X0 Vet
3
{9) 2y 2y apdon™ > m r=0,1,...
i v?;;—l

Proviamo che se p,, p,,.. & un’arbitraria successione di numeri reali
o0

per cai Iy p%, & convergente, allora le ridotte della serie p, X 4 0, X% 4 .., 4
QO
+ 2,X™ + ..., vonvergono fortemente, onde la matrice limite

(0 (0) D) no i2 %
1 poely e po), { ol plxg’yz - ool ) ot pgwg) SR l
a i |

o e
iy

D T T S

L T T T T S T S

sard limitata (anzi addirittura completamente continua essendo tali le ridotte

D
considerate), e inoltre di estremo superiore non maggiore di /Eh o°n. Infatti
0
se ﬂ wpe ] & una qualsiasi matrice prodotto di due matrici [fouc il e || Buil]

con Ziu. AT th{i nt convergenti, si ha

M;J § go Y gt itby i 00 Vet
[ -2, 0, X7 | = | 3 2‘5 Oniur | <2 | Eh E/» Opilfn: | <
i 1 oy
¥ AR
/o Vs /64 @ e vrf‘]‘!‘i
<2* 1 L 0P 1’ Zn Zk B _<_}// %, 0%, .l Znr & ns 1 2, -k B .
1 vr—i—l i 1 A1
1/
se si tlene presente che
0.0 w i I |
! i, vi 41 u)l Vi fay 0.. _ “ 11 0(12...“.‘ 0.. 0 81 vg 41 ses ﬁl, Ygadt 0..
i

“-.-c---ov--aa--o-
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e la diseguaglianza di LAGRANGE-CAUCHY. Pertanto non appena ¢ & abba-

stanza grande, e qualunque sia j, sard, per !’ osservazione in fine di I,

-7
M, ]/z: o<,

Hr er(r)

essendo & una quantith positiva fissata a piacere.
CX)
Ora, se si suppone che i numeri p,, ¢,, p,,.. siano tutti positivi e -«h en
sia divergente, si ha, da una parte,

o /%
| ‘T—'hk e | = NMs l/ 2, 0%,
0

e dall’altra, per la (D),
s—--i
z’h ZA OpYn: > M —’r‘ ” s=1, 2, ..,

manifestamente contradditorie.
Da quanto abbiamo ora provato discende immediatamente 1’annunciata
proprieta di continuitdy del funzionale 4-X. Precisamente :
X. Se { X9} ¢ una successione di malrici limitate semplicemente conver-
genie alla mairice limitata X, allora si ha lim (A-X%) = A.X.

Infatti Yo
© w % w o
| ?hz- O Xne? — xpi) | =< | 313h 2 o — 2} |+ | By S oo™ — @ne) | -
1 1 n4l

oo

Ora lim 3, apdan® — @) = O per una proprietd del prodotto scalare di
yeeos 1

di due successioni di H-vettori, 1’una convergente fortemeunte e 1’altra con-

vergente semplicemente (a zero). D’altra parte sari per un opportuno M,
My << M qualunque sia v, onde il secondo termine a secondo membro nella
precedente riesce maggiorato da

291%,4 we M

e di qui segue subito I’asserto in base a IX.

Vogliamo, a questo proposito, rilevare esplicitamente come la proprieta
ora provata non rientra nella proprietd, generale, di continuith di un funzio-
nale lineare limitato (¥). Precisamente, in base alla metrica accennata nell’in-
troduzione e a IIT (IIT) sard in & (Z) hm (A-X)=A4-X se lim Mx_xv =0,

v — Q0

¢id che assicura la continuitd del funzmna e A-X se la successione { X!
di matrici di ¥ (Z) converge fortemente alla matrice X.

La X invece assicura la continuitd del funzionale 4.X anche relativa-
mente a successioni solo semplicemente convergenti di matrici di 2" (Z).

8) Cfr. p. es. Gr Ascort, Sugli spazi lineari wmetrici e le loro varietd lineari, 1, « An.
nali di Matematica », 1932, pp. 45-46.




