
Sur  u u e  rbgle de L a g u e r r e .  

~ e m o r i a  di 5I. A.. OSTROWSK] (B~le). 

Santo. - ~Jn t sorema dovuto  a LAGUERRE d~ u n  l imi t s  super iors  per  i l  n u m e r o  dells rad ic i  ~ ¢¢, 
~ O, di  un '  equazione algebrica.  In, ques ta  nora i l  teorema di  LAGCERRE d procure  con 

u n  r a g i o n a m e n t o  che mos t ra  che i l  l im i t s  d i  LA(~UERRE non  d m a i  in fer iors  a quello 
o t tenuto  col teorema di  ]~UDAN-FOURIER, 

Summary. - A theorem due  to LAGVERRE gives a p a r t i c u l a r l y  s imple  a n d  ganeral ly  very  
precise  upper  l i m i t  for  the n u m b e r  o f  roots ~ % c¢ ~ O, o f  a n  algebraic equat ion.  A new 
p r o o f  o f  th i s  theorem is  g iven  w h i c h  shows t ha t  LAGUBRRE'S bound is  never  less t h a n  
t h a t  ob ta ined  f rom BUDA~-FOUmER theorem. 

1. LAGUERRE a donnd 1879 (~) u n e  r~gle pour  t rouver  une  borne supd. 
r ieure  pour  le nombre  des rac ines  supdr ieures  h u n  a ~ 0, dans  le cas d ' u n  
polynSme f(x). Cette r~gle est plus faci le  it app l iquer  que cells  eon tenue  
dans  le thdorbme de BUDAN-FOURIER. Dans  ce qui  suit  nous  donnons  une  
ddmons t ra t ion  de la  rbgle de LAGUERI~ qui  permet  de mon t re r  que cette 
r~gle n' est j a m a i s  meilleure que cells de BUDA~w-FouRIE~t, 

2. Posons 
(1) f(~) = f,(~) = a x" + ... + a , ,  ao :~ O, 

(2) f~(x) - -  a0x ~ + ... + a~ (v -~ 0, i ,  ..., n - -  1). 

On calcule,  comme on salt, f(x) le p lus  r ap idemen t  en u t i l i san t  la rela.  
t ion rdcur ren te  
(2) f~+~(~) ----- ~f~(x) ~ a~+, (v ---- 0, 1, ..., n - -  1). 

Ce ca lcu l  donne  en m6me temps la  va leu r  cor respondante  de tout  f~(x). 
Nous u t i l i se rons  dans  ce qui  sui t  le symbole  W(u~,  u~, ..., uk) pour  

ind ique r  le nombre  des var ia t ions  des s ignes dans  la sui te  u i ,  u~, . . . , .ua  (en 
suppr iman t  les u~ qui  out  la  va leur  0). Alors nous  posons 

(4) B t ( x  ) = W(f(~), f'(x), ..., f'"') 
et de m~me dans  une  nota t ion  faci le  it comprendre  

(5) Br(x  +--- O) = W ( f ( x  ~ 0), f ' (x  ± 0), ..., f '"-~'Ix +--- 0), f'"'). 

I1 est presqu '  dvident  que 1' on a toujours  

(6) Br(  + o) = Bg ). 
Enf in ,  nous  posons 

(7) Lr(~) = W(f,(~),  f,,_,(~), ..., f,). 

(~) Of. Oeuvres de Laguerre~ I, pp. 6, 75. 
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3. Le thdorbme du BUDA~-FovR~]~I¢ peu t  ~tre ~crit duns la forme sui- 
vante (on suppose a ~ b) qui embrasse quatre  cas diff~rents :  

(8) B~(a -4- O) - -  Br(b ~-: O) = N~(a +- O, b :t: O) + Ar(a :t: 0, b +--- 0). 

Ici le symbole Nf(a-4-0,  b ~ 0) expr ime le nombre  des racines  de f (les 
rac ines  mul t ip les  compl ies  le hombre  correspondant  de fois) contenues  suivant  
le eas entre  les l imites a - - 0 ,  b + 0  ou bien a - F 0 ,  b - - 0  ou bien a ~ 0 ~  
b -  0 ou bien a + 0, b + 0. L' express ion hf  est an  ent ier  pair  non-n~gatif .  
En p renan t  en par t ieul ier  b =  c,~ on obtient  de (8) la relat ion 

(9) Br(a -)- O) = Nr(a ± 0, ~,~) -)- Ar(a ± O, <x~). 

On veil  donc que le nombre  des raeines  de [(w) sup~rieures  it an  nombre  a 
est an plus 6gal it Bf(a + 0 ) =  Br(a ) et que ]a diff6rence est an  entier  pair  
non-n~gat i f .  L~ r~gle correspondante  de L~u]~RRE dit que le hombre  des 
racines  de f sup6r ieures  it ¢ est, pour  a ~ 0, f(a)=[= O, au plus ~gal it Lf(~) 
et que la difference est a n  ent ier  pair  non-n4gat i f .  

4. Nous allons d6montrer  que pour un ~ quelconque ~ 0 la diffdrence 
L~(:¢) - -  B,.(:¢) est un nombre non-ndgati f  qui est pair, si f(~) =~= 0 et aussi pour 
f~a)-~-O, si le nombre de racines de f comprises entre + 0 e t ~  + 0  est impair, 
landis que pour f(:¢)= 0, si f(x) a un  hombre pair  de racines entre + 0 et 

+ O, la diffdrence en question est positive et impaire. 

5. Dans ce qui suit, ~ sera toajours  an  hombre  fixe et positif. Posons 

00) ~(x) = fo(~,.)x, " - i  + f,(~)~,_2 + ... + f,,-l(~). 

On a en di f fdrent iant  1' identit~ connue  et facile it v6rifier 

(11) f(x) = (x - -  a)~(x) + f(~): 

( t~)  f ,~+l , (~)  = (~ + 1)~,,,(~) (~ = o,  1, . . . ,  n - 1). 

(13) 

(1~) 

6. II r~sulte de la d~finit ion (4) et de la formule  (12), si f(~):4=0, f'(:¢)~=0: 

Br(~ ) -= W(f(~), f'(~)) + W(~(~), ¢p'(~), ..., ¢~'~-')(~)), 
Br(~ ) = W(f(~), ~(~)) + B~(~) (f(¢)f'(¢) ~ 0). 

Supposons  que f ( ~ ) ~  0, mais  que 1' on air 

f(~) (~) = o (~ = 1, . . . ,  s - 1), f,,~(~) ~ o. 

Alors on a 

Br(~) = W( f (~ ) ,  ft,)(~z)) + W-(~(8-')(¢), ~0).(:¢), . . . ,  ¢pt,,-t)(~). 
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Or, ici le second terme de droite est en vertu de (12) et de (14) B~(a), 
tandis que f~o(~:) a l e  mgme signe que ~(~-~)(a), done aussi le mgme signe que 
~(0: + 0). On a done la relation suivante g6n~ralisant la relation (i3): 

(15) Br(a ) = W(f(a), ~(:¢ 4- 0)) -4- B,(a) (f(:¢) :4: 0). 

7. Supposons encore que f(:~)~ 0; alors il r~sulte de (7), si f ,_,(a):4:  0, 

Lr(~) = W(f(~), f,,_,(~)) + W(f , , -d~) ,  f,,_~(~), ..., f,). 

Le second terme de droite est ici ~videmment en vertu de (10) B~(0) 
B~(-I:0). Dans le premier  terme de droite f , - d a )  a l e  signe de ~(4-0}, de 

sorte que l 'on  obtient 

(16) Lr(~ ) --- W(f(~), ¢~(+ 0)) + Bf (+  0) (f(~)f,,_,(~) =i1= 0). 

Supposons maintenant  que 1' on air encore f(a):~= 0, mais pour an  k > 1 

(17) f,,_,(~) = 0 (0 < ~ <  k), f,_~(~) ~= 0. 

Alors on a 

(18) Lr(o:) = W(f(~z), f,,_~,(@ + W(f,,_k(~z), L,-~-,(~), .,., f0). 

Iei  le second terme est encore B~(+ 0), tandis que f,,_~,(a) est le dernier  
coefficient, different de 0, de ~(a~) et a l e  signe de ¢~{+ 0). 

Iqous obtenons done maintenant  en g~n~ralisant (16) 

(19) Lf(~) .-~ W(f(a), ~(-t- 0)) 4- B~(-t- 0) (fin} :4: 0). 

8. En soustrayant (15) de (19) on obtient en vertu de (6) 

(20) Lr(~¢) - -  Bf(a) ~-- [B~(+ 0) --  Bv(a + 0)] -~- [W(f(a), ~(+  0)) - -  W(f(a), ¢p(a -4- 0))], 

done d 'aprbs  (8) appliqu~e ~ ~(x): 

(21) 
Lf(~) - -  Br(~ ) = N ~ ( +  0, ~ 4- 0) + A v ( ÷  0, ~ + 0) -~- 

+ [W(f(a) ,  ~(.+ 0)) - -  W(f(a), ~(~ + 0))]. 

Iei l' expression entre crochets est 0, si ~ ( +  0) et ~(:¢-~-0) ont le m~me 
signe. [~Iais alors .~¥~(+ 0, :¢ 4-0)  est pair, done L f ( a ) -  Bf(c¢) est aussi pair 
et non-n4gatif .  Si au contraire les signes de ~ (+  0) et de ~(~ 4-0) sent diff4- 
rents, l 'expression entre crochets est + 1 ou - - 1 .  •ais alors N~(+ 0, ¢¢ + 0) 
est impair  de scrte que Lf(:¢)--Bf(a) reste toujours non-n4gatif  et pair, 
si ,f(~) # 0. 
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9. Soit  ma in t enan t  f(:¢) ---- 0. Alors  on a d' apr~s (12): 

Br( ) = 

D ' a u t r e  par t  on a Ovidemment  dans  not re  eas 

(23) Lr(:¢ ) - -  B~(4- 0), 

done d ' a p r b s  (8) appl iqu~e  ~t ~ :  

(24) Lr(o~ ) -- Br(:¢ ) = B~(+- 0) - -  B~(0: 4- 0) ~--- _h~(+ 0, :¢ 4-  0) -t- A~(+ 0, a + 0). 

Or, N g ( + 0 ,  a ~ - 0 )  est  d ' u n e  unit~, p lus  pet i t  que  N f ( +  0, :¢-4-0): nous  
avons  f ina lemen t  

(25) Lr(a) - -  Br(~¢) = N r ( +  0, :¢ q-  0) - -  1 + 5~(+  0, :¢ + 0), 

e~ la d~mons t ra t ion  du  th~or~me 6nonc~ an n. 4 est  achev~e (~). 

(:) I1 ex i s te  une  seconde  r~gle de LAGUERRE d 'apr~s  laquel l~ ie n o m b r e  des  r ac ines  de f 
compr i ses  e n t r e  0 et  ~, u ~ 0r est  au  p lus  6gal  au  h o m b r e  des  v a r i a t i o n s  de  s igne  duns  la  su i te  

a,n ~ Ob n ~ Vb n -to:, a n  -+- O~_ic~ .-+- a~_2~2~  ... ~ a n  --a t- a n _ i ~  4 -  ... -.t- a o ~ n .  

Cette rbgle  se d~dul t  d ' a i l l e u r s  f a c i l e m e n t  de la p r e m i e r e  r~gle  cit6e au n. 4. 
I I  n ' e s t  pus sans  intCrSts que  la  seconde  r~gle  de  ~AGUERRE n ' e s t  pas  ,, c o m p a r a b l e  

avec  celle de ]3UDA~-FOURInm E n  effet,  clans le cas du  po iyn6me  2 x ~ -  5x-~-4  on  ob t i en t  
p o u r  l ' i n t e r v a l l e  (0, 1) la  b o r n e  2 p a r  la  seconde  r~gle de ][JAGUERRE et la b o r n e  0 p a r  la  
r~gle  de BUDA~-~OURIER. Cette  de rn i~ re  est  done dans  cet exempie  mei l leure .  A u  contra i re ,  
duns  le  cas dfi p o l y n d m e  w e ~ x - t - 2  on  ob t i en t  pou r  l ' i n t e r v a l l e  (0, 1) ]a b o r n e  0 p a r  la  

seconde  rggle  de LAGUERRE et la  b o r n e  -2 p a r  la  r~gle de ]3UDA~-FOURIEr¢. 


