Il principio di reciprocitd nella Fisica.

Memorin di Marcerro Leru (a Bologna).

1. Negli ultimi decenni sono apparsi numerosi lavori riferentisi a particolari
forme del cosidetto principio di reciprocita, principio che esercita sui Fisici,
a quel che sembra, una particolare attrattiva, giustificata del resto dalle varie
applicazioni pratiche delle quali, in qualche caso, esso principio & capace.

Tutte queste forme di uno stesso principio sono evidentemente legate da
una certa analogia, da alcuni Autori, come il DONATI e il PuPPINI, ripetute
volte posta in luce, la quale risulta dall’ essere ognuno di tali principi fondato
sulla proporzionalita intercedente fra due elementi caratteristici di uno stesso
fatto fisico.

Il prof. Burcarry, nelle sue Lezioni sulla teoria dell’ elasticita dettate
all’ Universita di Bologna e in nota a una recensione () sul volume del
prof. COLONNETTI Principi di statica dei solidi elastici, fece inoltre notare
che tali principi provengono da un’ unica formula generale, indicata nel-
I Analyse vectorielle générale di BURALI-FFORTI e MARCOLONGO, e che si
verificano quando sia soddisfatta una certa condizione, che Egli chiamo di
1reciprocita.

Credo utile riprendere questo importante argomento, con I’ intento di indi-
care altre due condizioni di reciprociti le quali, unitamente a quella del
BURGATTI, costituiscono i capisaldi di ogni principio di reciprocita.

2. Siano a(P), u(P) un’ omografia e un vettore, variabili entro uno spazio
a tre dimensioni, funzioni finite, continue e monodrome, insieme alle loro
derivate prime.

In ogni punto di § vale la relazione:

df’) - grad Ka X< 1,

div (xae) = Il(oc P

(1) Bollettino del prof. Lonia,

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 17
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o ancora, considerando I omografia coniugata Ka:

div (Kxre) - 1;(/\'1 . dw) - grad 2 >

ar)
dalla quale, integrando ¢ applicando il teorema della divergenza, si ha:

((; ;’))(iA\’ P 0)

3

(H ’ grad « > wdS |- ‘ 1> znda -} ([,(/\'x-
5 5

dove s ¢ il complesso delle superficie che limitano S

La (1) puo dirsi il teorema di (freen generalizsalo.

Analogamente, considerando un’ altva vinografia 3% ¢ un altro vettore ¢()
definiti entro S, si avria:

:;}’)) 48 = 0.

(2) ‘ grad 3 > vdS |- ‘ v XX Brds |- [1,(1(@ .
5 5 K
Pertanto, qualunque significato fisico possano avere le omografic «, 3 e
i vettori e, e, risulta che sempre identicanente sono eguali fra di loro, ed
eguali a zero, i primi membri delle (1), (2); si ha cioé:

) fgmd 2> udS - ‘ > xheds ‘*“J.Is(l\’“ . :g}’)) as =
8 5 b

. - ' 1\
m$ grad 3 > vdS ~1—J v Buds —1«j I‘([{ﬁ . ;i%) das.
§ 3 8§ '

Questa eguaglianza diremo velazione identica di reciprocita.
Supponiamo ora che sia verificata una almeno delle tre condizioni:

an j' o A\
.= &N = {5 . y
4 Sf I,<KOL dP)d \ p 11<A{3 dl’)db’
(5) J grad o >< wdS :j grad § X< vdd,
§ §
(6) J e X ando == | v X fndo,
3 o]

che chiameremo condizioni di reciprocita (*).

() La (4), anzi piu particolarmente: Il(l(:c-g-?;,)z- 1,(/\’3»-{»}%’,), & la condizione di recipro-

cita indientn dal Burearrn
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Corrispondentemente la relasione identica (3) asswe sei diverse forme,
a ognuna delle quali spetta la denominazione di principio di reciprocita.

Ne ommetto qui gli evideunti enunciati per venire immediatamente alle
applicazioni.

3. Il secondo teorema di Green. — Siano:

=3, g
—dp’ "Tap

Il facile verificare che la condizione di reciprocita (4) & soddisfatta. Infatti,

se i vettori unitari ¥, 4, I costituiscono la terna cartesiana di riferimento, si ha:
dv dn dn dr
K= 55d == iX —=1, ecc.
( ap ap’ )< t=apt><gp"

dove 1 secondi membri sono simmetrict in 2, v.

G - . du .
Sommando i primi membri risulta [,<I\a~&P , €, scambiando a« con e n

con v, [1(1([3-3-:—)).

Tali espressioni sono dunque eguali e la (3) assume pertanto la forma :

3

; e 01 dS = — (e 5¢ P8 0 — oo 4
(7N é’(AvXu—-AuXv)db_— Oj(uXdPn deP?t)dG,

espressione vettoriale di quello che si suole chiamare il secondo teorema di
GREEN, o il lemma di GREEN,

Volendone I’ enunciato scalare basta porre:
w=pa; v =,

dove p, ¥ sono omotetie, cioé¢ funzioni scalari, e @« & un vettore costante in
tutto S. Si ottiene:

L , a3y
A — LA~ Py f Dot ety L .
kG J(pA{) bA7)dS !(p o pan)dc

ES

+. 11 teorema di Betti. — Sia lo spazio § occupato da un solido elastico,
non necessariamente isotropo, e siano 3, #; f, 8 due sistemi di omografie delle
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tensioni ¢ di spostamenti provocati da due diversi sistemi di forze ¥, F_; I, I"',
agenti nell’interno e sulla superficie o che limita lo spazio S,

Pouendo nella (4) B, 3" al posto di «, § ed v, & al posto di w, », si riscontra
chie essa ¢ verificata.
ds ds'
P’ dP

Infatti, chiamando «, ' lc omografie delle deformazioni, si ha:

[(BDay = [ (§'Da),

per essere (come risulta dall’ ammettere 1’ esistenza di un potenziale elastico,
funzione quadratica omogenea delle sole deformazioni) ciascun memhbro sim-
meirico nelle componenti di Dx e Do’

E poiché:

A(BD“I) - 11(}3“,> 3 I((Sll)g) — 11(@,“)2
& verificata anche I’ eguaglianza :
1By = I,(B'e),

in ogni punto di S, cio® la (4).
Pertanto la (3), se si tien conto delle equazioni dell’ equilibrio :

( pFr=gradB, pF =gradp
F,—=8n, Fy=§n

(p densita, n normale interna), assume la nota forma :

(8) J‘pli'x s'ds —}«J‘Fg > &’clc-:—jplf” > 8dS —{-J ;X sdos.
5 9 & o}

5. 11 secondo principio di reciprocith. — Anche il cosidetto secondo prin-
cipio di reciprocita, enunciato la prima volta dal LAND () nel 1887 e di cui
in seguito il COLONNETTI (®) ha dato due diverse dimostrazioni, pud dedursi
dalla (3) o ancora dalla (1).

(") Wochenblatt f. Baukande, gennaio 1887, pag. 25. Cfr. anche G. ArLBuNGa: Sul teorema
di reciprocita del Land, Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1915.

&) Sul privcipio di rveciprocild, Rendiconti della R. Ace. dei Lineei, 1912, pag. 393,
G. CoronNgrrr: Prineipi di staltica dei solidi elastici. E. Spoerri, 1916.
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Come ¢ noto, per dedurre tale principio, si immagina che in un corpo
elastico, in cquilibrio sotto 1" azione di date forze, sia effettuato un taglio o,
e che nel tempo stesso siano applicati sulle due facce del taglio due sistemi
di forze distribuite, equivalenti alle tensioni interne che prima agivano attra-
verso o,. Supposto poi che alle due facce di o, venga impresso un moto relativo
di corpo rigido, tale cioé che V'una faccia compia rispetto all’altra una traslazione
ed una rotazioune, si scrive |’ espressione del teorema dei lavori virtuali.

Orbene ¢ precisamente la formula (1) quella che qui conviene. Infatti, se
indichiamo con:

F, Iy, F; le forze di massa, in superficie e quelle ora applicate su
una delle due facce del taglio o, (sull’ alira saranno eguali ed opposte);

s, B gli spostamenti dei punti del corpo seguiti all’ applicazione delle
forze F, F; e la relativa omografia delle tensioni;

3s gli ulteriori spostamenti dovuti al moto di corpo rigido impresso
alle facce di o, (sopra ciascuna di queste ultime li indicheremo con 3¢/, 3s”
rispettivamente);

B’ la nuova omografia delle tensioni,
la (1), ove si pongano in essa

a=03; wu=—=23s,

diviene :

9 fglf’x Sst-—i-j F,> 8sdo +f Fy X< (3¢ — 38")da, +
8 G Gy

+J‘Il%l((3-g~%£d8:0.
S )
Ma A -=§, e inoltre:

dés |
j{ @dp 48 =0,

per il teorema di MENABREA ().
Pertanto potrd seriversi

(10) IPE’X osdS +j.lf‘c X Bsdo ~|‘J F, > (3¢ — 88")ds, =0.
K} o
('} Tale espressione, variazione del lavoro i’ deformazione, ¢ poi evidentemente nulla

quando la natura dei vineoli che legano il corpo, il taglio o,, e il moto di eorpo rigido
impresso sinno tali da non importare aleunn deformazions elastiea del corpo,
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Volendo ricavare la stessa espressione mediante la piltt recente delle dino-
sirazioni dats dal CorLoNNETTI, senza ciod ricorrere al tecorema di MENABREA,
basta valerst della (3) invece che delia (1)

Posfo in essa

2%, w08 §o=f ~3, vocos,
ha infatti

poiche ¢ grad §-=grad 3 ovunque, ¢ fn=73n sopra s ¢ o,.
Ma, in base alle stesse considerazioni accennate al numero precedente,

=i ha:
ddsy oy ds |
4(ﬁ11) [3(13"{3)(7[)(’

ds
apP’ ap rispettivamente a quelle

corrispondendo le omografie detle deformazioni dos
delle tensioni B’ < B e §.
Pertanto la (11) da ancora luogo alla (10).
Se si pone ora in quest’ultima, secondo fa il COLONNETTI nella prima delle
Opere citate,
(12) 38 — 38" =eK -+ o IKA(P —- 0),
dove:
¢, ® sono due numeri dell’ ordine di |3s;
K & un vettore unitario individuante 1’ asse del moto elicoidale risultante
della traslazione e della rotazione relative impresse alle facce di g ;
0 & un punto dell’ asse suddetto:
P & un punto generico;
si ha infine
(13) J"wx S - J P, 3<Bsdo 1 e JK < B -1- 0 K> M =0,
s 3
espressione generale del secondo principio di reciprocita, nella quale per
brévita si ¢ posto:

(12) | # a1 fir—0Ap do, == .

5 Ty
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6. Il principio del Yolterra. — Nel campo dell’ elasticity ha iufine somma
importanza, benché meno adatto alle applicazioni che interessano gli ingegneri,
il principio enunciato dal VOLTERRA fra caratieristiche di distorsioni e sforzi
da essa generati (*), e che presentas con quello di cui & ¢ fatto menzione nel
precedente paragrafo una notevole analogia.

Sioconsideri uno spazio &, multiplamente connesso, occupato da un solido
clastico non soggetto all’ azione di alcuna forza di massa o in superficie, ma
eventualmente sottoposto a un certo sistema di sforzi interni, rappresentati da
un’ omografia § (funzione finita, continua, monodroma dei punti di S), dovuti a
una deformazione ovunque continua e derivabile, rappresentata dall’ omografia «.

Se i ¢ 1 ordine di connessione dello spazio, si suppongano eseguiti n tagli
(n < m) indipendenti, tali cioé che oguuno diminuisca di un’ unita 1 ordine di
connessione di S

Ove non si applicassero in corrispondenza delle due facce di ciascuna
delle superficie o, costituenti i tagli, delle forze F; distribuite, equivalenti a
quelle che prima dei tagli stessi si trasmettevano attraverso o, le due facce
subirebbero, come il VOLTERRA dimostra, un moto relativo di corpo rigido.

Applichiamo dunque a coteste facce le forze F,, non solo; ma, ottenuta
cosl la immobilith del sistema, imprimiamo noi ora un moto relativo di corpo
rigido alle » coppie di superficie o.

In virtd di queste n distorsioni I'omogratia § delle tensioni preesistenti
all’ esecuzione del tagli subird un incremento 33; in particolare gli sforzi F,
subiranno gli incrementi 23+ (1 normale interna a ciascuna faccia delle a);
queste ultime sono pertanto le forze distribuite da applicarsi al termine delle »
distorsioni al fine di mantenere !’ equilibrio.

Posto poi che sia Za I’ incremento dell’ omografia « delle deformazioni, asso-
ciando al precedente un secondo sistema di incrementi 38, 82’ dipendente da un
secondo gruppo di n distorsioni, risulta verificata la (4), ove si faccia in essa:

x=3f, p=3F
H—=y, v=—3s

(s, &' sono gli incrementi dello spostamento) poiché si ha:
{0 @81 ) noss . (o, d8 ] |
T3 g == L) = L@ =1, )38 T3 | ()

(s

) V. Vorrerra: dnnales de U Loole Normale Supériewre, 1907, pag. 433.
(* 11 principio della sovrapposizione degli effetti, qui valevole, permette di trattare il
solido elastico come se fosse inizialmente libero da tensioni interne.
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Percio la (3), tenuto conto dell’ assenza di forze di massa e sulle superficie
non costifuenti i tagli, diviene:

éx J'(s'i — &)X Gfuds, :.:is_}1 j(s‘ — 8,) X 8f'nds,,
G Gi
nella quale gli indici 1, 2 si riferiscono a ciascuna delle due facce di ogni taglio.
Specificando la natura della discontinuita degli spostamenti impressi () e
introducendo la risultante e il momento risultante delle forze 8fn, e 23'n (carat-
tevistiche delle distorsioni), cost come " ¢ fatto nel numero precedente con le
posizioni (12), (127, si ha:

S KX (ER - o M) =3 KX (B 4+ oM,
1

{ o i1
espressione del principio enunciato dal VOLTERRA.
&

7. I principi di Volterra e di Donati nella Elettrodinamiea. - Mostrero
in questo e in alcuni dei seguenti paragrafi come si possano dedurre in modo
simile anche i principl di reciprocita relativi ai fenomeni elettrici, e poiché 1
fatti fisici che qui prenderemo in esame si svolgono generalmente in uno
spazio aveute una dimensione predominante sulle altre due, premetterd alcune
opportune modificazioni delle formule (3), (4), (b), (6).

8. Si consideri, entro lp spazio S, una superficie ¢ aperta, limitata dal
contorno [ e in ogni suo punto si
conduca la normale.

Se sopra ognuna di queste nor-
mali si prende, a partire da ¢ e
sempre dalla stessa parte, uno stesso
segmento ¢, il luogo degli estremi
dei segmenti cosl costruiti sard una
superficie o’ che, insieme a ¢ e alla
superficie laterale che si appoggia
Pig. 1. al contorno ! (fig. 1), limita un certo

spazio al quale possono applicarsi le relazioni (3)... (6).

() Non & evidentemente necessario, al fine di ottenere una reciprocitd, che la diseonti-
nuith in questione consista in un moto relative di corpo rigido. Ove cid non fosse risulbe-
rebbero allora discontifiue sopra le s le deformazioni 2, 84/,
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Passando al limite per ¢ =0, risultano: la relagione identica di reci-
procita :

(3" ngd 2 > udo +f I, ; Ko - du dc -{—J w X andl =
e

o}

= j grad § < vdo - J},; KB @‘;{ do - j v fndl =0,
a ' i

e le tre condizioni di reciprocitd :

4 fzgf d”d __JI KB- d”‘dc
a3
(5) j grad a X wdo = j grad § X vdg,
<
(6" j‘u > andl :J‘v > Bndl,
7 l

nelle quali » indica la normale ad [ che & tangente a s, rivolta verso I’ interno.

l,

464

Con identico ragionamento, considerando una linea aperta I, di estremi I, 2

Fig, 2

dnnali dv Matematica, Serie IV, Lomo IIL 18
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(Fiz. 2), si ottengono le relazioni:

ooit . t dee
(3" ;’ grad x> wdl l;’ [, | Kz - AP dl -, > al -, X al, =
: ) oy, dug ,
::’ arad 3> edl - ll‘f KB dP dl -0, X380 -+ v, X 31, =0,
i o
) J‘i F e "fi kg L0
{ J Ao T B R e
(" ’ arad o > wd! .W:J‘gr:ul B> vdl,
i )
(6" w, ol b, X al, = v XL, v, X Bi,,

nelle quali ¢, ¢, sono due vettori unitari tangenti alla curva / negli estremi 1, 2.

9. Tutto c¢id premesso, abbiasi dapprima una distribuzione a tre dimen-
stoni di correuti.

Lo spazio N occupato dal conduttore sia limitato dalla superficie o, attra-
verso aleune zone (it cui insiome chiamereimo o)) della quale esso & in comu-
nicazione con ' esterno.

Entro 8 sia definita la funzione scalare 9, polengiale elettiico, derivabile,
con derivate continue, ma eventualmente discontinua lungo alcune superficie
che indicheremo complessivamente con g, sedi di forze eletlromotrici, che
risulteranno chiuse ¢ totalmente comprese entro &, oppure aporte, ma appog-
giate al contorno o di N

Per tal modo lo spazio & puod intendersi suddiviso, mediante le g,, in un
certo numero di parti minori, entro le quali sard lecito ritenere ¢ continua,
derivabile e con derivate coutinue.

Insieme alla 7 sia definita. ancora la funzione vettoriale 4, intensita della
corrente che attraversa U unita di superticie equipotenziale (se il conduttore ¢
isotropo), anch’essa funzione derivabile, con derivata continua,

Le quantita ¢, & sono in ciascun punto dello spazio legate dalla legge
di Ony, che assume ! espressione :

(1 i=— Ii?' grad ¢,

dove £ ¢ la resistenza offerta dall unith di volume del conduttore,
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Sard R costante se il conduttore ¢ omogenco, dipendente dalle coordinate
dello spazio se esso & isotropo, sard infine un’ omografia dipendente dalle coor-
dinate dello spazio, se ¢sso ¢ anisotropo ¢ non omogeneo (')

Si considerino ora due regimi elettrici (chie supporremo permanenti) , 9, #';
i, 9, K" (I, I sono le forze clettromotrici unitaric distribuite sulle supetficie s,),
e nelle (3), (4) si pongano:

—_— S 7
x=9 B=g
w—i wv==A7.

La (4) risulta subito verificata, poiché, ad esempio, si ha:

I Ra

dui}’ﬂ di’
O apiTT

Proml =9 divi’—=0
4 (ll)) 7 )
per la permanenza del secondo regime,

Pertanto la (3) divienc :

J i’ X nds, —;—Lf Y > ndos, -—J"Ri > 'dS =
” ]

3, 5

(1D) :

- J pixcnds, -\ 18 >< nds, “‘“‘J Ri X< 4dN.

oy 3, &

o

Quando, come generalmente accade, il conduttore sia isotropo, risulta
verificata anche la (), e si ha:
(16) J i > nds, ;J B> nds, - :J i X nds, -}—‘ E'ixX nds, .
e

o, S, 3, 3,

B

\

Ii questo il principio di reciprocita di Donati esteso alle distribuzioni
a tre dimensioni. Ove il sistema conduttore non sia in comunicazione con
I'esterno, tale principio assume la semplice forma:

(1) J BV X nds, — J i > nds, .

T N

NPT 1 .
(') Puo dirsi ancora che I omogratia P caratterizza la condneibilitd specifiea del con-

duttore,
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Quando invece manchino le discontinuitd F e la corrente sia totalmente
dovutn a sorgenti esterne, esso diviene

(18} jgoé' > nds, :J'q:’i > da, (N,

3 9

Giova osservare che la /sofropia del mezzo, condizione sufficiente perché
valgano le (16), (17), (18), quando si confrontinoe due regimi permanenti, non
¢ affatto necessaria.

Infatti o che sia verificata la condizione (D), cio¢ perché sia

() RS VAS =\ RE > idS
A;, /

S

basta assai meno; & sufficiente intatti che, pur essendo anisotropo il condut-
tore, sia ad esso applicabile 1o legge di OHM generalizzata e che si abbia

Ri> i’ = KRix ¥

per qualsiasi coppia (¢, ¥'), dove KR ¢ l'omografia coniugata di R; che ¢
quanto dire
By R = KR.

Dunque: perché sia verificata la condizione (5) non & necessaria la iso-
tropia del mezzo, bastundo a tal fine ammettere la legge di Ohm per mezzi
anisotropi e che U’ omografia K sia una dilutazione ().

Se si vuole che la relazione () e i principi di reciprocitd che ne discen-

dono valgano per un qualsiasi spazio & considerato entro il conduttore, la
condizione ()" diventa anche necessaria.

10. La trasformazione che le precedenti espressioni subiscono quando due
od una delle dimensioni del conduttore predominino sulle altre, & immediata.
Basta premettere che in un conduttore filiforme percorso da corrente

(1) Questa espressione il Puppint ebbe gid I’ oceasione di presentare, viferendosi a con-
duttori clettrolitici, in una Memorin: (MHodelli elettriei per lo studio delle acque filtranti,
« Il Monitore Teenico », 1922, u. 18; Verifica sperimentale ecc. ... « 11 Monitors Tecnico », 1922,
n. 35)'nell:t quale propone di ricondurre lo studio del funzionamento idrodinamice di una
talda artesiana a quello elettrodinamico di un modello elettrico di egual forma.

() Cfr. 0. Lazzawino: Atti della R. Acead. dei Lincei, 1917, I Semestre, Pase, 1, Sulla
estendibilitd del teorema di reciprocita del prof. V. Volterra...
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chiamasi segione in un punto la superficie Q, normale alle lince di corrente,
passante per guel punto, limitata dal contorno del condutiore, e infensita di

corrente in quella sezione il vettore risultante fidQ, che comunemente si

Q
indica ancora con 4.

Ma quando interessi, come nei fenomeni di induzione, la posizione geome-
trica del conduttore rispetto ai corpi circostanti, un conduttore filiforme verrs
approssimativamente trattato come un tubo di flusso a sezione infinitesima ;
cio che verra fatto nel seguito.

Analogamente, una distribuzione superficiale, cioé una lamina piana o
curva percorsa da correnti, si intendera il luogo di una semplice infinita di
linee di flusso, mentre 'intensitd avrad un significato del tutto corrispondente
a quello sopra definito per una distribuzione filiforme.

Cio che invece importa rilevare si é che la funzione potenziale elettrico
deve ritenersi, secondo 1 esperienza, una funzione che non subisce disconti-
nuita nel pasSm‘e dalla superficie dei conduttori al coibente circostante, e che
risulta nulla la derivata di tale funzione secondo una qualsiasi direzione nor-
male a dette superficie. B dunque possibile, ¢ in modo semplice, completare
entro lo spazio coibente vicino a un conduttore filiforme o laminare, la defi-
nizione (puramente fittizia, ma fatta in maniera da conservare la continuitd)
delle funzioni che figurano nelle (3)... (6", (3")... (6”), che sono state dedotte
dalle (3)... (6) precisamente operando, mediante una trasformazione continua
dello spazio 8, sopra funzioni definite in uno spazio a tre dimensioni. Po-
tranno cioé applicarsi le (3)... (6') alle distribuzioni superficiali, e le (3")... (6")
a quelle filiformi,

Cio premesso, abbiasi una rete di conduttori filiformi, in comunicazione
con 1’ esterno.

Anche in questo caso, posto che in qualche ramo abbiano sede delle
forze elettromotrici, intenderemo che i punti corrispondenti (punti di disconti-
nuita della funzione ¢) suddividano la rete (ctr, Fig. 3) in un certo numero #»
di campi lineari [ separati, in ciascuno dei quali percio il potenziale elettrico
risulterad continuo.

Pertanto se con ¢ indichiamo la corrente totale che attraversa una se-
zione generica @, e consideriamo ancora due regimi permanenti, le (4”), (5”)
risultano senz’ altro verificate, e la (3”) (cfr. n. 8) diviene:

T r 3 r
}l:'i',x > ?ll -+ 21“""2 x ’15\,'3 == \{‘il > :P/ll 1= )fie > (.\0/,2 .
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Se poi indichiamo con a il mwumero degli estremi della rete, attraverso i
quali essa comunica con Uesterno, ¢ con e (Y il nwmero delle discontinuita /¢
del potenziale elettrico, e separiamo dai primi i 2w estremi costituenti due

12
I

‘_,______,.

Fig. 3.
a due le forze elettromotrici F, la relazione ora scritta, ove si tenga conto
anche del fatto che 1 vettori unitari ¢, ¢, sono diretti, salvo il senso, come i
ed ¥, assume la nota forma:

m

7% n m
(19) Si'p 4+ 2I'E = Xigp' - 2il,
1 1 1 1

data dal DoNaTI al suo principio ().
Corrispondentemente ai casi che danno luogo nelle distribuziont di spazio
alle relazioni (17), (18), valgano qui le seguenti:

w m

(20) ZVE =3Ik
i i
n 13

(21) Ni'p = Xy,
t t

i) m & il numero delle localith ove, o nel prime o nel sceondo regime o in tutti ¢ due,
trovansi situate le forze elettromotriei.

) Rendieonti della R. Accademin delle Scienze di Bologna, Novembre 1399, febbraio 1900,
maggio 1910,
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11. Del principio ora dimostrato il DONATI, nella seconda delle citate
Memorie, ha dato un particolare enunciate atto a importanti applicazioni.

Si scriva la (21) relativamente al case in cui i due regimi elettrici siano
dovuti all’immissione di correnie, dapprima a mezzo di una coppia di elet-
trodi (a, b), poi a mezzo della coppia (¢, d). Si ottiene:

(22) bal®'a — ©'p) = TealPe — Pa):

per cui, se R,,, R, sono le resistenze, in virth della legge di OHM risulta
ancora:

Pa—%0 1 _P—%a !

Ye—9a Ra 9a—¢ Rea’

espressione chie il DoxaTr applica alla risoluzione di alcuni quesiti di elettro-
dinamica.

La legge (22) va posta, per la veritd, in relazione con altra, perfettamente
analoga, data dal VOLTERRA nel 1882 (%), relativa a distribuzioni di spazio.

Essa si deduce dalla (18), cioé ammettendo che sia ovunque continuo il
potenziale elettrico e che siano verificate le condizioni (4) e (b).

Considerati quattro punti 4, B, C, D interni o sulla superficie del con-
duttore e tracciatey facendo centro in essi, quattro piccole sfere di raggio e,
si supponga che in un primo regime, permanente, un flusso I di corrente esca
dalla sfera di ceniro A ed. entri attraverso quella di centro B, e che succes-
sivamente durante un secondo regime, anch’esso permanente, un flusso I’ esca
dalla sfera di centro C e vada a quella di centro D,

La formula (18), indicando con a., op, ¢, op le superficie delle quattro
sfere, diventa allora

Jqoi’ X nde = jcp'z‘ X nda,
3,4+0g 45,0y O H+0p+ogtay,
essendo 9, ¢ il potenziale e Iintensitd di corrente relative al primo regime,
9 ed i’ le analoghe quantita relative al secondo.
Questa relazione risulta verificata per qualunque valore di e; in parti-

1) « Il Nuove Cimento », 1882, Terun serie, Tomo XI: Sopre une legge di reciprocitd
nelle distribuzione delle temperature e delle corventi galvaniche costanti in un corpo gqualunque.
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colare quando si passi al limite per e =0, Ma in tal caso si ha:

lim J)"oi’ X NG == oy 4 XJ"ndc =0

Eum

°a °a
lim J'cpi' > ndo = ppi'p X j'ndc =0
g==0
°B B
lim J'qn" NN = ¢gfi' < nds = ggl’
=0
: OS¢ %¢
lim Jcpi’ X n= goDJ‘i’ X ndo = - gpl’,
£=0 ) .

e cosi dicasi dei limiti dei quattro integrali del secondo membro, i cui valori
sono ¢'al, — ¢'pl, 0, O rispettivamente.
Avremo dunque:

(v — 3oV = (¥'4 — '),

identica alla (22); e, se si suppone ['=1:
(22) o—9p=914—¢s,

cioé: se in un conduttore « tre dimensioni di cui la conducibilita varia da
punto a punto si fo passare una corrente di intensita 1 da un punto A «
un punto B, ¢ in due punti C ¢ D si ha una differenza di potenziale,
otterreino la stessa differenza fra i potenziali dei punti A ¢ B quando si
faccia entrare da C ed escire da D la stessa corrente di intensita L.

K questo il teorema di VoLTERRA, valevole evidentemente anche quando
i valori ¢u, 98, ¢'¢, ¢'p non sono finiti, purché il loro ordine di infinito sia

. . L1
inferiore a quello di o

Una estensione del suo teorema fu data in seguito dal VOLTERRA nel 1915
(Rend. Accad. dei Lincei; 1° sem., pag. 231, 542) al caso di una distribuzione
superficiale (') soggetta all’azione di un campo magnetico, con la condizione
che il campo agente in un regime sia eguale ed opposto a quello agente
nell”altro.

(1) Converrebbe in questo easo valersi delle formule (3%.. (6').
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L’ enunciato non differisce da quello sopra riportato e pud senz altro
ritenersi valido anche per conduttori a tre dimensioni, non omogenei ed ani-
sotropi ('), ma sotto particolari condizioni.

Aminesso, in tal caso, che la variazione subita dall’ intensita @ per effetto
del campo magnetico dipenda da una certa omografia 3/ e precisamente che

I . 1 .
questa variazione sia rappresentata dal vettore 3 grad g, si assumerd come
1

intensita di corrente l’espl‘essione
P= >4 = orad P;

e conseguentemente varrd la (18), o, in particolare, la (22", quando i regimi
posti a confronto siano permanenti, e quando sia verificata la condizione (5),
ciodé si abbia:
1 1\t ga! 1\!
o) dixvdS=|{% — =) ¥ >ids.
J(R+M) P Eds ‘(1‘3 M) boC e

5 4

r

Ora a questa condizione, per qualuunque spazio S8, si soddisfa, e solamente,
supponendo

1 1 1 1
§+M~4E“@’
K essendo il simbolo della omografia coniugata, cioé quando sia

1 1 1 1
=5 wTEu

1 A .
AT, (quindi anche le loro inverse R ed M) devono
dunque essere: I'una una dilatazione, U altra un’ omografia assiale (%).

1
Le omografie -5 e

12. Si osservi come finora si siano posti a confronto due regimi perma-
nenti, il che iwporta il verificarsi della (4) o della (4”), a seconda che c¢i si
riferisce a una distribuzione di spazio, o a conduttori filiformi.

() Cfr. E. Freba: Rend. Ace. dei Lineel; 2° sem. 1916, pag. 28. Cfr. anche O. LAzzARINO :
id. id., 18917, 1° sem., pag. 596.

(%) Cfr. O. LazzariNo: Rend. Acead, dei Lincei; 1925, Vol. 11, n. 3, 4: Sulle condizioni
di esistenza del teorema di reciprocita del Volterva.

Annali di Matematica, Sevie 1V, Toemo ILI. 19
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Orbene ¢ importante ricordare che, ove si confroutino clementi istantanei,
corrispondenti a due diversi istanti, di un regime varie, la divergenza della
corrente non ‘¢ generalmente nulla (%)

Pertanto, avremo che la (16), quando si tratei di conduttori isotropi o ad
anisotropia soddistacente alla condizione (B)”, diviene :

J;:L" > nds, |‘ I > nids, |A~"p div i'dS ==
(2 ¢,
S -, §

(23) ot

:_J P nds, -ri—J I'¢ X< nda, {J ¢ div idS;
- .

3l N
¢ la (19):
" ni L o n 3 r
(24 Yyl -3 1- EJ pdiv ¥dl == D" 21§ - EJ;O’ div idl.
] 1 1 It I 1
; {

Praticamente pero la dipendenza dal tempo degli elementi della corrente
¢ tale che, in confronto con la corrente di conduzione i, quella di sposta-

mento a,al; & trascurabile (%)

Pertanto le (16), (19) saranno applicabili ancora ai valori istantanei di una
corrente non permancute, purcheé, come osserva il DoNarr, per forze clettro-
motrici si intendano le risultanti di quelle impresse e delle forze elettromotrici

sviluppate per induzione.

(1 Indicando con w I corrente totale del Maxwern, ¢ con D lo spostamento, si ha:

. D ; . . \ . .
we=d+ry dove la sola corrente w0 & solenoidale; per cui sard solenoidale @ selamente
é
. ol
quando sin tale R
4
() indicando eon B la forza elettrien, K ln costante dielettrica del conduttore, i la
sua condueibilitd specifica, si ha:
D KuE i
b T Amgt T

Percio nel cano delle corventi alternate La condizione di trascurability di at di fronte.

ad i, indicando con o la pulsazione, si traduce in quella che sia trascurabile di fronte alla
unity il rapporto:

KoM
L}% ot K ®
Al dnk’

condizione che nellan pratiea pud ritenersi sempre verifieata,
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Il Doxari ba tatto in proposito un’applicazione del suo principio al caso
in cui la rete dei conduttori considerata al numero 10 sia attivata da forze
clettromotrici alternative sinussoidali a pulsazione costante (%)

Ma non entreremo in tale questione che richiederebbe ulteriori modifica-
zioni delle formule fondamentali, poich¢ nell’ enunciato compaiono elementi
che dipendono da variabili complesse.

Piuttosto ci proporremo di specificare la forma assunta dalle (16), (19)
quando si pongano a confronto non le cosidette caratteristiche, ma i valori
istantanei della corrente ¢ degli altri elementi che la distinguono,

13, A tale scopo rammentiamo anzitutto che il campo eclettrico, in ogni
punto di uno spazio sede i fenomeni elettromagnetici, ha il valore:

(29) BP=—gradgp — 4 %% ,

dove ¢ ¢ il potenziale, 4 la costante clettromagnetica, ¢ U ¢ il potenziale
wvettore, delinito in una distribuzione filiforine, alla quale per sempliciti inten-
diamo per ora di viferivei, dalla relazione:

(26) U= Ejj @@

essendo j il modulo dellintensitd istantanea della corrente che attraversa
elemento lineare di, » la distanza di questo elemento dal punto nel quale
si caleola il potenziale vettore.

Allora se scriviamo la legge di OHM nella forma :

1
§=A\E, ()\: —
(’ \ 1{)
avremo, tenendo conto della (25):
- 1, U
(20 gm.d,p_—ij-/{-—aé—-,

relazione che tornera utile nel seguito.
Cio posto, ammettendo che la (47) sia verificata, il che sempre accade in
pratica, quando si pongano in essa:
— SR
| r=% B=¢
Lu=j v=j,

¢ Rendiconti della R Aceademia delle Seienze di Bologna, 28 marzo 1917,
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la (B3") assume la forma:
kil H m
\J / A4 \] ¥ . \l Y
‘ 7 {—‘ S ‘jg‘r:md X 4 =X - ‘]/” -1- Jomd P > Jidl.
i ! '

Questa relazione pud intendersi U enunciato di un principio di reciprocita
che lega i valori istantanei f, 9, F; 7, ¢/, I relativi a due diversi istanti di
un regime non staziondrio, quzmlom non sia wddisfntm Ia relazione ().

Ma essa, tenuto conto della (27), pud anche scriversi:

(28) Sy 7 ;-xj*lf;'—lt\‘f Ja=% Sy’ A — Aﬁjalf»-x,jd/,
1 a 11 D/

eincche¢ in ogni punto della rete si ha:

1 L, .
X JXJ = i) X7
mentre la condizione (5”) diviene:
(29) hat BUX jdl ::.‘.‘IJ o > Jdi (Y.
g 967 P

[Esaminiamo questa condizione.
Il primo membro, per la (26), pud scriversi:

LJ [ g’— f“]x.f’dl,
i !l

e poiché la corrente che circola e la sua derivata rispetto al tempo sono le
stesse in tutti i punti di uno stesso ramo, esso primo niembro risultera di
termini del tipo

dj, dl ,0J dl Y]
J [ Blék 7“] X' ‘dl —~]1L ’\ka il ><J == A/‘Ih.k./h é/;y
bl b
dove con /i, k si indicano due rami generici.
Percio la (29) assume la forma:
9 Lo 9
(:)0) E _l A/Ikk In ]k -—:- :J L A]k}i.}h ‘/k‘ .
, ot P 2t

h=1 k-

(1) Con » si indiea qui il numero dei singoli rami, numero generalmente diverso da
quello dei enmpi lincari nei quali si & detto di intendere suddivisa la rete al principio
del § 10.
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In questa i coefficienti My, dipendono solamente dalla forma e dalla posi-
zione geometrica dei rami 2, k.

Ove questi siano chiusi tali coefficienti prendono notoriamente la deno-
minazione di coefficienti d’induzione mutaa.

Quando la (30) sia verificata, il principio (28) si riduce alla solita relazione:

(31) i S K =2jy - Zjl.
1 i 1 1

14. Giova osservare che la condizione (30) ¢ senza dubbio verificata

quando in ogni ramo sia:
A .

(32) 7d=sZ.
Questa condizione sufficiente, ammesso che le intensitd siano grandezze
alternative a pulsazione costante, pud trasformarsi nel modo seguente.

Valendosi del noto schema secondo il quale il valore istantaneo di tali
grandezze alternative risulta la proiezione sull’ asse reale di un vettore c¢he
ruota con velocitd atigolare costante ® mantenendo un estremo nell origiune,
¢ indicando fra parentesi quadre le proiezioui suddette, si ha:

J =175 ==, cos (9 + wl),
dove

J = jme™®
& la caratteristica di j, cio¢ il vettore ruotante (di grandezza j,,) al tempo
{==0, ¢ ¢ & la fase.
Derivando rispetto al tempo, risulta:

g = [iwje"™] = wj,, cos (cp I b 4 g)
Analogamente pud scriversi:
J =J'm cos (0 -+ o't
glt, = w'j’,, cos <qo' + o'l - 7_5),

quando si considerino gli elementi relativi a una seconda corrente, di pul-
sazione «' e fase o'
La (32) diviene allora:

(B2)  wcos (¥ + w't)cos (go ol + 3;) = w0’ €os (p + ol) cos (',o’ 4wt ;:),
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per soddisfare alla quale ¢ sufficiente che sia

/.__..
33 =
[ @ 4wt =9 + o't - kr.
Percid, quando si confroutino gli elementi di duc correnti sinussoidali, il
verificarsi della (32 o, in particolarve, delle (33), assicura la validita del
principio (31).

15. Quanto si ¢ detto al n. 13 pud ripetersi nei riguardi delle distribu-
zioni di correnti non stazionaric in uno spazio a tre dimensioni,
Ricordando che il potenziale vettore ¢ in tal caso definito dalla

dove j indica Uintensita della corrente che attraversa Uunitd di superficie
equipotenziale, se il conduttore ¢ isotropo, ¢ valendosi dei soliti simboli, si
trova, in luogo della (28):

J of > ndo, - J Ij’ > ndo, — IJ aa[". AN =
), o

Iy Ty

(34)
::;jq;’j > ndo, kj 1< nds, — A‘ aa(j > AN,
3 Ty K

3

Questa relazione & vincolata all’ isotropia del conduttore o quanto a meno
alla condizione meno restrittiva indicata al termine del n. 9, essendosi elimi-

. . . T | , v g
nati gli integrali estesi ad § delle funzioni ijj e )1\) > 4.

Non vi ¢ luogo qui a semplificazione alcuna nei riguardi della condizione

2u
J ot

A

scjas = (2 < jas,
N

poiché i tubi di flusso relativi a una distribuzione possono differive da quelli
relativi all’ altra.

Da quanto finora si ¢ visto circa le correnti variabili puo dedursi che
generaimente un principio di reciprocita semplice come quello (16) o il (19
non vzﬂe, e che una tal forma si conserva solo ove si considerino degli istanti
particolari; la qual cosa aveva trovato anche il DoNarTr che enwicio, come
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s’ ¢ detto, un principio che lega le caratteristiche, ciot le grandezze degli
clementi in un particolare tempo: quello iniziale.

16. Un caso particolare della legge (28) si ha quando la rete risulti co-
stituita di uno o pit circuiti chiusi, nei quali il potenziale sia ovunque con-
tinuo e quindi la corrente dovuta a fenomeni di induzione generati da varia-
zioni del campo elettromagnetico circostante.

In tal caso la condizione (29) & forzatamente verificata, in virtit della (28),
e costituisce essa stessa uu particolare principio di reciprocita (')

Ponendo fuori del segno d’integrazione 'intensita della corrente, la qual
cosa risulta lecita in pratica in virth della proprietd solenoidale ricordata
al n. 12, si ha:

- ol ool
; yirtoY =3il%
(35) ljj 3 <A =35 Sy e,
i !
dove i indica il numero dei circuiti.
Potendosi scrivere
ro,0 ~ ro9
x 0 Y — Vi ’
¥ aJUX‘” %) StJU dl,
1 1

e notando che gli integrali soprascritti valgono i flussi (che chiameremo @, @)
dell’ induzione magnetica abbracciati dai circuiti, risulta infine:

.o n 30
36 2j o =2j =
{ ) ]‘j at 1] at’
legge che non ha peraltro carattere di novita, essendo una immediata conse-
guenza dalla nota relazione:

. A3® )
T R¥ 7
nella quale j, corrente indotta nel circuito, ha senso solamente quando, come
nel caso presente, essa sia solenoidale.

17. Nei numeri 9 e 15 i principi relativi a distribuzioni di spazio sono
stati enunciati in base all’ipotesi che il mezzo conduttore sia isotropo, o a
quelle meno restrittive indicate al termine del n. 9.

(Y Cte. V. Gowtr 8w una reciprocité fra wvaviationi di flusso & induzione magnetica e
correnti indotlte in circuiti elettrici; « Bollettino dell’ Uniene Matem. Ttal, Anno T, n, 5.
(*) Cfe. A, Rorrr: Klementi di Hisica, 11, § 462, 169,
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Ove tali ipotesi non siono verificate comparird al selito in ciascun membro
di ogni eguaglianza un termine in pil.
Cosl la (16) diverra:

Jgoll’x nds, -+ B’ > nds, —J Ri > dS =
oy dy 8
(16" o .
:J @'t X nds, —}—J Vi nds, ~ f[ii’ X idS,

3, gy 8

e la (34), ricordando che I'omografia ; si & gia indicata con R:

A
N ’ nk 2 27 4 a l] 4 ‘v
@) X nds, -+ ’13,-; X nda, —\Rj X jd&8 — 4 a7 X FdS =
Gy ::2 8 N

(34)) ,
= {9’ X ndo, +J. E'j > ndo, —jHj’ X jdS — 11} aﬁa{g]_ > JdS.
EN s N

9y

19. Dopo esposte le reciprocita pit importanti che valgono nella Elettro-
dinamica, terminerd ricordando quella stabilita da Gauss nell’ Elettrostatica.

Tale principio non & qui fuor di luogo, in quanto occupa nel campo dei
fenomeni elettrici lo stesso posto che occupa il principio di VOLTERRA nella
statica del solidi elastici.

Si consideri un sistema di conduttori isolati e si suppongano assegnati
loro due diversi sistemi di cariche, ¢, ¢'.

Il potenziale di ciascun conduttore assumera corrispondentemente i valori
%, ¥, ¢ la forza elettrica in ciascun punto del campo i valori K, E'.

Chiamando o la superficie che limita ciascun conduttore, ed @ quella di
una sfera sufficientemente grande perché possa-contenerli tutti, si applichino
le (3), (4), () allo spazio S compreso fra la & e le o, dopo aver posto:

j =7 p B=¢
| w=KE | v=KE (K costante dielettrica).

Risulta subito che le (4), (B) sono verificate.
Infatti ¢

e 101 0y (g i (s =
'([,f](oc u’l’ﬁdb _“ o div (KNEYIS =0,

N
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. s 1 . .
yoiche KK, a meno del coefficiente —, & secondo !'immagine del MAXWEL,
]. 3 4:75’ b ]

o spostamento di un fluido incompressibile. id & ancora, quando si suppouga
isotropo il dielettrico, o ad anisotropia caratterizzata da uua dilatazione:

J’ grad a > edS = — f EX KEdS = — j K> KEdS = [ grad 8 >< vdsS,
¥ b4 % &

in virtl della relazione:
FE = — grad o.

Pertanto la (3) diviene:

3 f KB >< nds -i- j KB > nd9Q =¥ f ¢ KE>< ndo + J CEKE ndQ.
; Q@ Q

] e

Se ora si fa crescere indefinitivamente il raggio della sfera, la relazione
soprascritta si semplifica nella

5 J}ozm' > nds =X j Y KEX nds,
o]

3
giacché il modulo di KK diviene, quando il raggio tende all’ infinifo, un infi-

nitesimo di terzo ordine rispetto all’inversa di questo raggio.
Infine, per essere

J KE > nds = 4nq; j KE > nds = dng,
37 o]

e ¢ costante su ciascuna sfera, risulta:

(87 Zpq’ = X¢q.

20. Il principio di Puppini. — Si consideri un ammasso poroso occupato in
una certa sua regione S totalmente da acqua (o da un qualsiasi altro liquido)
in movimento. Lo spazio N risulti limitato da un complesso o di superficie,
parte permeabili, parte impermeabili.

Indicando con z la quota di un punto generico di & sopra un piano oriz-
zontale di riferimento, con p la pressione unitaria nell’ intorno del punto, con w

Annali di Matematica, Servie 1V, Tomoe III. 20



158 M. Lunut: L principio di reciprocitd nella Fisica

il peso speeifico del liquido (che si suppone omogeneo), e posto

P

(38) #d- o= I {carico piezometrico),
(39 ‘= - grad b (pendensa motrice),
si ha notoriamente :

(40) q =1,

espressione della legge Darcy-RrrTeg, dove ¢ ¢ il vettore portata per unita
di superficie di egual carico piezometrico, se il mezzo ¢ isotropo, e p & il
coctficiente di filtrazione (*).

Cio posto, se I, £, q; W, [, ¢' sono due diversi sistemi di carichi, pendenze
motrici e portate corrispondenti a due diversi regimi idrodinamici (non neces-
sariamente permanenti), si ponga nelie (3, (&), O):

o == =N
(410 5 o F
[ w=¢q v=4q.
Con c¢io la (4) & senz altro verificata, per essere ad csempio:
. s
T dq N
I Koeo— =11l |]=hdivg =0
' danrh AP ! ’
per la continuithi del moto ¢ per la incompressibilita del iluido.

4

Pertanto la (3) assume la forma:

(42) — f/’x nf'dsS +J)/u1’>< ndg = —J}"X pfdsS -{:fh'q > nds,
fS' ] 5 g

ove si ¢ tenuto conto delle:
j gradh=—f | grad ' =—F"
] — * ] ’ o ’
l q=unf | 0 =pf.

Supponiamo ora che la funzione p sia in ciascun punto dell’ ammasso
indipendente dalla direzione del moto, cioé che I'ammasso sia idraulicamente
isotropo, oppure che, mancando 1 isotropia, I omografia  sia una dilatazione.

In tal caso ¢ aliora verificata anche la (9), e la (42) si semplifica nella:

(43) th' > ndo -:_Ih'q > ndo.
3 3

(1) Nei riguardi di questo coefficiente pud farsi anche qui Pipotesi che sin un’omotetic
per ammassi porosi isotropi, che sia un’omoyrafic quande venga a mancare isotropia.



M. LeLnt: Il principio di reciprocita nella Fisica 1Y

I2 questo il principio di reciprocitdh dovuto al Puppini (Y). Esso risulta
come conseguenza di fre ipotesi: il verificarsi della legge Daroy-Rrrrer, la
incompressibiliti del liquido e l'isotropia del mezzo (o, pilt generalmente, la
anisotropia individuata da una dilatazione).

Ma condizione essenziale a che possa enunciarsi un principio di reciprocita
¢ solameute il verificarsi della prima unitamente ad una delle due rimanenti.

Quando ad esempio sia v indipendente dalla direzione del moto, ma, per
essere il moto vario, si voglin tener conto della lieve compressibilitah del
liguido ¢ non valga quindi pit la (4), si ha:

(44) Jh div g'dS »»lr‘j'hq’ > nds :jh' div gdN "'I-J g > ndas.
A“"

g S 3

Le (42), (44) rappresentano pertanto due espressioni pitt generali delia (43),
corrispondenti al non verificarsi di una delle due ultime ipotesi necessarie alla
validith della (43) stessa.,

Praticamente quest’ ultima sara accettabile ove si pongano a confronto
due regimi permanenti, nel qual caso scompare 1 effetto della piccola com-
pressibilita del liquido, e quando I’ammasso poroso sia costituito, o da piccoli
elementi sferici di grandezza variabile con continuitd da punto a punto, o da
elementi di tal forma che risulti una dilatazione I omografia p che caratterizza
la permeabilith del mezzo, il che importa il verificarsi della (40) ¢ della (B) (3.

21. Anche I’ esteusione data dal PUPPINI al teorema (43) in base al prin-
cipio della sovrapposizione degli effetti risulta immediata, mentre lo stesso
principio di sevrapposizione & sostituito qui dalla proprieta lineare degli ope-
ratori grad ed I,.

Si counsiderino infatti tre sistemi di carichi, pendenze motrici ¢ portate
hy £, a; IV, f, ¢ 1, £ q", corrispondenti a tre diversi regimi di deflusso
attraverso S; il primo preesistente all’ attivazione mediante pozzi di una certa
zona o del contorno o, zona che in questo primo regime ¢ dunque in riposo;
gli altri due regimi dovuti a due diversi modi di erogare acqua attraverso o, ;
e si ponga nelle (3), (4):

(45) jra=N--h B=M -1
n=q" " —q v=¢q¢—q.

() U. Puppint: « Il Monitore Tecnico », novembre 1911.
(®) Di questo principio ha avato oceasione di occuparsi anche lo serivente in una nota
apparsa sul « Monitore Teenico, nn. 30-32 dell’anno 1923; n. 21 del 1924,
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Si riscontra subito che, ammessa la incompressibilith dell’ acqua, o la
permanenza del moto, In (4) ¢ vervificata, perché si ha ad esempio:

du , o .
[,; Ko - {iﬁs = hYdive’ —divg)=0.

Percio la (3), ove si indichi con g, la parte di s residua dopo 5, e si
tengano presenti le (39), (40), (45) assume la forma:

'—J‘(}‘" — )X WSf" = FdS -!-J‘(h’ — )" —q)>X ndo ==
S

g+,

(16)
= — J(f" — )X — f)AS + j (W' — IXq' — q)>< ndo.

N8 9, 4-0

E se si suppone isotropo il mezzo, oppure che sia p una dilatazione, con
che anche la (b) risulta verificata:

J(h’ —h)g" > nds, 4—1(/&’ — W) q" — q) X ndo, =

9y Sy

(47)
::J”(h” — g > ndo, -I—J (" — g — q)X nds,,

9y O

poiché ¢ ¢ nullo su g,.

A questo punto, tenendo conto delle reali condizioni nelle quali si pre-
sentano le falde artesiane (‘) in natura, pare lecita I'ipotesi che sia trascura-
bile il secondo termine di ognuno dei due membri della (47), in quanto le
depressioni (W — h), (R — h) prodotte nelle lontane zone permeabili della
superficie g, attraverso le quali la falda comunica con serbatoi naturali o con
sorgenti »(quzmdo lo spazio S considerato si estenda sino a quelle) possono
ritenersi assai piccole in confronto con quelle provocate su s, , mentre d'altra
parte, per la continuita, il coutributo totale delle portate unitaric q su g,
e (¢ —q) su o, (e rispettivamente ¢” s g, e (9" —q) su g,) risulta invariato.

Sotto quest’ ultima condizione potrd dunque scriversi:

(48) J)(h’ — g > nds, :j\(h” — hyg’ > nds,,
4 Sy

() Alle falde freatiche occorre applicare genz’ altro la (47), poiché fanno necessarinmente
parte della zona permenbile di 3, aleuns superficie che devono allacciarsi a o, e che sono
gquindi » distanza finita.
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che & il noto terzo enunciato dato dal PuppINt nel 1914, nel quale gli inte-
grali sono estesi alle sole superficie attraverso le quali i pozzi comunicano
con la falda.

In merito a questa espressione, atta ad interessanti applicazioni, dovra
pertanto avanzarsi una riserva in pit olire alle tre, della validita della legge
Darcy-Rrrrer, dell’ incompressibilita del liquide (quando il moto & vario) e
dell’ isotropia (o della anisotropia corrispondente a una dilatazione): quella
della effettiva trascurabilith delle depressioni (' — I) e (" — h).

Quando cid non fosse la (48) risulta solo I’ espressione approssimata di
una legge rigorosamente espressa dalla (47).

Si & detto poco sopra che le depressioni (B — k), (" — h) da ritenersi
trascurabili sono quelle corrispondenti alle lontane superficie o, delle sorgenti
(quando § si estenda sino a quelle); ma effettivamente, perché¢ vaiga la (48),
non occorre che § si estenda a tutta la parte della falda permeabile occupata
dall’ acqua, ognuna delle - relazioni soprascritte potendo essere riferita anche
a una piccola parte dell’ ammasso, purché della sua superficie limite faccia
parte la a,.

In tal caso le depressioni (A" — h), (R - h) non sarebbero pil trascurabili;
ma ¢ facile riconoscere che possono allora, e in ogni caso, elidersi, per es-
sere eguali, i secondi termini della (47), solamente quando la parte permea-
bile della superficie o, pud con deformazione continua portarsi a distanza
infinita, senza uscire, s'intende, dallo spazio occupato dall’ acqua.

Infatti, serivendo la (47) uella forma abbreviata

(% ! ’
(47) |+ J =| + j :
% s % Ty
e facendo variare di posizione la o,, si scorge facilmente che gli inte-

>/
grali J, J subiscono eguali inerementi.
Gy O,

Supponiamo allora che o, possa portarsi a distanza infinita. Corrispon-

dentemente andranno a zero j € J,; dunque questi integrali erano eguali
Iy T
anche prima della deformazione di s, e possono togliersi dalla (47).
Reciprocamente: se per una qualsiasi coppia di regimi idraulici si ha

* 7
3, o,
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lo spazio N deve essere infinito. Poiché basta supporre che o, sia una super-
ficie di egual carico in ciascuno dei tre regimi (preesistente e di attivazione
dei pozzi) e che sia ivi 2'=1".

Risulta allora che, comunque si emungano i pozzi atiraverso g, sempre
deve essere:

(' — ll)j(q” — ) X ndo, = (" — /t)J‘(r]’ gy nds,,
ag

Ty 2

dove & ' — hh=N"— h in ogni punto di o,.

Orbene queste due differenze devono anche essere nulle e quindi deve o,
trovarsi a distanza infinita da o, altrimenti ne seguirebbe U assurdo che sono
eguali le portate affluenti ai pozzi unei due sistemi di crogazione, portate che
sono invece del tutto arbitrarie.

Dalle considerazioni esposte risulta dunque che, a rigore, a nessuna falda
artesiana () ¢ applicabile la legge (48), laddove unella pratica potra questa
relazione applicarsi con tutta tranquillith alle falde occupate dall’ acqua per
una notevole estensione.

22, Terminerd 1" csposizione delle leggi di reciprocith che si riferiscono
alla filtrazione, osservando che potrebbe in tale campo cnunciarsi anche un
teorema identico a quello che il VoLTERRA ha dato nella elettrodinamica, sia
valendosi della formula (43), sia ricorrendo alla (48).

Se non che sotto ciascuna delle due forme esso teorema perde molta
parte dell’interesse che gli & stato riconosciuto nel caso di una corrente
elettrica o di un flusso di calore,

Infatti, riferendosi dapprima alla (43), va posto in rilievo che sono ne-
cessariamente incluse, nel complesso o delle superficie che racchiudono la
falda permeabile, anche le lontane superficie o, di alimentazione ¢ di eroga-
zione attraverso le quali la falda comunica con [ esterno.

Pertanto in ciascuno dei due regimi posti a confronto, le superficie di
immissione (g4, Gg, secondo le notazioni usate al n. 11) dovrebbero necessa-
riamente coincidere con g,, mentre o e op potrebbero effettivamente rap-
presentare quelle relative a due pozzi distinti B e D. Inoltre couverrebbe
immaginare che in un regime si erogasse acqua dal solo pozzo B, e che
nell’altro si ponesse in azione il solo pozzo Dj; infine la falda permeabile

) Alle falde freatiche, ripetinmo, non pud in aleun caso convenire la (48), poiché a far
parte della zonn permenbile di o, sono anche necessariamente le superficie che si eollegano a g,
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dovrebbe supporsi inizialiente in riposo, se si vuole che la portata erogata
da ciascun pozzo eguagli quella entrante attraverso la superficie ag,.

Cio posto, essendo sensibilmente invariabile durante qualsiasi erogazione
il carico sulla lontana superficie o,, risulta, detto A il carico preesistente ai
due regimi della falda in riposo:

(h—NWplp=h —NWp)Qd'p

dove 2'p, (g sono il carico piezometrico e la portata relativi a un regime,
'y, Q'p le analoghe quautita relative all’ altro.
Se poi si suppone §'p = @'p, si ha:

h—h'g=h—NDp

relazione che ¢ evidentemente contenuta nella (48).

Ove ci si valga, invece, della stessa relazione (48) e si considerino
quattro pozzi distinti, si ottiene si una legge nuova, di cui é immediato
Ienunciato, ma non presenta questa un notevole interesse pratico, giacché
bisognerebbe supporre che durante ciascun regime I'’acqua che si attinge da
un pozzo fosse contemporaneamente versata in un altro.

23. Il principio di Lorentz. — Ripeterd qui, per essere completo, un teo-
rema di reciprocita, dovuto al LORENTZ ed esposto dal BURALI-For1l e dal
MarcoLoNGoO nel secondo volume dell’ Analyse vectorielle générale, relativo
ai moti vorticosi dei liquidi viscosi.

Osservando che le equazioui dell’ equilibrio seno in tal caso:

N o dv
(49) ( gmdp_p(lf"'w—%)
{ B“ = F, ’

v

dove F, F; sono le forze agenti sull’unith di massa e in superficie, v & la

velocita, e B e I’omografia delle pressioni, se ne deduce che alla massa liquida

occupante uno spazio S limitato dalla superficie o, sono applicabili i risultati

ottenuti nei riguardi dei solidi elastici, purché alle forze di massa si sostitui-
dv

scano le forze perdute F — ai’ © alla omografia delle deformazioni quella (?—;

delle velocitd di deformazione.
Fattajpertanto I’ ipotesi dell’ incompressibilita, risulta verificata la (4), ove si
ponga in essa:
fa=B B=F

l 'l(,::v' V= U,
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essendo B, ¢; 3, ¢ due sistemi di omografie delle pressioni e le velocita cor-
rispondenti a due diversi sistemi di forze F, F; I'', F' ; mentre la (3) diviene:

dv'

- : { :
{50} J p( I — j l;) X vdS 4! F_ X v'do = {,( P — dtr)x vdS ~le‘lf”c > vds.
S g 8 3

Nel caso di moti lenti e stazionari si ha:

G Jp F>vdS+ J F,>< vdo = j oF" > vdS -4-51«"3 < vds,
s ] 8 a

relazione perfettamente rispondente al teorema di BETTIL

In merito a questo principio giova osservare che, mentre nel caso di un
solido elastico non muta, da un sistema di sollecitazioni ad un altro, la indi-
vidualith delle particelle cimentate, qui la natura stessa del fatto fisico importa
che gli elementi Huidi, i quali in un certo regime occupavano lo spazio §
vengano in un secondo regime sostituiti con altri diversi dai primi.

Ma subito si riconosce che anche un corpo elastico potrebbe cssere sosti-
tuito con altro, purcheé di egual forma geometrica. Solamente, affinché per i due,
sottoposti ciascuno a un proprio sistema di forze, valga tuttavia il teorema
di BeTTi, occorre e basta che nei punti geometricamente corrispondenti sia
la stessa la funzione potenziale elastico, cioé siano gli stessi i 21 moduli di
elasticita.

Pertanto nel caso presente il liquido in moto dovra, nei riguardi dinamici,
essere omogeneo, poiché ogni particella della massa liquida che trovasi in un
regime o andra poi a trovarsi in un secondo regime entro lo spazio S, pud
trasportarsi in un punto qualunque di S; dovra cioé essere lo stesso ovunque
il coefficiente di viscosita,

24, I principi di Volterra e Puppini nella Termodinamica (*). — Si con-
sideri un corpo conduttore (solido o liquido o gassoso indifferentemente) ocen-
pante lo spazio S, e limitato dalla superficie ¢ attraverso la quale avvengono

) « I Nuovo Cimento »; 1882, Serie 11, Tomo XI; « I Monitore Tecnico », 19186, n. 8.
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scambi di calore; e si supponga, per rimanere in un caso pitt generale, che
la massa conduttrice possegga eventuali sorgenti interne di calore.
Chiamando 7' la temperatura ed

(22) Q= KF,

dove @ ¢ il vettore flusso di calore per unitd d area di una isoterma (se il
conduttore & isotropo) e per unitd di tempo, e K é un’omografia che, nel
caso di un conduttore isotropo, prende il nome di coefficiente di conducibilita
termica.

Se 1, F, Q; T', F', (¥ sono gli elementi relativi a due diversi regimi
termodinamici, potra scriversi un principio di reciprocita ove si ammetta, oltre
ia legge (H2), una almeno delle due seguenti proprieta: l'isotropia termica del
mezzo o la solenoidalita di Q. Corrispondentemente sard verificata la condi-
zione (D) ovvero la (4), quando si ponga in esse:

Se si ammette I isotropia oppure che, essendo anisotropo il conduttore,
sia una dilalazione (*) ' omografin K, & verificata la (3); si ha cioé:

— j P> KF'dS == — f F'>< KFdS;

S 8
mentre la (3) diviene:
(B3) J"l‘div Q’dS—l—jTQ‘X nds =— [T’ div QdS %JT'Q X nda,
N s 3 g
nella quale:
. ol
div (} = a"z -+,

) Cfre, n B i questa Nota.

dnnall di Matematica, Serie 1V, 'Fome I[1 21
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essendo e il calore specifico, ¢ il tempo, 9 1 eventuale contributo interno per
anity i tempo e di volume.

Se invece si suppone div @ ==div '==0, come nel caso di due regimi
permaunenti ¢ quando sia » nullo ovunque, vale la (4), avendosi ad esempio:

Ve s o =0
I,zl&oc Pl rdiv ¢y =0:
mentre la (3) assume la forma:
Bl - J P> KF'dS |- J'l’(_),’x;uls:: - f 17> KRS ’”,‘.T’QX nds.
N 3 N 5

Quando infine fossero verificate entrambe le ipotesi, si avrebbe:

(HD) jTQ' X ndo :le’Q > nds,
a o1

espressione formalmente identica alla (43).

Quest ultima e la (53) sono gli enunciati dati dal Puppine

Una forma particolare della (55) € la legge esposta dal VOLTERRA nel 1882
wnitamente all’ identica legge relativa alle correnti elettriche, di cui s’ é gia
data la dimostrazione nel n. 11 di questa nota, e che qui va identicamente
ripetuta.

Fatto centro in quattro punti 4, B, C, D situati entro lo spazio N occu-
pato dal conduttore (isotropo o ad anisotropia soddisfacente alla condizione
del LAzZARINO), si traccino quattro sfere oy, op, dg, op, di raggio & o si
supponga poi che in un primo regime termico un certo flusso @ di calore,
avente carattere solenoidale se il regime é permanente, entri per o4 ed esca
per oz, mentre in un secondo regime, anch’esso permanente, un diverso
Husso @ di calore entri per o¢ ed esea per op.

La formula (59), poich¢ attraverso il contorno o dello spazio S occupato
dal conduttore non ¢ ¢& movimento di calore, assume allora la forma:

(55') J 10 < nids = | 10 >< nds.

gt +igt ip Ta+Tp+IekIp
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Passando al limite per e =0, risulta:

liijQ’x ndo = T, Q@ . >X}Indo =0
=0

4 GA (;A
lilllj"l‘()’x ndo— 1% Q’BX‘ nds =20
g0 .

] B

limJTQ'x ndso = Toj{)’x nda = Ty
g0

50 C()
1in’1j'1’Q’>< nds = TDJ O X ndg = — Tp¥
it
& qD OD

¢ lo stesso dicasi degli integrali cstesi a a4, op, o¢, op del secondo membro
della (55, 1 quali assumono rispettivamente i valori 77,®, — 1"3®, 0, 0.
Percio si otticne :

D (To — Tp)y=P(1"4 — T"p),
e, supponendo infine che sia ¢ =@,
To— Tp="T's — T's;

cioé: il dislivello termico determinato nei punti C, D da un flusso qualsiasi
di calore entrunte per A e uscente per B é eguale a quello provocalo nei
punti A, B da un medesimo flusso entrante per C ¢ uscente per D,

25. In tutti gli esempi fin qui prescntati non si & tenuto conto alcuno
della condizione (6).

Tale ommissione & stata fatta con intenzione, poiché in pratica i teoremi
pitt semplici e pilt importanti sono generalmente quelli nei quali i termini
della relazione (3) che rimangono a costituire il principio di reciprocita sono
precisamente gli integrali di superficie della condizione (6) medesima.

Pertanto sono generalmente da ritenersi privi di interesse pratico quei
principi, dedotti dalla condizione (6), o dalla ({6) associata a una delle altre
due, nei quali i termini che si dimostrano eguali sono tutti integrali di spazio.
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Cio non di meno, in ordine alle applicazioni del metodo che siamo venuti
esponendo, sono da considerare anche tutli gli enunciati, per brevith ommessi,
che discendono dalla suddetta condizione, dei quali aleuni potrebbero tornave
wtili nel campo delle ricerche prettamente scientitiche.

26, Da quanto si & esposto nei precedenti numeri sorge anzitutto la
grande semplicita del metodo vettoriale nei confronti con gualsiasi altro. In-
fatti, mediante la relazione identica (3), associata alle condizioni (4), (B) [e ci
si potrebbe valere anche della (6)], ¢ stato possibile dimostrave speditamente
i pitt importanti principi di reciprociti che valgono nella Fisica, e si sono
ottenuti risultati, se non nuovi nell’argomento cui si riferiscono, certamente
assai piu genecrali.

A questo metodo potra opporsi che esso & proficuo solamente in quanto
la quasi totalitd. dei teoremi esposti cra conosciuta e che solo tale conoscenza
¢i ha guidati nella scelta delle opportune omografie «, 3 e dei vettori v, »
da sostituire nelle (3), (4), (D); mentre la fonte diretta alla quale tuttora con-
verrebbe rivolgersi in una nuova indagine rimarrebbe ancora quella di ca-
rattere energetico cui attinsero alcuni degli Aufori di tali ricerche.

Ma ¢ facile riconoscere che la relazione fondamentale (3) [o 1a (1), il che
¢ equivalente] ¢ suscettibile di una espressiva interpretazione fisica e che
percio non ¢ affidata al caso la scelta delle omografie ¢ dei vettori pit op-
portuni.

Basta, ad esempio, pensare al significato della (1) nella teoria dell ela-
sticita.

Posto che « sia I’ omografia delle tensioni interne e ¢ il vettore sposta-
mento, la (1) & I espressione del pirincipio della conservasione dell’ energia
quando =z corrisponde ad w, & il teorema dei lavori virtuali nel caso op-
posto, purché ¢ sia un sistema possibile di spostamenti, ad esempio sia do-
vuto a un’ altra omografia § delle tensioni.

Orbene questa interpretazione della (1) si conserva in tutte le altre ap-
plicazioni, anche se le dimensioui vengono a mutare per il mutato significato
dei simboli.

Dunque il metodo esposto risultan in diretto rapporto coi principi fonda-
mentali della Meceanica, ai quali ha dovuto pure ricorrere anche chi, come
il DoNaTi, seguito poi dal Purping, si ¢ riferito inoltre al principio del muas-
stmo dell” entropia.

Un particolare cenno su questo punto chiarird questo asserto.

Mi viferisco al principio di reciprocitd valevole “in una rete di fili con-
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duttori, ¢ precisamente alla seconda dimostrazione data dal DoONATI nei Ren-
diconti della R. Accademia delle Scienze in Bologna, Novembre, Dicembre 1899,

[vi il problema ¢ ricondotto alla ricerea di wn estremo condizionato
della funzione calore svolto per effetto Jourr, la condizione essendo rappre-
sentata dal principio della conservazione dell’ energia.

Seguendo un noto procedimento si & cosi condotti ad annullare la varia-
sione prima di una .certa funzione (somma di quella che esprime il calore
svolto con la condizione moltiplicata per una costante di immediata determi-
nazioue), quando si assegnino alle variabili jntensitd della corrente degli in-
crementi compatibili coi wvincoli (nel caso specifico solenoidali); quando, ad
esempio, si assegnino degli incrementi dati dalle intensitad corrispondenti a un
secondo regime, alterate mediante uno stesso fattore nwmerico infinitamente
piccolo, che sia lo stesso in tutti i punti della rete.

Ora, la relazione che cosi il DoONATI ricava per nulla differisce da quella
che immediatamente risulta dal feorema dei lavori virtuali (*), teorema che
¢ ancora rappresentato in tulta la sua generalitd dalla (1), quando « ed 2
siano funzioni che non corrispondono a uno stesso regime.

Pertanto alla (1) e quindi alla (3) spetta nella Fisica un’importanza che
non si limita solamente al suo carattere analitico.

Dalle osservazioni sovraesposte risulta poi ancora che ogni principio di
recipirocitd & una conseguenza del teorema dei lavori virtuali.

25. Concludendo: ogni qualvolta in un campo, che sia sede di fenomeni
fisici, esistono un’omografia « (che pud anche ridursi a un’omotetia) e un
vettore «, pud subito scriversi la relazione identica (3), mentre la condizione
di proporzionalita, cui usualmente si fa appello, si traduce qui nel fatto che
csiste un elemento fisico, che potrebbe anche essere rappresentato dallo stesso
vettore w, proporzionale a gradx«, o che risulta il trasformato di grada se-
condo un’altra omografia.

Ma la (3), di per sé sola, non dice nulla. Perché possa scriversi un prin-
cipio di reciprocith occorre verificare se, in virti del significato fisico di «
e u, ¢ soddisfatta una almeno delle condizioni (4), (5), (6). In dipendenza di
tali condizioni varrd dunque un principio anziché un altro.

Consideriamo infine queste condizioni.

(") Un’espressione in tutto corrispondente & quella che regola Iequilibrio dei fili flossi-
bili. Cfr. P. Burcarri: Meceanica Razionale; 1° edizione, pag. 188 (1)
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Ia (4:)

e, A J de;,
':![1)[‘1.{1_)\({'1\ - [ ]\ -s' lA\

quando «, 3 non siano delle omogralic particolari, come nell’ Elasticita,
esprime U eguaglianza dei lavori woirtueli interni, che nel caso ricordato
risulta da una nota proprietd delle forme quadratiche omogenee,

Quando «, B si riducono invece a delle omotetie, come negli esempi che
interessano 1’ Elettrologia, 1’ Idraulica, la Termodinamica, la (4) & verificata
(condizione sufficiente, ma non necessaria) ove siano u, ¢ solenoidali, il che
accade (se w, v rappresentano velocita) quande il moto sia permanente, op-
pure quando, essendo vario il moto, & incompressibile it fluido in movimento.

La condizione (B):

j‘gmd a X wdS ::J grad 8 > vdS,
S 8
esprime | eguaglianza dei lavori esteirni di massa.
Con riferimento ai campi della Fisica nei quali abbiamo avuto occasione
di usarla ¢ couformemente a quanto ha dimostrato il Prof. LaAzzAriNo, di-
remo: condizione sufficiente (') affinché essa sia verificata & che ! omografia
(x ¢ B) caratterizzante le proprietd specifiche del mezzo sia una dilatazione
se questo ¢ anigotropo, un’omotetia se questo & isotropo.
Da ultimo la (6):

fomx udo == JBandc
3
esprime | eguaglianza dei lavori virtuali in superficie.

Si & gia rilevato in proposito che ben raramente potra dirsi a priori che
essa & verificata, poiché generalmente costituisce piuttosto cssa stessa il pia
suggestivo principio di reciprocitd che si tende a dimostrare, anziché una
condizione la cui evidenza risulti immediata.

Bologna, Scuola Ingeguneri, ottobre 1924.

) In tutte le applicazioni esposte le condizioni (4), (5), (6) sono risultate gogfituite da
quelle pitt restrittive, sufficienti, ma non necessarie; neile quali Peguaglinnza corre fra le
funzioni dn integrarsi, snziché fra i loro integrali, cosi come fu gid fatto dal Burcarrn Cid
non di. meno nel eorso di questo lavero si & conservata lu forma integrale alle tre condi-
zioni, pouh(, non & detto a priori che nou esistano fatti fisiei pei quali, comungue varino
le grandezze degli elementi posti a confronto, entro prefissati campi o ed 8, Peguaglianza
degli integrali sia quelia sola che & sempre verifieata.



