
I! principio di recil)rocith nella Fisica. 

Memor i~  di MAUC~r.LO LJ~LLI (a Bologna).  

1. Negli ultimi decenni sono apparsi numerosi hwori riferentisi a particolari 

ibrme de1 cosidetto principio di reciprocitd, principio che esercita sui Fisici, 
a quel che sembra, una particolare attra~tiva, giustificata del resto dalle varie 
applicazioni pratiche delle quali, in qualche caso, esso principio 6 capace. 

Tutte queste forme di uno stesso principio sono evidentemente legate da 
una certa  analogia, da aleuni Autori, come il DONATI e i l  PUPI'INI, ripetute 

voile posta ia luce, la quale risulta dal l 'essere ognuno di tall principi fondato 

sulla proporzionalith intercedente fra due elementi caratteristici dl uno stesso 
fatto fisico. 

I1 prof. BURGATTI, helle sue Lezioni sulla teo~'ia dell" elasticild dettate 

all' Universith di Bologna e in nora a una recensione (~) sul volume del 
prof. COLONNETTI Principi di statica dei solidi elastici, fece inoltre notare 
che tall principi provengono da un' unica formula generale, indicata nel- 

l'Analyse vectorietle gdndrale di BURALI-FORTI e MARCOLONGO, e che si 
verificano quando sia soddisfatta una te r ra  condizione, che Egli chiamb di 
reciprocitd. 

Credo utile r iprendere questo importante argomento, con l ' intento di indi- 
care altre due condizioni di reciprocit/t le quali, unitamente a quella del 

BURGATTI, costituiscono i capisaldi di ogni principio di reciprocitY. 

2. Siano a(P), u(P) un' omografia e un vettore, variabili entro uno spazio S 
a tre dimensioni, funzioni fnite,  continue e monodrome, insieme alle loro 
derivate prime. 

In ogni punto di S vale la relazione : 

div (a~t) ~ Ii(a dp) q- grad Ka X u, 

(q Bolleb(;ino dcl prof,  LORIA, 

A~tnat~ di Matema~ica, Serie IV', Tomo III. 17 
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o ;~co~'~, c o n s i d e r ~ ( l o  l 'omogr~fi t t  coniugt~ta, K'~: 

div (l(~u)-=: I~ I(:¢. d[~]-I- grad u. X ~, 

d:~ll:~ (luale, i . t egra~( lo  c ~q)ldicau(lo il t co rcma  della divcrge~z~ b si ha:  

l~ Nz. dp)d,  O, (1) .. ,~'rad ~ X  . d ,  ~" I. ., X ~.(l~ I -  

dove  ~ 5 il .omi) lesso dellc sttl)crficie t he  limita, no S. 

La (l) t)tt6 dirsi il teore. .~ di (b'een. fl(,~e;'ali~:salo. 
A l|aio.~'~tlllcllte, collsi(lo~'mtdo ult' ;tll:l';l, Ol|lOgt'arli~t ~ (P)e  uH :~ltro vet tove ~.(P) 

deiiniti entro S. si avri~: 

- v X ~ . d ~  l~ K~ d p } d 6  O. ('2) . grad  i:~ X vdS  I-¢ • :=  
8 o 8 

Pcrtant% qual tmque signi[icato fi~ico l)O,~Sano ~tvcrc 

i vct tor i  u,  i', r isulta t h e  semi)re identicamente sono egua, li 

eguali  ~ zero, i primi membr i  delle (t), (2); si tm c io6:  

lc omograf ie  ~, ~ e 

fret di loro, cd 

dii) d~ .... Sg"~d ~ X , , d s  ,-j', ,  x ~,,d~ ,-j',.(,c~ .d,,. , ,  

b '  ~ S 

8 ~ 5' 

Que~sta eguaglia, nzzr d i remo ~'elasione identica di ~'ecip~'ocih't. 
Suppon iamo or~t t h e  sia ver i f icata  una ahneno  delle tre condiz ioni :  

(4) s ~ I ' ( K ¢ c ' d ; ) d S = ~ ' l ' ( t ( ~  . dp -d~ '  ) ' 

f g'rad ~ X a d s  = f g rad  ~ X vdS, 
¢ ]  ~ r  
8 8 

j ' , / ;  X ~ , , d ~ - - j " o  ),~ ~'J,d, cJ, 
O 

t h e  c h i a m e r e m o  condizioni  di reeip~'ocitd (t). 

(5) 

('t) L~L (4), anzi piit parl:icolarmente: I1( Ifx'du~=dl'] / d U ' ~  

k ~ 

eith iudieat~ d'd BUrGXTTI. 
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Corr i spondentemente  la ~'elazione identica (3) assume sei d iverse  forme, 

~ ognttm~ delle quMi spet ta  la denominaz ione  di principle di recip~'ocitd. 
No ommet to  qui g'li evidenti  enunciat i  per venire  im|ne<liatamente al[e 

~q) plicazioni. 

$ 

3. II  seeondo t eo rema  di (h.een. -- S iano:  

dv die 
0 ~ - - - "  . . . . .  " 

d P '  ~ ~- 3P" 

E facile veri t icare t he  la condizione eli ~'eciprocitdt (4) 6 soddisfatta.  [nfatti ,  

se i vettori  unitari  i, fi, k cost;t+ ~, mscono" la te rna  car tes iana  di r i fer imento,  si ha  : 

( du d,,. ) d a .  d , , .  K3~.d~i X i - - - h • , X d - p ' *  , eec. 

(love i secondi membr i  sono s immetr ic i  in +t, v. 

Sommando i primi membri  r isul ta  lj K ~ . d p i ,  e, 

con v, I~(h?~. 
d 

dP]" \ 

seambiando a con ~ e u 

Tall espressioni sono dunque eguali  e la (3) assume per tanto la fo rma :  

j + +,,+) 
(7) ( A ' v X + t - - A ' u X v ) d , ~ ' - - - -  'UXd~n--vX)~n d(~, 

espressione vet tor ia le  ffi quello che si suole ch iamare  il secondo 
GREEN, o it l emma  di GREEN. 

Volendone l ' enunc ia to  scalare basta  po r re :  

a ~ "~a ; v--:,~a, 

dove ~, ,~ sono omotetie,  cio6 funzioni scalari,  e a 6 un vet(ore 
tutto S. Si o t t i ene :  

f (7') 

t eorema di 

cos(ante in 

4. ll t eo rema  di Hetti .  - -  Sia lo spazio S occupato da un solido elastieo~ 

non necessa r iamente  isotropo, e si0no ~, s ;  ~', s '  due sistemi di omografie delle 
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tensiolti e di spostanlellti provocati  tht due diversi sistemi di tbrze 1~; Fz; F ' ,  F'z 

a, geliti llell'illterno e sulla siiperficie ~ the  limita lo spazio S. 

P o n e n d o  ilelht (4) ~, ~' a l DOStO di ~¢, t~ ed  .,¢, ,u' al  pos to  (If ~t, r ,  si l 'iseolltr~t 

cite essa 5 verificata. 

ds ds' 
b~filtti, chiamaudo :¢, :¢' le omografie ~IP' dP delle detbrmazioni, si ha: 

/,(~Da'):/,([YD:~), 

pet' essere (come risulta d~tli'ztmnlettere l 'es is tenza di till potel~ziale elastico, 

funziolm quadrat ica omogenea (lelle sole deibrmazioni) ciasctm meml~ro sim- 

metrico helle componenti  di D~: e D£. 

E poich6 : 

I t (~D£ ) - -  I,(~3~:'); I , ( ~ ' D . ) :  I,([~'~), 

6 veriiicata anche 1' eguaglianza : 

= 

in ogni punto di S, cio6 la (4). 
Pertanto la (3), se si tien conto delle equazioui dell 'equilibrio : 

t P F - - -  grad ~, p F '  --- grad ~' 

(p densith, n normale interna), assume la nora forma:  

sdz. 

5. II secondo principio  di reciprocith.  ~ Anehe il cosidetto secondo prin- 
ciple di reciprocihi, enunciate la prima volta dal LAND (~) nel 1887 e di cut 
in seguito il COLOb[NETTI (2) ha date due diverse dimostrazioni, pu6 dedursi 

dalht (3) o ancora dalla (1). 

(~) Wochenblatt f. Baukunde7 gennaio 1887, p,'tg. 25. Cir. ~'tnche G. ALBI~NGA: S~tl leorema 
di reei~roeitd del Land~ Atti della R. Ace. delle Scienze di Torino~ 1915. 

(~) Sal priJteipio di reeiproeild, Rendiconti dt~lla R. Ace. dei Lintel, 1912, pag. 393. 
G. COLONNWVT[: tb'iueipi di staliea dei solidi elasti('i. E. Spoerri, 1916. 
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Come 6 note, per dedurre  tale principle, si imlnagina the  in tm corpo 
elasti(-o, in cqttilibrio sotto t 'azioue di da+te forze, sia effethmto un tagtio +~, 

e the  net tempo stesso siano applicati sttlle due thcce dot tagtio duo sistemi 
di tbrze distribuite, e(ttfiwdenti alle tcnsioni interne cite prima agivano attra- 

verso %. Sttpposto poi che atle due facce di (~ vengt~ impresso ¢m mote relative 

di corpo rigido, tale cio6 che t'tma faccia compia rispetto all 'ultra ¢ma traslazione 

ed uua rotazioue, si scrive t 'espressione del teorema dei bwori virtuali. 
Orbene 6 precisamente la formula (1) quella che qui convieue. [nfatti, se 

indichiamo con : 

/:', F+, /+' le tbrze di massa, in sttperficie e quelle ora +tpplicate su 

ttmt delle dtte facce del+taglio +~ (sull 'altra sarauno egttali ed opposte); 

.,+, ~ gti spostameuti dei ptmti del corpo seguiti all 'applicazione delle 
lbrze I,, 1+½ e la relatiw+ omografia delle tensioni; 

+s gli ulteriori spostamenti dovuti al mote di corpo rigido impresso 

alle facce di +, (sopra ciascuna di queste ultime li indicheremo con +s', +s" 
rispettivamente) ; 

~' la nuov++ omografia delle tensioni, 
la (1), eve si pongano in essa 

a~--i~ ; u---~ ~s, 
d iviene:  

(.q) j'+,,"x +,,++,+,-j'+++ × ++++° +j' o × <++,'- +:>+°, + 

+j.,,+ + ++++, 
" -di; I dS = O. 

8 

Ma K~ -=~, e inottre : 

S It I - d~s t~ d-1 ~ I dS = O, 
,Y 

pet" il teorema di MENABREA (~). 
Pcrtanto potra scriversi 

(tO) 

~" 0 a I 

(t) Tale espressione, variazione det h~voro di def,~rmazione~ 6 poi evident-entente nulla 
qua,.do la n'thtra dei vincoli the legato) il corpo, it t.tglio oh, e il mote di eorpo rigido 
impresso siano hdi da non importare alcuna deformazione elastica del eorpo. 
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\:olendo r i cavare  la, .slessa espressione mediante  la pif! recente  (lelle (limo- 

strazioni (lat~ (lal (~,<)Id)NNETTI, Sl~llZ;t t ie6  l'iCOITel'e a[ teorema di ~[I:NABREA~ 

l)asta valcrsi della (3) invece the della 
Posto in essa 

si ha, infatti  

1). 

::i~i t .-- i~  ~ -  :,~.~ 

: = z, K O ' -  ~)./IPi ds. 

dSs i 
;Fi; i d S  =-- 

poich6 6 gra(lt~ ::= grad ~' ovunque,  e ~ t t - - i Y n  sopr;t ~ e G .  

M G in base ;die stesse considerazioni  acccnna tc  al numero  

si ha  : 

i - dSs I ds  i 
= t, I O ' -  ~) i' 

l)re(-edel~te, 

dSs d s  
corr ispoudendo lc omografie  delle deformazioni  d P  ' d P  r i spe t t ivameute  a quelle 

delle tensioni [~'--; [3 e ~. 

Per tan to  llt (11) (lit micora luogo alia (10). 
( Se si pone era in .lttest ultima, secondo fiL il COII, ONNETTI nelbt pr ima delle 

Opere citate,  
(12) ~.,/--  ~s" --  e l£ - t -  ~o K A ( t  ) - -  0 ) ,  

clove : 
G (0 SO|lO due  / luuleri  del| '  ordine di I8.,~t; 
1£ 6 tm vet tore unitario individuante  l '~sse  del mote elicoidale r isul tante 

della t ras lazione e della rotazione re la t ive  impresse :file fi~cee di z , ;  

0 6 m~ puuto de l l ' a s se  sudde t to :  

P 6 un punto gener ico;  

si ha  inf ine:  

j J (13) y l : X 3 , * d X  t-  l ~ X 3 s t l o  F, e K X  I t - F ~ o K X  JI  :~-:O, 
8 

espressione genera le  del seeondo pr inc ip io  di  ~'eeiproeitd,, nella quale per 

bt'6viff~ si 6 [pos to :  

j" j ' ( I )  O, AI:_d% M . (12') l¢½/tz I ~= Ig ; - -  . - ; :  
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6. I l  p r inc ip l e  del Vol ter ra .  - -  Nel campo  del l ' c las t ic i th  ]nt illfine som|lla, 

imi)ortallza, l)cllch5 me~m a(latto alle applica.zioni che in teressano gli iugegneri ,  

il princil)io enuncia te  da.1 VOI/I'ERRA fl'~$ ca~'atte;'istiche di  d i s lors ion i  e sforzi 

(ht ess~L gcnera t i  (~), e che I)resellt~t con guello di cui s ' 5  fittto menzione  nel 

I)n~cedeute paragrafo  tm~ ~mtevole analogia.  

Si considcri  uno spazio ,~,', mult iplamcll te  commsso,  occul)ato da un solido 

eblst ico nell SOggetto ~tll'~zione di ~dcumt tbrz~ di massa  o ill superticie,  ma  

evenl;uahlleslte sot toposto  a ua cer to s i s tema di sfbrzi interJfi, rappresenta t i  da 

~ll' omograf ia  ~ (funzione fiuit~ b coat iuua,  monodroma  dei l)tmti di S), dovuti  a 

u~m de ibrmazione  o w m q u e  contiml~t e der ivabi le ,  rapi ) resenta ta  da l i 'omograf i~  a. 

Se m 6 l 'or(lilm di co,messiolm dello spazio, si suppongano eseguit i  n tttgli 

(;t ~ m) indipendeuti ,  tall cio6 che ogmmo diminuisca  di tin' tmith l' ordine di 
commssione  di S. 

e v e  non si appl icassero  in corrispondcnz~t delle due f~tcce di c iascuna  

dellc supet'iicie a ,  cost i tuent i  i tagli, delle forze F~ distribuite~ equivalent i  a 

quel le  che t)rim~ dei tagii stessi  si t r a sme t t ewnm a t t r ave r so  a, le due facce 

subirebbel 'o ,  come il VOLTEI¢RA dimostra,  tm mote re la t ive  di corpo rigido. 

Applichi: tmo dunque  a cotes te  t'acce le fot'ze / e ,  non solo; m~b o t tenuta  

cosi la immobil i th  del s is tema,  impr imiamo noi e ra  tm mote re la t ive  di corpo 

rigido a l l e n  topp le  di superficie ~. 

[u virtlt di ques te  ~ disto~'sioni l ' omogra i i a  ~ delle tensioni preesis tent i  

a | l ' esecuzio~m dei tagli subirh  un increme~to  ~ ;  in par t ieolare  gti sibrzi I~½ 
subir~umo gli inereme,~ti ~ , t  (~, uor,m~le inter,m a c iasc tma faccia del ls  o); 

ques te  ul t ime sono per tanto  le ibrze dis tr ibui te  da applicarsi  al termine delle n 
distorsio~fi al ti~e di ma~ tene re  l 'equi l ibr io.  

Posto poi che sia ~ 1' iucremento  dell' omograf ia  u delle deformazioni ,  asso- 
cia~do ~l p recede~ te  un secondo s i s tema di increment i  ~ ' ,  ~a' d ipendente  da  un 

secondo gruppo d i n  distorsioni,  r isulta verif icata la (4), eve  si fitccia in essa :  

(.~, s '  sono gli increment i  dello spostamento)  poich5 si h a :  

i d.~', ~ ~ ,  1 d " i  

(~) V. VOLr~mm~: A ~ l e s  de t'I~cole Normale 8upd~'ie~re~ 1907~ pag. 433. 
(z) [l principle dclbt sovrapposizionc degli effetti~ qui valevole~ pcrmette di trattare i| 

solido elastico come sc fo.~se inizialmente libero da ten~ioni interne. 
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Perci6 la (3), tenuto conto dell' assenza  di tbrze di massa  e sulle supcrficie 

nou cost i tuent i  i tagli~ divieuc : 

f( ~ S', - -  s'.2) X ~ dzt = "_3 s ,  - -  s.~) X ~ ' n d ~ ,  
i = 1  i - = l  

~i ~'i 

ncll~t quale gli indici Iv 2 si r ifcriscouo a ciascumt dellc due faccc di ogni taglio. 

Spccit icaudo ht natur~ delia disco~ltimdth dcgli sposta, meut i  impressi  (~) e 

in t roducendo la risutt~mte c i l  momcnto  risuttm~tc dclie tbrze ~i t ,  e ~ ' u  (carat- 
t~,ristich~ delte distorsioni), cosi come s ' 6  fatto nel numero  precedente  con Ie 

posizioui (12), (12'), si ha,: 

v K ' X  (s'l~ -1- (o'31) _-z ," K X  ( i R '  -t- (o M'), 
i - - 1  i - t  

c@rcss ionc  dcl principio enuncia to  dal VOLTERRA. 

,'f: 

7. I principi  di Yol ter ra  e di Donati  nei la  E i e t t r o d i n a m i c a .  - Mostrcr6 

i~ questo e in alcuui  dei segucnti  paragral i  come si possauo dedur re  in modo 

simile ~mche i priucipi di reciprociti~ rclat ivi  ai fenomeni elettrici,  e poicb6 i 

fatti lisici t h e  qui p reuderemo in csame si svolgono gene rahnen te  in tmo 

spttzio ~veute una dimensione p rcdomimmte  sttlle al tre due, premet ter6  ~dctme 

opportune modificazioni delle /brmule (3), (4), (5), (6). 

8. Si consideri,  

Fig. 1. 

spazio al quale  possono applicarsi  le relazioni  (3)... (6). 

cutro lp spazio 5', mm supert icie a aperta ,  l imit ' t ta  dal 

coutorno l e in ogni suo punto si 

(tolldtIc~ ltl~ normale .  

Se sopra ognuna  di queste  nor- 

mall si prende,  a par t i re  da a e 

sempre  dal la  stessa parte,  uno stesso 

segmento  ~ il ltlogo degli es t remi  

dei seg'menti cosi costruit i  sarh una 

supcrficie a' che, insicme a a e all~L 

superficie la tera le  che si appoggi~ 

al contorno l (fig. 1), l imita  un certo 

(~) Non ~ evidentemonte necessari% al fine di ottenere una reciprocit~, chela disconti- 
nuit't iu questione consista in un moto retativo di corpo rigido. Ore ci5 non fosse risulte- 
rebbero ~lIor~ discontifiue sopra le z le dcformazioni ~ ,  ~ ' .  
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Passando  al l imite per  ~ = 0 ,  

procit(~ : 

(3') 

r i su l t ano :  la rela.,ione identica di veci- 

e3 l 

e le t re  condizioni di reciprocitd:  

(4') 

(5') 

(6') 

~l~lI(.a d ' a i - i  dVlda  , 

cj 

t 

helle quali n indica la no rmale  ad l t h e  6 t angen te  a ~, r ivo l ta  verso  l ' in te rno .  

4. 

F i g .  "2. 

Con ident ico rag ionamento ,  cons ide rando  una l inea ape r t a  l, di es t remi  1, 2 

A ~ a l i ,  d i  M a t e m a £ t c a ,  ~ r i e  I V ,  '£otuo l I [  ][~ 
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(Fi~'. 2), si ottcng'ono le relazioni  : 

' t'l~ ~ I(~ • d a  i (3") . gra( l :~?~t~(l l  I t d P i  d l i ' ~ t ~ X ~ l * - i - ' e X ~ l ' - ~ -  
l t 

:= g r a d i ~ X e ( l l . t  l , ~ K ~ . d * '  ,, i d l  ) dl I- o, X ~lt -t-  v.2 X 131~ --~ O, 
l l 

d . ,  i = f  h ~ -  I~ ~ K~3 d e ~  
(4") j ' l ,  ~ d P i  i i l l ' i  dl, 

l l 

. ' g r ad  edl. (5") g rad  Z X adl  ~ X 

0;") a~ X ~ l  I " I-- ~t., X ~l.: = "~'~ X i31~ 4 -  v.~ X ~12, 

nolle quali I~, I e sono due  vc t tor i  unit,iri ta.ngo||ti al ia c u r v a  I neg|i  es t rcmi  1) 2. 

9. Tut to  ci6 fn'cmcsso~ abbiasi  (la.pl)rinm una dis t r ibuziouc a tre dimen- 

sioni di ( ;orremi.  

[,o spazio N ocmq)ato (lal condu t to re  sia l imilato (hl, lla supert ic ie  % a ttra- 

verso a lcunc  zone (il cui in~iomc (-hia |ncrcmo %) del la  (ltl~tlO OSSO (~ ill (tOmll- 

n icazione c o n  1' es torno.  

Entro N sia (lelinita. h,. ftu,ziono sca la re  ?, polenz ia le  elell~'ico~ derivabile~ 

con de r i va t e  conth~uo, m~ oventuahne |~to  (li~contimu~ hmgo Mcune sul)erficie 

(.he ind icheremo comples .~ivamentc  con %, sedi (li fo;'z.e, elettvom.ot~'ici, t h e  

FiSlll[;ol';lllllO chiuso e to ta lmente  COIIlI)I*OSO ("llfl'O 8) O[)DIIFO ~t[)OFte~ Ill& ~.),[)[)og- 

glare "d con to rno  ~ (ti N. 

Pe r  tal modo 1o spazio S pu6 intenders i  ~uddiviso) median te  le %) in un 

cer to  numero  di pat t i  minori ,  e | | t ro  le quali sarlt lecito r i t e | | e re  "? cont inua,  

de r ivab i l e  e con dor iv~te  contimle.  

lns ieme  alia "? sift d e t i n i t a  anco ra  la funzione ve t tor ia le  i, intensit(~ della 
ao,'J'ente t h e  a t t r ave r s~  1' unith di supcr t ic ie  cqu ipo tenz ia le  (so il condu t to re  6 

i6o(ropo), anch 'essa ,  ftmziou(: der ivabi le)  (.'on (leriva.tu continua.. 

Le (lU'ultilit "~, i sono in cinscun [)unto dello spazio legate  dalla leg,go 

(li ()lt3I~ clio asStllllC t ' c s p r e s s i o n e :  

l 
(t4) i --~ - -  R g rad  % 

dove  R 6 la res is tenza  oflbrta dall 'unith,  di vo lume dol condut tore .  
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Sarh l~ costaute  se il condut torc  6 omogeneo,  dil)eu(lente dalle coordinate  

de, Ilo Sl)azio se esso 6 isotropo, sa.rh iniinc un' omogr~lia (liI)e|lde|lte dalle coor- 

d inate  dello spazio, se esso 6 a.nisotropo e non omogeneo ('). 

b;i consider ino ora due regimi e[ettrici ( the sttpporremo I)erma,|m|lti) i, "~, E; 
i', -~', E '  (E, E'  sono le tbrze elef.tromoh'i(:i unitarie dis|ril)t | ite sulle superticie ~), 

e nolle (3), (4) si pongano : 

~ - ~  ~ '  

L;~ (4) risulta subito vcrilicaLta, poich6, a.d esempio, si Ira: 

di'~ i' t d a l _ . [ l  ~" - -  div O, 
: '  i m .  d P i  - ~iP) v - :  

per ltr permanenz~t del secondo regime.  

Per tan to  h~ (3) diviene : 

(15) 

j'+;' x -,-j" 1.:.' × - j ' l .  × .'.ts = 

Quando,  come genera  hnea te  accade,  il (-onduttore SiaL isotropo, r isulta 
veriiicat¢~ anche  1~ (5), e si ha :  

(16) 

~t tre d imension i .  Ovc  il sisl:em~ condt t t tore non sin it, 

1 (.stelno, talc princil)io assume la, semplicc lb rma:  

(tT) 

0 ! 02 01 g'2 

E ques~o il pvine ip io  di veeip~'ocild di D:)n~ti esl.eso ~llle distribuzioui 

COlllilliiC;lZiOllO COIl 

J 'Eg X .d<~.,. := fE ' i  X ~id% . 
0 ! "5. 2 

I 
it) Pu6 dirsi 'ulcora chc |' omogralla 1~, caralterizza la eondneibilil'l specifiea del con- 

duttor~, 
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(~uat~do invece  m a u c h i n o  le d iscont imfi th  E e la co r r eu t e  

d o v u t a  a so rgen t i  e s te rn% esso d iv iene  

sia t o t a lmen te  

G i o v a  o s s e r w w e  e h e l a  isot~'opia del mezzo ,  condiz ionc  sut~iciente pe rch6  

va lgano  le (16), (17), (IS), quaudo  si confront ino  due reg imi  perma.nenti ,  non 

6 affat to neces sa r i a .  

[nt,~tti ;~ che  sia  ve r i f i ca t a  h~ condiz ione  (5), cio6 pe rch6  sia 

1' 4 (5) l~i X g d S  : Ri' X idN" 
t 

ba, s ta  assai  m e n o ;  6 suff icieute int~tti t he ,  pur  essendo  an i so t ropo  il condut-  

tore,  s ia  ~td esso appl ic~bi le  la l egge  di ()HM g e n e r a l i z z a t a  e che  si ~rbbia 

R i  X i' --" K R i  X i' 

per  quals ias i  eopp i a  (i, i'), d o v e  K R  6 l ' o m o g r a f i a  c o n i u g a t a  di R; ehe  6 

qu~mto dire  

@'" 1¢ = K R .  

D u n q u e :  pe,~'chO sia ve~'ifieala la c o n d i z i o n e  (5) ~on  O necessa~'ia la iso- 

t~'opia del  m e z z o ,  bas tando a tal  f ine a~m~,,tte~'e l,, legge d i  Ohm pe~" m e z z i  

anisot,~'opi e cite l' omega'aria K sia una  d i h t t a z i o n e  ('-'). 

Se si vuole  t h e  la r e laz ione  (5) e i pr incipi  di r ec ip roc i th  t h e  ne discen- 

done  v;f lgano pe r  un quals ias i  spaz io  S c o n s i d e r a t e  en t r e  il condu t to re ,  la  

condiz ione  (5)" d i v e n t a  anche  necessa r i a .  

10. L a  t r a s f b r m a z i o n e  t h e  le p reccden t i  espress ion i  subiscono quando  due 

od ram, delle d imens ion i  del condu t to r e  p r edomin ino  sulle al tre ,  6 i m m e d i a t a .  

Baster p r e m c t t e r e  abe  in un ( :ondut tore  f i l i fbrme pe rco r so  d~t co r r en t e  

t ~) Qnesta ~spressione il PuPPISl ebbe g'ih Voeeasione di presentare, riferendosi a con- 
dut.tovi elettrolit.ici, in um~ Memoria: (Modelli elettriei per to .~t~tdio delle ¢tcqtte ./Hlrct,ti~ 

[1 Mouitore ' ~' ,, l'cc~ ace >>. 1922, n. 18; Vet(lie,. sperimelttale eec .... ¢< II Monit-ore Tecnieo >>, 1922, 
n. 35) nelh~ qual, propone di ricondurre 1o studio del funzionamento idrodinamico di una 
fahla :,rtesiana a quello elettrodinamieo di un modello elettrico di egual forma. 

(~) Oft'. O. [,AZZArtNO: Atti della R. Acead. dei Lincei, t917~ I Semestre. l,'asc. I I ,  S~tlla 
esterdibilite't del teorema di reeiprocith del prof  V. V~dterra... 
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chiamasi .seziont: in un punto 1~ Sul)erticie ~.), ilorm~de alle linee di corrente, 

passante I)er (luel pirate, limitata dal contorno del cou(htttore, e i n l e n s i l d  d i  

co~'~'enle in quella sezioue il vettore risultantej:id~.), the  comunemente  si 

!2 

indica ancora con t. 

Ma qu:tndo interessi, come net fenomeni di induzione, la posizione geome- 

trica del couduttore rispetto ai corpi circostanti, un conduttore filiforme verrh 

approssimat ivamente trattato come un tube di flusso a sezione infiuitesima; 

ci5 che Vert'~ fatto net seguito. 

Analogameute,  tma (tistribuzione superficiale, cio5 una lamina piana o 

curva  percorsa da correnti, si iuteuderlt il luogo di tma semplice infinith di 
linee di flusso~ mentre l'intensiti~ avrl~ un signifieato del tutto corrispondente 

a quello sopra definite per tma distribuzione filiforme. 

Ci6 che invece importa rilew~xe si 6 c h e l a  fimzione potenziale elettrico 

deve ritelmrsi, secondo l 'esperienza, una funzione the  non subisce disconti- 

nuith nel passare dalla superficie dei conduttori al coibente circostante, e che 

risulta nulla la der ivata  di talc fimzione secondo una qualsiasi direzione nor- 

male a dette superficie. E dunque possibile, e in mode semplice, completare 

entre lo sp~zio coibente vicino a un conduttore filiforme o lamiuare, la deft- 

nizione (puramente fittizia, m a f a t t a  in m~ufiera da conservare la continuith) 

delle funzioni cile figurano helle (3')... (6'), (3")... (6"), che souo state dedotte 

dalle (3)... (6 )prec i samente  operando, mediante una trasfbrmazione continua 
dello spazio S, sopra funzioni definite in uno spazio a t~'e dimensioni. Po- 

tranuo cio6 applicarsi le (3')... (6') alle distribuzioni superficiali, e le (3")... (6") 
a quelle fititbrmi. 

Ci6 premesso, abbiasi una fete di conduttori fiiiformi, in comuuicazione 
c o i l  1 ~ esterno. 

Anche in questo case, posto the  in qualche tame abbiano sede delle 
forze elettromotrici, intenderemo the  i puati corrispondenti (punti di disconti- 

nuith della fuuzione f0) suddividano la fete (cfr. Fig. 3) in un certo numero +' 

di campi lineari l separati, in ciascuno dei qua.li perci6 il potenziale elettrico 
risulterh continue. 

Pertanto se con i indichiamo la corrente totale the  a t t raversa  una se- 

zione generica (..), e consideriamo ancora due regimi permanenti,  le (4"), (5"! 
risult;mo senz 'al t ro verificate, e la (3") (cfr. n. 8) diviene:  

.,~,, X 10lL -I- Z~,'o X ?t., ~ ~"  Zt,, . - ~ ,  X ? ' ! ,  - t -  X Io/~,. 
1 1 1 1 
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Se poi i u d i c h i a m o  con  n i l  u u m e r o  degi i  e s t r c m i  de l i a  f e t e ,  at t ra ,  v e r s o  i 

qtmli  css~t comunic~t  con  l ' c s t c r n o ,  c con  ~J, (~) il n u m e r o  del lo  ( t i scont inui t i t  E 

dcl  po t (mz ia [c  e l e t t r i co ,  o s e p a r i a m o  dai  p r imi  i 2m cst : remi c o s t i t u e n t i  due  

! 

b'ig. 3. 

a due  lc fo rze  e l e t t r o m o t r i c i  I,.', ht r e l a z i o n e  ora. s c r i t t a ,  o v e  si t eugt t  c o n t o  

~ulchc dc l  fittto c h e  i v c t t o r i  uu i t a r i  I~, i.~ sono  d i rc t t i ,  s a l v o  il sens% c o m e  i 
, t  cd  ~, a s s u m e  la nott t  forll l t / :  

(19) Y.i'~ - v ; ' r ` -  . . . . . . .  -r- . . . . . .  ~ A -  ~ 1 ~  , 
l 1 1 l 

d a t a  da l  DONATI al  suo  p r iuc ip io  (~). 

C o r r i s p o n d e n t e m e n t e  ai cas i  c h e  d a n n o  t uogo  ne t le  d i s t r i b u z i o , i  di s p a z i o  

a l le  r e l a z i o n i  (17), (18), w~,lgano qui  te s e g u e n t i :  

(20) Z i ' E  ~ -  ~ i E '  
i 1 

1 ! 

i!) m b il nunw, ro dclle loca, litK ore, o ntd primo o n e l  seeondo regime o in ttltti c du,.~ 
trov,lnsi situate le forze ele~tromotriei. 

(~) Rendiconti della R. Accademia delle Scicnze di Bologn~t. Novembre 1899, febbr:do 1900~ 
maggio 1910. 
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11. Del priacipio ora dimostrato il DONATb neUa seconda delle citate 

Memorie, ha dato un particolare entmciato atto a importauti applicazioni. 

Si scriva la (21) relat ivamente al c~so in cui i due regimi elettrici siauo 

dovuti all ' immissione di corrente, dapprima a mezzo di una coppia di elet- 

trodi (a, b), poi a mezzo della coppia (c, d). Si ottiene: 

(2'2) iab(~'a - -  ~'~) --- i'ca(~e - -  ~a): 

per cui, se Rab,  Rca sono le resistenze, in virtd della, legge di 0It~.i risulta 

allcora: 

T'c ~ ¢~'a Rab ~ ¢~a - -  ~b R e d '  

cspressione che il DONATI applica alla risoluzioue di alcuni quesiti di elettro- 

diaamica. 

La legge (22) va posta, per la verit/~, in relazioue con altra, per fe t tamente  

analoga, data dal VOLTERRA nel I882 (~), relat iva a distribuzioni di spazio. 

Essa si deduce dalla (18), cio~ ammet tendo  che sin ovunque continuo il 

potenziale elettrico e che siauo verificate le condizioni (4) e (5). 

Considerati quattro punti A, B, C, D interni o sulla superficie del con- 

duttore e tracciat% facendo centro in essi, quattro piccole sfere di raggio ~, 

si suppong~t che in un primo regime, permanente, un flusso I di corrente esca 

dalla sfera di centro A e d  entri at traverso quella di centro B, e che succes- 

sivamente duraHte un secondo regime, anch' esso permanente, un flusso I '  esca 

dalla sfera di centro C e vada a quella di centro D. 

La formula (18), b~dicando con ~a, ~B, ~ ,  aD le superficie delle quattro 

sfcre, diventa aUora 

~A-I-~BJ~6G, V6D ~A-4-6B~-6G-b-~D 

essendo "~, i i l  potenziale e l'intensit/~ di corrente relative a[ primo regime, 

~' ed ,' le analoghe quantit'~ relative al secondo. 

Quest~ retazione risulta verificata per qualunque valore di s; in parti- 

(i) ¢ Il NuOvo Oimento ,, 1882, Terza aerie, Tomo XI: 8opra uua legge di reeiprocitd 
~ella distrib~ezio~e deUe temperat,ere e delle correati galva~dehe eostanti i~ u~ emTo qaaluuque. 
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colaro qtmndo si passi al limite per ~ = 0 .  Ma in tal caso si ha: 

{" ><j' l i r a  ?i '  X ~ t d a  = q~ai'a i t d q  = 0 
-:~o ¢/ 

~A ~A 

×j 
. : :0 d 

:B ZB 

~C ~U 

lira ? i ' X J t = ~ D  i ' X ~ d ~ - - - - ? v l ,  

ZD ZD 

c cosi dicasi dei limiti dei quattro integrali del sccondo mcmbro, i cui valori 

souo ¢~'al, - - ~ ' f l ,  O, 0 rispett iwtmente.  

Avremo dunque : 

(%, - -  ~ . ~ I '  = @ ' a  - -  ~ ' ~ ) I ,  

identic~ alhr (22); e, se si supp0ne F =  I: 

(2:~') :pv - -  ~?D : qJa ~ ~ ' B ,  

cio6: se in un conduttore a tJ'e d imens ioni  di cui la eondueibili td var ia  da 

punto  a ?)unto si fa  passa~'e una eo~'rente di intensi td  I d a  un punto A a 

un punto  B, e in due pun t i  C e D si ha una d i[ ferenza  eli potenziale ,  

o t terremo la stessa dif f 'erenza f ra  i poten~ial i  dei pun t i  A e B quando si 

la tv ia  entra~'e da C ed escire d a D  la stessa eorrente  di intensit~t f. 

t~ questo il teorem~ di VoL'rEmta, valevole evidentemente auchc quando 

i valori ~oa, ~B, ~'e, ?'D non sono finiti, purch5 il loro ordinc di infinito sia 
1 

inferiore a quello di ~ .  

Una estensione del suo teorenm ftt data in seguito dal VOLTERRA nel 1915 
(Rend. Accad. dei Lineei;  1 ° sere., pag. 231, 542)al  caso di una distribuzione 

superficiale (~) soggetta ~fll'~zione d i t m  campo magnetico, con l~t condizione 

che ii campo agente in uu regime sia eguale cd opposto a quello agentc 

nell"attro. 

Q) Conw~rrebbe in ques to  c,tso wders i  delh~ formule,  t3'),.. (6'). 
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L ' e m m c i a t o  non differisce da quello sopr~ r ipor ta to  e pub s e u z ' a l t r o  

r i tetmrsi  valido anclle per  condut tor i  a tre (limensioni, non omogelmi ed ani- 

sotropi (t), ma sotto par t icolar i  co~dizim:i.  

Ammesso ,  i~t tal c~so, t h e  la var iaz ione  subi ta  dall ' il~tensitit i per  effetto 

del campo  magtmtico  dit)e~da tla unit ce r t a  omografit t  M e precis,~mente che  

1 
ques ta  wwiazioue  sia rappreset~tata  dal ve t to re  - -  ~Qgrad % si a s sumerh  come  

intensi th  di co r r en t e  l ' e sp ress ione  

(1 
i = - -  --I- g rad  ~; 

e e o n s e g i m n t e m e n t e  va r rh  la (18), o, in par t ieo la re ,  la (22'), quando  i r eg imi  

posti a eoufroHto siano permane~t i ,  e quando sia ver i f iea ta  la eondiz ione  (5), 

eio6 si abbia  : 

j*(l_t_~_i/.,_/1 --1 ' i X  ' i d S = j  ( ~ - - l ) - ' " ~ (  idS. ~ " 1 

S 8 

Ora  a ques ta  coltdizione, 

suppolmlldo 

pet' q t t ahmque  spazio ~S, si soddisfa, e so lamente ,  

1 1  

K essendo il s imbolo del la  omograf ia  coniugata ,  eio5 quando  sia 

1 
~- -K 

R 

1 1 1 

R; 

1 1 
Le omograf ie  /~ e ~ (quindi anche  le lore inve r se  R ed M) devono  

d tmque  e s se re :  l' mla tma di la taz ione ,  l ' a l t r a  t m ' o m o g r a f i a  assiale ('-). 

12. Si osservi  come  finora si siano posti a conh 'onto due  regimi  perma-  

nenti,  il t h e  impor ta  il verif icarsi  della (4) o del ia  (4"), t~ seconda  che  ci si 

r i fe r i sce  a tma d is t r ibuzione  di spazio, o a condut to r i  filitbrmi, 

(i) Cfr. E. FiCED.*.: Rend. Ace. d~.i Lincei; 2 ° sere. 1916, pag. 28. Cfr. anche O. LAzzAml, to: 
id. id,  1917, 1 ° scln., pag. 596. 

(2~ Cfr. O. LazzAItINo: Rend. Accad. dei Lintel; 1925, Vo]. l]. n. 3, 4: 8ulle coudizio~d 
di esisteuza del teorema di reciprocitdt del Volter~'a. 

Annali di Matematiea, ~Serie IV, '|'(.me I I l .  19 
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()rl)(mo 6 iml)ortanto r icordarc  (:he, ove si conf l 'out i .o  e lomenti  ista.ntanei, 

eor r i spondout i  ;t due (liversi istanti, (li tm regime va.rio, la d i v e r g e u z a  (lclla 

(torrent(; non 6 geaera.huen~(; nulla. (~). 

l?erta.nto, a v r e m o  t h e  la, (1(;), (tua.))(lo si tra.tti di condut tor i  isotropi o ad 

a.nisotrol)it~ soddisfaee))te alia condizionc (5)'", ( l iviene:  

J ' ~ i ' X  , i da , - I - J ' I 'T*  .d~.. I.~l" ? (liv i ' dN- -  

(23) q ~, s j. j.,:.,, j. . , .  - -  ~ ' i X n d % - t -  X mt%- l -  ? ' d i v  ,(l,~/, 

~I (~2 N 

o la  (19) : 

(e4) . . . . . .  | . . . . . . . .  ,f .,v:f~" -I- / 'T t- V ~ div i'dl := ~ G'~'i v ,,,. div i(tl, 
1 1 7  [ l 1 ~ '  

Prt~ticamcnte pet'6 la d ipendenza  dal tempo degli  e lement i  delia cor ren te  

6 (ale the ,  in confronto con la cor rcn te  di condu~ione i, (luella di sposta- 

"menlo ~ t  ) 6 t rascurab i le  (~). 

Pe rmn to  le (16), ([9) sa rmmo ~tl)plicM)ili ancor~  M valori istantmmi (li una 

( .o r re l~ te  n o n  p o r l n a n ( ; n t e ~  1)ur(,:h('), ( :otno o s s e l ' v ~  il I)ONATI, pep  f o r z e  o l e l t r o -  

motrici  si in tendano te risul(a.nti di qucl lc  impresse  e detle forzc e ic t t romotr ic i  

sv i luppate  pet' iuduzione.  

(~) Italic;redo con ~t l~L correute totale dcl MAXWEL~ C cOn D Io sposta~)te~,to) si h ' t :  
~ D 

~t-= i q -  ~/-~ dove la soht corrcnte  a 6 solcnoi( lale;  per cui sar~'~ solenoid:de i so lamente  

quando si~t tale ~1~. 

Q) lml icando cou E Ia forz,'~ elettrica~ K la costante  d ie le t t r ica  dcl  conduttore~ Z h~ 

su't condueibi l i t ' t  ~pecilica~ si h't: 
~;D K t~E 

I)vrci6 m:[ ca~o d~dlc correnl;i M~ermite l~t condiziom~ di Ir , tscurabil i t i i  di ;,D_ di fronte.  ~t 
ad i~ indicando con r,) la pulsazione~ ,,i t raduce in quclht  ('he sia t rascurabi lc  di fronte al la 

(tniU~ il r appor to :  
I f  ?E 

condiz ione  ehe rmlla prat ica pu6 r i tenersi  scmpre  Vel'illca~a. 



~[. LEhh[: II priucipio di reciprocitt~ nelht Fisica 15i 

]:[ DONATI ha fatto in l )roposito u u ' a p p l i c a z i o n e  del  suo  pr ine ip io  al e a s o  

in cui  la f e t e  dei  c o u d u t t o r i  COlmiderata al n u m e r o  I0  s ia  a t t i v a t a  da fbrze 

elettromo~:rici a l te rJmt ive  simlssoidali  a pulsazioue cos tau te  (~). 

Ma noel e u t r e r e m o  in tale ques t ione  che  r i c h i e d e r c b b e  ul~eriori modi[ica- 

zioui delle fo rmulc  fondamenta l i ,  poich6 a e [ l ' e u u u c i a t o  compaiouo  , l e me u t i  

che  d ipeudouo (la variabil i  complesse .  

Piut tos to  ci i )rol)orremo (li speci f icare  la fo rma assunta  (lalle (16), (19) 

quando  si l)ongauo a conl 'routo non le cos ide t te  ca~'atteristiche, ma i valori  

i s tantauei  (.lell~t eo rceu te  e (legii altri  e lement i  t h e  la (listil~guono. 

13. £ tale scopo r amm(mt i amo  a~zi tut to  (-he il camt)o elet t r ico,  in o,~'ui 

I)uuto (li uuo st)~lzio se([(~ (li I:'enomeni e le t t romagnet ic i ,  ha il w d o r e :  

(25) E - -  - -  g rad  ¢p - -  A 3 U 

dove  $ 5 il poteuziaie ,  A ta cos tan t . e -e le t t romague t ica ,  e U 6 it poten~.iale 
"¢:etto~'e, de.li,dto iH um~ dis t r ibuzionc  filiforme, al ia  (tuale per  sempl ic i th  iuten- 

d iamo per  ora  di riti'Mrci, dMla r e l a z i o n c :  

f d l  (26) U : =  ~2 j ~-:, 
l 

essendo j il modulo  del l ' in teusi f f t  istant~luea del la  c o r r e n t e  che  

l ' c l e m c n t o  l ineare  di, ~" la (l istanza di ques to  e l cmen to  dal puuto 

si ca lco la  il potenzia le  ve t to re .  

Al lora  se sc r iv iamo la leggc di OHM nella  [bl'ma : 

. i ~  ),E, 

avremo~ tenendo conto  del la  (25): 

U (27) grad  -~ ~ - -  ~.j - -  A cq I , 

re laz ione  t h e  to rnerh  utile uel seguito.  

Cib posto, a m m e t t e n d o  t h e  la (4") sia verif icata ,  il che sempre  aceade  in 
pratica~ qmmdo ~i i)ongano in e s sa :  

0¢ ---= 7 ~ ~, _.~_~ ,~' 

i ,~ - - j '  v : = j ,  

~tl lhmdic~,nti della R. ,,\ceqdcmia d~41e Scienze~ di Bologna,. 2,~ marzo 1917. 

attraversa 

nel quale  
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la (:Y') a s s u m e  la, / b n m t :  

Zj'q) -FZ j '  E -I- p,'rad ~ X j '  - -  " ; ,z . ~ - -  -,./~ -t- ~ j E '  -t- red -.~' X .]dl. 
1 l 1 I 

t l 

Q u e s t a  rebtzio~te pub in tenders i  l ' e m m c i a t o  di ttn pr iueipio  di r ee ip roe i th  

ehe  legit i va ta r i  i s tan taue i  j ,  T, E; j'~ "~'~ E'  re la t iv i  ~t d,te d ivers i  istauti  di 

un r e g i m e  no~ sh t z imu~r io ,  qu~tlora~ non sia  soddist.ttta, la r e laz ione  (5"). 

h[~r essa,, tenuto conto  de l la  (27), pu6 a n e h c  s c r i v e r s i :  

. v g 3 / ,  
(es) ..~" '-~ + ..," :',.' . . . .  - A 7 J  ~ t  x . ¢ d z  - -,Jr" ' '  +~J~':'  - ATJ ~ X .i,U, 

I I I t 
t l 

g iacch6  in og'ni pun to  de l ia  ro te  si h ~ :  

1.  j,  1., ~.jX ~.jx.J; 

m o n t r e  la condizion.c (5") d i v i e n e :  

__v[~U (2:)) , U ., ( , )  

Esamini~uno que.~ta, condiz ione.  

[1 p r imo  m e m b r o ,  pe r  1~ (26), pu6 s c r i v e r s i :  

,. , ~,  f ~J 'u  1 l ~ ~t ~" >~j'dl, 

e poich6  la e o r r e n t e  ehe  e i reo la  e la sua  d e r i v a t a  r i spet to  al 

s tesse  in tutti i punt i  di uno s tesso r amo ,  esso p rhno  m e m b r o  

t e rmin i  del  t ipo 

=h lk Ih lk 

dove  con h, h si i nd ieano  due r a m i  gener ic i .  

Perc i6  la (29) a s s u m e  la f o r m a :  

' i ,/~3~ __ ,~, " Mhk Jh ~Yk (3o)  '2 x Mh,, • -~T 

, ~jk 
-,.-= M, . , jh  ~t , 

t empo  sono le 

r i sul torh  di 

(~) Con r si indiea qui il numero d~i singoli r:uui, numcro gcm~ralnlente, diw,r.~o da 
qu~;llo dei e'tmpi lim,ari nei qu'tli si 6 detto di intemh,re ,~uddiv'is.l la rete ttl priucipio 
del § 10. 
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In ques ta  i coemcien t i  Maa d ipendono .sol,nneltte dal la  form~ e dal la  posi- 

zione geomet r i ca  dei rami h, h. 
O r e  quest i  siano chiusi tali coefficienti t)rendono notor iamente  la deno- 

minazioue  (li coefficienli d ' induzione murmur. 
Quaado  la (30) sia verificata,  il principio (28) si r iduce alia solita re laz ione:  

( 3 1 )  v ;, .~ v " w  " -,y v + - 3  t, = Xy¢' --t-- VIE' .  
1 1 1 1 

1t. Giow~ osservare che la condizione (30) • scnza dubbio  verificnta 
quando in ogni t a m e  sia:  

(32) j '  ~" ' ~j' 
at = s 

Ques ta  condiz ione sufficiente, ammesso  che le intensitiL siano grandczze  

a l te rna t ive  a pulsazione costante,  pu6 t ras lbrmars i  nel mo~o seguente .  

Valendosi  del note s c h e m a  secondo il quale il valore  i s tantaneo di tali 

g randezze  a l t e rna t ive  r isulta la proiezione su l l ' a sse  reale di un vet tore  t h e  

rtlota COil veloci t~ angolare  costatl to o) man tenendo  till e s t remo aell '  origine, 
e indicando fl'a parentes i  qmtdre  le proiezioni suddet te ,  si ha :  

j - -  [je ~'',t] --j , , ,  cos (~ + tot), 
dove  

j == jme i~ 

6 la cavattevistica di j ,  cio5 il ve t tore  ruotante  (di grandeT, za Jm) al tempo 
t ~ 0 ,  e ¢p 6 la fase. 

Der ivando  r ispet to al tempo,  r isul ta :  

~ =[itoje'"] : ¢oj,n cos(~ + o)t + ~). 

Analogamente  pu6 sc r ive r s i :  

J' ~-J 'm COS (to' + to'f) 

= + + at 3 .~ cos ?' to'l' 

quando  si consider ino gli e lomenti  relat ivi  a i m a  seconda  corrente ,  di pul- 
sazione to' e fase ?'. 

La  (32) d iv iene  a l lora :  

(32') ~o cos (~' + to'f) cos -~ -t- ~ol + ) = cos (,¢ + cot) cos -¢' + ~o't' + 2 ' 
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pet" soddisSu'e al ia  qm~le 6 suffieieute chc sia 

/L) ! 

(~ . , )  

Perci6, qumldo si confront ino gli eh,ment i  (li due (:orrenti simtssoi(tali, il 

ve~'iliearsi (lella (32') o, in parti(:ohn'e, delle (33), nssicur~ In validith dei 

lwincipio (31). 

I,). Quanto si 6 (lotto a[ n. 13 pub ripoter,~i noi r iguar( l i  dol le ( l istr i l)u- 

zioni (li corrent i  nou stazion,q, ric in ttno spa zio a tre, dimensioni .  

Ricorda, ndo clte il potcnziale vet torc 6 in tal c nso (h:linito (lalla. 

j 'j ;_, t ; ---~ d N  

dove .j indica l ' in tens i th  della, corren.tc c h c a t ,  tt'a, versa, l'unil:,t (li superiicie 

equipotenziale,  se i[ condutt;ore 5 isolt'opo~ e valem[osi dei soliti simboli, ~i 

trova, in luogo della (28): 

j' j' ..... X ,1  d, == "~.j' X Jld% -t- l ( j '  X "~id% ,I 31 "' ~" 
~1 % N 

(34) j" . , 'sv'  
--=- ?' jXndz ,  t- , a x ' d % - - l t ]  ~l X,hh'< 

Quest~ rclazione 6 viucohtt~ a l l ' i so t ropia  del colldutl;oY(~ o qmtnto a lne|lo 

alia condizionc meno restrittiw~ iudicata  al te rmine  del n. 9, essendosi elimi- 

tutti ,,,,ti in tegral i  estesi ad S delle funzio,d ~.j X j '  e ~.j' X j .  

Non vi 6 luogo qui a semplif icazione a lcuna  nei r iguardi  (lelh~ comlizione 

x i'a,  = i x , ~ - .  • j ~ • 
N N 

poich5 i tubi di flusso relativi  a, um~ distr ibuzione possono diffcrire da quclli 

relat ivi  all' al tra.  
Da .quanto finora si 5 visto c i rca  lc corrcnt i  wu'iabili pu6 dcdm'si elm 

ge|mra4|ne | l te  un principle di rcciproci th  semplice come quello (16) o i l  (19) 
non vale, e che una tal forma si eonserva  solo eve si consideriuo degli istanti 

par t ieolar i ;  la qual  cosa a v e v a  t rovato a.nche il DONATI (:lie 01111116;i0, (301110 
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s'6 detto, uu l)rincipio the  lega le caJ'at terisl iche,  cio6 le grandezze degli 

clementi iu un particolarc tempo: quel[o iniziale. 

16. Un (:~so particolare delltt legge (28) si ha quando la fete risulti co- 

stituita di uno o i)i6 circuiti chiusi, nei quali il potenziale sia ovunque con- 

tinuo e quimli h~ correlate dovuta a fenomeui di induzione generati da varia- 

zioni d e l c a m p o  elettromagnetico circostante. 

In tal case la condizione (29) 6 forzatamente verificata, in virtfi della (28), 

e costituisce essa stess~t un particolare principle di reciprociti~ (~). 

Ponendo fimri del seguo d ' integrazione l'intensit/~ della corrente, la qual 

pratica in virtd della propriett~ solenoidale ricordata cosa risulta leeita in 

al n. 12, si h~t: 

(35) x J ~t X dl, 

dove ~' indiea it numero dei eircuiti. 

Potendosi scrivere 

j' u x  dt 
1 

- -  3 U X di, 
l 

e notando the  gli in tegrali sopr~tscritti wtlgono i flussi (the chiameremo (I), (P') 

dell ' induzione magnetiea abbraeciati dai eireuiti, risulta infine: 

( 3 6 )  ~ :" - -  - - -  ~ j  ; 
3 0 t  1 3 t  

legge che non ha peraltro carattere di novit~, essendo una immediata conse- 

gueuz~ dalla nota relazione: 

A~(1) 
J -  R ~t (')' 

nella quale j,  corrente indotta nel circuito, ha senso solamente quando, come 
nel ease present% essa sia solenoidale. 

17. Nei muaeri 9 e 15 i prineipi relativi a distribuzioni di spazio sono 

st~ti emmciati in base all ' ipotesi the  il mezzo couduttore s ia  isotropo, o a 

quelle meno restrittive iudicate al termine del n. 9. 

0) Cfv. V. Got t l :  Su nna reeiproeitd .fra ~,ariazioni di .]l~t~so d'i~tduzione magnetiea e 
eorre~ti indotte i~t eirc~titi elettrici; ~( Bol le t t ino  ,lelP Unione Matem. ltal.~ Anne II ,  n. 5. 

(~) C'fr. A. R o r r l :  Eleme~tti di lfisicar I[, § 462, 469. 
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0 v e  tall ipotcsi non simm verific~tto comparirh al solito in ciascun membro 

di ogni eguaglianza tm termine in l)iil. 

Co sl la (16) diverrh:  

(l(;) 

~? i'X .d% j' j' !- P;i' X ~*dz.. - -  R i  X i'dN .=- 

0. 2 ~,~1 

, ts, 
rJ t 0 2 ).~ 

1 
e la (34), ricordando ctm l 'omografia k si 6 gih indicator con R: 

(.'-34') 

y ?j' X"d~ -t-,]'Ej' X ~td%--j'Rj Xj'dS' -+ A~ 8 U-8-t- X j 'd  S~:' = 
°i ~2 S 8 

'., ×,-,o, +5,,".,×,,do. + , ,  × 4 -OZ- x.jd6". 
z i ~ 8 8 

19. Dopo esposte le reciprocith pih importanti the  wdgono nella Elettro- 

dinamica, terminer5 ricord~lndo quella stabilita da GAUSS nell' Elettrostatiea. 

'_Pale priacipio non 6 qui fuor di hmgo, in quauto oeeupa uel eampo dei 

fenomeni elettrici lo stesso posto the  oecupa il principio di VOLTERRA nella 

statiea del solidi etastici. 
Si eonsideri un sistema di conduttori isol8ti e si suppongano ttssegnati 

loro due diversi sistemi di eariehe, q, q'. 
II potenziale di eiascun eonduttore assumer'X eorrispondentemente i valori 

~, ~', e la forza elettrica in eiascun punto del eampo i valori E, E'. 
Chimnando a la superficie the  limita eiaseun eonduttore, ed -Q quella di 

una sfera suffieieutemente grande perch5 possa.contenerl i  tutti, si appliehino 

le (3), (4), (5) allo spazio S eompreso fi'a la f~ e le :, dopo aver  posto: 

i u ~--- KI~J' ~ v--~ K E  (K costante dielettrica). 

Risulta subito che le (4), (5) sono verificate. 

Tnfatti 5 : 

du, 
, f  I' 1 K~ " ~-[j i dN = ~  ~ di v ( l(  E)dN : O, 
N ,N 
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l)oichb KE, a meno del coefficiel~te , b, secondo l ' immagine del MAXWEL, 

lO spostamento d i t m  fluido incomi)ressibile. Ed ~ tmcora, quando si supponga 

isotropo il dietettrico, o ad auisotropia carat terizzata da una dilatazione: 

J'g' ~' ~ × " " ~ " : - 4 " ×  " " ~ :  4 "~'× " ~  : . f  ~"~" ~ × :~ '  

in virtfl della relazione: 

Pertanto la (3) d iviene:  

E - -  -- grad ~. 

v , ~: d - ~ ' K E X n d ~ ) .  Z,I c+ K E'  X ,,d~ - , t  ~ K E'  X rid(.). = ... ~ ~ K l~ X "nd~ 

Se ora si fa ereseere iudefiuitivamente il raggio della sfera, la relazione 

soprascritta si semplifica nella 

EJ'~KVY X nd~ = Z ~ ' . K E  X ~,d~, 
cJ 

giacch~ il modulo (ti ~ K E  diviene, quaudo il raggio tende all'iufinito, un infi- 

nitesimo di terzo ordine rispetto a t l ' inversa  di questo raggio. 

[llfille~ per essere 

~ K E  X nd~ = 47:q ; ~ K E '  X nd~ - -  4nq', 

e ~ costante su ciascuna sfera, r isulta:  

(37) SL~q' - -  Z~'q. 

$ 

20.  II p r i n c i p i o  di  P u p p i n i .  - -  Si consideri uu ammasso poroso occupato in 

una certa .~ua rcgionc S totalmcnte da acqua (o da uu qualsiasi altro liquido) 

in movimento. Lo spazio S risulti limitttto da un complesso ~ di superficie, 

parts permeabili, parte impermeabili. 

Indicando con z la quota di un punto geuerico di N sopra un piano oriz- 

zontale di riferiment% con p la pressiolm unitaria nell ' intorno del puuto, con to 

A~lnat i  eli J f fatemat~ca,  Ser ie  IV,  Toll |o [ I I .  20 
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il peso speeitico dol liquido (ctm si suppone omogeneo), e posto 

P (38) z -t . . . .  h. (carico piezometrico), 
to 

(39) f -  . . . .  g'rad h, (penden~,a mortice), 
si ha no to r i amen te :  

(40) 

S ~ 8 ¢: 

eve si 6 tenuI:o conto de l l e :  

i g rad  h .-= - -  f i g r a d h ' ~ - - - f '  

i i q' = 

Sul)poniamo era che la funzione I ~ sia il~ ciascun punto dell '  allltnasso 

indipemlente  dal la  direzione del mote, t ie6  t h e  l' anlmasso sia idraul icamente  

isotroI)o, op[ )u re  the ,  mancaudo  l ' isotropia,  l ' omogra i i a  Ix si~ una dibttaaione. 
In tal case 6 al iora veri l icata  ancb.e la (5), e la (42) si semptif ica nel la :  

(43) ~hq' x'nd(~ ~---~h'q X'~,dm 

0) Nei r iguardi  di questo coefliciente l)Ub farsi anche qui Pipotesi  che sia uu~omotetia 
per ammassi porosi isotropi~ ehe sia utl~omografi(t qmuido venga ~ mancare P isotropia,  

q :=  ttf, 

espressionc della le~,~')'c DARCY-I{rPTER~ dove q 6 il vet tore po~'tata per Ulfitft 

di superlicie di c g u a l  carico piezonmtrico, s c i l  mezzo 6 isotropo, e l~ 6 il 

coefficiente di l i l trazioue (~). 

Ci6 posto, se h, f, q; h', [', q' sono due diversi  sistemi di carichi,  pendenze  

motrici e l)ortate corr ispondent i  a due diversi  regimi idrodimtmici  (non ueces- 

sa r i amente  permauenti) ,  si ponga aclie (3), (4), (5): 

(41) ~ ~ :=-: h ~ ~ It' 
i t t - - -q '  v ~ - q .  

Con ci6 la (4) 6 senz ' a l t ro  veri i icata,  pet' essere ;~d csempio:  

i dt t  ~ ( dq'~ 
I, i l¢~'[l['i  = l, h iiP] = h div  q' = 0 ,  

per la continuifft  dcl mote e per ht incompressibili t i t  del lluido. 

Per tan to  la (3) assume la tb rma:  

I f ? _jh,, (42) - -  I ' X  l~I"dS -t hq '  X l~d~ --- - -  ' X l~fdS -t X n d z ,  
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E questo il principle di reciprocitb~ dovuto  al PUPPINI ('). Esso r isul ta  

come conseguenza  di /;re ipotesi :  il verificarsi della legge DARCY-I~ITTEI~, la 

incompressibili t l t  del liquido e l ' i so t ropia  del luezzo (o, l)ifi generahnente ,  la 

anisotropia ind iv idua ta  da tma dilatazione).  

Ma eondizione essenziale a t h e  possa enttnciarsi  mt prineipio di reciproci th 

6 so lameute  il verifica, rsi della pr ima uni tamente  ad (ma delle (luc rimane~lti. 

Q~uamto ad esempio sia it in(lipendeute dalla dirczione del moto, m~, per 

cssere il moto vavio~ si voglbt t ene t  conto della [ieve coml)ressibiliti~ del 

liquido e uou wdga  quindi l)iit la (4)~ si ha :  

j" -j'hq' = ~  div qdS tj x , ,  (44) It div q'dS t X ~d~ h' "h'q d~. 

Le (42), (44) rappresen tano  i)ert~mto due espressioni piit general i  della (43), 

corr ispondent i  al non verifiearsi eli una (lelle due ult ime ipotesi necessar ie  alh~ 

validitit della (43) stessa. 

P ra t i camente  ques t ' u l t ima  sarh accet tabi le  eve si pongauo a confronto 

due regimi permanent i ,  nel qual  c a ~  scompa~'e l 'effet to della, piccola com- 

pressibiiifft de! liquido, e quando l ' a m m a s s o  poroso sia costituit% o da piccoli 

e lement i  sferici di g randezza  variabite  con continuifft (la pm~to a punto, o da 

e lement i  di tal t ~ ' m a  t h e  risulti una, (lilatazione l 'omograf ia  It (-he eara t te r izza  

la permeabilib~ del mezzo, il che importa  il verificavsi della (40) e della (5) (~-). 

21. Anehe  l ' e s tens ione  da ta  dal PUPPINI al t eorema (43) in base al prin- 

cipio della sovrapposizione degli effetti risulta, immediata ,  ment re  lo stesso 

principio di s, ovrapposizione 6 sostituito qui dalht t)roprietit l ineare degli ope- 
ratori  g~'ad ed I~. 

Si consider ino infatti tre sistemi di earichi,  pen(lenze motrici e portate 

h, 1; q; h', f ' ,  q'; h", f",  q", corr ispondenti  a tre diversi  regimi di deflusso 

a t t raverso  S; il primo prees is tente  all '~tttiwtzione mediante  pozzi di una t e r r a  

zona. , ,  del contorno ,,  zona the  in questo t)ritno reg'ime 6 dunque in riposo; 

gli altri due regimi dovuti  a (ltm diversi  modi (li e rogare  acqua  a t t raverso  ~,; 
e si ponga helle (3), (4)" 

t o : - -~h ' -  h ~--~-h"--h (45) 
I a - - q " - - q  , ~ q ' - - q .  

(l) U. PUPPIN[: a 1l Monitore Tecnico ~,, novembre 1911. 
(z) Di quest,~ principio ha .~vuto oeeasione di oeeup:~rsi ,roche h) ~erivent;e iu una nota 

~q)par~n ~ul (( Monitore 'l'eenieo, nn. 30-32 dellTanno 1923; n. 21 de]. 1924. 
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Si risc(mtra subito the,  ammessa la incompressibilith dell 'aequa,  

i)ermammza del mote, la (4) 6 vevilicata, perch6 si ha ad esempio: 

[' tt Ka. d~ }̀ht i, ==. (It '  h)(div q" - -d iv  q ) =  O. 

o la 

Perci6 la (3), eve si indichi con % la parte di 

tengano presenti le (39), (40), (45) assume la forma:  

(4(;) 

z residua dope z,,  e si 

- | ( f "  - ,t') x . ( f "  - f),zs - @ h ' - -  t , ) ( ¢ ' -  q) x , , ~ z ~  = 

j. j : - -  ( ] ' " - - ] ' )  X ~ t ( f ' - - f ) d S q  ( h " - -  h ) ( q ' - -  q ) X  r ide .  

S ~l +% 

E se si suppone isotropo il mezzo, oppure the  sia I t u n a  dilatazione, con 

the  anche la (5) risulta veriiicata: 

j jib, (h' - -  h)q" X n d z ,  q - -  h)(q" - -  q) X r id% = 

(47) ~t °~ 

=~(h"-- h.)q'X ndat -t-j'(h"-- h)(q' -- q) X ,,d%, 
(3! tJ? 

[.)oie}16 q 6 n u l l o  su  ~ .  

A quest0 punto, tenendo conto delle reali condizioni nolle quail si pre- 

sent, ano le falde artesiane (t) in natura, pare lecita l ' ipotesi che sia trascura- 

bile il secondo termine di ognuno dei due membri della (47), in quanto le 

dep~'ess ioni  ( h ' - - - h ) ,  ( h ' - - h )  t)rodotte helle lontane zone permeabili della 

supet'ficie % attraverso le quali la falda comtmica con serbatoi mrturali o con 

sorgenti (quando lo spazio S considerate si estenda sine a quelle) possono 

ritenersi assai piccole in confronto con quelle provoc~te su ~t, ment,'e d'altn~ 

parte, per la continuith, il contribute rotate delle portate unitarie q' su at 
e ( q ' - - q )  su % (e rispettivamente q" su z~ e ( q ' - - q )  su %) risulta inwwiato. 

Sotto quest' ultima condizione potrit (hmque scriversi:  

i ' (h ,  - -  h),," × =.[(,,"- h),,' × (48) 

(t) Al le  fa lde f reat iche occorre appl icare  senz ' a l t ro  1~ (47)~ poich6 fanno necessar ianmnte  
parte de l l a  zom~ per ineabi le  di % ateune superficie t he  dewmo al lacoiars i  tt o t o cite sono 

quindi  ~ dis tanza tinit'L. 
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che 6 il note terzo enuuciato date dal PUPPINI nel 1914, nel quale gli inte- 

grail sono estesi :tile sole superticic at traverso le quail i pozzi comuuicano 
con la falda. 

In mcrito a qucsta espressione, atta ad interessanti applicazioni, dow'h 

pertanto avauzarsi tma riserva in pih oltre alle tre, della validiti~ della legge 

DARCY-RtTTEI¢, dell ' incompressibili th del liquido (quando il mote 6 v~r io )c  
dcll ' isotropia (o della anisotropia corrispondente a una dilatazione): quella 
(lella effettiva trascurabilitit delle depressioui ( h ' - - h )  e ( h " - - h ) .  

Qu~mdo ci5 uon fosse h~ (48) risulta solo l 'espressione appro.~imata di 
una legge rig'orosamcnte espressa dalla (47). 

Si 6 detto poco sopra che le depressioni ( h ' - - h ) ,  ( h " - - h ) d a  ritenersi 
trascurabili souo quelle corrispondenti alle lontane superficie ~ delle sorgenti 

(quando S si estenda sine a quelle); ma effettivamente, perch6 valga la (48), 
non occorre che S si estenda a tutta la parte delia falda permeabile occupata 

dali 'acqua, ogu(ma del le .relazioni  soprascritte potendo essere riferita anche 

a una pieeola parte del t 'ammasso,  purch5 della sua superficie limitc faccia 
parte la a~. 

In tal case le depressioni (h' - -  h)i (h" -- h) non sarebbero piii tntscurabili ; 
ma 6 facile rieonoscere ehe possono allora, e in ogni case, elidersi, per es- 
sere eguali, i secoudi termini della (47), solamente quando la parte permea- 

bile della superficie % pub con deformazione continua portarsi a distanza 
infiuita, senza u.scire, s ' intende, dalIo spazio oceupato dall 'acqua. 

Infittti, scrivendo la (47) uella forma abbreviata  

(47) j'+j'=j" 
~I U2 °I ¢72 

e fi~cen(Io variare di posizione la %, si seorge facilmeute che gli inte- 

grail j ;  f '  subiseono eguali incrementi.  

02 ¢32 

Supponiamo allora (.he ~ possa portarsi a distauza il~finita. Corrispon- 

dentemente  andranno a zero e ; dunque questi integrali erano eguali 

:J'2 02 

auehe prima della deformazione di % e possono togtiersi dalla (47). 

Reciprocameute:  se per una qualsiasi eoppia di regimi idrauliei si ha 
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1o sp~lzio ,~" d e v e  essere  iniinito. Poich6 basra  suppor re  che  % sia tu~a super-  

ficic (li egual  car ico  in c iascuno dei t re regimi  (l)reesiste~ite (; di a/tivaziot~e 

dei pozzi) e t h e  sia ivi h'=: -h ' .  

Risulta a l lo ra  (:lie, colltultqtle si e m u n g a u o  i pozzi a t t r a v e r s o  ~j, seml)rc  

dove  essot'o: 

':'J2 fJ2 

dove 6 h ' . - - h  = h " - - t t  in og'ni punto di cry. 
( ) rbene  ques te  due di f ferenze devono  anche  cssere  nulle e quin(li deve  (~ 

tvovarsi  a d i s tauza  infiuita da  z~, altrimet~ti ue segu i r ebbe  l ' a s su rdo  t h e  sono 

eguali  le por ta te  afl-luenti ai pozzi uei due sistemi di eroga.zione, povt~te t h e  

sono invece  (lel tutto a rb i t ra r ie .  

Dal le  cons ideraz ioui  esposte  r isul ta  d tmque  che, a rigore~ a nossuna fal(la. 

a r t e s i aua  (~)6 appl icabi le  la legge (48), l addove  uel la  t)r~ttic~ l)otrh ques ta  

rc laz ione  appl icars i  con tul;t~ tranquiil i t i t  alle falde occupa tc  d a l l ' a c q u a  pet' 

una no tevole  es tensione.  

22. T e r m i n e r 6  l ' e spos iz ione  dellc leggi di r ec ip roc i t a  t h e  si r i /br iscono 

al ia  f i l trazione,  osserwu~do t h e  po t r ebbe  in talc campo  emmciars i  am.he un 

t e o r e m a  i(lenti('o a quel lo t h e  il VOL'I'ErrX ha date  nella e le t t rod inamica ,  si~t 

valendosi  del ia  tbrmuht  (43), sia r i co r r endo  alia (48). 

Se non t h e  sotto c i a seuna  del le  due ib rme esso t e o r e m a  l)erde mot ta  

par te  de l l ' i n t e r e s se  che gli 6 s tate  r iconosciu to  ~:el case  (li ttna. co r r cn t e  

e le t t r i ca  o di un flusso di calore .  
hffatt i ,  r i fe rendos i  d a p p r i m a  gila (43), va posto in r i l ievo t h e  sono ne- 

c e s s a r i a m e n t e  i~cluse, nel complesso  z (telle superf ic ie  che  r acch iudono  la 

falda pe rmeab i l e ,  anche  le loutane superf icie  ~ di ~dimentazione e di erog'a- 

zione a t t r a v e r s o  le quali  la fal(t~L c.omunica con [ ' es te rno .  

Pe r t au to  in c iascuno  dei due regimi  posti a confronto,  le sui)erficie di 

immiss ioue  (~a, ~o, secondo le notaziotfi usate al n. l l) d o v r e b b e r o  uecessa-  

r i a m e n t e  co inc ide re  con % ,  meut r e  ~B e ~D po t r ebbe ro  e f lb t t ivamente  t'~p- 

presentare quelle  r e l a t ive  a due  pozzi distinti  B e D. Iuol t re  c o n v e r r e b b e  

i m m a g i n a r e  t h e  in un r eg ime  si e rogasse  acqua  dal  solo pozzo B, e che  

ne l l ' a l t r o  si ponesse  irt az ione il solo pozzo D; iufine la falda pe rmeab i l e  

0) Allc falde freatiche~ rlpetiamo, non pub in alcun case convenire l~t (48), poich6 a. fi,r 
parte delia zona [m~'meabile di % sono anche n(.cess~u'i~une.nte le superiicie the si co|legano a %. 
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dow'ebbe Sul)porsi iniziahneate in riposo, se si wmle cite l~t l)ortata erogata 

da ciasctm pozzo eguagli quella eutrante at t raverso la superficie %.  

Ci6 posto, essendo seasibilmente iavariabite durante qualsiasi erogazioue 

il c~u'ico suila loutaua superficie %, risulta, detto h il carico preesistente ai 
due regimi della falda iu riposo: 

(h - -  h"R)Q'B : (h -- h'D)Q"D 

dove h'D, Q'~ ~oao il carico piezometrico e la portat~ relativi a un regime, 

h"B, Q"D le ~tmtloghe quautitt~ relative all 'altro. 
Se poi si suppone Q " D =  Q'B, si ha :  

h - -  h"B - -  h --  h'D 

relazioue abe ~ evideutemente  co~ltenut~ nella (48). 

0 r e  ci si valga, illvece, della stessa relazione (48) e si considerino 

quattro pozzi distinti, si ottieae si umt legge nuova, di cui d immediato 

l 'enuuciato,  m~t Hoa preseHta questa tm notevole il~teresse pratico, giacch~ 

bisognerebbe supporre cite durante ciascun regime l ' acqua  che si attinge da 

uu pozzo tbsse coutemporaneamente  versata  i~ un altro. 

23. II principio di l,orentz. - -  Ripeter6 qui, per essere compteto, Ull teo- 

renla di reciI)rocith, dovuto al LORENTZ ed esposto d~d BURALI-FORT! e dal 

~[ARCOLOb~G0 nel secondo Volume dell'A~alyse vecto~.ielle gdndrale, relativo 
ai moti vorticosi dei liquidi viscosi. 

Osservando che le equazioui delI 'equilibrio SOIl0 in tal caso :  

dove F, If½ sono le forze agenti sull 'uuith di massa e ill superficie, v ~ la 

velocitY, e ~ ~ l' omografia delle pressio~li, se ne deduce che alla massa liquida 

occupaute tree spazio S timitato dalla superficie a, sono applicabili i risultati 
otteutlti nei riguardi dei solidi elastici, purch~ alle forze di massa si sostitui- 

dv dv 
scauo le .for~e perdute F - -  l i t '  ea l l a  omografia delle deformazioni quella d P  

delle velocita di deformazione. 

Fat ta:pertanto l' ipotesi dell' incompressibilitA, risulta verificata la (4), ove si 
po~ga in essa :  

i 'H, " - -  ~ ) r  V ----  t4~ 
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essendo ~, ~; ~', v' due sistemi di omografie delle pressioni e le veloeith eor- 

rispondenti a due diversi sistemi di tbrze F, /e:; F ' ,  F'~; mentre la (3) diviene:  

( d r \  +#/~ X )XvdSI--j'F'zXwI~. 

Nel case 4i moti lenti e stazionari si ha : 

(51) 

S ~ 8 cs 

relazione perfct tamente rispondeate al teorema di BETTI. 

[n merito a questo principle giova osservare  cite, me,ttre nel case di (m 

solido elastico non muta, da tm sistema di sollecitazioni ad tm altro, la indi- 
vidualith delle particelle cimentate, qui la natura stessa del fatto fisico importa 

t he  gli elementi fluidi, i quali in un certo regime occupawtno lo spazio S, 

vengano in un secondo regime sostituiti con altri diversi dai primi. 

M~r subito si riconosce the  anche tm corpo elastico potrebbe essere sosti- 

tuito con alia'o, purch6 di egual tbrm~ geomel:rica. Sohuneute, affinch6 per i due, 

sottopost.i (.iascuno '~ un l)ropvio si~tcma di fot'zc, valga tuttavia il teorema 

di ]}ETTI,  o c c o r r e  e 1)~tsta t h e  1let ptmti gcometr icamente corrispond,mti sia 

la stessa la fimzione poten¢iale elastico, t ie6 siano gli stessi i 21 moduli di 

elasticit~t. 
Pertanto nel case 1)resente il liquido in mote dovr~t, net riguardi dinamici, 

essere omogeneo, poich5 ogni particelht della massa liquida che trovasi in un 

regime o andr~ pot a trovarsi in un secon(lo regime entre lo spazio S, pub 
trasportarsi in un puuto qualunque di S; dovrh cio6 essere lo stesso ovunque 

il coefficieato di viscosith. 

24. I principi di Volterra e Puppini  nella Termodinanlica d). -o+- Si con- 
sideri un corpo condu~,tot'e (solido o liqttido o gassoso iudiffercntemente)occtt- 

p~tute to spazio ,S, e limitato dalla superficie ~ at traverso la quale avvengono 

(t) << I1 Nttovo C i m e n t o  ,>: 1882, Se r ie  III,  ' l ' omo X l ;  << 1l Moni tor t :  T o c n i e o  ~; 1916, , .  8. 
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scambi di ealorc;  e si supi)o~g~t , l)eC r imauere  iu ttl~ caso i)i~t geuera.le, che 

1~ m~tss~ coudut t r ice  possegga evea tua l i  sorgeuti  iu terae  di calore.  
Chi~mando T ht t empera tu ra  ed 

F ~-- ..... g rad  7' 

il vct torc  cadt t ta  di  t emperat~tra ,  wtle ao tor iamente  h~ le o','-'~.. 

(52) (2 -~  K F ,  

(love O 6 il vet tore /It~sso eli calore  pet" (mith d 'a re : t  di mm isoterma (se il 

col~duttore 6 i so~ropo)e  per tmit~ di tempo, e K 6 uu'omografi~t the ,  nel 

caso di un coudut tore  isotropo, pretlde i[ home di coefficienl'e d i  conducibilit~, 

t e rmica .  

Se T, F ,  Q', T', F', (2' s o u o  gli e lemeut i  reh~tivi a due diversi  regimi 

termodinamici ,  potrh scriversi  tm priHcipio di recil)rocit~t ove si ammet ta ,  oltre 

l~t legge (52), uu~t alme~m delle due segueut i  proprieth:  l ' i so t ropia  t e rmica  del 

mezzo o la solenoidali th di 0 .  Corr i spondenteme~te  sarh verificata la condi- 

zioue (5) ovvero la (4), quaudo si pong~ in esse :  

i u = O '  v = O .  

Se si a m m e t t e  l ' isotroI)ia oppure ehe, essendo aHisotropo il col~duttore, 

sin unn d i l a l a z i o n e  (') l 'omografi~t K, 6 verif icata la (5); si ha  cio6: 

P P 

g . J  

melltre la (3) d iv iene :  

8 ~ 3 

37' 
div 9 =:  c -~-~ -/- ~, 

An~ali  di Mat~matica, Serie IV; Tomo IiI. 



11;(; M. LEi,Lt : II principio di reciprocitc~ nella Fisica 

ess(,ndo c i l  ca.lore sl)eciiico , t il tempo, -~ l ' e v c n t u a l e  contr ibuto interno per  

unith di tempo e di vohune.  

Se invece si supponc d ivO==( l i vO ' :=O , come uel caso di due regimi 

pormauent i  c quaudo sia :2 mdto ovunquc,  vale h~ (4), avendosi  ad esempio :  

l,)K~.da)dl,. t' :: Td ivO ' .  -~-0: 

mcnt re  ht (3) assume la (brma : 

j' j>:,. j t' (51:) - I~'X K F ' d S  t- X ~t(tz::= F ' X  KI~'dS' t- T'Q>< n.d~. 
tJ 

b ~J S 

Qu~tlldO il~liue fossero verif icate en t r ambe  le ipotesi, si av r ebbe :  

(55) ~ TQ' X "n da --~-~T' Q X ndz, 

espressione fo rmahnen te  ident ica  a l la  (43). 
Quest '  u l t ima e la (53) sono gli cnunciat i  dati  dat Put'toNI. 

Una t'orma par t icolare  delia (55) 6 la legge esposta dal VOLTERRA nel 1882 

uni tamente  al l ' idcn~ica legge re la t iva  alle corrent i  elet tr iche,  di ctti s"6 gi~. 
data  la d imostrazione nel n. 11 di ques ta  nora, e t h e  qui va iden t icamente  

r ipetuta .  
Faro,  centro in qm~ttro punti A, B, C, D situati  entro Io spazio N occu- 

pato dal condut tore  (isotropo o ad anisotropia soddisfacentc  alia condizione 

del LAZZARINO)~ Si t raccino quat t ro  sf~re %, ZB, OC, Z m di raggio a, c si 
supponga poi t h e  in un primo regime termico un certo Itusso (I) di calore,  

aven te  cm'at tere  solenoidale se il reg ime 6 permanente ,  entr i  per ~A ed esca 

per  ZB, ment re  in un secondo regime,  anch ' e s so  pernlanente ,  un diverso 

ttus~o cP' di calore entri  per ~c, ed esca per ~P. 
La  formula (55), poich6 a t t raverso  il contorno ~ dello spazio S oeeupato 

dal condut tore  non e '6  movimenl:o di ca[ore, assume Mlora h~ forma:  

J '7'Q' >< . d z  = j ' T ' Q  >< . d z .  

3,4. t ~I~.-I-"SG, I 5 D ' 3 A + ' J B ' 4 - ' ~ U  ! °D 
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Passando a.1 limite per  ~---0, r isui ta:  

lira fTO'X ,,do = T a Q ' a X  n d a  = 0 
e ::,OJ " 

~JA ~A 

j' lira nda--= 7'~Q'~jX uda = 0 
E 0t) 

gB aB 

l ira { ' T O ' ×  = = 
a ~:0d - J  

~0 aO 

linl f T ( ) ' X  , t a l e r ,  :(*.3 . : ~ '~j ' ( .~) 'X 'ttcta = ---~/) , (~ '  

aD aD 

e 1o stesso dicasi degli integrali estesi a aA, aB, ao, ~ del  seeondo membro 

della (55'), i quMi assumono rispet t ivamente i valori 7"AO, - - T ' B O ,  0, 0. 

Perci6 si ot t iene:  

q)'(T(~ - -  T z , ) - =  (P(7"a - -  7 % ) ,  

e, supponendo inline the  sia 0 ' =  @, 

7'0 - -  7~ = T 'x  - -  T'B ; 

eio6: il  d is l ivel lo  t e rmico  d e t e r m i n a t o  ne i  p~tnti C, D da w t  flusso quals ias i  

di  ca lore  ent~'ante p e r  A e uscente  pe~' B ~ egunle  a quello provocalo  nei  

p~enti A, B da ~tn medes imo  /htsso e~dranle  pe~' C e ~tsoente pe r  D. 

$ 

25. Ill tutti gli esempi fin qul prescn~ati non si 6 tenuto conto alcuno 
della condizione (6). 

Tale ommissione 6 stata fatta con intenzione, poieh6 in pratica i teoremi 

pi~t sempliei e pi~t importanti sono genet 'ahnente quelli nei quali i termini 

della relazione (3) cite rim+mgono a eostituire il principio di reciproeith sono 
preeisamente gli integrali di superfieie della condizione (6) medesima. 

Pertanto sono genel~dmente da ritenersi privi di interesse pratieo quei 

prineipi, dedotti datla condizione (6), o dalbt (6) assoeiata a una delle altre 

due, nei quali i termini the  si dimostrano eguali sono tutti integrali di spazio. 
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Ci6 uon di mcuo, in or(line alle applicazioni del metodo ehe siamo venuti 

CSl)(mcudo, sent) d~. col~si(lera~'e anehe (utti gli emmci~tti, I)er t)revitit ommessi, 

chc discetidono (lMla su(ldetta comlizione, (lei quali alcuui l)Otrehbero tornare 

utili nel c~u~q)o (teltc r icerche prc(,(:amen(:e scientiiiche. 

26. Da (luanto si 6 csposto uei precedenti humeri serge anzitutto la 
~'ra,~(le. Seml)li(-iiit del metodo vottorialc nei conh'onti con q,mlsiasi altro. [n- 

littli, me(liauto la rclazione idoutica (3), assouiata ;tile condizioni (4), (5) [e ci 

si l)otrcbbc vMorc auche della (6)], 5 state possibilc dimos~xarc speditamcntc 

i t)ih importanti priucipi di reciprocith (the valgono ue|la. Fisica, c si souo 

ottouuti visultati 7 sc uon tluovi neWargomento cui si riferiscouo, cert:une~to 

assai piit gencraii. 
A qucsto metodo potr~'t opporsi t he  esso 6 proticuo solameute iu qutulto 

la quasi totalith dci teoremi csposti era couosciuta e che solo tale couosceuza 

ci ha guidati )lella scelta dellc oppor~.une omografie % ~ e (lei vcttori ~a, ,~ 

(1~ sostituirc m~lle (3), (4), (5); mentre la f'onte diretta alia quale tut~ora coat- 

verrebbe rivolgersi in utta iiHov;i, italy)glue rintarrel)be ttnc()r~L quella (li ca- 

rattore cnerg'ctico cui attiuscro alcuM dcgli Autori di tall ricerche. 

Ma 6 facile ricouoscere the  1~ rclazioue tbnd~uneutale (3) [o la (1), il the  

6 equiwdente]  5 suscettibile di (ma cspressiva iutcrprctazionc tisica c the  

perci5 nou 6 affidata ai ct~so la scelta delle omogrMie c dei vettori piu op- 

portuui. 
Basta, ad esempio, pensare al significato della (1)ne l la  teoria dell 'ela- 

sticitM 
Posto the  a s i a  l 'omografia  delle tensioui inLerne e a i l  vettore sposta- 

meJ~to, la (i) 6 l 'espressione del p~'i~tvipio della con.seJ'wtzione dell'e~le~'gia 
quan(lo z corrisponde ad ,i, 6 il teoJ'e~a dei la~:oYi vi~'Dtali nel case op- 
posto, purch6 tt six uu sistema possibile di spostamenti, ad esempio sia do- 

vtlto a t~31'altra omogrMia ~ delle tensioui. 
Orbeue questa interprctazioue della (1) si conserva .iu tutte le Mtre ap- 

plicazioui, auche se le dimensioui vengouo a mutate  l)e~' il mutate sigMficato 

dei simboti. 
Dunque i[ metodo esposto risult~ it~ diretto ral)porto eel prineipi fonda- 

mentali dell~ Mcccanica~ ai quMi ha dovuto pure ri(:.orrere a.nche chi, come 

il DONATI, seguito poi dal PUPt'IN L si 6 riferito inoltre al p~'incipio del ~as- 

si~to dell" entvopia. 
Uu particolare cenno su questo puuto chia.rir~t questo asserto. 
Mi rithrisco al priueipio di reciprocitt\ wtle\-olc i n  um~ fete di lili con- 
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duttori~ e p ree i samente  al ia seconda dimostrazione da ta  dal DONATI nei Ren- 

diconti della R. Accademia  delle Scienze iu Bolog| |a,  Novembre~ Dicembre  1899. 

[ v i i i  problema 6 r icondotto alia r icerca  di un astvemo coJ~dizioJlato 

dctla~ ~'tmzione calore svolto pet" effetto .[OU/,E, la condizione essendo rappre-  
s(mtat~t (IM principio della conservaz ione  de l l ' energ ia .  

Seguendo un noto procedime| l to  si 6 cosi condotti  ad ammt la re  la varia- 

zione Iirima di mla .cer ta  funzione (somma di quetla che espr ime il calore 

svolto con la condizio | |e  molt ipl icata  per una c0stante di immedia ta  determi- 

mtzioue), quando si asseglfino alle variabili  in tens i th  della corrente  degli in- 

c rement i  co~pat ib i l i  col vincoli (he! easo specifieo solenoidali); quando, ad  

cseml)io , si assegnino degli inerement i  dati (I,'tlle intensit~t corr ispondent i  a un 

secoudo regime, a l tera te  mediante  uno stesso t}~ttore numer ico  iuf ini tamente 

piccolo, ct~e sia lo stesso in tutti i punti delia rete.  

Ora, la relazione t h e  cost il DONAT[ r i cava  per  nulla differisce da quella 

t h e  immediat~unente risult~ dal teo~'e~na dei la~;ovi vi~'l~ali (~), t eorema che 

6 aucora  rappresen ta to  iu tut ta  la sua genera l i th  dalla (1), quando ~ ed ~t 

sia, uo hmzioni clio non corrisl)oudono a tlIlO S~:eSSO reginle.  

Per tan to  alia. (1) e quindi alia (3) spet ta  nella Fisica un ' impor t anza  cite 

non si l imita solamente  al suo ca ra t t e re  analit ico. 

Dalte  osservazioni  sovraesposte  r isul ta  poi ancora  che ogni pvincipio  di 

~'ecip~'ocit('t 0 una conseguenza del teopema dei lavovi vivtuali .  

27. Concludendo:  ogni qualvol ta  in un campo,  che sia sede di fenomeni 

lisici, esistono un 'omogra f i a  :¢ (che pub anche  ridursi a uu 'omote t ia )  e un 

vet tore  **, pub subito scr iversi  la relazione ident ica (3), ment re  la condizione 

di proporzionalit~t, cui usuahnen te  si fit appello, si t raduce  qul nel fatto che 

esiste un e lemento  fisico, che potrebbe anche  essere rappresen ta to  dallo stesso 

vet tore  "a, proporzionale a g rad  :¢, o t h e  r isul ta  il t rasformato  di grad  z¢ se- 
condo tm ' a l t r a  omografia.  

Ma la (3), di per s6 sola, non dike mflla. Perch6 possa scriversi  uu prin- 

cipio di reciprocit i t  occorre verif icare se, in virtfi del significato fisico di a 

e u ,  6 soddisfat ta  una M m e n o  delle condizioni (4), (5), (6). In dipel ;denza di 

tall coudizioni varr/t  dunque  un principio anzich6 un altro. 

Consider iamo infine queste  coudizioni.  

(t) Un'espre.~si,mo in turbo corrispondente ~ quella the rcgola l'equilibrio dei fiIi flessi- 
bill. Cfr. P. BUm~ATTt: Meecauica Razio~ale'~ 1 ~ edizione, pag. 188 (I). 
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i ,s = f d" j", i 
8 ~q 

qtmn(lo ~, ~ non si~tno delle onlograf ie  particol~uq, come  nell 'Elast,  iciOh, 

Osl)rime t 'cguo, g'lianza dci lavm' i  v i ; . tuat i  i n t evn i ,  ctle nel caso r i corda to  

r isul ta  d~ una  nota  propriet?u dcl le  tbrme qu~Mratiche omogenec .  

Quando  a, [3 si r iducono  invcce  a delle omotet ie ,  come  negli esempi  t h e  

in te ressano  l 'E le t t ro logia ,  l ' I (h 'aul ica ,  l,t T c r m o d i n a m i c a ,  la (4) 6 verif icat~ 

(( 'ondizione sufficiente,  mtt aon necessar ia)  o r e  siauo u,  v solenoidali ,  il chc  

acca(le (so u, v r a p p r e s e n t a n o  velocith) quaado  il moto  sia pe rmanen t e ,  op- 

pure  quan(lo, cssendo var io  il moto, 6 incomp~'essibite il fluido in movimento .  

La, condiz ione  (5): 

~gra(l a X '*tdS =j'o'rad ~ X vdS, 
S 8 

csp r ime  l ' e g u a g l b t n z a  dei lavovi  es levn i  eli ~mssa.  

Con r i t~rhnento  ai campi  della F is ica  nei quali  abb iamo a v u t o  occ~tsion¢~' 

di usar la  e c o n i b r m e m c n t c  a quau to  h~t d imos t ra to  il ProL LAZZARINO, di: 

r e m o :  condiz ione  sufficicntc (~) affinch6 cssa sift ver i f ica ta  6 clio l 'omografi~t 

(~ e ~) ca r~ t t c r i zzan te  le p ropr ie th  specif iche del mezzo  si~ um~ d i l a t a z i o u e  

se qucs to  6 auis.otropo, u n ' o m o t e t i a  se ques to  6 isotropo.  

Da ul t imo 1,~ (6): 

f ~ n  >< , ,d~ = ~ n  X vd~, 

c sp r ime  l ' e g u a g l i a n z a  dei lavor i  v i r t u a l i  in  supevf ic ie .  

Si 6 gih r i l eva to  in proposi to  t h e  ben r a r a m e n t e  potrh dirsi a priori  che  

essa 6 verific~ta,  poich6 g e n e r M m e n t e  cost i tuisce piut tosto cssa  s tcssa il pid 

sugges t ivo  pr incipio  di reciprociu~t che  si tende  a dimostrare ,  anzich6 una  

condiz ionc  la cui e v i d e n z a  risulti  immedia ta .  

J~olog~ta, Scuola l~,geg~teri, ottobre 1924. 

it) In tutte le applicazioni esposte lc condizioni (4), (5), (6) sono risultate s~,stituit.e da 
quelle piit restrii:tive, suflicienti, ma non ne(.ess'lrie, re.lie quali l~eguagtin.nT, a corre fra. le 
funzioni da integr:trsi~ ..~nzieh6 fra i loro integrali, cos~ come fu gi~ fatto dal Btm¢~aT'rL Cib 
non di  meno nel corso di questo b~voro ai 6 conservat't la forma integrMe ,'die tre condi- 
zioni, 'poich6 non 6 detto a priori che non esist'u~o fatti fisiei pei quali, comunquc varino 
le grandezze degli elementi posti a eonfronto, t.ll~.vo prefissati eampi z (.d S~ l'eguaglianza 
degli integrtdi sia quella sola ehe 6 sempre verifieata. 


