
S u l l e  " " v a r m t a  a b e l i a n e  r e a l i .  

Memoria 2 a di A~z~ar.s (~O~SSSA~T~ (a Padova). 

(Vedi Is Memoria 1 '~ negli ~ Annali di Matematica ~, serie IV, tomo II, pagg. 67-106). 

§ 4. P r o p r l e t / ~  r e a l i  d e i  s l s t e r n l  ~ a p p a r t e n e n t l  a l l e  v a r l e t / t  

a b e l l a n e .  I l  p r o b l e x n a  d e l  g r u p p l  s e m l c a n o n l c l  r e a l l .  

13. Trasformazione delle ~. - -  Sia Vp una varietA abeliana di tipo ~'eale, 
corrispondente ad una tabella normale del tipo (VII) (incluso il caso ) . - - 0 ,  

in cui la (VII) si r iduce alla (V) con e I - - e s  . . . .  - - e ~ - - 1 )  nella quale, come 

sempre, supporremo che le ~r, abbiano i valori di uno degli schemi no~'- 
mali  (VIII). Poich4 la relazione normale corrispondente ha i divisor i unitari, 

cosi il relat ivo sistema (I)~ ~ un sistema Z (n. ° 9) e le sue variet~t son uoto- 

r iamente  rappresentat¢,  al var iare  delle c~, dalle equazioni 

(1) + ( u ~ -  c~, u ~ -  c~,..., u~ - -  c~ , ) - -  0, 

il cui primo membro  ver r~  spesso abbrevia tamente  indicato con ~ [ u - - c ] .  

II s is tema E ~ trasformato in s6 stesso da tutte le simmetrie u'~ u,=t-7~ (4~), 

iu quanto la corrispondente sostituzione (IX) sui cicli muta in s~ la relazione 
normale, ed anche, per  analoga ragione dalle u'i ~ -  u t - 4 - ~ ;  cio6 insomma, 

se V~ non 4 singolare, da tutte le simmetrie di V~ (n. ° 6). Fissata  una, S, d i  

queste simmetrie, ad esempi% come a noi converr~, la u ' ~ u ~ ,  e detti c~, c'~ 
i pa~'amet~'i (cio4 le costanti delle relat ive equazioni (1)) di due variefft V, V' 

di Z in essa  corrispondenti, ci proponiamo di esprimere le c'~ mediante le c~, 

cio~ di scr ivere le equazioni (f~'a i parametr i )  della t~'asformazione indotta 
dalla si~met~'ia S ent~'o al sistema E. 

Poich~ dall' equazione ~ [ u - -  c]---0 di V, si deduce subito per V ~ 1' equazione 

(~) ~[u  - -  c] - -  o, 

cosi tutto si r iduce a t rasformare il prime membro  della (2) iu una ~ [ u -  c'], 

(49) Qui per evitare equivoci~ indichiamo le costanti delle simmetrie con yi, ¢i anzichb 
COIl Ci~ ~li. 
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cio~ ad esprimere la ~ mediante la I}. La possibilith di tale espressione 6 
a p~'iori garanti ta da l l ' equiva tenza  fra la tabella normale e la sua coniugata, 
ch '~  pure normale (n. ° 9). 

Tra t te remo per semplicit~ il problema nei due casi (diasimmetrico ed 

ortosimmelrico) corrispondenti  a p - -  2, ) , - -  2, che  dhnno indicazioni pih che 

sufficienti per la discussione del case generale.  
Se, indicando pr0vvisoriamente con ~r, i periodi ai cicli N,,  ricordiamo 

t h e  
- - O Q ~  - t - 0 0  

(3) '~(tq, u 2 ) =  ~ e~i(%mo+2~12,,hm.,+%,,,~,.)+2~it,,,,.,~,+%,~2) (~o), 

abbiamo intanto subito 

- - O C ,  - ~  " - -  2 ~ - -  - -  o .J  

(3') g(~,,  u ~ ) =  ~ ~ " ~ 

e quindi nel caso diasimmetrico in cui 

t 1 
(4) ~ , ~ : ~ + i ' q ~ ,  % : ) + i % ,  ~ : % : i % ,  

tenendo eonto che, s e m  ~ inle~'o, si ha sempre 

--  m ~ ~-- ~= m ~ 2- ~ mr:i, (rood 2~i) 

risulta 

cio6, per h~ parilg~ della 

(5) ~(u~, u~) = O(u~ 1 
+ ~ ,  u~-+- . 

(6) 

Invece  nel case ortosimmetrico, avendosi 

1 

si t rova analogamente ~(u,, % ) =  I}(-- %, -- %) e d  infine 

(7) ~(u,, u~)- -  ~(ui, u~). 

(50) Nel confronto celia definiziono di RIEMANN (KRAZm¢, § 4) ai tenga presente la diffe- 
renza detle convenzioni circa i periodi ai cioli Mi (1 inveco di r:i). 
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Cosl procedendo si ottengono in generale le seguenti formule di trasfov- 
mazione  delle 

(xi) 
d) 

o) 

1 1 u~,) 
~ u , ,  u.~,..., %) = ,~ u,  + ~,..., u). + ~), ux+,,. . . ,  

~(u,, u,.. . ,  up)=~(u,,  u~,..., %), 

mediante le quali dalla (2) si deducono per la trasformazione indotla entro 
al sistema E dalla s immetr ia  u'~ =-u~ le seguenti equazioni 

(XlI) 

1 

d) c ' a - ~ c h + 2 ,  C'k=Ck (5') 

O) Ctg ~" Ci 

(h --- 1, 2,..., X; h - -  ). + 1,..., p) 

(i - -1 ,  2,..., p). 

La deduzione delle analoghe equazioni corrispondenti alle altre simmetrie 

6 immediata,  dato the  esse son prodotti della u'~ :~u~ per trasformazioni  
ordinar ie;  e d'altronde presenta  meno interesse perch6, come fu osservato 

pifi volte, ogni simmetria dotata di punt i  uni t i  6 riducibile (scelti opportu- 
namente  i parametri)  alia u'~ ~ u~. 

Sul modello V~ <°) dove u't ~ u~ 6 il coniugio, diremo addirittuva che le (XII) 
son le equazioni del coniugio di ~. 

14. garietk reali di E e trasformazioni di prima specie die le mutano 
in s i L -  Per  comoditg di discorso ci riferiremo al predetto modetlo Vv(O~ , 

con che resta sottinteso t he  consideriamo solo variet~ dotate di punt i  
reali. 

Le condizioni perch6 una varietg ~ sia reale, sono espresse dalle (XII) 

nelle quali al posto delle c' si scrivano ancora le c. Nel caso ortosimmetrico 
si ottengono cosi le stesse equazioni che servono a determinare i parametri  

dei punti reali di Vv ~°> ; sicch6 traserivendo la (8) del nl ° 7 (cfr. n2 12, I) troviamo 

per i paramet r i  delle ~ reali nel caso ortosimmetrico i valori 

(8o) c ~ r+(O,  0,..., O, h~,+~, hz+~,..., hv), 

nella cui formulazione seguiamo le convenzioni del § 2. 

(~t) Aggiungendo :d seeondi membri il periodo al cielo Nt+_,Y~+ .... +N2,, si vede 
ehe alte (Xlld)possmto sostituirsi le ,/h~--eh+j~,(b~l,2~...,p) con jh~i(~t+Zh~+....+zl,~). 
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Invece  i p a r a m e t r i  delle ~ rea l i  nel  caso d ias immetr ico ,  hanno  i valori  

(Sd) C--~--r-J-(1, 1,..., I, hx+~, hx+~,... , hr) , 

che si desumono fac i lmente  dalle (XIId)  (~"). 

Le  (8) in cor r i spondenza  ai valori  che  pus a s sumere  la semicara t t e r i s t i ca  

a secondo membro ,  d~nno 2 p -x  sis temi di  ~ reali ,  che in cer ta  guisa  fan 

r iscontro alle 2 ~-)" falde della varietY; le ~ di c iascun s is tema ot tenendosi  al 

va r i a re  dei pa rame t r i  real i  r~. 

Ogni var ie t~ # [ u - - c ]  = 0 ,  6 mu ta t a  in s6 da  una  (ed una  sola) trasfor- 

mazione  di 1 ~ specie T, di equazioni  u'~ ~ -  u, + 2c~; v iceve r sa  una  T di 

equazio~fi u'~ == -- u~ + y~ muta  in s6 2 -~ var ie t~  ~ (reali o no), i cui pa ramet r i  

si ot teugono aggi tmgendo a ~ i 2 ~ semiperiodi  incongrui .  

Se la + [ u -  c] ~ 0 0 reale, cio~ se le c~ hanno i valori  (8), le costanti  2c~ 

della  T r isul tano congrue  a humer i  reali,  cio~ T ~ reale e m u t a  in s~ tut te  
le falde di  ~(o) (u.o 7); v i ceve r sa  se le ~'~ son congrue  a humer i  reali,  la T 

mu ta  in sO 2 ~ - ~  ¢> real i  che, r idot te  le 1"~ reali,  hanno i p a r a m e t r i  

(9) 

1 
d) c - ~  y q-(g: ,  g,,..., g~l 1, 1,..., 1, h +i, h.+2,... , h~) 

1 
o) c ~ ~ y q-  (g~, g2,..., g~ I O, 0,,.., O, h + ,  h + ,..., h2,). 

I1 numero  delte 0. reali  muta te  in s4 da T 6  dunque  eguale  ,~ quello dei 

punti  uniti reali  di T (n. ° 7); e cost comincia  ad affermarsi  anche nel campo 
reale  quel la  reciproci td  fra i punti  di V r e le variet~ ~ di ~, che  notoria- 

men te  sussiste nel campo complesso (~3). 
]~ noto che u n a  ~[u - -  c] - -  0 contiene 2~-~(2 p - -  1) pun t i  un i t i  della corri- 

spondente T. Ricordiamo b r e v e m e n t e  come si g iunge a tal  r isultato.  

Gli a rgoment i  dei punti  uniti  di T sono c i q - a ,  (a~ semiperiodo); quindi 

la co;~dizione d" a p p a r t e n e n z a  di  quei pun t i  alla ~[u - -  c] - -  O, ~ O.[a] -=-- 0. 

('~) Se queste congracnze si scrivono sotto la forma della nora precedente~ si trova aubito 
1 .  e ~--rq-~)-I-(0, 0,..., O; h~+l, h~+2,...~ hr) dove jl~ non 6 (come vD arbitrario, ma Im il valore 

1 
predetto; ed i valori eosi ottenuti coineidono cogli (8 d) perch~ ~f l  differisee dal scmipe- 

riodo (1~ 1,.., 1, 0, .... 0) per unr~ quantith reale. 
(sa) P~r p---~ 2, cfr. ENl~rQuEs-Sl,:vl~l~1, Jldmoive s~t.r lea sub:faces hyperelliptiq~es. [Aeta 

Math.~ col. 3% (1909) pp. 283-392 e 33 (1910) pp. 321-403] n? 23. 
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Essa ~ verif icata allora e solo the  il semiperiodo ~+ ha c a r a t t e r i s t i c a  
di ,~paci  (~), cio~ appunto  per  2~-~(2~-- 1) valori di quella earat ter is t ica (n. ° 5). 

Se la ~, e quindi la T, 6 reale, q~anti  f~'a i prede t t i  pun t i  so~ real i  ? 
Percib bisogna che gli a rgoment i  c+-}-a+ abbian valori spettanti  a punti  
reali ((8) del n. ° 7); quindi, tenuto conto delle (9), che il se~niperiodo ~i 
abbia u~+a ca~"atteristica d t s p a r i  del tipo 

d) 
(10) 

o) 

(g,, g~,..., g~l l, 1,..., 1, hz+~, hx++,..., h~) 

(q,, g~,..., g r [ 0 ,  0,..., 0, ha+,, hx+,,... , h~). 

Se ora r icordiamo (n. ° 5) che ogni semicarat ter is t ica  del secondo gruppo, 
esclusa la semicaratte; ' is t ica i m p r o p r i a  (0, 0,..., 0) appar t iene a 2 ~-~ caratte- 
rist.iehe dispari, t roviamo sub i to  che le carat ter is t iche (I0) e quindi i p u n t i  
un i t i  real i  cercati  sono 2~-~.2~-~' nel caso d ias immetr ico ,  2r-~(2 ~ - ~ ' - 1 )  nel 
caso or tos immetr ico;  giacch6 nel pr imo si possono dare ad hx+~, hx+,,... , h~ 

tutti i 2 p-~" valori possibili, nel secondo bisogna eccel tuarne i vatori  nutl i .  
Inoltre negli a rgoment i  c~ -I- ~+ dei punti  uniti, che son del tipo (8) (n. ° 7), 

la semicarat ter is t ica  a secondo membro  varia  soltanto al var iare  delle h 
nelle (10), ment re  l e g  d~tnno contributo atle pat t i  reali ; e tanto basta  per  
concluderne che i p u n t i  un i t i  considerat i  si distribuiscono a 2 ~-~ a 2 p-~ su 
tante  falde di  V~(°!, quant 'O helle f o rmu le  p~'edette il coefficiente di  2r-~. 

Nel caso d ias immetr ico  queste sono 2 p-x, cioO tut te  le falde di  V~ (°~ ; 
i u v e c e  nel caso or tos immetr ico  r i m a n e  esclusa una  falda,  ch '6  queUa avente ,  
nella (8) del n. ° 7, la stessa semicarat ter is t ica  delle c0stanti c+ della ~. 

Analogamente  si p rova  che pe r  un punto unito reale d ' u n a  T reale, 
passano 2 p - t  • 2 p-x, o risp. 2~-~(2 ~-~. - -  1) ~. reali,  ecc. 

Se p - - 2  le formul6 o t t enu te  esprimono il numero  dei punti  doppi real i  
della g~ sopra una cu rva  reale di Y.; in perfetto accordo col n. ° 8. 

14. II problema dei gruppi semicanoniei reali. I. Caso delle curve con rami 
reMi. --~ Nelle conclusioni predet te  6 quasi in teramente  contenuta  (almeno per  
le curve  con punti  reali) la risoluzione d ' u u  iuteressante p rob lema ,  segnato 
datla magistrale  impronta  de l l 'opera  kleiniamt (5~). ]~ il problema di determi- 

(5~) KrAz,¢r, Cap. VII, § 1. Questo almeno quaudo i mod~di souo 9enerali. 
t 5~) Cfr. KLz[~, Ueber l~ealitiitsverMilt~+isse (citata)+ Riemann'sehe Fl~ichet~+ Par~e III. 

La tirannia dello spazio c +impedisce d ~illustrarc con maggiore ampi.czza i molteplici r~pporti 
della questione colla teoria delle .~-Riemanniane+ e di ricord~tre a| lettore le linee generali 
dei procedimenti di KL~zlm Ci riserbiamo per6 di ri tornarvi in attro hmgo. 
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nare il numero ed il comportamento dei gr~tppi semicanonici  reali,  d 'una 

cu~'va reale C di genere  p (gruppi P:~_~ d i p  - -  1 puuti, che contati due volte 

son gruppi canonici), cio~ il nume~'o degli Sp_~ real i  p ~ 1 tangent i  della 

ctwva cano~ica (reale) C~_~ di S~_, (bitangeuti della quartica piana, piani 
tritaugenti della sestica sghemba di genere 4, ecc . )e  la dist~'ibuzione dei loro 

conlal t i  sui rami di C. 
Per  precisare nei riguardi di quest' ultimo punto la posizione det problema, 

indichiamo con p. ( ~  0) il numero dei rami di C, e riuuiamo in una stessa 
classe tutti i gruppi di p -  1 punti, Gp_~, reali, i cui p~tnti real i  son distri- 

buiti con data par i t~  sui rami di C. 
0 t te r remo tante classi quant '6  il numero dei simboli [t~, t~,..., t~] intro- 

dotti al n. ° 8, cio5 2'~-~, oppure 21~-~_ 1 secondo che it ~ minore od eguale 

a p-F-1. Diremo brevemente  con KLEIN, che tante son le classi combinato- 

r i amen te  possibili; 

Ricordiamo ancora dal n. ° 8 che ii cara t tere  reale  ). di C vale p + 1 - -  1~, 
e che ad ognuna delle (2 ;°-z o risp. 2 ~ - x -  1) classi predette,  corrisponde una 

falda della Vp(°_) 1 imagine reale dei Gp_~ di C. 
Sia W~ c°~ la varie t~  di Jacobi imagine  reale delle serie l inear i  d" or- 

dine p di C. Ai punti d ' una  varieth ~ di W~ (°) corrispondono su (J le serie 
i cui G~ son contenuti parziahnente in una g.2p-t e v iceversa ;  in particolare 

se la g2~-~ risulta dall' aggiungere alia serie canonica un punto fisso O, le serie 

individuate dai G~ che hanno quel punto come fisso (~). 
Quando 0 ~ reate  lo ~ anche la varieth ~" corrispondente, che indicheremo 

con V; e la T di 1 ~ specie che muta  in s~ V ~ imagine della corrispondenza 

fra i G~ per 0 che si ottiene associando due G~ provenienti (aggiungendo 0) 
da due G~o-~ m u t u a m e n t e  ~'esidui r ispel to alla serie canonica. I punti uniti 
di T appartenenti  a V provengono dunque dai Pp_t semicanonici, e pertanto 

ii uumero di questi gruppi ~'eati coincide cou quello dei punti uniti ~'eali di T 

appartenenti  a V. Si ha dunque, in base al n. ° precedente  (e posto k ~ p q -  1 - -  ~) 

la conclusione : 
I1 n u m e r o  dei g r u p p i  semieanoniei  real i  appa~.tenenti ad una  curva 

reale C, di gene~'e p, con Ix ~. 0 r a m i  reali ,  (? 2 ~-~ • 2~-~ nel caso dias imme-  

trieo 2~-~(2 ~ - ~ -  1) nel easo ortosimmet~'ico. 
Si vede poi subito che due P~_~ di classi diverse, aggregati  ad 0, d~nno 

due G~ pure di classi diverse, cio6 corrispondeuti (n. ° 8) a punti di falde 

( ~  0ft .  la mia Not, a, S~dle tra~formazio~i Hermitiane delle varietc~ di Jacobi. [Atti 
Ace'Ld. T.L'ino, vol. 50 (1914-15)~ pp. 439-4551 ed il Cap. IX del Ka,zm¢. 
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d ive r se  di Wp c°~, e v i c e v e r s a :  s icch6 la d is t r ibuzione dei I~_~ in classi, corri-  

sponde  a quel la  dei punti  uniti real i  di T sulle falde di IV c0). Sussiste  quindi 

il t eo rema  : 

Una classe combinato~' ia~ente possibil~, che contenga g r u p p i  semica- 

nonici  reali ,  ne contiene 2 p-~. Nel caso diasimmet~,ico e nel caso o~'tosim- 

metr ico  mass imo ( ~ - - O )  cib si verif ica pe r  tut te  le classi : negli  a l t r i  casi 

or tos immetr ic i  u~za classe r i m a n e  esclusa. 

l~ ques ta  la c lasse  cor r i sponden te  al s imbolo [1, 1,.., 1] cio6 quel la  degli  

S~_, avent i  un  n u m e r o  d i spar i  di contatt i  con tu t t i  i r a m i  di C~r_~. Ci 

l imit iamo ad e~mnciarlo senza  dimostraz ione,  r i se rvandoc i  di to rnare  in al tro 
luogo su l l ' a rgomen to  (~7). 

15. II problema dei gruppi semicanonici reali. II. Caso delle curve senza 
punti reali. - -  L~ discuss ione di q u e s t o  p rob l ema  ci condurr~  anehe  a preci- 

s a t e  il cara t tere  delle tabelle norma l i  corr i spondent i  alle curve  pr i ve  di 

p u n t i  reali ,  a complemen to  di quel  che si 6 gi~t det to al n . °8  (cfr. il n. ° 12, III). 

Riprendiamo,  dal  n. ° 8, la cons ideraz ione  del le  Wq (°) imagini  real i  delle 
se r ie  l ineari  d ' o rd ine  q > p  d ' u n a  c u r v a  rea le  C, che/ come si 6 osse rva to  

sono a l t re t tant i  modeUi reat i  della Vp di JACOBI re l a t iva  a C; e mos t r i amo 

che se C non ha r a m i  real i  d~e modell i  si f fatt i ,  corr ispondent i  a valori  

di  q avent i  d iversa p a r i t d  possono esse~ ~ dis t in t i  di f ron te  aUe t ras forma-  
z ion i  b i raz iona l i  reali.  

Difatti ,  sia ut, u~,..., its, un s i s tema d ' in tegra l i  real i  e normal i  di C; e 
r i cord iamo che, fissata l ' o r ig ine  delle integrazioni ,  le equazioni  del  coniugio 

di C saranno del tipo u',~ ~ ~ r + Y , . ,  colle y,. congrue  a numer i  imaginar i  

puri  j,.  pid un semiper iodo  rea le  ~,. (n. ° 6). De t te  ~/,. le somme  degli  u,. nei gruppi  

G~÷a di C (che sono integrttli  di 1 ~ specie  di V~), la t r a s fo rmaz ione  indot ta  
f r a l e  ser ie  l ineari  d ' o r d i n e  p + h dal  coniugio di C, ha  per  cor r i spondente  

su Vr la s immet r ia  U',, ~ U ~ + ( p  + h)].,, dal la  quale  p rov iene  il model lo 

IV (°)~,÷~, (su cui quel la  s immet r i a  ~ il coniugio, e gli U,. son real i  e normaii).  

Ora, se p + h  ~ par i ,  si ha  ( p + h ) z ~ O ,  quindi quel la  s immetr ia  6 

U',.~= U,. + (p + h)j~, cio6 (n. ° 6) 6 della stessa classe di U',. =-- U,., ment re  

(57) Ln classe corrispondente al simbolo [I, 1,., 1] va esolusa anehe nel caso ortosim- 
metrico mttssimo, mtt allora non 6~ nel nostro senao~ eombinatorlamente possibile~ perch6 
t i  + t2-t- .... - + - t I ~ p ~ l .  Nel confrouto c~)l numoro preeedente si tenga presente che so 
t~ ~ p  + 1~ V ha uua falda di meno di W~ c0), di guisa ehe i punti uni~i reali di T apparte- 
nenti a V sono esclusi da una falda di ~Vv (°). 

Attnall d~ Mat~mattca, Serie IV ,  Tomo I I I .  5 
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se p + h ~ dispari  si ha (p -t- h)zr ~ ~,., quindi quella s immetr ia  non ~ della 
classe di U',.------U~., almeno qnando ~,. =~=0 (~s). 

Torniamo era  al nostro problema, esaminando separatamente  i due casi 

del genere p a r i e  dispari. 
a) GENERE p PAtti. Sappiamo gib. (n. ~ 8) che ~. ~ p~ ed allora new espres- 

sioue di 7,. manca  (n. ° 6) il semiperiodo ~,.. Inoltre essendo p -  1 dispari, 
non vi sono F~_~ reali. 

Detta 0 I 'origine delle integrazioni, e, come prima, V l a  varietA ~ c0rri- 
spondeate ai G~ col punto fisso 0, se associamo due punti di V quando pro- 
vengono da due Gr ottenuti aggregaudo ad 0 due (Tv_~ co~ti~tgati~ otteniamo 
su V una s immetria  rappresentata  dalle equazioni U ' , . ~  U,.-t- (p -- 1)j~., che 

si pu6 estendere a tutta la Vp (~). Tale simmetria 6 della classe di U ' ~  U,. 

sicch6 il modello reale Vv (°) corrispondente ( e s s e n d o ) . = p )  h a  una falda;  
e su di esso la V 6 reale. Se Vv (°) fosse di tipo diasimmetrico la V conter- 

rebbe 2 v-~ punti uniti della corrispondente T (u. ° 13) e quindi esisterebbero 

altrettanti l'~_~ reali. Ma ci6 6 assurdo, dunque Vv (°) e quindi (anche) la tabella 

no~'male relat iva a C ha  ca~'attere ortosimmetrico.  
b) GENERE p D~SPARL Consideriamo su C le serie lineari d' ordine p-4- 1, 

gv+~, che in genera!e hanno la dimensione 1, e tra esse quelle reali, alle 
quali corrispondono i punti reali di W(p°)+l. II coniugio subordina tra i lore 

elementi  un'ant iproie t t iv i t~  involuto~'ia, che a prio~'i (essendo dispari  la 
dimensione dell 'ente) pub avere  o no elementi uniti (6o)~ quindi a pr ior i  
tall gv+~ reali possono essere di due tipi net tamente  distinti e non deducibili 

uno dall 'al tro per  continuitA. Dunque w (°) ha una o due falde (una ne ha ' '  pil 

certo in corrispondenza alle gr+, individuate dai Gv+ ~ reali). 
Proviamo che non pu6 verificarsi il primo case. Difatti essendo W (°) p + l  U l l  

modello reale di V~ con punti reali, sarebbe (,.i 7, 8) ), = p  e quindi il co- 
niugio di C avrebbe le equazioni u',. ~ uv ÷ j , . .  Ma allora i gruppi di p punti 

corrispondenti  alle somme U~ ~ ra + ~Jn (rh n u l l l e r o  reale arbitrario) sareb- 

bero reaii, il che 6 assurdo perch6 p 6 dispari. Dunque W (°>p+~ ha due falde 

e ) . - - -p  -- 1. 

(58) Se C ha, punti  reali  la questionc non si presenl,a perch, ,  avendo il coniugio punti  
uniti,  6 ~,. ~ 0 ,  auzi si pub addi r i t tu ra  supporre •, == 0~ sccgliendo come origine un punto reale. 

(59) Lo U,. son somme relat ive a gruppi  d i p  punti di C. 
(6o) S~Qrt¢~ Le rappresentaziorti rettli deUe forme complesse, eec. [Math. Ann., vol. 40 

(1892), pp. 413-467] pag. 431-32. 
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Sulla w<0) consideriamo la ~ ~'eale corrispondente alle g~+~ individuate • "  p - t - 1  

dai G~+~ con due punti fissi A, B imaginari coniugati. Essa ha una sola falda 
perch~ le g~+, reali c h e  contengono la coppia A, B appartengono tutte al 

primo dei tipi sopra considerate, in quanto la serie residua ~ una g~_~ reale 

che in generale riducesi ad un solo g~uppo reale. 

Se la W(p°)+l fosse di tipo diasimmetrico la variet~t ~ predetta conterrebbe 

2 . 2  ~-L punti uniti della relat iva T, divisi ill due gruppi, ciascuno di 2 i~-~ punti, 

appartenenti  alle due falde di W ~  I e quindi avrebbe anch 'essa  due falde. 

Dunque la wp~_,'~'(°~. (cio5 la tabetla normale relativa a C) ~ di tipo ortosimme- 

trico, ed aUora il numero dei punti uniti di T, ctle, come si vede subito d~t 

ancora il numero dei gruppi semicanonici reali, e 2 p-~. In conclusione : 

U~a c~ ' va  ~'eale C, di  get,ere p, pr iva  di pun t i  reali, ha ca~'atte~'e 

reale ) , - - p  o p - - 1  secondo che p ~ pa~.i o dispari,  e matr ice  normale  
or tos immetr ica  (~). II numero  dei suoi gruppi  semicanonici ~'eali vale 
r i spe t t ivamente  0 o 2 ~-~. 

Pertanto anche in questo caso ognu~za delle classi combinato~'iamente 
possibili, co~,tiene 2~-~ g~'uppi semicanonici  ~'eali. 

§ 5. I1 c a s o  c r l t l c o  n e l l a  c l a s s i f l c a z i o n e  d e l l e  s u p e r f l c l e  
d i  J a c o b i  e d e l l e  c u r v e  d i  g e n e r e  2 r e a l l .  

16. Posizione del problema e programma della d l s e u s s i o n e . -  Dalle con- 

clusioni del n. ° precedente, e del n. ° 8, risulta che data uua matrice normate 

di tipo reale, corrispondente ad una curva reale C (6~), ~ perfettamente deter- 

miuato, dagli elementi caratteristici fin qui considerati, il numero dei rami 

reali di C ed iI suo carat tere  diasimmetrico od ortosimmetrico, fatta eccezione 

per le ~nat.r~ct ortosi~nn~etriche di ca~'attere ~Tale ) . - - p  o p ~ 1 (secondo 

che p ~ p a r i o  dispari) a cui possono corrispondere sia curve con p - } - 1 -  ). 

(cio~ risp. uno o due) rami reali, sia curve prive di rami reali. 

(6t) Sc la distinzione fra curve di tipo diasimmetrico ed ortosimmetrlco~ si ba~a, con 
KL~ClN t Sul noto carattere topologico delle corrispondenti superficie di RI~MANN~ le curve 
prive di rami reali son tutte di tipo diasimmetrico. 

(8~) La matrice normale si suppone in ogni caso determinata partendo dalla relazlone 
di RI~MA~I~ di cui si parla .~l n. ° 12, 1II~ per modo da eliminare q)gni ambig,St~ anche nel 
caso delle c~'ve singolari. Quest~ipote~i ~ implicita nelle considerazioni dei due numeri 
precedenti. 
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Nasce quindi il p rob lema  di d is t inguere  i due casi, sempre  in base ad  

¢teme~ti  dedott i  d~tlle tabetle n o r m a l i :  alia sua  discussion% net  case det  

gene~'e due,  6 dedicate  il p resen te  paragrafo  (~). 

Per  precisar~e be~e la posizioue, par t iamo da uua m a t r i c e  no , 'ma le  o~'to- 

s i m m e t r i c a  d i  gene~'e e ca~.attere rea fe  eguat i  a 2 

l 
0 1. 2.4- iz~ i-q,~ 

ed indichiamo co,~ F (~ la s~peT'ficie d i  .faeobi ~.eate, con una  fa lda  ad essa 

corr isponden te. 
Iu tend iamo con ci6~ a norm;¢ dei numer i  4, 6 (le ctti considerazioni  si 

t rasport i~o a tabelle normali)  di r iferirci  al modetlo (de te rmina te  a meno d' uua 

t ras tbrmazioue  birazionate  r e a l e ) c o r r i s p o n d e n t e  alia s immet r ia  u'~ ~=~ ui (o ad 

un 'a t~ra  delia sua classe);  men t r e  iI .model]o F~ ~) corr ispondente  al ia  sim- 

met r ia  u'~ ~ - ~  ~ (pet' eui g l ' in tegra l i  normal i  delia (1) non  sono ~'eali) si 

associert~ al ia  m a t r i c e  co mple~nenta~'e dell~ (I). 
L a  superficie F ~ cot~tiene, ent re  at s i s tema 23, delle cu rve  C (°* (di genere  2) 

~'eati, che, a no rma  delle (8 o) (n. ° 14) son quette eorr ispondent i  a valori  q~eali 

dei paramet r i  c~ detle O.. Esse ham~o come t abe l t a  normale  la s tessa (1), e 

quindi (a. ° 8) possono ave re  u~zo o ze~'o rami  reali  (~*): per6 in ogni case 

sane tu t t e  dello stesso ripe, perch6, come si vede subito, posson dedursi  una 

dalt '  u l t ra  med ian te  t rasformazioni  di 2 ~ specie (u'~ ~ u~-4-e~) ~'eali. 
La stessa F (°~ ~ poi l ' i m a g i n e  ~,eale prop~' ia ,  net sense del n. ° 8, delte 

coppie di punti  d' una sua  C ~ .  Pe r  quauto ci6 e m e r g a  senz 'a t t ro  dal la  rappre-  

sentaz ione  t rascende~te ,  si pub persuadersene  per  via  geometr ica ,  conside- 

rando il s i s tema ~.eate ¢~ ,  P costituito dalle cu rve  di ~ che passano per  un 

punto ~'eate P di F ~,  ed associando ad og~i coppia di puuti di C (~' l ' u l t e r io re  

i~tersezioue delle due curve  di I' da  essi determiJ~nte. 

(s3) Pt.r p ~ 1 il problems, non ha sense giacob6 ad um~ matrlee !1~ i~_I eorrlspondono 
~.~t)~,a entre eo,~ d.,e rttmi~ pr¢tvenieafi dallc simmetrie delia classe di ~t'~= u~ quanto curve 

- 1 
pr.iv¢ di ram/, provenie{~ti dulls simme~rie delk~ chtsse di u ' ~ u + ~ ,  giac.chi~ in. qaesto 

case t~ curva coincide eolla propria varie~ di JAOOsL 
I¢~t Si nOtri che~ se G ~) n~m |m pun~i reali . si :~gsun~o u.,~ ~_.!~o p,~t,,~to ~ome origi~e delie 

in~cgrazioui; 1~ equazionl des eo~i~gh~ non r~t~la],goleo pih td.~=u,:. 
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Vieeversa  se si parte da una curva  reale C (°~ di genere 2, avente  come 

matrice normale la (1), cio6 (n) 8, 15) da una curva  ortosimmetrica con un 

ramo reale, o da una curva  pr iva di rami reali, l ' imagine reale propria F (°~ 

delle sue coppie di punti 6 del tipo predetto, ha come matrice normale la 

stessa (1), ecc. In conclusione:  

Ad una ~at~'ice no~'male del tipo (1) possono cov~'isponde~'e supe~'ficie 
di  Jacobi F ~°) ~'eali, co~ una falda, e cu~'ve ~'eali C c°) di gene~'e 2 d 'uno  

dei due t ipi  seguenti : 

a) Supe~'ficie su cui tut te le C (°) veali hanno un ~'amo ~'eale ; io diremo 
ii caso p r o p r i a m e n t e  o r t o s i m m e t v i c o  ; 

b) Supe~ficie su cui tut te le C (°) ~,eali son pr ive  di rami  ~.eali ; 1o 

diremo il caso i m p r o p r t a m e n t e  o r t o s i m m e t r i c o .  
Per  stabilire in base alla tabella (1) la distinzione fra 'i due casi, parti- 

remo dall 'Vsservazione, fatta al n. ° 8, che due cu~'ve C c°), C~ (°) co~'~'ispoudenti 

a mat~'ici (1) complemental ' i ,  e le relative supe~'ficie di Jacobi F c°), F, (°~ 
appa~'tengono l' una al tipo a), l" at tra al tipo b). 

Questa osservazione fa intravedere l 'es is tenza di un rapporto fra il tipo 

2 della (1) (che per della C (~) e della F c°~, ed il dete~'minante h ~ -  ~ 
la condizione del n. ° 12, IV 6 positivo) appena si ricordi Ia relazione 16Ah~ = l 

che intercede fra i determinailti di due matrici complementari  (n. ° 4 e n. ° 12 V), 

dalla quaie si deduce che ai wdori di h (o di A) > ~  corrispondouo i valori 

1 
di h (o di A) < ~. E la previsione, 6 come vedremo, confermata,dal seguente 

teorema : 

I casi p~'op~'iamente ed improp~.iamente o~'tosimmetrico co~'~'ispondono 
1 1 1 

vispet t ivamente  a 5 < 7~ ed a h > ~. Nel caso di t~'ansi~ione h------4 le due 

supe~'ficie F (°~, F~ (°~ coincidono (si equivalgono per tr~tsformazioni reali) e la 
cu~'va C (°~ si spezza  in due cu~'ve ellittiche imagina~'ie coniugate (unisecantisi). 

Ecco infine una b reve  visione d 'ass ieme delle fasi at t raverso cui passerh 

la nostra discussione, a titolo di p~'ogramma dei humer i  seguenti:  

I) Date due matrici (1)ent l 'ambe con A > 4  (o < 4 ) s i  pus passare con 
$ 

continuit~t dal l 'una al l 'a l t ra  senza che cessi d ' esser  verificata la condizione 

(h > 0) d 'es is tenza della F (°~, e senza c h e l a  curva  del sistema ~. (corrispon- 

dente alia rel;tzioue normale) si spezzi~ giacch6 tale spezzamento pub verifi- 

1 
tarsi  solo per A--~t" Poich6 durante tal variazioue le curve  reali di C (°) non 
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possono cambiar  tipo, ne segue che non cambia neppure quello della super- 

ficie F (°), e quindi che i due tipi a), b) corrispondono l 'uno a A .> 4' U altro 

1 
a ~ 4 .  

1 
II) Se h - - 4  la superficie di JACOBt corrispondente alla (1) ~ s ingo lare  

ed ~mmette una trasformazione birazionale s ingo lare  che muta l' una nel- 

l ' a l t ra  le due simmetrie u'i ~--uj, u ' t - ~ -  u~; quindi F (°~ ed Fi (°) sono equi- 
valenti per trasformazioni reali. Inoltre le curve  C di 2] si spezzano in due 
curve  ellittiche unisecantisi, che, quando C + reale (cio~ ~ una C (°~) sono 
imaginarie coniugate ; v iceversa  ad ogni superficie F (°) delle coppie di punti 

di due curve  ellittiche imaginarie coniugate, corrisponde una matrice (1) 

a _ _ _  1 
con 4" 

1 
III) I1 caso impropriamente ortosimmetrico corrisponde a A : > 4 ,  e 

1 
quindi il caso propriamente ortosimmetrico a h.<; 4. 

17. I) Separazione dei due tipi in base alle disuguaglianze h ~ .  - -  

Supposto, com'(~ lecito (cfr. la nora (4s)) ~ ~ 0 ,  poniamo ~ - - V 2 x ,  ~ - ~  V 2 y ,  

- ~ -  z~ ~ z, ed interpretiamo le x ,  y,  z come coordinate ortogomfli di punto 
1 

in 8~. Allora le due equazioni h :=-0, h - - 4  divengono 

1 
(2) z ~ ~ 2 x y  - -  O, z 2 --- 2 x y  --- - -  ~, 

e rappresentano la prima il cono ro tondo  F generato dalla rotazione degli 

assi x,  y intorno alia loro bisettrice x - - y ,  l ' a l t ra  l ' i p e r b o l o i d e  a d u e  f a l d e  

ro tondo  J coassiale, generato dall ' iperbole 8 x y - - 1  (z-----0), del quale I ~ 6 il 

cono as in to t ico .  

Ad ogni punto del semispazio x > 0 (~t~ > 0) i n t e r n o  al  cono F (5 > 0), 
cio6 alla f a l d a  I' o di F genera ta  dai semiasg i  p o s i t i v i  x ,  y,  resta cost asso- 
ciata una tabella (1) soddisfacente alla condizione d 'esistenza h > 0 ,  quindi 
una superfieie F(°): v iceversa  ad una tal superficie corrisponde un sistema di 

punti (provenienti dalle tabelle e q u i v a l e n t i  alia (1) nel se~so della nota (4.2)) 
interni a F o e giacenti tutti  (per l ' invarianza di A) sulla stessa falda dell ' iper- 

boloide z ~ - -  2 x y  ~ h. 
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1 
I punti per cui (oltre a I :~1>0 e A > 0 )  si ha A > ~  sono interni alla 

1 
falda Jo di J giacente nel semispazio x ~ 0 ,  ed i punti per cui h < ~  sono 

compresi fl'a Jo e Fo, cio6 sono esterni ad Jo ed interni a F o (Fig. 1). Le due 
1 1 

regioni cosi associate a h > ~  e h ~ sono connesse, e tanto basta per con- 

fermare che il passaggio con- 
tinuo di cui in I) h compati- 
bile colla condizione d'esi .  
stenza di  F (°~. 

Rimane da provare che 
1 ~ N  

pe~" A dive~'so da ~ la cu~'va 

di Z non pU b mai spezza~'si. 
Un tale spezzamento, pub, t ~---,, 
corn' 6 noto, avvenire solo 
quando 1~ ~ somma di due ~ 
fasci ellittici unisecantisi, 
cio6 quando i periodi (1) sod- "'~ 
disfano a due relazioni  di ] 
divisore ze~'o la cui somma 
sia la relazione normale 
(13)+(24)  0 c o r r i s p o n -  ~ 
dente  a ]~ (6~). 

Siano a,.s, a',., i coeffi- Fig. 1. 
cienti (primi tra di loro) delle 
due relazioni di divisore 0, e supponiamone scelti i segni in modo che la 
condizione di dar per somma ( 1 3 ) + ( 2 4 ) - - 0 ,  si esprima mediante le 

(3) al~ +a ' t~- -a i4  +a' i~--a~3+a'23~aa4 +a'3~--O, a13 +a'ia--a2~-4~a'24= l. 

Scrivendo la prima per i periodi (l), e separando il reale dall ' immaginario 

(65) BAG~RA-D~ FRANCHI$, 1OC. c i t ,  n. ° 9. Vedi auche la mia Memoria : Sulle s~perficie 
di Jacobi semplicemente sh~golari [Memorie dei XL (3)~ vol. 21 (1919)], n. ° 2. Si pu~ aggiun- 
gere the l'iavariante sim~tltaaeo delle due relazioni (che csprimc il numero delle intersezioni 
tra le curve dei due fasei) deve risultare eguale ad 1 :~ma clb non darebbe nulla  di nuovo 
perch~ tal condizione ~ eo~segu~zza delle precedenti. 
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troviamo 

(4) 

(4') 
2aj~ 4- ar~ -4- a,~ - -  2aa,D - -  0 

a,z .~ 4- a ~ ,  4- (a,3 + a4z 4- a4~)~ - -  0; 

poi, esprimendo che le due relazioni hanno il divisore O, 
delle (3), otteniamo 

(5) al~a4a -4- (tisa2~ -t- a~,a3~ = O, al3 -I- a24 --" 1. 

e tenendo conto 

Perch6 la (4') sia compatibile colla condizione d 'esistenza h > O, occorre 
che il  p iano uscente daU" origine rappresentato dalla (4'), in cui, come prima, 

si ponga ~ ,  - ' V ~ . x ,  "c~, " - V 2 . y ,  ~ - ' ~  = z ,  sia secante rispetto al cono r,  
il che porta aUa condizione 

(6) (a13 4- a,~ 4- a43) * - -  4a~,a32 > O, 

dalla quale, mediante le (4), (5) con qualche elaborazione si r icava 

(7)  '~ 2a~D < 1 4- au.  

Ora non pub essere aa,---0,  perch6 daUa (4) e dalla Seconda delle (5) si 

r icaverebbe 2(a~-4- a~s)== l, ch' 6 evidentemente  assurda;  inoltre il primo 
membro della (7) 6 in tero perch6 lo sono a34 e (per la (4)) 2aa4D. Se fosse 

1 ,2 quindi almeno eguale D ~ 2  quel primo membro risulterebbe maggiore di a3~ , 

1 1 
ad 1 4- a~ ~ in contraddizione colla (7) stessa. Dunque D ~ ~, cio6 h ~ .  

Ragionando allo stesso modo sulla matr ice  con~plementare della (1) che 
1 

si, trova in analoghe condizioni ,  si r icava h~G-4 ,  e siccome 1 6 h h ~ - - l ,  

1 
cosl A :> ~.  

Si conclude in definitiva che lo spezzamento considerato pub avvenire  
1 

solo quando h = ~ ,  e cosi resta provata la prima parte del nostro assunto. 

1 
18. I I ) I I  caso di t ransizione 5 - -  4. Dimostriamo anzitutto che in 

questo caso le due s~peficie F C°), Ft¢°) sono equivalent i  per  t r a s f o r m a z i o n i  
! _ _  reali,  5 quindi che alle due simmetrie u ~ u ~ ,  u'~ ~ -  u~ non corrispondono 

pih due classi distinte (nel scnso del n. 6) ma una  sola classe reale. 
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Perci6 passiamo alla tabella complementare della (1), sostituendo (u.' 12, V) 

ai relativi cicli normali M~, M~, N~, N~ i nuovi cicli 

(8) P , - - M ~ - - 2 N , ,  P ~ : M ~ - 2 N , ;  Q , = M ~ - - N , ,  Q , - - M t - - N , ,  

ed agl ' integral i  normali u~, u, i nuovi integrali normali 

i i 
(9) v~ = ,~ (z',~u, + ":'~u,), v~ = ,~ ( '¢ .u ,  + ":'~,u~), 

dove le z',., son gli elementi reciproci delle "q.,. Tenendo conto delle relative 
1 

esl)ressioni mediante le x,., e di h - - ~  

cercata  6 

1 0 
(1, c) 

0 1 

, troviamo facihnente c h e l a  matrice 

iz,, ~ - -  

l 

Ora da questa si pub passare alla (!) non soltanto mediante l' operazione 
invers~ di quella che ci vi ha condotti, ma anche sostltuendo ai relativi 
cicli P t ,  P~, Q~, Q~, i cicli, - - P ~ ,  P~, - - Q ~ - t - P ~ ,  Q~--P~ e quindi agli 
integrali  normali v~, v~ i nuovi integrali V ~ - - - - v ~ ,  V~--v~ (e6). Poich6 

gli u,,  u~ son reali su F (°~ e i V~, V~ (come i v~, v~) su F~ ~°~, e le matriei  
corrispondenti sono ora identiche, ne segue che se s i  associa ad  ogni punto 

• (u~, u~) di F (°~, il punto (V~, V~) di Ft<°) dove Vt - -u~ ,  V2~u~ ,  si ha una 
trasformazione bi~'azionale reale che muta F ~°~ in F~(% 

E ci6, tenuto conto delle espressioni di V~, V,, val quanto dire che le 
formtfle 

(10) u'~ -~ 2i(~u~ - -  z~u~) 
u'~ -= 2i(z~u~ --z~u~), 

rappresentano, sulla superficie di JACOBI F di cui F ° ed Fi (°) son modelli reali, 
una trasformazione birazionale singolare che muta una nell 'a l t ra  le due 

simmetrie u'~--=u~, ~ ' i ~ -  u~, come del resto si verifica direttameute.  
La s~perficie F ~ dunque si~gohtre; e difatti i periodi (l), oltre che 

1 
dalla relazione normale (13)A-(24)-----0 son legati anche dalla A ~ che pub 

(~G/ 1~ questa una traeformazione dei periodi normali che riapetta la condizimm (a) del la  
nora, (4~) eio6 eouserva la realld degt~iutegrali uormali. Diremo pereib elm le matrici  nor-  
mal l  (1) (1. c) smm eqttivale~tti uel campo reale. 

Annal i  di Mat~matlea, 8 o r i o  I V ,  ' r o m o  I I I ,  t 
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ser ivers i  

( l l )  (13) + (42) + 2 . ( 3 4 ) - -  O, 

c quindi  da  tu l le ,  le r e l a z i o n i  del  fascio 

(12) O, + t~X 13) -I-- O, - -  ~t)(24) -4- 2~t(34) - -  o, 

il cui div i sore  6 ) 3 - - ~ 2 .  Pe r  ). = =i= ~ si hanno  quindi le clue r e l a z i o n i  di  

d i v i sore  z e r o  

(13) (13) + ( 3 4 ) - - 0 ,  (24) - -  ( 3 4 ) =  O, 

la cui  s o m m a  6 la re laz ione norma le  (13 ) - t - (24 )=0 ,  che  son r ichies te  (n. ° prec.) 

pe r  lo spezzamento  di ~. Poich6 le (13) con ovvio significato dei simboli,  pos- 
sono scr ivers i  

( t - - 4 . 3 ) : - 0 ,  (2--3.4)=--0, 

cost se, indicando con tO,, (%, o) s , to, periodi  ai cicli normal i  della (1), pass iamo 
a nuovi  periodi  primit ivi  (cio6 a nuovi eieli) fl~ pouendo 

(14) ~.  - -  toi - -  to,, f~ ----- to~, Q3 - -  to,, ~ .  --~ to~ - -  to J, 

le (13) (r iferi te ai nuovi  cicli) d i v e n g o . o  

(15) (12)--- O, (34 ) - -  O. 

La  tabel la  dei nuovi  periodi  degli integral i  normal i  u , ,  u 2 6 

(16) 

1 1 

1 
--i%~ 2 + i z ~  ivy2 

1 
2 iz~ 

ed i due  i n t e g r a l i  e l l i t t i c i  v~, v~ si o t teugono combinando  l inea rmen te  u i ,  u s 

in modo che, c o m ' 6  possibile in forza delle (15), si anmfllino i due  periodi Q,, g~ 

oppure  ~3, f~,, cio6 ponendo  

(17) 
v~ : - -  i%~u, - -  (~ - i%2)u: . 
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Allora, al posto della (16) si ottiene la tabella 

(18) 

1 
i.c~ 2 i%, 0 0 

1 
0 0 - -  i%~ - -  ,~ + i'cl~ 

ed inoltre le equazioni del coniugio di F (°), da u'~ ~ u~ divengono 

t I (19) v ~ = v ~ ,  v ~ - ~ v i ,  

il t he  mostra che FC0 ~ (ed F~ (°)) ~ la supe~'ficie (imagine propria) deUe coppie 
di punti  di due cm've'ellittiche imaginarie coniugate. 

Viceversa siano C~, C~ due curve  ellittiche imaginarie coniugate, v I un 
integrale di 1 ~ specie di C~ coi periodi a +ib ,  c +  id ai cicli primitivi A~, B~, v~ 
l ' in tegrale  coniugato di C~, coi periodi a- - ib ,  c -- id ai cicli A~, B~ coniugati 
di At, B~. La superficie di JACOBI F (°> imagine propria delle coppie di punti 
delle due curve (ch'~ reale) corrisponderk alia tabella 

(20) a + ib c + id 0 0 l 
0 0 a - - i b  c - - i d  I' 

ed avrh come equazioni del coniugio le (19). 
Passiamo ora ad integrali reali wi ,  w~ ponendo 

(21) W t "-- V t + V~, W~ - - -  i(v~ ~ V~), 

e rendiamo reali i cicli del primo gvuppo, sostituendo agli A o B~ (eosl con- 
tinuiamo ad indicate anche i cicli della superficie di JAoom, a cui son relativi 
i periodi (20)) i nuovi cicli 

(22) M~ - -  A, + A,, M~ --- B, + B,, N~ - -  B,, Nt--- A,,  

che, per effetto del coniugio subiscono'la Sostituzione (IX o) del n. ° 12 1 (p = ) ,  = 2 ) .  
Si trova subito che i nuovi periodi di wt,  w s sono 

(23) 2a 2c c - -  i d  a + i b  l 

2b 2d d + ic b - -  ia l' 

e non resta che normalizzare gl ' integrali  reali, rispetto ai cicli Ml, M~, 
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cio~ por te  

(24) 

1 
u~ - -  , ~  (d,~o, - -  c w ~ )  

1 
D - -  ( a d  - -  bc) ,  

per ottenere in deflnitiva la tabella 

(25) 

. C ~ 4 - d  2 1 .bd-~-ac  t 1 o - - ,  '2---f- ~ + ~  ...... 2 ~ -  
I 

l bd  4 - a c  a ~ -l-b" t 
0 1 2 4 - i  2D i 2D I 

1 
ch '~ normale ,  or los immetr ica ,  con ), ~ - 2  e A _~ 4. 

Dalle considerazioni esposte risulta che una coppia di curve ellittiche 
imaginarie coniugate rappresenta  uu tipo di  t rans i z ione  fra la curva  reale 

di genere 2 ortosimmetrica con un ramo, e la curva  reale di genere 2 senza 

ranfi reali. Si pub rendersene conto tanto per via topologica, quant9 per  via 
algebrica; ma i limiti di questo scritto non ci consentono tal digressione. 

1 
19. Identiflcazione del tipo corrispondente a h ~ .  - -  Iu quest' ultima 

parte  delia discussione ci riferiremo a pe~'iodi pseudonormal i ,  e costruiremo 

curve  di genere 2 pr i ve  di  r a m i  real i  suile quali IAI ha un valore arbitra- 
r iamente graade.  Ricordando che da una matrice normaie si ottiene subito 

una matrice pseudonormale (n. ° 12, I) eollo stesso I AI e che per quest 'ul-  

time [hi ~ invariante (n. ° 3) no dedurremo che il  caso i m p r o p r i a m e n t e  o t to -  

1 
s immetr ico  corr ispoude a h ~>-4" 

Consideriamo la curva  r di genere 2, p r i va  di  r a m i  reali ,  rappresentata  

dall' equazione 

(26) w ~ - -  (z ~ + a~)f(z), 

uella quale a ~ un numero reale (positivo), ed f(z) uu polinomio di 4 ° grado 

a coefficienti reali, e radici complesse coniugate ~, ~, ~, ~, negativo per  tu t t i  

i valori  real i  di  z .  
Segnati sul piano complesso z - - x - ~ - i y  i 6 punti di diramazione 4 - i a ,  

- -  ia, % -a, ~, ~ della funzione w, tagliatno il piano stesso hmgo i tre segmenti 
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paralleli a l l 'asse y che li congiungono, e sovrapponendolo ad un secondo 

piano tagliato allo stesso modo, costruiamo la superficie di R i emann  R rela- 

tiva a P, riunendo i bordi opposti di due tagli appartenenti  a piani diversi 
(Fig. 2). 

Da facili considerazioni aiutate dalla figura, risulta subito che :  

a) A1 coniugio di I' corrisponde 

su R la s immetr ia  S nella quale sono 

omologhi due punti di fogli diversi  
simmetrici  rispetto al t 'asse x (~); 

b) I cicli A~,  A~ della figura 

son mutati  in s6 da S, cio6 son A, 
~'eali; invece i cicli B~, B~ son tra- 
sformati r ispet t ivamente in A~ - -  B~, - -  

A 2 - -  B~. Pertanto, a norma della (II) 

(n. ° 2), e tenuto conto che p - - ) , - -  2, 

si conclude che i cicli A~, A~, B~, B~ 
sono pseudono~'mali; sicch6 la reta- 

t iva tabella dei periodi dei due inte- 
gral i  di i ~ specie ~.eali di r 

_ ~zdz 
u - - j  w ' 

(27) 

sar~ del tipo 

(~8) 

i~ 

Fig. 2. 

=Sd  V 

1 1 ] 
ai i ai~ ~ aii -t- ibit ~ ai~ -~- ib~ t 

1 1 ' 

ed il delerminante  ~ della mat~ice pseudono~'male corrispondente ai cicli 

A~, B~, che si deduce dalla (28) normal i z zando  g l ' in tegral i  ~'eali rispetto ai 

cicli A~, A~, risulter~t eguale a If b,-s it:It a,,s tl- 
Facciamo oca tende~'e a ze~'o il numero ~'eale a. AI limite la cu~'va F 

degenera nella curva ellittica F' p~'iva di r a m i  reali  

(29) ~v ~ _: z~f(z), 

(6~) Inveeo la simmetria Sl nella quale si corrispondono due punti dello stesso foglio 
simnmtrici rispetto all~asse x, ch'~ il prodo~to di S per la g~l~ 'eorrisponde (n. ° 8)al coningio 
dell~ curva w ~ - - ( z  ~ +a~)f(z) (complementare di F) the ha u~t ~'amo ~'eale rappresen~ato 
su R dal circuito avente sede lungo l~asse x. 
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~o 
la cui equazione, posto ~-- -~-  pu6 scriversi  

(30) ~f - -  f(~;), 

e i due integral i  t~, v d ivengono 

o, (31) =J J ' t ]  

sicch6 u ~'imane di 1" specie, mentre  v diviene di 3" specie, e acquista due 
singola~'itd loga~'itmiche nei due punti  di I" corr ispondent i  a z - - 0 .  

Duran te  la variazione di a il taglio -4-ia, - - i a  della R si res t r inge fino 
a ch iuders i ;  al l imite r imane  una superficie R' (della c u r w  r ')  col due 
tagli a % ~ ~, sulla quale i due punti  0, 0' sovrapposti  nel l 'or igine son da 
considerarsi  come distinti, e sono prec isamente  i punt i  di singola~'itd loga- 
r i tmica  dell' integrale v'. 

Durante  la variazione di R possiamo supporre  che i cicli A~, A2, B~ re- 
stino invar ia t i ;  invece  il ciclo B~, per effetto della chiusura  del taglio che 
a t t raversa  si r iduce ad un cammino ape~'to ~ congiungente  i due punti  O, O' 
at t raverso  al taglio ~ a, ed omologo a quello r isultante dai due segmcnti  
rettilinei 0a,  aO' percorsi  su fogli differenti. 

Indichiamo con a',.,, b',., i valori  l imit i  degli a,.s, b,.,. In tanto  a'~, a'~2, 
b'~,, b'~ son finiti  perch6 u' 6 di 1" specie ;  anzi a ' ~ - - O  perch6 su R' ~l 
ciclo A 2 ~ omologo a ze~'o, mentre  b'~2 6 certo dive~'so da ze~'o altr imenti  u' 
avrebbe  un solo periodo non nullo a '~ .  Invece,  degli a'2~ , a'~, b'~, b'~2 il 
pr imo e l 'u l t imo son finiti perch6 i cicli Ai, B~ non circondano n6 conten- 
gono singolarifft logari tmiche di v' , e lo 6 anche a '~ Che, come periodo pola~'e 

di v' ~'elativo alla singola~'itd logaritmica in 0 vale 

2~:i 
(32) a',~ - -  ~ , f ~  (°~); 

ment re  b'~ ~ infinito in quanto espr ime il valore di v' hmgo il cammino 
congiungente  i due punti  di singolarit~t logar i tmica 00' .  Si ha quindi 

(33) lim II a,., t l -  k, lim ]] br, 11-- c~, 

(6s) Si noti che ar.~s, l imite  del numero reale a2~ ~ ~ reale perch6f(O) ~ ne~jativo. II segno  
di ~ 0 ~  dipende da!lo convenzioni fatte ell'ca ht distribuziono dei valori di w sui due 
fogli di R. 
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con h finito; e dunque in definitiva 

(34) l imh  --- ¢¢, 

1 
cio6 per a sufficientemente piccolo I h t > ~, conformemente al nostro proposito. 

§ 6. ]he v t t r l e t a  d l  K u m m e r  r e a l l .  

20. Richiami introduttivi.  - -  La questione che imprendiamo a trattare, 

e che preseutiamo come un primo esempio d' applicazi0ne dei nostri procedi- 
menti a variet~ abeliane di rango > 1, per la sua estensione, e per la varietK 

dei problemi accessori a cui si collega, domanderebbe, in una trattazione 

dettagliata, uno svituppo forse pifi anapio di quello che non ci sia concesso 
dai limiti imposti al presente scritto. Ci limiteremo quindi di necessit~ alle 
questioni di maggiore ritievo. 

Chiameremo vartet~t di  K u m m e r  la variet~ algebrica a p dimensioni Kv~ 
imagine dell'involuzione P generata sopra una variet/~ abeliana V~ di ~'ango 
e diviso~'i 1 (cio6 contenente almeno un sistema ~) da una trasformazione di 
1" specie T~ p. es. dalla u ' ~ - ~ -  u~. 

Comunemente la denominazione si attribuisce ad un particolare 'modello 
proiettivo M~ delia K~, che si pu6 costruire, in uno spazio ad N---2  v ~  1 
dimensioni, ponendone le coordinate omogenee proporzionali a 2 ~ funzioni ~ d e l  

secondo ordine, pari, d i p  argomenti, scelte opportunamente. L'o~'dine di M~ 

6 2v-~.p!;  in particolare per p - - 2  si ha la nora superficie di Kumme~. (69). 
Ad ogni coppia di punti di Vv coniugati in T corrisponde un punto di Mr; 

iu particolare ai 2 ~p pun ti. uniti di T corrispondono 2 ~v pu~iti singolari di mol- 
teplicitd 2p-~, e su K~ altrettante va~'ietd ~'azionali H~_~ fondamentali per 
la corrispondenza (1, 2) fra K~ e Vv. 

L a  caratteristica del semiperiodo collegato ad un punto unito di T si 
dir/~ ca~'atte~'istica del punto singolare (o della Hv,~) corrispondente, e ser- 
vir/~ anehe a denotare il punto stesso. 

A1 sistem~ L delle sezioni iperpiane di M~, corrisponde su Vv un sistema 
linea~'e A, di dimensione 2r,  -- 1, costituito da varietd ~ del 20 o~'dine mutate 

(¢9) Ta~une delle proprietk qul richiamate si trovano in W/I~TINGER, Ueber eiue Verallge. 
meitteruug de~" Theovie der KItmmer'sehen Fliiche [Monatsh. fiir Math. u. Phys., w~l. I (1890), 
pp. 113-128] altre sono faeili gener'tlizzazioni di quelle del easo p ~ 2 .  Per quest~ultime 
cfr. EN~t[QU~s-S~vr:Rt, loc. cit., n.l 46-49. 
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in s~ da T, al quale appartengouo, come particolari variet~ spezzate, le coppie 

di variet~ ~ (del 1 ° ordine) d' un sistema E, corrispondenti in T. Le loro imagini 
su M~ sono particolari sezioui con iperpiani  tangenti lungo una M~_~ d' ordine 
2~-3 .p! ,  appartenente ad uno spazio di dimensione. N - - p - - 1 ;  l ' inviluppo di 

tall iperpiani + duale della M~. 
Dalle brevi notizie date al n. ° 9 sui sistemi di varieth intermediarie si 

deduce subito che il sistema linea~'e A 0 completo; quiudi lo ~ anche L cio~ 
M~ d no~'male. 

Quando le due w~riett~ ~. di Z corrispolldeuti in T coiucidono, e quindi, se 

Ci 
le equazioni di T sono u'~ ~ --  u, -t- c~, hmmo i parametri  ~ + ~, (~ semiperiodo), 

I ' iperpiano corrispondente tocca addir i t tura  M~ lungo tutta l ' in tersezione 
ch '4  dunque tma _Mp_~ d' ordiue 2 p--o-p! Si hanno cosi 2 ~p varietd singola~'i, 
ed altrettauti iperpia~,i singolari, a ciascuno dei quali collegheremo le, carat- 

te~'istica del corrispondente a,. 
Per  ogni punto singolare passano 2~°-~(2 ~ -  1) iperpiani singolari, e 

dualmellte. 
Le 2 -'~ varietit ~ predette sou trasformate complessivamente in s~ da 2.2 '~p 

trasformazioni ordinarie invol~ctorie di T~ che, se la T ~ u'~ ~ -  u~, hanno 
le equazioui ~ ' ~ -  ± u~-~-~.  Alle due trasformazioni di specie diversa prove- 

nieuti dallo stesso semiperiodo (che sono una il prodotto del l 'a l t ra  per ]a T) 

corrisponde una stessa omografia che trasforma in s~ la M~; sicch~ M~ 
ammette  un g~'uppo eli 2 '~ omog~'afie involutorie. 

Fissate ad arbitrio io costanti a~, si associ ad ogni punto ui ~ -p ,  di V~ 
la ~ [ u - - q ] : 0 ,  i cui parametri  soddisfano alle relazioni p ~ - - q ,  ~ a~. La 

corrispondenza cosi ottenuta, ha, come si vede subito, carattere invol~torio; 

la diremo una pola~.itd abeliana di ~ di parametr i  %, ~,..., an. 
La condizioae perch~ un punto appar tenga alia propria ~ poiar% ~ ~[a]---0, 

cio~ ~ indipendente dal punto; le polarith abeliane sono quindi polarit~ uni- 

formi  se ~[a] :~= O, sislemi null i  se ~[a] ~ 0. 
Le trasformazioni di 2" specie di V~ mutano ogni polarith abeliaua di V~, 

in s~ stessa; invece le trasformazioni di 1" specie mutano la polarit~ di para- 
metri (%, a~,..., %) in quella di parametri  ( - - a , ,  --a~,. . . ,  - -%).  Vi sono per- 
tanto 2 ~ polarith abeliane ~u ta te  in s~ stesse da ogni trasformazione di 
1" specie di Vp, e sono quelle aventi come parametr i  i 2 ~ semiperiodi incongrui. 
Ia questo caso la condizione ~[:¢]--0, ~, come sappiamo, soddisfatta allora e 

solo che la caratteristica del semiperiodo ~ ~ dispa~'i : sicch~ f~'a le pre- 
dette pola~'ilit 2P-'(2 p-~- 1)sono unifo~",)~i, e 2~-~(2 ~ -  1)' son sistemi nulli. 
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A queste polarit~ corrispondono, hello spazio SN di Mr, 2~-~(2J'-I--1)pola- 

r i th  ordinarie  (~0) e 2P-~(2 ~ -  1) sistemi null i  che trasformano in sb la 11I~ 

(il luogo nell ' inviluppo duale di cut sopra);  in particolare mutauo i punti 

singolari negl ' iperpiani singolari. Auzi da quanto precede si trae che un punto 

ed un iperpiano singolare assegnati, si corrispondono in una sola fra le pre- 

dette polarit~ la cut carat ter is t ica (cio6 la caratterist ica del corrispondente 

semiperiodo) 6 la differenza fra le carat ter is t iche del punto e dell ' iperpiano. 

0gut  variet~ di KUMMER (in senso proiettivo) M~, 6, come al~biamo visto, 

collegata ad un sistema E della variet~t V~; quindi, se V:, non 6 singolare, 6 

perfet tamente determinata  dalla V~ stessa a meno d 'un 'omograf ia .  Viceversa  

se due variet~ Mv~ M'~ collegate r ispet t ivamente ai sistemi 2], ~,' dette va- 

riet~ Vp, V'~ sono omografiche, si prova senza difficolth (imitando un ragio- 
namento che r ichiameremo tra poco) che quelle Vv e quei 2~ sono birazional- 

mente identici:  quindi in particolare, che una stessa M~ non pub provenire 

da pi~:~ topple  (Vv~ E) birazionalmente distinte. 

'21. Genesi delle varieth, di Kummer  reali. - -  Il problema pif~ generale 
concernente  le variet~ di KUMM~Crt reali (in senso invariantivo) 6 ovviamente  

quel!o di classificare~itutte le simmetrie che possono esistere sulla K r .  Not 

per6 discuteremo soltanto il caso pitt r istret to delle simmetrie che conducono 
a ~nodelli reali  del tipo proiet t ivo di M~. 

Trasport iamoci  addiri t tura sopra un modello Mp ~°) siffatto, o pifi in gene- 

rale sopra un suo equivalente proiettivo Mr, e quindi supponiamo che M r 

ammet ta  un 'an l ipro ie t t i v i td  involutoria s (imagine del coniugio di Mp (°~, cio6) 

dotata, in S~r, di pun t i  uniti .  Quali condizioni restano con ci6 imposte alla V~, 
ed alia trasformazione T?  

Per  r ispondere a tale questione, partiamo dal l 'osservare  c h e l a  s trasforma 

in s6 stesso il gruppo dei punti singolari di M~, cio6 l ' insieme degli elementi  
di d i ramaz ione  della corrispondenza (1, 2) fra Mr e V~. Ne deduciamo subito, 

per  il t ramite d' un noto ragionamento, c h e l a  s immetr ia  s b imagine d" una 

(70) Ci si rende faeilmente conto del perchb le polaritd u~tiformi di Vp si t rasformano 
in polarit~ ehe (in senso eomplesso) ~to,t  so~to.uniformi. La condizione perch~ un punto P 
di Mp giaceia sulla sua seziono iperpiana polar% ~ ehe il eorrispondente Pt di Vv giaceia 
sulla ~ polttre, oppure sulla sua eor,rispondente in T. Ora la prima circostanza ~ impossibile, 
Perch~ la polarith di V v ~ uniforme, ma la seeouda si presenta per tutti i punti di Vr i cut 
parametri soddisfano alPequazione ~[2~t -- :¢1~ 0, ai quail corrispondono i punti di M~ 
atttoeo~ti~tgati nella polarit~ ordinaria considerata. 

A~,.nali dl Matematica,  Serle IV,  Tomo I I I .  7 
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t~ 'asformazione antibirazio~,aIe S di Vv in s~ permutab i l e  colla T (7'), la 

quale ,  in forza  del  c a r a t t e r e  an t i p ro i e t t i vo  ed invo lu to r io  di s, 6 neces sa r i a -  

m e n t e  u~a simmet~'ia od u~a t~'~tsfo~'~(tzione ciclica di 4 0 o~'dine acetate 

per  quadrato  la T, che  ~ras forma ia s6 s tesso  il s i s t e m a  A di Vv (corr i spon-  

den t e  al s i s t e m a  del le  sezioni  iperpia~m di My) e quindi  il sistem~t E asso- 

c ia to  ad  Mp. 

Si noti c h e l a  S ~ - - T S - - - S T  6 t i n ' u l t r a  h ' a s f o r m a z i o n e  dello stesso tipo 

a v e n t e  a n c o r a  p e r  i m a g i n e  la s. 

V iceve t ' s a  ad  una  S di Vv del tipo p rede t to ,  c o r r i s p o n d e  sop ra  la  My 

a s s o c i a t a  ad  uu s i s t e m a  E t r a s f o r m a t o  in s6 da  S, u n ' a n t i p r o i e t t i v i t ~  involu-  

to r ia  s. Poich6 la d imens ione  N - - 2 P - - 1  dello spaz io  d ' a p p a r t e n e n z a  di M r 

() dispa~'i, possono  dars i  due  c a s i :  

a) La s ~ dotata in S~r (in pa r t i co l a r e ,  m a  nou n e c e s s a r i a m e n t e ,  su M~) 

di p u n t i  uni t i ,  d quindi  6 r iduc ib i le  proietti~,amente al coniugio.  D i r e m o  

a l lo ra  t h e  la  Mr ,  in quan to  a m m e t t e  una  t r a s f o r m a t a  p r o i e t t i v a  M~ (°' r ea le ,  

p~.o ie t t i vame~t te  rea le .  
b) La s ~ prima di p u n t i  u~it i ,  ed a l lo ra  non ~ r iduc ib i l e  p ro ie t t i va -  

m e n t e  al coniugio.  L a  M~ non a m m e t t e  t r a s f o r m a t e  p ro ie t t i ve ,  m a  solo trasfor-  

~ a t e  b iraMonal i  real i  : e si dir~ c h ' e s s a  n o n  ~ p ~ . o i e t t l ~ a ~ e ~ t e  r e u l e  (7,). 

In  fo rza  de l la  pos iz ione  fatta~ solo i t ip i  p ro i e t t i vamcn te  re(di  interes- 

sano il nostro p~'oblema. 

(7~) I1 ~ ~oto ragionameato J a cui si allude si bas't sulle osservazioni seguenti : E. t ro  
alla riemanniana R~p di Mp gli elementi di diramazione predctti (che sulla K~ son lo variet~ 
fondamentali H~-t) son rappresentati da 2~ ' variet£~ reali R~_e~ girando intorno alle quali 
si seambiano i due punti Pt~ Pe di V~, corrispondenti ad un punto P di My; e an talc 
scambio avvieue soltan~o iu qltel caso~ giacch~ 2d~ 6 regolare~ eiob ha conuessione lineare ] .  
Se P~ Q son due pouti di Mp eot'rispondenti in s~ quando P gira iutorno ad una delle 
predette R~p-~, lo stesso accade di Q, ecc. 

(~) S~intende che su qaelle trasformste rcali, il coniuglo s' ~ l~imagine d i s .  Non si 
pub~ ahueuo a p~'iovi escludere the queste siano alia loro vol~a M~(°)~ cib potendo verifie~trsi 
se sulla ,]/~ esistouo dei ~ sistemi L' aventi le stesse caratteris~iche invariantive del sistema J5 
delle sezioni iperpiane, the siano mutati in s~ da s. Ed allora si possono fare due ipotesi: 
~) Il sistema Z t ~ mutato in /~ da qualclm trasformazione birazionale • di tlI~ in a~ (di sistemi 
siffatti ne esiatono notoriamente sullc M2) ed allora detta ~o la trasformazione birazionale 
che muta Mp (°) in ~/~,, la ¢o~ ~ una proiettivitd fra _31p (°) ed M~. Le M~(°~ 21[~ sono dunqae 
omografich% ma cib non ~ in contraddizione con b) perch~ la ~o: non muta pih (come ¢o) 
s' in s ma in un~antiproiettiviti~ z dotata di pu~ti m~itL ~) L ed L' son bira~ionalmen~e 
distinti~ ed allora Mp (°) corrisponde (nel senso precisato) ad uu'altra eoppia (Vp, Z) per 
cui ht S corrispondente a d s '  soddisfa alle condizioni pereh~ si verifichi il caso a). Rimane 
perb dubbia la possibilith di questo caso. 
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22. Tipi  provenient i  da s immetr ie .  - -  Denotiamo, al solito, con ut inte- 

grali rea l i  e n o r m a l i  di Vv, e supponiamo c h e l a  T sis u'~ ~ - - u ~ ,  e la S, 

u'~ ~ u~ +- c~; allora la S~ sarh u'~ ~- - -  u~ + c~ (~3). Pi~t avanti  ci converrh 

talvolta, per  avere  equazioni pid convenienti,  r icorrere ad un cambiamento 

di parametr i ;  in proposito notiamo subito che :  

1") le equazioni u'~ ~ -  u~ sono invarianti  per  qualunque cambiamento 

omogeneo di paramet r i ;  

2 °) ai secondi membri  delle equazioni di T, S si pub aggiungere 

(o togliere) uno stesso sistema di humeri imaginarI puri j~, trasformando 

quelle equazioni in u'i ~ - -  u~ -4-ji, u't ~- ui  A- c~ -t-j~. Basta cambiare  i pa- 

l .  
rametri  u, negli u , -  ~3 , ;  

3 °) ai secondi membri  delle equazioni di T si pu6 aggiungere (o togliere) 

un sis tema di humer i  reali r~ senz 'a l terare  le equazioni di S. Basts  cam- 

1 
biare gli u~ i~l u , - - ~  r , .  

Cib premesso, ricordiamo dal n . ° 6  the  le costanti c~ d 'una  simmetria 
hanno le espressioni 

(1) c ~ j + ( 0 ,  0,..., g~.+,, gx+~,"', g~), 

valide anche (n. ° 12, I) se gl ' integrali  son normali. Qui per  la permutab i l i t d  

di S con T occorre di pifi che sia 2c~ ~ 0 r cio4 che Ie c~ sian semiper iod i ;  

sicch6 le j¢ saranno semiperiodi imaginarI puri. 0 r a  un semiperiodo siffatto 6 

una combinazione lineare dei semiperiodi ai cicli (imaginari puri) P~, P~,..., P~, 

e quindi, stante le espressloni (n. ° 12, V) di questi cicli, si pu6 ridurre, per 

sottrazione di periodi, ad una somma di semiperiodi ai cicli M~, M.~,..., M~,, 

Nx+~, Nx+~,... , N~: sicch6 la (1) pub scriversi  

(2) c - ~ ( g , ,  g~,..., gptO, 0,..., O, h~+~, hx+..,... , h~). 

I |  cr i t e r io  d i re t t i vo  per la pifi opportuna classificazione dei tipi in parola, 
6 fornito dal l 'osservazione seguente ;  

(73) ST intende clm gli ui son reali rispetto ad S e novmalizzati in base alla rolazione 
di RtEMASS a oui eorrispohde il sistema ~ (reale rispetto ad ~q) oollegato :tile sezioni iper- 
piane di M~ (Posservaziono b superflua so Vp non b singolare). Avendo scelto come T la 
particolare u ' i ~ - - u i  oeeorro lasoiare alia S tutta la sua generalitti: m a l e  trasformazioni 
ehe ridueono S alia forms , t t '~  ~ + ei e normalizzano gl'integrali, sono omogenee~ quimli 
non alterano lo equazioni di T. 
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I pun t i  uni t i  di s, cio~ i punt i  reali  del corrispondente modello reale 

di M~, provengono o da punt i  uni t i  di  S o da coppie comuni  ad S e T, Cio~ 
da pun t i  uni t i  di S~; iaoltre la S ha punti uniti quando nella (2) si ha 

g~,+~ --gz+~ . . . .  = g ~  = 0 ,  e la S~ invece quando h),+~ = h;~+~ . . . . .  h~ = 0  (u. ° 6). 

In base a questa osservazione t ra t teremo separatamente  i casi seguenti :  

I) Entrambe le s immetr ie  S, S~ hanno pun t i  uni t i  (quindi i t ipi  corri- 

spondenti  son se,mpre proie t t ivamente  reali). 
Avendosi g~.+t = g ) . + ~ - - . . . - - g ~ - - - h z +  ~- -hz+.  " . . . .  = h ~ = O ,  la (2) diviene 

(3) c ~ ( g i ,  g2,'", gz,  O, 0,..., 0), 

e quindi, sottraeudo dalle ch il periodo al ciclo g~N~-I-g.~N~-v...-t-gxN), oppure 
al ciclo g) N~ +g).-tN.2 +. . . -4-gtNx secondo c h e l a  matr ice normale 6 diasim~,e- 

trica od ortos im~elr ica ,  pus scriversi 

(4) 
o) Ch ~ ~ i(g)."CU~ -t-g).--~'Ch~ "-b ... "+-g~ZhX). 

Le costanti ca sou dunque imaginar ie  pure,  e perci6 col cambiamento 
di parametr i  2) si posson far sparire dai secondi membri  delle equazioni di S, 

riducendo]e ad u'~ --= t-~; perb te equazioni di T divengono u'~ = ~ u~ ~ ci. 
Ma aggiungendo ora alle c~ il periodo predetto, 10 costanti dei secondi membri  

divengono reali  e quindi si pcssono far sparire dalle equazioni di T senza 
al terare quelle di S. Iu definitiva le equazioni di T, S si son ridotte alle 

(5)  u'~ ~ -  - -  u ~ ;  u'~ = u .  

quindi M~ C°) O l ' imagine  del l ' involuz ione r generata dalla trasforma_Zione 

di 1" specie u', ~ -  u~ sutla varietal abeliana reale V~o (°~ di cui u'~ ~ u~ O il 

coniugio. Si noti c h e l a  T muta  in sO stesse tutte le falde di V~ (°~ (n. ° 7) e 
che gl ' integrali  u~ son rimasti normali perch~ te trasformazioni operate sono 

pure addizioni di costanti. 
Di .~lp ~Q) siffatte se ne hanno, per  uu date p, tanti tipi quanti sono i valori 

di ),, distinguend.o per k pari il caso diasimmetrico da quello ortosimmetrico. 

in particolare 4 per p = 2 .  

II) Una sola delle due s immetr i e  S, S~ ha punt i  uni t i  (quindi ancora 

i t ipi  corrispondenti  son proie t t ivame~te  reali). 
Per  il comportamento simmetrico di S, S~ si pu6 supporre che quella 
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simmetria sia la S, sicch6 le c~ son del tipo 

(6) c ==-(g~, g~,..., gx, Or 0,..., 0 t 0  , 0,..., 0, hx+~, hx+ ~,..., hr), 

con qualcuna delle it diversa da ze~'o. Colle stesse trasformazioni del caso 

precedente,  le equazioni di T, S si riducono a 

(7) u'i ~ - -  ut + (0, 0,..., 0, h).+~, h~.+~ ,..., h~), u'f ----- u~, 

s i cch6 ,  come prima la T ~ reale sulla V~ (°) di cui u,t-~ u~ ~ il coniugio, 
ma ora essa ~ una di queUe t~'asformazioni che scambiano fra di loro le 
falde di Vp ~°). Data 1' identitY, del comportamento di queste trasformazioni (74) 

si ha anche qui uu tipo per  ogni valore di ). e carat tere  diasimmetrico od 

ortosimmetrico, escluso ~----p) in cui le (7) riduconsi alle (5) (e d 'a l t ronde Vr (°) 

una sola falda), cio6 ill tuft0 ~ ~ [ ~ - s - l J  tipi, in part ieolare 2 p e r  p - - - 2 .  ha 

III) Nessuna delle simmet~'ie S,  S~ ha punti  uniti. 
AIlora le ct hanno i valori generali (2) con qualeuna delle g e delle h 

d ' indice > )~ diversa  da zero. Con trasformazioni analoghe alle precedenti,  

le equazioni di T, S possono allora ridursi alla forma 

U t . 

(s) 
u'~ =--u~-t-(0, 0,..., O, gz+~, gz+~,..., gpt O, 0,..., O, hx+~, h~+~,..., h~). 

23. S e p a r a z i o n e  dei  t ip i  p r o i e t t i v a m e n t e  real i .  - -  Nell' ultimo caso del 

n. ° precedente  la s non h a  su Mp punti uniti e quindi il modello reale co~'~'i- 
spondente non ha punti  ~'eali; esso dm~que sar~ o non sara  proiettivamente 
~'eale secondo ehe 1' c¢ntip~'oiettivitd s avr~ o non avr~t in S~ punti uniti. Ci 
proponiamo di approfondire tal distinzione. 

Incominciamo perci6 coll' osservare  ehe, in uno sl~azio S~ dispa~'i, un' an- 
tiproiettivit~ involutoria s ha o non ha punti uniti, secondo che in un faseio 

d' iperpiani unito esistono o n o  elementi uniti. Difatti nell'ipoLesi uegativa i 

punti uniti d i s  potrebbero esistere soltanto nello S~r_~ asse, e d 'a l t ronde ei6 

6 impossibile perch6 'allora s sarebbe riducibile proiet t ivamente al coniugio e 

quindi i suoi punti uniti non potrebbero localizzarsi in un S~r_.~; nell ' ipotesi 

(~*) Scegiieudo opportunamente  la .falda origine (n. ° 7) e i periodi normali,  si pub sup- 
p~)t'ro elm helle (7) te h abbi:tn valori prefissttti~ ~d es. (1~ 0...~ 0) qual~tnqtte sia la T del 
tipo eonsiderato. 
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a f fe rmat iva  ci son cer to  punti uniti ent ro  ad ogni iperpiano (del fascio) unito, 

perchb  N - - 1  ~ pari. 

Ci5 premesso ,  dett i  c~, d~, due arb i t rar f  sis temi di costant i ,  cons ider iamo 

su Vr le due  varietb, ~[u + c] - -  0, ~[u -t- d] --- 0, e le loro cor r i spondent i  in T, 

,i~[u - -  c] = 0, ~[u - -  d] - -  0, e formiamo il r appor to  

~[u + c]~[u - -  c] 
(9) ~[u -i-- d]~[u - -  d]" 

Tenendo  conto dei fattori  che acquis tano  le ~ quando le u aumen tano  di 

periodi,  si vede  subi to c h e l a  (9) ~ una funz ione  uni forme del  punto di Vv, 

che, per  la parit/t  del la  ~, a s sume  lo s tesso va lo re  in due  punti  corr i spondent i  

in 7'. Si t ra t ta  duuque  d' una  funz ione  raz ionale  del punto di M r.  
D ' a l t r o n d e  quel la  fimzione si amml la  nei punti  del la  sezione i p e r p i m l a  

( tangente)  co r r i sponden te  a ~[u-I -  c]~[u - -  c] = 0, e d iv iene  infinita nei punti  

del la  sezione ipe rp iana  cor r i sponden te  a ~[u-I-  d]~[u-- d]--O, quindi ~ l ineare 
fral ta,  e, scel te  oppo r tunamen te  le coord ina te  o m o g e n e e  x~ in S:~ si pub 

s u p p o r r e  r idot ta  ad x~ - - ;  in a l t re  parole  si pus  por re  au M~ 

( m )  ~x ,  = ~[~ -t- c]~[u - c],  e x ~  = ~ [ ~  -~- ~t]~[u - d] .  

Se ora d isponiamo del l 'arbi trar iet /~ delle costant i  c¢, de in modo che  

g l ' iperp ian i  x~---O,  x 2 - - -0  si cor r i spondano  in s, il fascio x ~ - - ) . x ~ - - O  risul- 

terh unito, e da l l ' an t ip ro ie t t iv i t~  ivi subord ina ta  si potr~ dec ide re  della na tura  

della s. 
Ma affinch~ x~ = O, x ~ - - 0  si cor r i spondono in s, bas ta  che ~[u + c ] - - O ,  

~[u + d] --- 0 (e di conseguenza  ~[u - -  c] --- O, ~[u - -  d] = O) si cor r i spondano  

in S. Si po t r amm quiudi  a s sumere  ad arbi t r io  le c~, ad esempio  tutte nulle, 
ed a l lora  le d~ r e s t e ranno  de t e rmina te  in base  alle (8) ed alle formule  di 

t r a s ib rmaz ione  delle ~ del  n. ° 13; e p r ee i s amen te  av ranno  i valori  

d) (1, 1,..., 1, g~+,, gx+~,"', g~ ]0, 0,..., O, h~+~, h~+~,..., h~) 
(11) 

o) (0, 0,..., O, g~+~, gz+~,'", g~l O, 0,..., O, hx+~, h>,+~,..., h~) (~). 

Ora pensando le x~, x~ delle  (I0) (helle quali  le c~, d~ hanno i valori  stabiliti) 
assunt i  come  valori  assunt i  in un dato punto P di M~ si calc01iuo i valori  x'~, x '  2 

~7~) Si noti ehe lv di son semi~eriodi~ quindi Iv due varietk if[u+ d] = O, ~[u --  d] ----- O 
eoineidouo, come de[ resto le corrispondenti ~[u-l- e] ----- O, ~[u--e]== 0 (essendo le e~ nulle). 
Ins~mma xt = 0 ,  x~ffi~0 son due iperl)iaui singolari. 
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nel punto P '  co r r i sponden te  in s, sos t i tuendo al posto del le  u~ le u't da te  dalle 

seconde  delle (8); e quest i  "~alori si confront ino con ~x~,  p x .  tratfi  pure  

dalle (10) t enendo  conto  del le  formule  di t ras formazione  del n. ° 131 e dei fattori  

t h e  acquis tano  le ~ quando  le u~ aumen tano  di periodi  (Ts). Con calcoli che 

r i spa rmiamo  al le t tore  si t rova  

(12) 

_ _  2ai ~ bt ut 4- 

P P P 
2r~i "A h a r t  ~ ~ y' Z brbs~,.s 

X t  

p" p 

e quindi,  posto x ----- x-A ed indica te  con k il numero  reale positive e ~,+t ;,+1 

k 
(13) X ' - -  = ,  

- ~ X  

P 
valendo il segno -g od il segno - secondo che E htgt cio6 la ca~'atteristica 

del semiperiodo (0, 0,..., O, gx+, ,  gx+~,..., g~l O, 0,..., O, h~+~, hz+ ~..., h~) 
par  i o dispari.  

La  (13) r app re sen t a  l ' an t ip ro ie t t iv i t~  s u b o r d i n a t a  da s nel fascio x - - c o s t ;  
essa  ha  o non ha  e lement i  uniti secondo  che va le  il segno -t- od il segno - - ,  
quindi : 

I t ipi  del case I I I  sono o non sono proie t t ivamente  reali ,  secondo che 
la caratterist iea del semiperiodo dal quale dipendono le equazioni (8) 
della s imme tHa  8, ~ p a r i o  dispari.  

Quest i  tipi esistono per  ogni va lo re  di ). < p ;  ma per  ) , - - p -  1 si hanno 

sol tanto t ipi  non pro i e t t i vamen te  real i  perch6  sol tanto g~, h~ possono, e de- 
vono esse re  d iverse  da zero (eguali  ad 1). Dis t iuguendo al solito il case  dia- 

s immetr ico  da quello or tos immetr ico ,  t rov iamo cosi fac i lmente  [3P,7~41 t ipi  
L ~ A 

mente reali; in par t icolare ,  pe r  p - - 2 ,  risp. 1 o 2 tipi. 

(76) KaAZ~R, li 4. Occorrer~ modifieare quelle formule ill base alia gi~ avvertita diffe- 
renza di convenzioni~ circa i periodi normali. 
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24. Tipi  provenient i  da t ras formaz ion i  e ic l iehe  di 4 ° ordine.  
IV) Se la S 4 cicl ica di 40 erd ine  ed S e - - T ,  i puuti  uniti di S e di 

S t -" S T ~  TS sono anche  ,punti tmiti di T, e, come vedremo,  esistono sempre.  

Queste  t r a s fo rmaz ion i  d/~nno quindi luogo a tipi proiettivamente reati p~'ivi 

di punti  ordinarf ~.eali ed avenli solo alcuni punti  singolari reali. 
Detti  u~, p integral i  di 1 ~ specie qualunque di l~  (la quale s tavolta ,  al- 

meno a priori  non 0 di tipo reale) siauo, corn '6 sempre  lecito support% 

u ' i - -  ui le equazioni  di T, e 

(14) u'i ~ ; ( i ,~  -4- ),~u~ q-  ... -4- ),~pup -4- ~,, 

le equazioni  di S. Tenendo conto che 1' t rasfor lna  in s6 S e t h e  S~--~- G si 

t rova  subito che ~, 0 un semiperiodo, e che s e a l  sue posto nelle (14)s i  

pone lo zero si ot t iene ancora  una t rasformazione  del tipo di S. D'ora in 

poi indieheremo questa con S e la (14) con &;  e ci oecuperemo della S 

r i servandoci  di p rova re  che S ed & sono equivalenli, di fronte alle trasfor- 

mazioni  birazi0nali  di V~, e quindi  di f ronte al problema.  Notiamo per6 fin 

d ' o r ~  ehe la eondizione perch6 essendo S 2 - -  T sic anche  S ~ " ~  T 6 

¢~ ~ ) ,q~ -4- X~.,~ + ... -t- ) , ~ p ,  t i e6  che u~ ~ ~ sic un punto un i te  della S. 

P rov iamo era  che le tvasformazioni del ripe consider'ate esistono solo 
se p 0 par i ;  ed allora, con un cambiamento omogeneo dei paramelri  le 

equazioni di S possono ridursi  cUe 

(1.5) u', - -  u~, u' i  ~ - -  u~ ; u' 3 ~ u , ,  u',  ~ --  u~; ... ; u'~_~ -~ u~,  u'~ ~ - u~_~. 

Osserv iamo difatti  che se le (14), colle ¢~ nulle, si considerano come egua- 
glianze anzich6 come eong~'uenze, res ta  ancor  vero che il lore quadra te  

6 u ' ~ - - - - u ~  (~7), sicch6 se le u~ s ' i n t e rp r e t ano  come coordinate ovwgenee 
di punto in un Sp_~, le (14) rappresen tano  ivi u n ' a n t i p r o i e t 2 i v i t ~  involutoria 
(perch6 al lora  u '~ - - - -u~  6 l'identitd). Se ques ta  avesse  un punto unite, che, 

a merm d ' u n  c a m b i a m e n t o  (omogeneo) de i  pa ramet r i  si pub supporre  sic 

u~ ---~ u~ - -  - -  u~ ~ 0 ,  nelle (14)  sarebbe  ).~ ----- X3~ - -  .'- ~ )'~l ~ (), ed a l lora  

scr ivendo che S ~  T ver rebbe  ),~3.~ = - - 1  ch '6  assurda  perchg ) ,~-~ 

posilivo. Dunque  quell 'antiproiettivitg non ha elementi uniti, quindi p -  1 

dispari,  cio6 p 0 pavi. 

Assumendo come vertici della p i ramide  fondamenta le  di S~_~ P , -~ coppie 

di punti corr ispondent i  (il che impl ica  un cambiamen to  omogeneo dei para- 

(~7) Ci6 non sarebbe pih vero se 1~ ~i fossero :# 0. 



A. COME SSATTI : Sulle varietc) abeliane reali 57 

metri) le equazioni di quell 'antiproiettivit~, avuto riguardo alia non esistenza 

di punti uniti, si riducono subito alia forma (15) colla presenza al pifi d 'un  

fattore ~ nei secondi membri.  Tornando alle congruenze, e scrivendo che 
.¢P 

S ~ - -  T, viene ~ - - - I ,  dunque ~"- -e  tv ed allora cambiaudo u~ in e-'~u~ si 

ottengon proprio le (15). 

Dimostriamo aucora  c h e l a  sostituzione 

(16) C'~ --- mqC~ + m~C~ 4- ... 4- m~, ~pC~:,, (i = 1, 2,..., 2p) 

indotta dalla S sui cicli d ' u n  sistema pr imi t ivo ,  pub, mediante una tra- 
sforma~ione unimodulare  r idurs i  alla forma 

C'~ = c~,  c ' ~ , =  - -  C~; C'~ = C , ,  C'~ = - -  c~; ...; 
(iT) 

aualoga alla (15). 

Anche la sostituzione (16), come la (14), ~ ciclica di 4 ° ordiue, ed il suo 

quadrato ~ la C'~ = -  (~ indotta da T sui cicli d' un sistema qualunque di V~. 

Nel corso della dimostrazione supporremo che 2p sia un numero pari qualunque 

(quindi che p possa anehe esser dispari), e, come al n. ° l, sostituiremo ai 

simboli C~ altrettante variabili x~. 

II teorema ~ ve ro  per p - - 1 .  Difatti se ta sostituzione 

(18) m'~ " - -n i ix  t - i - ~ X ~ ,  x'~ - - n ,  tx  ~ -F-n~eX~, 

settost/~ alle condizioni imposte alia (16), si ha anzitutto n]~ + n ~ n ~  = - - t ,  
n ~ - - - -  n..~; poi cambiaudo le variabili  in 

(.19) X~ - -  ~x,  4- ~tx.~, X~ --" O,n~ 4- t~n~,)x~ 4- (),n~ + ~tn~)x~, 

0,, 1 ~ interi) si ha senz' altro X'~---X~ e quindi (perch~ il quadrato ~ X ' ~ = - - X ~ )  

anche X ' ~ - - - - - X , ;  sicch~ la (18) 5 ridotta come proposto, a patto c h e l a  (19) 

sia unimodulare.  Perci6 occorre che gl ' interi )., 1~ soddisfino al l 'equazione 

(20) n~)," - -  2),~n~ - -  t~n~ = "+" 1~ 

la quale ha ef fet t ivamente soluzioni perch4 il determinante della forma 
quadrat iea a primo membro ~ eguale a - - 1  (~s). 

(Ts) Od anche, in virth d'un teorema di FROBENIUS (Ioe. cir., §§ 3. ~:) pereh~ utt , u~e, n2t 
son primi fra di loro. 

Anna l i  eli Matenzatica, Serie IV,  Tomo I I I .  
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Passando era  al case generale,  scriviamo la 1" delle (16) sotto la forma 

(21) x'~ = m n x  , + 8(n~x~ + ... + n~ .~x~) ,  

dove 8 6 il m. c. d. di nq~,.., m~,2~ e perci6 ni~,..., n~,2p son p r i m i  t ra  di 
loro ; e poniamo 

(22) X~ --- X~, X~ : n~x2 + nl3x ~ + ... + n ~ . ~ x ~ ,  

sceglieudo per  Xa, X~,..., X.~¢ opportune combinazioni lineari (a coefficienti 
interi) delle x~, xa,..., x ~  in mode c h e l a  sostituzione risulti unimodulave .  
Nelle nuove variabili, la prima delle (16), cio~ la (21), 6 X ' ~ - - m u X  ~ + ~X~ 
e allora (sempre perch6 il quadrato 6 X'i = -  X~) anche ta seconda 6 dello 
stesso tipo; quindi, in virtfi di quanto precede, esse possono ulteriormente 

ridursi ad X'~ - -  X~, X'~ = ~ X~. 
Dopo ci6 il problema sara ricondotto a 2p 2 variabili, e quindi il proce- 

t t dimento sara proseguibile, se dalle espressioni di X'a, X ,,..., X ~  si potranno 
far sparire X~, X~. E questo scopo si raggiunge se (denotando sempre con m~k 

i coefficienti) alle variabili X~ ( i = 3 ,  4,..., 2p) si sostituiscono le y i - - X ~ + r n ~ X ~  

giacch~ ci6 fa sparire la X~, e di conseguenza, per Ia proprietk del quadrato i 

la X~. II teorema 0 cos', dimostvato.  
Ora cambiamo le notazioni dei nostri cicli~ indicando con D,, D,,..., D~ i 

dispari, e con D~o+l, Dr+~,..., D ~  quelli d ' indici pai'i; ed cicli G d'indici 
inoltre denotiamo con 

Dt 

(23) % %~ 
00t2 . . . .  (DiP Z i i  "~t2 . . . .  Z iP  

(O22 . . . .  O)21) '~21 1:~2 . . . .  "l:2p 

• " * " " " " * * " " ° " " " " " " " " ° " 1 

00p~ 00,~ .... 00~p ~ ~0~ .... ~ ], 

i reiativi periodi degli ul. Facendo descr ivere  a,1 punto di V~o uno dei cicli D~, 
e tenendo conto degl' incrementi  che  allora, in virfft delle (17) (scritte fra i D~) 
subiscono i due membri  delle (15) si trovano le relazioni 

(24) %~-~,n --(o~i,h, z~,~ = - -  00~i-i.~, 

le quali esprimono che ogni r iga  di  posto d ispani  della matr ice  {Iz~, 1I 0 
coniugala della ~-iga di  poslo successivo della 1!00,.,II, ed ogni r iga di  posto 
pa~'i della !1%', I] 0 coniugata della r iga di  posto pvecgdente della I] (Or, ]f cam- 

biala di segno. 
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Viceversa  data una matr ice (23), soddisfacente alle (24), che a mme t ta  una  
re laz ione  pr inc ipa le ,  di  d iv isor i  t ,  e t r a s f o r m a t a  in sb dalla (17) (~), sulla V~ 

corrispondente le (15) rappresentano una trasformazione S del tipo voluto. 

Cerchiamo o r a i  punti uniti della S. Poich4 essi sono punti uniti di T, i 
loro argomenti  devon esser  semiper iodi  ~ ,  soddisfacenti~ per  la (15), a l le  

condizioni ~------%, % - - - -  ~ ,  ecc..  Ma posto ~ - - ( g ~ ,  g~,..., g~lh~,  h~,..., h~) 
si ha per la (23) esplicitamente 

(25) 

1 

1 
% -~ 2 (q~%'~ + g~%~ + "'" + g~%r -~- h~%~ -I- h~%~ -t- ... -t- hp%r), ecc., 

e quindi, tenuto conto della (24), le coudizioni predette  son soddisfatte allora 

e soltanto che g~ - -  h~. Dunque S ha 2 ~ p u n t i  uni t i ,  ciob metd  di quelli di T. 
Se poi si r icorda che le relazioni z ~ - - % ,  % - - - - - ~ ,  ecc., esprimono 

anche la condizione perch~ ia S~ 

(26) u'~ ----- ~-~2 -t- ~ ,  u'~ ---~ - -  u~ -t- %, ecc. 

abbia  per  quadrato la T, si conclude che di trasformazioni siffatte ne esistono 

precisamente 2 ~ che potrau dirsi associate alla S. E queste Sz sono eviden- 

temente le stesse delle (14) inizialmente considerate. 

Ogni S: e il prodotto di  S per  la u'~-~ u~-I-a~ ed ~ anche ta trasfor-  
mata  di S mediante  la t ra s fo rmaz ione  di 2 ~ specie u'~ ~ u~ + (g~, g~,..., gp) 
l e g  essendo quelle di ~ ,  come si verifica agevolmente.  Pertanto S ed Sa sono 
equivalenti ,  come avevamo affermato. 

Iu conclusione si ha cosi per  p p a r i  un  nuovo tipo pro ie t t i vamente  reale; 
e quindi in to ta le :  

(~9) Si redo faoilmente che queste condizioni sou compatibili eo]le (24)~ e non traggono 
di conseguenza altre relazioni, di guisa the la V~ ~ in generale nou singolare. Per p : 2 
uu~ matrioe ~23) soddisfacente a qnelle eondizioni, pu6 dedursi dalla matrice normale 

1 0 a ~- ib e ] (D~ ffi= b ~ o) 
0 1 e - - a + i b  ] 

cambi,mdo segno alia 2 a colonna e scambiandola colla 3a: anzi in tal caso si pub provare 
the ogni matrice di Riemauu (23) ehe soddisfi alle eondizioui in parola Tub trasfo~'marsi 

nella predetta matriee normale. Per j~ pari > 2 una matrice composta con p matrici cosiffatte 

fornisce un esempio the conferma la compatibilitK enunclata. 
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II numero dei tipi di varietd eli I ( u m m e r  Mr ~'eali 0 9.P--2 2 o 9p 2--5 

secondo c h e p  ~ par i  o dispa~.'i (~o). 

9. e" .a .  Proprietk e earatteristiche dist intive reali dei tipi ottenuti .  - -  Esa- 
min iamo d a p p r i m a  i tipi del  n. ° 22. 

I) L a  s immet r i a  S (u'~ ---- u0  ha come punti  uniti tutti  i punti  real i  di l~  (°~, 

cio6 quelli  dells  2p-), falde, di a rgoment i  (n. ° 7) 

(27) u -~ ~" + (0, 0,..., O, hz+~, hx+2,... , l%), 

e la s immet r i a  S, (u'~------- u,) lasc ia  invece  uniti i punti di a rgoment i  

(28) u ~ j + ( 0 ,  0,..., 0, gx+,,  gx+~,.", g~), 

cio6 quelli  che  divengon reali  sutle 2p-;~ falde del la  wtrietgt complementaT'e 
di Vv c°~ che, per  comodi th  di l inguaggio,  c h i a m e r e m o  falde fi t l izie di Vp (°) 

Due  falde reali  o due falde fittizie non hanuo punti comuni ;  invece  una  

falda rea le  ed una fidda fittizia hanno in c o m u n e  il punto unito reale di T 

(29) (0, 0,..., 0, g~.+,, gx+~,..., g~]0,  0,..., 0, hx+~, hz+~,..., hv), 

e, al va r ia re  delle due  falde, si 

reali dellt', T, di cui ogni falda, 

(n. ° 7) 2~. 
Ai punti  delle falde real i  e 

o t tengono cosi tutti  i 22p-x punti  s ingolari  

reale  o fittizia, ne cont iene  come sapp iamo 

fittizie cor r i spondono  (n. ° 22) i punti  r e a l i  

di Mv(°~: ques ta  per tan to  ha una falda sola, divisa in 2p+~-). regioni, con- 

hesse  nel modo  indicato a t t r ave r so  ai 2 "-~'-z punt i  s ingolari  reali .  
F r a  le 2-'p ~ unite in T da  cui p rovengono  g l ' iperp ian i  singolari  di M~(°~, 

ve  ne sono, come sapp iamo (n. ° 14) 2 ~ - x  unite in S, cio6, su V:o (°~, reali (ed 

unite  anche  in S,) che hanno i pa rame t r i  (9) de1 n. ° 14 per  ~ ' f - -O ;  ognuna  

di esse  cont iene  2 P - ' . 2  ~-z  dei predet t i  punti  uniti reali,  nel caso diasimme- 

trico, e 2~- ' (2  p - ) ' ~  1) net caso ortosimmetrico. 

(80) In partieolare ( p ~ 2 )  si hanno dunqno otto ti£i di supe+:fieie di Kummer reali~ 
quanti no I,,~ trovat, i i l  ROHN nel suo noto lavoro Die versehiedenea Oestalteu der Kummer' sohe,t 
Fldehe [Math. Ann, vol. ]8 (1881), pp. 99-159]. Per quanto i nostri lmnti di vista sian del 
tutto diversi, in quanto il ROHN parte dal eon~iderare IaM~ di Ktrrar~[t come superficie 
singolare d'un Sistema d] eo,nplessi quadratiei eonfoeali, e dalla loro r.tp~)reS'entazione in 
eoordin'~te di KLmN, siam dolenti ehe i limiti di questo seritto non ei consentano pih 
dettag|iati raffronti. 
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Inflne il numero delle polarith e dei sistemi nulli reali di M.C? ~ si deter- 

mina subito osservaudo che ognuaa di tall corrispondenze muta  un ptmto 
.singolare reale in un iperpiano singolare pure reale :  tenendo fisso il primo e 
facendo var iare  il secondo si hanno cost 2 *~-~" corrispondenze reali, delle 
quali son sistemi nulli quelle provenienti  dagl ' iperpiaai  passanti per il 

punto (s~). Iu conClusione: 

del case I (di carattere reale ),) hanno una falda reale, 2 *~-x pun t i  singo- 
lari ed al tret tant i  iperpiani  singolari reali. 

La falda stessa testa suddivisa dai pun t i  singolari reali  in 2 ~+~-x re- 

gioni, the  si possono separate  in due classi, ciascuna delle quali ne con- 
tiene 2p-x. Una regione contiene 2 ~ punt i  singolari reali ; due regioni della 
stessa classe non hanno punt i  comuni,  ment~'e due regioni di classe diversa 
son connesse attraverso ad un puuto si~golare. 

Pe~" ogni punto singolare reale passano 2 ~-~ . 2 ~-z  iperpiani  singolari 
rea li nel case diasimmetrico, 2P-~(2 p - x -  1) nel case ortosimmetrico e dual- 

mente. Infine nel pr imo case la varietd ammette 2 *~-x-~ polari td e altret- 
tanti  sistemi nuUi reali, nel secondo 2~-~(2~-~-t-1) polar'lid e 2~-~(2 p - x -  I) 
sistemi null i  reali. 

Appartengono a questo gruppo i tipi Ia (k--0) ,  IIa () ,--  1), III  (),---2, dias.), 
IVa (), ~ 2, ortos.) del RoH~. 

II) I punti reali di MJ  °, corrispondono (n. ° 22) soltanto ai punti uniti 
di S ( u ' i ~ - u l )  cio6 ai punti reali di Vp ~°~. Ma la T scambia a due a due le 
f~tlde di V~ ¢°~, dunque a ciascuna coppia di falde corrisponde ulm talda di M~°~; 
inoltre la T non ha punti uniti reali, quindi M~ (°) non ha punti singolari reali, 
n~ analogamente iperpiani singolari reali. 

Determiniamo era le polarith ed i sistemi nulli reali. Essi provengono da 

quelle fra le 2 "-p polarit~ abeliane di V~, mutate in s~ da T(cio6 aventi come 
parametr i  a~ dei semiperiodi) che sono, su V~ ~°~, reali, tie6 vengon trasfor- 
mate in s6 stesse da S. 

Ora a due punti coniugati u~ ~ p ~ ,  u~-~p-~ di V~ (°~, corrispondono in 
unit polarit~ abeliana 7:, di p,~r~.mea'i :~,, le due variet~t ~[u 4 - a - - p ] - - - 0 ,  

~ [ u + a - - p ] - - 0 ;  quindi 7: sara reale se quelle due varieth risultermmo 
a~mh'esse co~,iugate (corrispondenti in S) cio6 se fra i lore parametr i  p , - - a~ ,  

(s,) Si rode subito cbe il numero delle omografie reali di M~ (0) in s6 6 in ogni case 
egllalo alla somma dei due mlmeri the d.~uno h; polari~/~ ed i sistemi nuili rea|i. 
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p ~ - - a ~  co r re ranno  le relazioni  (XII) del n. ° 13. Effe t tuando la sosti~uzione, 

te p~ spariscono,  e per  le a~ si o t teugono subito i valori  (8) del n. ° 14; senonch6 

in questo caso le a~ son semiper iodi  e quindi devon esserlo auche  le re la t ive  

part i  real i  v~: quindi in defi ,fi t iva 

d) 
(30) 

o) 

a ==_ (g~, g2,..., gvt 1, 1,..., 1, h~.+~, hz+~,... , hr,) 

a =--(g~, g~,..., g~tO, 0,..., O, h~+,, hz+~,... , h~). 

Di qui segue subito che le corr ispondenze  reali  cerca te  sono in tutto 

2~P-)'; e la dist inzione dei due tipi, in base al ia  pa~'itd delle cara t te r i s t iche  

di a (n. ° 20) 6 d ' a l t r onde  immedia ta .  D u n q u e :  

Le va~'ietd di Ku~nme~" ~.eali appctrtenenti ad ~no dei [ ~ - ~ ]  t ipi  del 

caso II  (di ca~'atteve ~'eale ), ~ p) hctnno 2 v-z -~  falde reali  e nessun punto 
e iperpiano singola~'e ~.eale. Esse ammettono 2 ~p-z-~ pola~'itd~ ed alt~'et. 

tanti  sistemi null i  reali, nel caso diasimmet~'ico 2v-~(2v-~'A-1) pola~'itd e 
2~-~(2 v - ~ ' -  1) sistemi nu!li,  nel caso o~'tosimmet~'ico. 

Appar tengono  a questo gruppo i tipi Ib (~---0) e IIb ( ) , = 1 )  del ROHN. 

III) In q u e s t o  caso, come sappiamo, la My (°) non ha pun t i  reali;  essa 

per5 a m m e t t e  lo stesso numero  di polarit~t e sistemi nulli reali  del caso prece- 

dente .  Difatt i  adesso le equazioni  di S sono u't ---= u, A- ~ (~  semiperiodo) 

sicch6 a due punti  corr ispondent i  u~ ~ p~, u~ --~ p~ q- ~ ,  corrispondono,  in una 

polari t~ abe l iana  zc, le due var ie tk  ~[u 4- 0¢ - -  p] - -  0, ~[u -I- a - -  p - -  a] ~ 0. 

Ma la coudizione perch6~ due ~ siano omologhe in S non 6 pifi, i ra i para- 

metri ,  r app re sen ta t a  dalle (XII) del n. ° 13, s ibbene da  quelle che se ne dedu- 

cono incremen~ando di z i  i secondi m e m b r i :  sicch6 per  le a~ si r i t rovano 

ancora  i valori  (30). P e r t a n t o :  

Le va~'ield di Kumme~" ~.eali, appa~'tenenti ad uno dei ~"~ 4J t ipi  del 

caso I I I  (di ca~'atte~'e ~'eale ). < p - -  1) non hanno pun t i  reali. Esse ammet-  

tono pe~b to sfesso numero  di polaritd e di sistemi ntdl i  ~'eali det caso 

precedente (s~). 
Appar t iene  a questo gruppo il tipo Ic ( ) . ~ 0 )  di ROrIN; inottre, come si 

6 gi~, osservato  (n. ° 23), pe~' p ~ 2 si hanno anche due t ipi  bi~'azionalmente 

ma non proie t t ivamente  reali. 

(s~) Queste co,'rispondenze reali si possonoconsiderareanchesuimodellireali dei [~.~_--1] 

tipi birazionahuent, e ma non proiettivamente reali, seuza perb e~tenderle allo spazio. 
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IV) Veniamo infine al tipo del n. ° 24. Come si 6 visto, esso non ha punti 

ordinari reali, ma solo 2 ~ punt i  singolari J'eali, e, analogamente, 2 p iperpiani 

singolari reali (8:,). 
Inoltre per un punto singolare reale non passano iperpiani singolari reali. 

Volendo dimostrare questa propriet'~ per la via consueta, ricorrendo ai para- 

metri delle 2p ~ unite in S, occorrerebbe valersi di pe~'iodi no~'mati che noi 

non possediamo. Ma possiamo pervenit'e al l 'e~unciata conclusione, anche per 

la seguente via : 

Iutanto la propriet~ 6 ver~ per p---2, giacch6 una conica singola~'e ~'eale 
non pub avere punt i  isolati ~'eali sellza avere un ramo reale;  e d 'a l t roude 

non pu6 avere rami reali perch6 M2 (°) non ha punti ordimtri reali. Ne segue 

c h e l a  propriet~ 6 vera  per le Mv (°) corrispondenti a matrici (23) composte 

2 p- matrici  analoghe di genere 2; e quindi, per continuit~ 6 vera in con generale. 

Infine, procedendo come nel caso I, si t rova subito che MJ  °~ ammette 

2p polarit~ e nessun sistema nullo reale, sicch6 in definitiva: 

Le va~'ietd di K u m m e r  ~'eali del tipo co~'~'ispondente al caso IV (p pa~' 0 
non hanno punt i  o~'dina~'i ~'eali, ~na hanno 2 ~ punt i  singola~'i (isolati) ~'eali, 
ed alt~'ettanti iperpiani  singo'la~'i ~'eali non passanti per quei punti .  Esse 
ammettono 2 ~° pola~'itd e 0 sistemi nuUi ~'eali. 

Come caso particotare (p = 2) si ha il tipo IVb del RoIt~. 

§ 7. E s e m p l o  d l  d l s c u s s t o n e  d ' u n  c a s o  s i n g o l a r e .  

28. Presentazione del easo. Prel iminari  gonerici e speciflci. - -  Per quanto 

gran parte delle nostre conclusioni abbiano valore per variet~ abeliane singo- 

lari e non singolari giacch6 6 in rondo di loro p~'op~'ietd come, hi che ci siamo 

fin qut occupati, ben poco abbiam potuto dire finora circa le nuove questio~i 
che si presentano nell'.esame dei casi singolari dal punto di vista reale. Come 

p~'imo avoiamento allo studio di tali questioni, vogliam presentare al lettore 

l 'analisi  di un caso speciale opportuuamente preparato. 

Diciamo per5 subito qual '~ in a~'gomento la questione pe~' noi princi- 
pale. Come per un,~ variet~ abeliana, l 'esser  singolare (s4) porta in generale 

(as) Considcrando come elementi di Vr~ anzich6 i puuti, le varie~b, ~ d i~ ,  le 8, T vi 
subordinano trasformazioni analoghe, ace. 

(s~) Qui~ come al ~ 2 ~ si~tgolare ~ va riferi~o all ~iadlce di moltiplicabititd. 
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di conseguenza un amplia~nento nel g~'uppo deUe t~'asfo~'~azioni bi~'azionali 
in s~, per l ' in tervento di t~'asfo~'mazioni bi~'a~ion, aIi singola~'i, cosi d da 
prevedersi ,  t he  se la varieth 6 di tipo reale, lo stesso accadr/t delle trasfor- 

mazioni autibirazionali, in particolare che si presentcranuo ~uovi t ip i  di  
si~nmet~'ie. Potr~ duuque alterarsi il uumero delle classi ~.eali in cui si ripar- 
tiscono le variefft reali birazionalmente identiche alla data ;  ed il problema 
che consideriamo come principale, ~ quello di precisare la natura ed il signi- 

ficato dcll' alterazione. 
Abbiamo di proposito parlato di nuovi  t ipi ,  non di simmetrie singola~'i 

perch~ la d i s t in z ione  detle t~'asfo~'ma~ioni in o~'dina~'ie e singola~.i ~ im- 
7o~'op~'ia nel caso antibi~'azlon~tle; o, quaato mai, se una distinzione analoga 

pur possibile, deve fondarsi su criteri del tutto diversi. Difatti mentre  le 
trasformazioni birazionali o~'dina~'ie possono caratterizzarsi  mediante le loro 

equazioni u'~ ~ +--- u~ -t- c~ ta cui fo~ma ~ inva~'iante pe~" qualunque cambia- 
nzento di pa~'a~tel~,i, questo uon accade (quando esistono) per le trasforma- 

zio~i an(ibirazionali u'~'~ ~ u~ -~- e~ ; mentre  per contrapposto le equazioni 
di qtealunque simmetria  possono, come sappiamo, ridursi a quella forma. Una 

delle ragioni di tal differenza scmbra risiedere in cib, che, ment~'e le t~'asfo~'- 
m a z i o n i  bi,~'azionali o~'dina~'ie ~nutano in sO stessi tu t t i  i s is temi ffP~ della 
varie td  (perch4 la corrispondente tresformazione dei periodi muta in.s5 tutte 
]e relazioni di R[EMA~N) una simmet~'ia (per limitarci a questo caso) almeno 
nelle ipotesi pifi semplici, muta  in s~ uno solo od una elasse subo~'dinata di  
quei sistemi,  riSpetto ai quali, ed ai corrispondenti integrali normali, ha il 
cara t tere  di trasformazione ordiuaria (~). L 'esempio che andiamo a svolgere 

illustrer/~ ampiamente  tali osservazioni preliminari. 
Consideriamo una superficie iperellittica F di t ipo ~'eale, cio+ contene~)te 

una simmetria S di ca~'atte~e ~'eale )~-----0, ed indichiamo con A~ A~, B~, B~ 
i cicli d' tm siste~na pseudono~'male relativo ad S. Supponiamo poi che fra i 

relativi periodi degl ' integral i  di 1 ~ specie di F ia terceda uaa relazione di 

R[EMA~N p~'incipale e di diviso~'e t 

(I) R ~ a~(12) -I- a~(13) -t- a~(14) -k- a~(23) -+- a.,~(24) + aa~(34 ) - -  0, 

a coefficienti tutti diversi da zero, ed inoltre, per ciascuno dei due gruppi 
(a~, a~,  a.~, a.~) (a~, a~,) primi tra di loro. 

(s~) Si possono pe, r6 costruire  esempl  di Vp siugola~'i coutenent i  s immet r i e  t he  ne tra-  

'sformano in s~ t~tti i s is temi  ~. 
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L a  sost i tuzione A'~ - -  At, B'i = - -  Bi che l'a S induce (n. ° 2) sui cicli A~, B~ 

mu ta  la R in 

(2) R' ~ a~(12) - -  a,3(13 ) - -  a . ( 1 4 )  - -  a~3(23 ) - -  a~(24) -4-- a3~(34) - -  0, 

che,  per  l ' ipo tes i  fat ta  sui coefficienti,  ~ distinta da R ;  quind i :  

(0 L a  superf ic ie  F 6 s iugolare  (ha indice di singolarifft > 0 ) ;  
b) II s i s tema ~ cor r i spondente  alla (1) non ~ reale r ispet to  ad S, cio6 

F non ~ reale in quanto superficie di Jacobi cor r i spondente  a quel  s i s tema Z ; 
c) Le due relazioni R -  R ' - - O ,  R + R'---O, che, l ibera te  da fattori,  

son del  tipo 

(3) A~a, , (13)+a , (14)+a~3(23)+a~4(24) - -O,  B ~ a ~ ( 1 2 ) + a 3 , ( 3 4 ) = O  , 

son t ras fo rmate  in s6 s tesse dalla sost i tuzione prede t ta .  Di esse, come sap- 

p iamo dal  n. ° 10 solo Ia A ~ principale ,  e quindi ad essa  cor r i sponde  ua  

s i s tema di var ie t~  in te rmedia r ie  (del 1 ° ordine) Oo reale r ispet to  ad S. Det to  ~ il 

divisore del la  A (che suppon iamo sia un numero pr imo > 1) la F ~ quindi  
reale come superficie di Picard  di divisore 8. 

Ora r iduciamo,  qol p roced imen to  del  n. ° 10, la A alla forma normale  

(4) 
e s i a  

(5) 

A ~ (13) -4- 8(24) = 0, 

1 0 i 'c,  izt* t 
1 

0 ~- ix,~ i~2~ I 

la cor r i spondente  tabella normale, re la t iva  ai cicli normal i  M~, Ms, Ms, M, 
ed agl'  in tegral i  normal i  u~, u~. Poich6 la sost i tuzione che  r iduce  la  p r imi t iva  A 

alla forma (4) ope ra  s e p a r a t a m e n t e  sui due  gruppi  di cicli A~, B~, cost per  
effetto di e s s a  la B r imane  ancora  dello stesso tipo, e la t r a s fo rmata  di R 6 

ancora ,  come  inizialmente,  A q - B .  Sc r ivendo  che ques ta  ha  d iv isore  1, si t rova  

(6) ai~a34 --- ~ - -  1, 

e quindi i l  divisore della relazione ~A + } t B - - 0  vale  

(7) d - -  ~38 + ~*(1 ~ 8). 

Per tanto ,  se d - - 8 ,  poichb ~ ~ pr imo sara  ~ divisibi le  per  8, e 
), -= x ,  I~ - -  8Y verr/~ 

(8) x ~ - -  ~(~ - -  1)y ~ --- 1, 

posto 

A n n a l l  dl $1fatema~ica, Serle IV,  Tomo I I I .  9 
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cosicch+ i sistemi • di diviso~.e ~ cor~'ispondono aUe relazioni x A  + ~yB = 0 

helle quali gl' interi  x ,  y (pri mi fra di lore)  soddisfano all" equazione di Pell (8). 

In par t icolare  il s i s tema D o corr isponde ad x - - 1 ,  y - - - 0 .  

Fissato,  corn '+ lecito, il segno di x positive, r icordiamo che det ta  x , ,  y,  

la soluzione minima positiva della (8), che, come si r iconosce subito 

(9) x 1 - - 2 ~ - 1 ,  Y , = 2 ,  

ogni a l t ra  soluzione x~, y~ si r i cava  in mode note dalla posizione 

(10) xa  -I- y~V~-~ - -  1) - -  [x~ + y,V~-~ - -  1)] ~, 

nella quale a ~ un intero arbitrario positive o negative (8~). Indicando con (I). il 

cor r i spondente  s i s tema di variet~t in te rmedia r ie  del 1 ° ordine, ot te r remo cosl 

un insieme numerabile di tali sistemi, che pot remo ord inare  nella successione 

(11) .... , (I)_~, (I)_~, (P0, (I)i, (I)2, ..... 

29. Trasformazioni  birazional i  ed ant ib iraz ional i  del la superfleie ~ :  - -  
Siano era  

(12) u ' ,  - -  pu~ + qu,  + c, 
u'~ - -  ru~ + su~ ÷ c~, 

le equazioni  d ' u n a  t ras formazione  ant ib i raz ionale  di F in s~, ed 

(13) M'i --  m~,M, -~ mi~M.~ -:F- )2~3Ma "q- ~)t~,~/,, ({-'- I, 2, 3, 4) 

quella della corrispondente sostituzione fra i cicli Mi. Eguagliando al solito 
gl'incrementi dei due membri di (i2) lungo due cieli corrispondenti, troviamo 
otto relazioni fra gli m,.,, le p, q, r, s, ed i periodi (5), ehe, dopo elimina- 
zione delle p, q, ~3 s si riducono a relazioni a coefficienti interi fra quest' ul- 
timi. Nel l ' ipotes i  ch'  essi sian legat i  soltanto dalle A - - 0 ,  B = 0 tali relazioni 

d~nno in deflni t iva 

m ~  = m,3 --" ms~ = m~, = m3, = m3, = m4~ = m43 = 0, 

(14) m , ,  : m~2 - -  maa --- m .  = m, m ,  = - -  ~ a a , ,  

(~) Cfr. DZmCHLET, Le#io~i #ulla Teoria dei Numeri (Venezia, Tip. Emilian&~ ]881), 
§§ 83, 84. Vedi anche la mia Memori~ citata alla nora (65), in cui al n.l 2, 3 A trattata tma 
questione the ha talune analogie coll 'attuale. 
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con m e ~ i n t e r i ;  dalle qual t  risostituendo nelle relazioni iniziali si r icava  

(15) p "-- m - -  i~Sa3,'cl~ , 

L a  (13) 6 quindi 

(16) M'~ --- raM, - -  ~Sa3,M., 

M' ,  = ~ai~M ~ - -  raM, ,  

q =- i~a34z~  

s = m -b i~Sa34zi,. 

M'~ = raM, + ~a34M s 

M'~ --: - -  ~ a l ~ M  ~ - -  rams,  

e se esprimiamo cim il suo determinante  (o quello p s -  qr  della (12)) 
eguale a :t:: 1 t roviamo 
(17) m z - -  ~(~ - -  1)~ ~ - -  -4- 1, 

cio6, salvo il doppio segno ~lel 2 ° membro, la s tessa e q u a z i o n e  d i  PeU (8)(87). 

Supponiamo anzi, per  rendere pifl intimo il legame fra i problemi con- 

nessi alle due equazioni, c h e l a  (17) non  abbia s o l u z i o n i  q u a n d o  i l  secondo 

m,embro ~ ~ 1, come accade p. es. quando ~ 0 u n  n u m e r o  p r i m o  de l la  

f o r m a  4k  q-  1. 

Ad ogni soluzione m, ~ della (17), assieme alla sua opposta - - m ,  ~ 

corrisponde u n a  s c h i e r a  di trasformazioni (12) che st ottengono tutte da una 

fra esse moltiplicandola per le trasformazioni ordinarie:  e le (16) son deter- 

minate a meno d ' u n  cambiamento di segno dei secondi membri, corrispon- 
dente al cambiamento di segno di m, p, cio6 al prodotto per  una trasfor- 
mazione di 1 ~ specie. 

Ogni schiera pub quindi collegarsi ad una soluzione m~, ~ della (17) 

con m~, posiVivo; indicandola con S~ possiamo quindi, al modo delle (I)~, ordi- 
nare le S~, in una successione 

(18) ...., SLy ,  S _ , ,  So, G ,  S , ,  .... , 

nella quale la S O corrisponde ad m - - l ,  p- - -0 ,  cio6 contiene le trasforma- 
zioni u'~ ~-+-u~-4-c~ tra cui c ' 4  la simmetria S. 

Un 'analoga  conclusione sussiste per  le t r a s f o r m a z i o n i  b i r a z i o n a l i ,  dal 
momento ¢he esse possono ottenersi come prodotti della u'~ ~ u~ per quelle 

delle schiere S~, cio6 son rappresentate  ancora dalle (12) nei secondi membri  
delle quali al posto delle u~ si scrivano le u~. Se s' indica con T, la schiera 

di queste trasformazioni che proviene dalla S~, la corrispondente sostituzione 

(87) II determinante della (16) ~ il quadrato del 1 ° membro della (17) quindi di fatto 
vale -4-1, coaformemente ad un risnltato del CHmtUmm). Cfr. ta nota u4). 
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sui cicli Mf si ottiene della (16) moltiplicandola (a sinistra) per  le M ' ~ - - M t ,  

M'~ - -  Ms, M' 3 --- - -  M3, M~4 - -  - -  M 4 (indotta sui cicli normali delia u'+ - -  u~) 

cio~ cambiando nei  secondi m e m b r i  il segno di M3, M 4. 

Poich~ la metr ice (5) ha carat tere  reale nullo (n. ° 6) neUa schiera So vi 

sono quat t ro  classi di s immet r i e  : ed ~ facile vedere  che la stessa cosa si 

verifica pe r  le a l t re  schiere. Difatti la (12) dove le p, q, r, s hanno i va- 

lori (15), quando c ~ - - c . ~ - - 0  g involutoria, quindi 0 una s i m m e t r i a  dotata di 

p u n l i  un i t i  (p. es. u~- - -u  s = 0 ) ;  sicchg con un cambiamento di parametri  

pub ridursi ad u'~-----u~. Simultaneamente la (16) ch '~ pure involutoria, pub, 

a norma del n. ° 2, ridursi alia N'~- -N~,  N ' s : N s ,  N ' ~ - - - - N ~ ,  N ' ~ : - - N ~  (~+), 

mostrando che le simmetrie della schiera S~ hanno anch' esse cara t tere  reale 

nullo, e quindi si distribuiscono in 4 classi come si + sopra asserito. 

30. T r a s f o r m a z i o n e  del le  • e e lassi  real i  corr i spondent i  a l ia  superf lc ie  F .  - -  

Quante  ira le prede, tte classi di s immetrie sono effeP+ivamente distinte di i¥onte 

aile tresformazioni birazionaii (ed antibirazionali) di F i n  s67 Per  rispondere a 

questa domanda cerchiemo come son trasformati i sistemi (I), della F. 
Perci6 (n. ° 9) trasformiamo mediante l' inverse  della (16), cio~ la (16) stessa, 

le relezioni A - - 0 ,  B - - 0 .  Troviamo facilmente, le notazioni riferendosi ai 

primi membri, e supposto che agli m, p delle (16) sian sostituiti m~, ~, 

A' : - -  (m2.A -t- ~ . . B )  
(19) 

B' : (~ - -  1)~s~A -I- +n~B, 

da cui intanto segue c h e l a  relazione A : 0  ~ trasformate in m2~A-t -~o~B--O,  

cio6 (per l'identit~t delle equazioni (8) (17)) che le &, mutano (I)+ in q)~. Poi, 

tenendo conto che, come risulta facilmente dalle (10) 

(20) m~+q - -  mpmq -t- ~(~ - -  l )~pgq, O~+q - -  m ~ q  -t- mq~p, 

si vede, mediante le (19), che la relazione 

m~A + ~ p B  - -  0, 

(ss) 8i p rova  con faci l i tk  t he  condizione necessar ia  e sufficiente pereh~ una sost i tuzione 
un imodu la re  invo lu to r i a  su due var iab i l i ,  di  eoeffieien~i mit , mt~ , m2t, m_os si~ r iduoibi le  
allft x' t ~ xt~ x'~ ~ - - ~ 2  6 che si~ mit ~ - -m .2~  e cite m ~  m~.t s iano eutrambi pari. Ore ~t ta l i  
condiz ioni  soddisfano le due aost+ituzionl in cui si decompone  la (16) considerate  come 
open~nte an c iascuna dcl le  topp le  Mt~ Me; M~ M a perch~ come r i su l ta  dal lc  (9) (10) P in-  
tcro p ~ semprc  pari. 
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corrispondente a (I)~,, ~ mutata  im~ quelta corrispondente a O~_~;  in particolare 

per  a- - -0 ,  che le S O mutauo ¢I)~0 in (I)_p. Infine tenendo conto che le T, sono 
prodotti d ' una  S o per le S~ si perviene atla conclusione:  

II sistema ~P~ ~ mutato dalle trasfo~'mazioni della schiera T~ in ¢P~a+~, 
da quelle della schiera S~ in O~_p.  

Ne segue che le t ras formazioni  birazionali  T~ non lasciano fisso alcun 
sistema • fat ta  eccezione per  le T O ( trasformazioni  ordinarie) che li lascian 
fissi tu t t i ;  mentre  le t ras formazioni  ant ibirazionali  di ogni schiera S~ lascian 
fisso un sistema ffP e precisamente ¢P~. 

Inoltre si r icava che la condizione perch~ due sistemi O~dpq siano equiva- 
lenti di  fronte alle t ras formazioni  (birazionali  eel antibirazionali)  d i  F in 
s~, ~ che gl" indici p, q abbiano la stessa par i t& 

In tal caso saranno evidentemente  equivaleuti anche le simmetrie t he  
mutano in s~ quei sistemi (e viceversa) ;  e pertanto si conclude che la F 
possicde otto classi di  s immetrie  effett ivamente distinte, cio~ che alla classe 
definita in senso complesso da F appa~'tengono otto classi di superficie reali, 
vale a dire il doppio di  quante si hanna, per  ~- -O,  nel caso non singolare. 

Quattro fra queste classi hanno per .~appresentanti le simmetrie della 
schiera So che corrispondono alla tabella normale (5), !e altre quattro hanno 

come rappresentanti  le simmetrie della schiera S~. Cerchiamo qual '~ la ta- 
belta normale corrispondente. 

Sos tituendo helle (16) alle m, ~ la soluzione min ima positiva m ~ = 2 8 - - 1 ,  
~ - - 2 ,  dalla (17) si r icava 

M', = (2~ - -  1)M~ -- 2~a~4M4, M', = (2~ --.1)M~ --I- 2a~4M 3 

M', - -  2a~,M, - -  (2~ --  1)M,, M'3 = -- 28a,,ill, - -  (2~ - -  1)M~, 

ed  inoltre ht relazione corrispondente al sistema O~ mutato in s~ da S t 

(22) (2~ - -  1)A - b  2~B = 0.  

Per  passare a cicli normali  del tipo considerato al n. ° 10, occorrer/t tI'o- 

r a r e  una sostituzione che riduc~, le (2!) alla f0rma caratterist ica corrispon- 
dente alle tabelle normali di carat tere  reale 0 (n." 10, IV) e contemporanea- 
mente normal i z z i  la relazione (22). 

Coil qualche tentativo si t rova che tal sostituzione 

(23) N, = ~M~ + aa4M3, N~ = M i + a34M~ 

N, = a~M~ 4- M3, Na = a~M~ --~- ~M,, 
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e calcolando i periodi di u , ,  u~ ai nuovi  eiel i  norma l i  N, si ha la tabella 

(24) 

Gl" in tegral i  u , ,  u ,  non sono dunque  n o r m a i i  ai  nuovi  cicli, e ci6 + evi- 

d e n t e a  priori, dal memento t he  le equazioni delle simmetrie della schiera S~ 

non sono della forms u ' i -~  ~ u ~ - l - c ~  ma della forma (12) per  i valori di 

p, q, r, s dedotti dalle (15) ponendo m - - 2 ~ - - 1 ,  ~ - - 2 .  Ma osservando che 

il determinante  dei periodi (24) ai cicli N~ N, vale ~ - -  , a~A 1~ cio~ per la B e 

1 
per la (6), --~-,  si ottengono come in tegral i  n o rma l i  ai cicli N~ 

(25) gJ] -'- ~[iaa,':2~u I + (I - -  ian~':,~)u~] 

U~ - -  (1 + ia34"q2)u~ --  ia~,':,tu~, 

e la re la t iva  tabella no,finale ~ allora 

(26) 
1 0 i~z~ i%~ 

1 I:i~ 0 ~ i%~ i-~- 

La superficie F ammet t e  quindi  due tabelle normal i  di tipo reale (5) (26) 

non equivalent i  nel campo reale,  cio6 non  riducibili una al l 'a l t ra  con una 

trasformazione che conservi  la real td  degl" in tegral i  normal i .  Difatti una tale 

equivalenza condurrebbe,  come al n. ° 18, ad una trasformazione birazionale 

per  effetto della quale- ie  simmetrie della schiera S O si muterebbero  in quelle 

della S~ contrar iamente alle conclusioni precedenti .  

2~ota agglu~tta duraute la ¢orrezione delle booze. - -  Nei ri~uardi delPapplicazione dei 
nostri procedimenti e risul~ati a tutte lo varietd algebriehe irregolari (di tipo reale) cre- 
diamo opportune aggiungere alia nots (7) un ulteriore ehiarimento esplicativo riguardante 
1 ~iuterpretazione topologies'della formula (2) (n. ° 1) e delle analoghe del testo. Tall  formule~ 
porfettamente eorrette quando i sistemi di cicli priraitivi ~i consider~tn% come a noi basts, 
qmtli sostituti simboliei dei corrispondenti slstemi dl periodi primit ivi  degPintegra | i  di 
1 ~ specie, lo sono anche in sense topologieo (~ostituendo al segno d'eguagliauza quetlo 
d' omologia) se riferite a varietd algebriehe .prive di torsione lineare (come le vt~rieth abeliane 
e le curve algebriche), mentre "nel cas,) delle wtrieth con ind.iee di torsione linea~'e z non 
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nullo, l ' interpretazione ~opologica b lecita solo a patto di ~'esei~;dere dall'a~jgiunta dl ~i~ll 
dlvlso~'i dello z~zo. Invero, oom'b note, ogni eiclo (lineare) di quest 'nltime variet~ pub 
esprimersi come combirlazione lineare :t coeflicienti interi dei eicli d' un sistentafondat~teutale 
costituito d~ 2P cicli i~dipende~l~ti Ci e da cer t i  q diviso~'i dello ~ ' o  r~; e nelbt sostituzione 
nnimodnlare con cui si passa dal sistem~ (?~, Fj ad un sistema analogo Ct~, r'J (P. es. al 
tt'asform~tto mediante una simmetria 8) i ytj si esprimono solta~tto media~te i Fj, giaceh~, 
in case contrario i Ct~ dovrebbero soddisfare a relazioni d~omologia eontraddicenti alia 
lore indipendenza. Ne segue che helle formule esprimenti i (]'~ mediante i (?,', I~j~ i coefll- 
eienti m~ dei Ch formano un determinante eguale a ~ 1, e quindi che, a patto dl ts'asc~;- 
rare i Yi si pub at~ribuire ancora al|e (2) significato topologico. Inflne, date ehe i p~'iodi 
degl' integrali di 1" specie ai civli P~ sot;o n~dli, ogni i~lfluenza di questi oleli sulle (2) si 
elimina nel passaggio ai periodi, onde resta eonfermato iI valore simbolico affatto generate 
di quelle relazioni. 




