Sulle varietd abeliane reali.

Memoria 2* di AnNiBALE CoMESSATT! (& Padova).

(Vedi la Memoria 1* negli « Annali di Matematica », serie IV, tomo II, pagg. 67-106).

§ 4. Proprieta reali dei sistemi I appartenenti alle varieta
abeliane. I1 problema dei gruppi semicanonicli reali.

13. Trasformazione delle . — Sia V, una varieta abeliana di tipo reale,
corrispondente ad una tabella normale del tipo (VII) (incluso il caso A =20,
in cui la (VII) si riduce alla (V) con e, = ¢, = ... = e, = 1) nella quale, come
sempre, supporremo che le e¢,, abbiano i valori di uno degli schemi noi-
muali (VIII). Poiché la relazione normale corrispondente ha i divisori unitari,
cosl il relativo sistema @, & un sistema X (n.° 9) e le sue varietd son noto-
riamente rappresentate, al variare delle c;, dalle equazioni

(1) W, — €,y Uy — Cyyensy Uy — Cp) =0,

il cui primo membro verra spesso abbreviatamente indicato con ¥u — ¢].

1l sistema 2 & trasformato in sé stesso da tutte le simmetrie #'; = w47, (*%),
in quanto la corrispondente sostituzione (IX) sui cicli muta in sé la relazione
normale, ed anche, per analoga ragione dalle «’; = — u, + 3;; cioé insomma,
se V, non & singolare, da futle le simmetrie di V, (n.° 6). Fissata una, S, di
queste siminetrie, ad esempio, come a noi converra, la u',=u,, e detti ¢;, ¢;
I parametri (cioé le costanti delle relative equazioni (1)) di due varietd V, V'
di Z in essa corrispondenti, ci proponiamo di esprimere le ¢/, mediante le ¢,
cioé di scrivere le equazioni (fra i parametri) della trasformazione indotta
dalla simmetria S entro al sistema 3.

Poiche dall’ equazione 3w -—c]==0 di V, si deduce subito per V' I’ equazione

(@) Hu — ] =0,

cosl tutto si riduce a trasformare il primo membro della (2) in una ¥u — ¢/,

(**) Qui per evitare equivoci, indichiamo le costanti delle simmetrie con 1i, & anziché
con ¢;, d;.
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cioé ad esprimere la ¥ mediante la & La possibilith di tale espressione &
a priori garvantita dall’ equivalenza fra la tabella normale e la sua coniugatu,
ch’é pure normale (n.° 9).

Tratteremo per semplicitdh il problema nei due casi (diasimmetrico ed
ortosiinmetrico) corrispondenti a p =2, A =2, che danno indicazioni pit che
sufficienti per la discussione del caso generale.

Se, indicando provvisoriameiite con o, i periodi ai cicli N,, ricordiamo
che
3) (et 10,) z—ooiweni(c“ml‘-’-l-20121»zl’n2+cﬂanf)+2ni()n,zh+'))12wz\ )

Ny, Ma

abbiamo intanto subito

— 00, 4 00

(3') 5(“1 ’ 262) = 2

My, My

e {0, 18,2 20,,M0, My - GpeMip%) — DTI(M 10y - Myy)

e quindi nel caso diasimmelrico in cui

1 , 1 . . .
(4) 011:§+”u) 6222'2""”22’ Gy == Ty = Ty,

tenendo conto che, se u & intero, si ha sempre

i 173 . .
— it 5 = m? 5 — mwd, (mod 2mi)

risulta

& 1 1

Wu,, u,)= &(—— U —gr —Up— Q)’
cioe, per la parita della &

= 1 1
(5) W, , 1) =Hu, + g Us T+ 5.
Invece nel caso ortosimmetrico, avendosi

(6) O == 10Ty, Opp = Ty, Gizzcnzg'*“itm’
si trova analogamente ¥(u,, u,)= ¥— u,, — u,) ed infine

(1) Yy, u,) = Hu,, u,).

(5% Nel confronte -colla definizione di Rrumany (Krazmr, §4) si teniga presente 1a diffe-
renza delle convenzioni ciren i periodi ai cieli M; (1 inveee di =ni).
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Cosi procedendo si ottengono in generale le seguenti formule di trasfor-
mazione delle ¥

= 1 1
d) Het,, Uyyeny uﬁ:&(ui F gy My g Uy zop)

0) WUy, Uyyeny Up) =Wy, Uyyemr, Uy),

(XD

mediante le quali dalla (2) si deducono per la ¢rasformazione indotia eniro
al sistema 2 dalla simmetria u'; = u; le seguenti equazioni

' 1 e T _ B —
(XII) d) ch=Ch+2) Ck—"ck( ) (h—"J) 2"-')13 h—)‘+1;"-r p)

0) =0 (Z =1, 2,..,, p).

La deduzione delle analoghe equazioni corrispondenti alle altre simmetrie
¢ immediata, dato che esse son prodotti della ', = w, per trasformazioni
ordinarie; e d’ altronde presenta meno interesse perché, come fu osservato
pit volte, ogni simmetria dotata di punti wniti & riducibile (scelti opportu-
namente i parametri) alla u/; = u;.

Sul modello V, dove w/,=u;, & il coniugio, diremo addirittura che le (XII)
son le equazioni del coniugio di X.

14. Varietad reali di = e trasformazioni di prima specie clie le mutano
in sé. Per comodith di discorso ci riferiremo al predetto modello V,,
con che resta sottinteso che consideriamo solo varieta dotate di punti
reali.

Le condizioni perché una varietd § sia reale, sono espresse dalle (XII)
nelle quali al posto delle ¢’ si scrivano ancora le ¢. Nel caso ortosimmetrico
si ottengono cosi le stesse equazioni che servono a determinare i parametri
dei punti reali di V,,'?; sicché trascrivendo la (8) del n.® T (cfr. n.° 12, I) troviamo
per i parametri delle ¥ reali nel caso ortosimmetrico i valori

(80) C = 7'+(O, 0;-"’ 0’ hl+n hl+27-"> hp))

nella cui formulazione seguiamo le convenzioni del § 2.

*) Aggiungendo ai secondi membri il periodo al ciclo N, + N, -+ ...+ Ny, si vede
che alle (XITd) possono sostituirsi le o' =en—+ji (h =1, 2,..., p) con Jh==i(Thy 4 Thg = vere =T ).
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Invece i parametri delle ¥ reali nel caso diasimmetrico, hanno i valori
(8a) e=r+(, L, 1, By hygyen By),

che si desumono facilmente dalie (XIId) (°%).

Le (8) in corrispondenza ai valori che pué assumere la semicaratteristica
a secondo membro, danno 27— sistemi di ¥ reali, che in certa guisa fan
riscontro alle 2¢—* falde della varieta; le & di ciascun sistema ottenendosi al
variare dei parametri reali #»;.

Ogni varietd ¥u — ¢} =0, & mutata in s¢ da wna (ed una sola) trasfor-

mazione di 1* specie 7, di equazioni u'; = — u,+ 2¢;; viceversa una T di
equazioni #', = — u; + v, muta in sé& 2°2 varieta & (reali o no), i cui parametri
Yi

si ottengono aggiungendo a ) i 2% semiperiodi incongrui.

Se la ¥u — ¢)=0 & reale, cioé se le ¢, hanno i valori (8), le costanti 2¢,
della 7 risultano congrue a numeri reali, cioé T & »eale e muta in sé tutle
le falde di V,® (n.° T); viceversa se le y, son congrue a numeri reali, la T
muta in sé 22—* & reali che, ridotte le vy, reali, hanno ¢ parametr:

1

(9) d) C =3 Y”i‘ (gu (/PRI gpl 1; 1;-"’ 1’ hl-ﬂ’ hl+2’m’ hp)
1

0) CEQY-{—(QU 921 9510, 0,0y O, kM—x’ k;.ﬂ’"" hp).

II numero delle ¥ reali mutate in s¢ da 7' é dunque eguale a quello dei
punti uniti reali di 7' (n.° 7); e cosl comincia ad affermarsi anche nel campo
reale quella reciprocitd fra i punti di V, e le varieta & di 2, che notoria-
mente sussiste nel campo complesso (*°).

E noto che una ¥u — ¢] =0 contiene 2°—"(27 — 1) puniti uniti della corri-
spondente T. Ricordiamo brevemente come si giunge a tal risultato.

Gli argomenti dei punti uniti di 7' sono ¢;+ a; (o; semiperiodo); quindi
la condizione d’appartenenza di- quei punti alle du—c]=0, é ¥s]=0.

(*3) Se queste congruenze si scrivono sotto la forma della nota precedente, si trova subito

ca"'+%j+ (© Oyey 0; Bxtgy FAtgsen hp) dove ji non & (come 1) arbitrario, ma ha il valore
. L1 .
predetto; ed i valori cosl ottenuti coincidono cogli (8 d) perché gJn differisce dal scmipe-
riodo (1, 1,.., 1, 0,.., 0) per una quantitd reale.
(%) Per p=2, cfr. ENriques-Suvenr, Mémoive sur les surfaces hyperelliptiques. [Acta
Math., vol. 32, (1909) pp. 283-392 ¢ 33 (1910) pp. 321-403] n.’ 23.
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Essa e verificata allora e solo che il semiperiodo o; ha caratteristica
diéspari (**), cioé appunto per 2222 —1) valori di quella caratteristica (n.° 5).

Se la ¥, e quindi la 7, & reale, quanti frra i predetti punti son 1eali?
Percié bisogna che gli argomenti ci—{—c,- abbian valori spettanti a punti
reali ((8) del n.® 7); quindi, tenuto conto delle (9), che ¢l semiperiodo o
abbia una caratteristica dispari del tipo

d) (gn Goyrees gpily 1:"-; 1; th; h‘;\_*_ér'-; hp)
0) (90 Fores 9010, 00y O, 1y 10 hy).

Art? Caerety

(10)

Se ora ricordiamo (n.” ) che ogni semicaratteristica del secondo gruppe,
esclusa la semicaratéeristica impropria (0, 0,..., 0) appartiene a 27! caratte-
ristiche dispari, troviamo subito che le caratteristiche (10) e quindi ¢ punti
uniti reali cercati sono 20—4.20=* pel caso diasimmetrico, 2”"‘(2‘"‘7‘——1) nel
caso ortosimmetrico; giacché nel primo si possono dare ad hy.,, A3y Fyp
tutti i 22— valori possibili, nel secondo bisogna eccettuarne i valori nubli.

Inoltre negli argomenti ¢; 4+ o, dei punti uniti, che son del tipo (8) (n.° 7),
la semicaratteristica a secondo membro varia soltanto al variare delle &
nelle (10), mentre le g danno contributo alle parti reali; e tanto basta per
concluderne che ¢ punti uniti considerati si distribuiscono a 2°—* a 27— su
tante falde di V,, quant’ ¢ nelle formule predelte il coefficiente di 20—,

Nel caso diasimmetrico queste sono 2°—*, cioé tutte le falde di V™.
invece nel caso ortosimmetrico rimane esclusa una falda, ch’ & quella avente,
nella (8) del n.° 7, la stessa semicaratteristica delle costanti ¢; della &.

Analogamente si prova che per un punto unito reale d’una T reale,
passano 2°—'.20=% o risp. 26-42P—2 _ 1) § peqli, ece.

Se p =2 le formulé ottenute esprimono il numero dei punti doppi reali
della g, sopra una curva reale di X; in perfetto accordo col n.° 8,

14. 11 problema dei gruppi semicanoniei reali. I. Caso delle curve con rami
reali. — Nelle conclusioni predette & quasi interamente contenuta (almeno per
le curve con punti reali) la risoluzione d un interessante problema,. segnato
dalla magistrale impronta dell’ opera kleiniana (**). E il problema di determi-

() Krazer, Cap. VII, § 1. Questo almeno quando i moduli sono generali.

%) Cfr. Krein, Ueber Realitiitsverhiiltnisse (citata), Riemann’ sche Flichen, Parte III.
La tirannia dello spazio ¢’impedisce d’illustrare con maggiore ampiezza i molteplici rapporti
della questione colla teoria delle %-Riemanniane, e di ricordare al lettore le linee generali
dei procedimenti di Krein. Ci riserbiamo perd di ritornarvi in altro lnoge,
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nare il numero ed il comportamento dei gruppi semicanonici vreali, d una
curva reale C di genere p (gruppi I',_, di p — 1 punti, che contati due volte
son gruppi canonici), cioe il numero degli S, _, reali p-—1 tangenti della
curva canonica (reale) C,,_, di S,_, (bitangenti della quartica piana, piani
tritangenti della sestica sghemba di genere 4, ecc.) e la diséribuzione dei loro
contatti sui rami di C.

Per precisare nei riguardi di quest’ ultimo punto la posizione del problema,
indichiamo con p (> 0) il numero dei rami di €, e riuniamo in una stessa
classe tutti i gruppi di p — 1 punti, G,_,, reali, i cai punéi reali son distri-
buiti con data parita sui rami di C.

Otterremo tante classi quant’é il numero dei simboli [¢,, ¢,,.., £u] intro-
dotti al n.° 8, cioé 2! oppure 2*—*—1 secondo che p ¢ minore od eguale
a p -+ 1. Diremo brevemente con KLEIN, che tante son le classi combinato-
riamente possibili.

Ricordiamo ancora dal n.° 8 che il carattere reale A di C vale p+1—np,
e che ad ognuna delle (22— o risp. 9p—* _ 1) classi predette, corrisponde una
falda della V©, imagine reale dei G,_, di C.

Sia W, la varietd di Jacobi imagine reale delle serie lineari d’or-
dine p di C. Ai punti d'una varieth & di W, corrispondono su C le serie
i cui G, son contenuti parzialmente in una g.zgj e viceversa; in particolare
se la gzgj risulta dall’ aggiungere alla serie canonica un punto fisso 0, le serie
individuate dai G, che hanno quel punto come fisso (*%).

Quando O & reale lo é anche la varietd ¥ corrispondente, che indicheremo
con V; e la T di 1* specie che muta in s¢ V & imagine della corrispondenza
fra i G, per O che si ottiene associando due G, provenienti (aggiungendo 0)
da due G,_, mutuamente residui 1ispetto alla serie canonica. I punti uniti
di T appartenenti a V provengono dunque dai I',—, semicanonici, e pertanto
il numero di questi gruppi reali coincide con quello dei punti uniti 7eali di T
appartenenti a V. Si ha dunque, in base al n.° precedente (e posto A==p+1—1p)
la conclusione :

Il nuwmero dei gruppi semicanonici reali appartenenti ad una curva
reale C, di genere p, con p>>0 rami reali, ¢ 27~ .21 nel caso diasimme-
trico 20—Y2p—* — 1) nel caso ortosimmetrico.

Si vede poi subito che due T',_, di classi diverse, aggregati ad 0, danno
due G, pure di classi diverse, cioé corrispondenti (n.° 8) a punti di falde

(%) Cfr. la mia Nota, Sulle trasformazioni Hermitiane delle varietd ai Jacobi. [Atti
Acead, Torino, vol. 50 (1914-15), pp. 439-455] ed il Cap. 1X del Krazer.
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diverse di W,”, e viceversa: sicché la distribuzione dei I',_, in classi, corri-
sponde a quella dei punti uniti reali di 7" sulle falde di W,™. Sussiste quindi
il teorema :

Una classe combinatoriamente possibile, che contenga gruppt semica-
nonici reali, ne contiene 20—, Nel caso diasimmetrico e nel caso ortosini-
metirico massimo (A ==0) cid si verifica per tutte le classi: negli altri casi
ortosimmetrici una classe rimane esclusa.

E questa la classe corrispondente al simbolo [1, 1,..., 1] cioé quella degli
Sy, aventi un numero dispari di contatti con tutti ¢ rami di C,,_,. Ci
limitiamo ad ennnciarlo senza dimostrazione, riservandoci di tornare in altro
luogo sull’ argomento (°%).

15. I1 problema dei gruppi semicanonici reali. II. Caso delle curve senza
punti reali. — La discussione di questo problema ci condurra anche a preci-
sare il carattere delle tabelle normali corrispondenti alle curve prive di
punti reali, a complemento di quel che si & gia detto al n.° 8 (cfr. il n.° 12, III).

Riprendiamo, dal n.” 8, la considerazione delle W, imagini reali delle
serie lineari d’ordine ¢ =>p d’una curva reale C, che, come si & osservato
sono altrettanti modelli reali della V, di JacoBr relativa a C; e mostriamo
che se C non ha rami reali due modelli siffatti, corrispondenti a valori
di q aventi diversa paritd possono esser distinti di fronte alle trasforma-
zioni -birazionali reali.

Difatti, sia w,, u,,..., 4, un sistema d’integrali reali ¢ normali di C; e
ricordiamo che, fissata I’ origine delle integrazioni, le equazioni del coniugio
di C saranno del tipo u',.E—z;,.+7,., colle vy, congrue a numeri imaginarf
puri j,. pitt un semiperiodo reale o, (1n.° 6). Dette U, le somme degli u,. nei gruppi
Gy+n di C (che sono integrali di 1* specie di Vp), la trasformazione  indotta
frale serie lineari d’ordine p + A dal coniugio di C, ha per corrispondente
su V, la simmetria U, = ﬁ,.—i—(p—kh)y,, dalla quale proviene il modello
W, (su cui quella simmetria & il coniugio, e gli U, son reali e normali).
Ora, se p+h ¢ pari, si ha (p-+4 h)s,=0, quindi quella simmetria &
U),= U, 4+ + h)j,, ciod (n.° 6) & della stessa classe di U, = U,, mentre

(*) La classe corrispondente al simbolo [1, 1,.., 1] va esclusa anche nel caso ortosim-
metrico massimo, ma allora non &, nel nostro senso, combinatoriamente possibile, perché
Y+l e+t >p~1 Nel confronto col numero precedente si tenga presente che se

p=p-+1, ¥V ha una falda di meno di W, di guisa ehe i punti wniti reali di T apparte-
nenti & ¥V sono esclusi da una falda di Wy,

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III.

ot
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se p—+ h ¢ dispari si ha (p + h)o, = o,,, quindi quella simmetria non ¢& delia
classe di U, = U,, almeno gqnando g, 3=0 (°%),

Torniamo ora al nostro problema, esaminando separatamente i due casi
del genere pari e dispari.

@) GENERE p PARIL Sappiamo gia (n." 8) che A == p, ed allora nell’ espres-
sione di y,, manca (n.° 6) il semiperiodo o,. Inoltre essendo p — 1 dispari,
non vi sono T',_, reali.

Detta O l'origine delle integrazioni, e, come prima, V la varietd ¥ corri-
spondente ai (, col punto fisso 0, se associamo due punti di V quando pro-
vengono da due (, ottenuti aggregando ad O due (7,_, coniugati, otteniamo
su V una simmetria rappresentata dalle equazioni U',= U, + (p — 1)j,, che
si puo estendere a tutta la V, (*). Tale simmetria & della classe di U', = U,
sicché il modello reale V,” corrispondente (essendo A==p) ha una falda;
e su di esso la V & reale. Se V, fosse di tipo diasimmetrico la V conter-
rebbe 27—! punti uniti della corrispondente 7' (n.° 13) e quindi esisterebbero
altrettanti ', reali. Ma ci¢o & assurdo, dunque V, e quindi (anche) la tabella
normale relativa a C ha carattere ortosimmetrico.

b) GENERE p DISPARI. Consideriamo su C le serie lineari d’ ordine p--1,
Jp+1, che in generale hanno la dimensione 1, e tra esse quelle reali, alle
quali corrispondono i punti reali di W{,,. Il coniugio subordina tra i loro
elementi un’ antiproiettivita involutoria, che a priori (essendo dispari la
dimensione dell’ente) pud avere o no elementi uniti (*); quindi « priori
tali gp4, rveali possono essere di due tipi nettamente distinti e non deducibili
uno dall’ altro per continuita. Dunque W), ha una o due falde (una ne ha
certo in corrispondenza alle g,,, individuate dai G, reali).

Proviamo che non pud verificarsi il primo caso. Difatti essendo WO, un
modello reale di V, con punti reali, sarebbe (n.! 7, 8) A=p e quindi il co-
niugio di C avrebbe le equazioni u', = Uy + jy. Ma allora i grappi di p punti

corrispondenti alle somme U}, = »y, -+ g jn (rn numero reale arbitrario) sareb-

bero reali, il che & assurdo perché p & dispari. Dunque W{), ha due fulde
e A==p — 1.

(%) Se € ha punti reali la questione non si presentn perchs, avendo il coniugio punti
uniti, & o.==0, anzi si pud addirittura supporre y.==0, sccgliendo come origine un punto reale.

(% Le U, son somme relative a gruppi di p punti di O,

(60 Sucre, Le rappresentazioni reali delle forme complesse, ecc. [Math. Annm, vol, 40
(1892}, pp. 413-467] pag. 431-32.
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Sulla. W, consideriamo la ¥ 7eale corrispondente alle g,,, individuate
dai (f,,, con due punti fissi A, B imaginari coniugati. Essa ha una sola falda
perché le g,,., reali che contengono la coppia 4, B appartengono tutte al
primo dei tipi sopra considerate, in quanto la serie residua é una g,_, reale
che in generale riducesi ad un solo gruppo reale.

Se la W, fosse di tipo diasimmetrico la varieta & predetta conterrebbe
2.27—* punti uniti della relativa 7, divisi in due gruppi, ciascuno di 27—* punti,
appartenenti alle due falde di W;‘L e quindi avrebbe anch’essa due falde.
Dunque la W}, (cio¢ la tabella normale relativa a €) & di tipo ortosimme-
trico, ed allora il numero dei punti uniti di 7}, che, come si vede subito da
ancora il numero dei gruppi semicanonici reali, & 2¢=*. In conclusione:

Una curva reale C, di genere p, priva di punti reali, ha carattere
reale \=1p o p—1 secondo che p & pari o dispari, ¢ matrice normale
ortosimmetrica (*'). Il numero dei suoi gruppi semicanonici reali vale
rispettivamente 0 o 291,

Pertanto anche in questo caso ognuna delle classi combinatoriamente
possibili, contiene 22— gruppi semicanonici reali.

§ 5. I1 caso critico nella classificazione delle superficie
di Jacobi e delle curve di genere 2 reali.

16. Posizione del problema e programma della diseussione. — Dalle con-
clusioni del n.° precedente, e del n.° 8, risulta che data una matrice normale
di tipo refﬂe, corrispondente ad una curva reale C (°?), & perfettamente deter-
minato, dagli elementi caratteristici fin qui considerati, il numero dei rami
reali di C ed il suo carattere diasimmetrico od ortosimmetrico, fatta eccezione
per le wmalrici ortosimmetriche di carattere reale \=p o p—1 (secondo
che p & pari o dispari) a cui possono corrispondere sia curve con p4+1—2
(cioé risp. uno o due) rami reali, sia curve prive di rami reali.

{8) Se la distinzione fra curve di tipo diasimmetrico ed ortosimmetrico, si basa, con
Kreiy, sul noto carattere topologico delle corrispondenti superficie di Rimmanw, le curve
prive di rami reali son tutte di tipo diasimmetrico.

(*)) La matrice normale si suppone in ogni caso determinata partendo dalln relazione
di Riemany di eni si parla al n.° 12, 111, per modo da eliminare ogui ambiguitd anche nel

caso delle curve singolari. Quest’ipotesi & implicita nelle considerazioni dei due numeri
precedenti,
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Nasce guindi il problema di distinguere 1 due casi, sempre in base ad
clementi dedotti dalle iabelle normali: alla sua discussione, nel caso del
genere due, & dedicato il presente paragrafo (%) '

Per precisarne bene la posiziene, partiamo da wuna mafrice normale oirdo-
simmetrica di genere ¢ carattere reale eguali a 2

1o i, i-&-itm
{H z - , A0, ==1,)
| 0 1,4y, i,
ed indichiamo con F® la superficie di Jacobi veale, con una folda ad essn
corrispondente,

Intendiamo con c¢id, a norma dei numeri 4, 6 (le cui considerazioni si
frasportine a tabelle normali) di riferirei al modello {(determinato a meno d' una
trasformazious birazionale reale) corrvispondente alla simmetria o, == u; {0 ad
un’ altra della sua classe); mentre il -modelle F” corrispondente alla sim-
associera alla malrice complementare della (1)

La superficie F'® contiene, enfro al sistema Z, delle curve O (di genere )
reali, che, a norma delle (80) {(n.° 14} son quelle corrispondenti a valori reali
dei parametri ¢; delle 9. Esse hanne come tabella normale la stessa (1), e
guindi (n.° 8) possono avere une o zero rami real (*9: perd in ogni caso
sano tutte dello stesso tipo, perché, come si vede subito, posson dedursi una
dali’ altra mediante trasformazioni di 2* specie (W = u; -+ ;) reali.

La stessa F® & poi I tmagine reale propria, nel senso det n.° 8, delle
coppie di punti d’una sua €. Per quantc cié emerga seny’ altro dalla rappre-
sentazione trascendente, si pud persuadersene per via geomstrica, conside-
rando il sistema reale oof, T' costituito dalle curve di ¥ che passano per un
punto reale P di F¥, ed associando ad ogni coppia di punti di ¢ U ulteriore
itersezione delle due curve di T' da essi determinate,

(%) Per p==1 1l problema non ha senso giacchd ad una matrics 11, 41] corrispendono
tante enrve con due ramid, pravenienti dalle simmetrie deila clssse di o =y, gquanio ourve

P T . s
prive gi remi, provenienti dalle simmetrie della clusse di 15--——~_:-N,+§, ginceht in. guesto

casa 1o curva coincide colia propris varieth d&i Jaocosen
4 8i noti che, se O™ non ha punti reali ¢ sl nssume wa 850 punte some oTigine delie

integrazioni, le equazioni del coningin non rimangeno pin o' = g
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Viceversa se si parte da ana curva reale C© di genere 2, avente come
matrice normale la (1), cioé (n.! 8, 15) da una curva ortosimmetrica con un
ramo reale, o da una curva priva di rami reali, 'imagine reale propria F©
delle sue coppie di punti ¢ del tipo predetto, ha come matrice normale la
stessa (1), ecc. In conclusione :

Ad una matrice normale del tipo (1) possono corrispondere superficie
di Jacobi F reali, con una falda, e curve reali C® di genere 2 d’uno
det due tipi. seguenti .

a) Superficie su cui tutte le C© reali hanno un ramo reale ; lo diremo
il caso propriamente ortosimmetrico ;
| b) Superficie su cui tutte le C® reali son prive di rami reali; lo
diremo il caso impropriamente ortosimmetrico.

Per stabilire in base alla tabella (1) la distinzione fra i due casi, parti-
remo dall’ bsservazione, fatta al n.° 8, che due curve C®, C,” corrispondenti
a matrici (1) complementari, e le relative superficie di Jacobi F®, F©
appartengono I’ una al tipo a), U altra al tipo b).

Questa osservazione fa intravedere I’ esistenza di un rapporto fra il tipo
della C* e della F, ed il determinante A =1, 1,, — 1, della (1) (che per
la condizione del n.° 12, IV & positivo) appena si ricordi la relazione 1644, =1
che intercede fra i determinanti di due matrici complementari (n.° 4 e n.° 12V),

dalla quale si deduce che ai valori-di A (o di 4)) >;1 corrispondono i valori

. . 1 - .
di A, (o di A) <3 E la previsione, & come vedremo, confermata .dal seguente
teorema :
I casi propriamente ed impropriamente ortosimmetrico corrispondono

rispettivamente a A <‘—11 ed a A >i—. Nel caso di transizione A:i le due

superficie F, FV coincidono (si equivalgono per trasformazioni reali) e ln
curva C si spezza in due curve ellittiche imaginarie cbniug_a!e (unisecantisi).

Ecco infine una breve visione d’ assieme delle fasi attraverso cui passera
la nostra discussione, a titolo di programma dei numeri seguenti :

Iy
1) si pud passare con

continuita dall’una all’altra senza che cessi d’esser verificata la condizione
(A > 0) d’esistenza della F'9, e senza che la carva del sistema ¥ (corrispon-
dente alla reluzione normale) si spezzi, giacché tale spezzamento puod verifi-

I) Date due maitrici (1) entrambe con A >[—i (o <

carsi solo per A =y Poiché durante tal variazioue le curve reali di C“ non
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possono cambiar tipo, ne segue che non cambia neppure quello della super-

ficie F, e quindi che i due tipi a), b) corrispondono ’uno a A > ;1, U altro

1
aA<1.

1
II) Se A= 1 la superficie di JAcost corrispondente alla (1) ¢ singolare

ed ammette una trasformazione birazionale singolare che muta 1 una nel-
I'altra le due simmetrie o'; = wu,, «/{ = — u;; quindi F® ed F,® sono equi-
valenti per trasformazioni reali. Inoltre le curve C di £ si spezzano in due
curve ellittiche unisecantisi, ehe, quando € & reale (cioé¢ & una C®) sono
imaginarie coniugate; viceversa ad ogni superficie F delle coppie di punti
di due curve ellittiche imaginarie coniugate, corrisponde una matrice (1)

1
con A =y

. . . . . 1
IIT) 11 caso impropriamente ortosimmetrico corrisponde a A>&, e

quindi il caso propriamente ortosimmetrico a A < i

W | -

17. T) Scparazione dei due tipi in base alle disuguaglianze A =

Supposto, com’ & lecito (cfr. la nota (**)) t,, >0, poniamo t,, = V2z, 1,,=V2y,

1, =1, = %, ed interpretiamo le x, y, # come coordinate ortogonali di punto

in &,. Allora le due equazioni A =20, A:i divengono

@ 3% — 2y =0, 2*—2x;y=—— }1,
e rappresentano la prima il cono rofondo I' generato dalla rotazione degli
assi 2, y intorno alla loro bisettrice & =1y, I'altra I’ iperboloide a due falde
rotondo J coassiale, generato dall’iperbole 8xy =1 (3=0), del quale T' & il
cono asintotico.

Ad ogni punto del semispazio x >0 (v, > 0) interno al cono I' (a>0),
cioé alla falda T, di T' generata dai semiassi positivi x, y, resta cosl asso-
ciata una tabella (1) soddisfacente alla condizione d’esistenza A >0, quindi
una superficie F® : viceversa ad una tal superficie corrisponde un sistema di
punti (provenienti dalle tabelle equivalenti alla (1) nel sepso della nota **)
interni a I', e giacenti tutti (per I'invarianza di 4) sulla stessa falda dell’ iper-

boloide 3° — 20y = 4.
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1

4
. . 1

falda J, di J giacente nel semispazio x >0, ed i punti per cui A <74 $0n0

I punti per cui (oltre a 7, >0 e A>0) si ha A > - sono interni alla

compresi fra J, e I'y, cioé sono esterni ad J, ed interni a I', (Fig. 1). Le due

1 1
1° A<« g sono connesse, ¢ tanto basta per con-

regioni cosl associate a A >
fermare che il passaggio con-
tinuo di cui in I) 2 compati-
bile colla condizione d’ esi-
stenza di F©,

Rimane da provare che

24

1
per A diverso. da i la curva

di I nmon pud mai spezzarsi.
Un tale spezzamento, puod,
com’ & noto, avvenire solo
quando X ¢ somma di due
fasci ellittici wunisecantisi,
ciod quando i periodi (1) sod-
disfano a due relazioni di
divisore zero la cui somma
sia la relazione normale
(13) +-(24) =0 corrispon-
dente a X (*%).

Siano a,,, a',, i coeffi- Fig, 1.
cienti (primi tra di loro) delle
due relazioni di divisore 0, e supponiamone scelti i segni in modo che la
condizione di dar per somma (13) 4+ (24) =0, si esprima mediante le

’ .
B) apt+a =0, +0, =0y =0, +ay, =0, a,+ad,=a,+a, =1

Scrivendo la prima per i periodi (1), e separando il reale dall’ immaginario

(%) BagNERA-DE FraNCHiS, loc. cif,, n.° 9. Vedi anche la mia Memorin : Sulle superficie
ai Jacobi semplicemente gingolari [Memorie dei XL (3), vol. 21 (1919)}, n.° 2. 8i pud aggiun-
gere che Uinvariante simultaneo delle due relazioni. (che esprime il numero delle intersezioni
tra le carve dei due fusei) deve risultare eguale ad 1: ma ¢id non darebbe nulla di nuevoe
percheé tal condizione é conseguenza delle precedenti.
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troviamo

4 20,, + ay +a, — 20, D=0 1
, (D = A o —)

4) @y Typ + ATy, (0 + a0y, +a,)t, =05 4

poi, esprimendo che le due relazioni hanno il divisore 0, e tenendo conto
delle (3), otteniamo

(5) Qpplgy + Qyyly - 0 0y, =0, a, +a, =1

Perché la (4') sia compatibile colla condizione d’esistenza A > 0, occorre
che ¢! piano uscente dall’ 01igine rappresentato dalla (4), in cui, come prima,
si ponga t,, =V2-x, 1,, =V2.y, 1, ==1,, = 5, sia secante rispetto al cono T,
il che porta alla condizione
(6) (@ + Gy 4 Q) — 40,0, > 0,
dalla quale, mediante le (4), (D) con qualche elaborazione si ricava

(M 202D < 1+ al,.

Ora non pud essere a,, =0, perché dalla (4) e dalla seconda delle (5) si
ricaverebbe 2(a,, + a,,)==1, ch’é evidentemente assurda; inoltre il primo
membro della (T) & intero perché lo sono a,, e (per la (4)) 2a,D. Se fosse

D> 5 quel primo membro risulterebbe maggiore di a2, quindi almeno eguale

ad 1+ a}, in contraddizione colla (7) stessa. Dunque D g%, cioé A s;i.
Ragionando allo stesso modo sulla maftrice complementare della (1) che

st trova in analoghe condigioni, si ricava A‘Sli’ e siccome 1644, =1,

1
cosi Azzl.

Si conclude in definitiva che lo spezzamento considerato pud avvenire

1
solo quando A ==, e cosi resta provata la prima parte del nostro assunto.

4
18. II) Il easo di transizione Az&. — Dimostriamo anzitutto che in
questo caso le due supeficie F, F sono equivalenti per trasformazioni
reali, & quindi che alle due simmetrie u’;=u,, u’; = — w; non corrispondono

pitt due classi distinte (nel senso del n. 6) ma wuna sola classe reale.
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Percio passiamo alla tabella complementare della (1), sostituendo (n.* 12, V)
ai relativi cicli normali M,, M,, N,, N, i nuovi cicli

(8) PizMi - 2N, P2=M2—2N1; 01=1M2“N17 Qz‘——MA“Nz’

ed aglintegrali normali w,, u, i nuovi integrali normali
i, /
(9 by = 5 (Viatty - Tyotty), 0, = 2 (T ¥y Thl,),

dove le 7,, son gli elementi reciproci delle t,,. Tenendo conto delle relative
1”8 g p £

espressioni mediante le t,, ¢ di A ==-, troviamo facilmente che la matrice

47
cercata &
) 1 ,
1 0 it,, 5~ T
1, ¢ . .
01 5 — iT,, it,,

Ora da questa si pudé passare alla (1) non soltanto mediante I’ opérazione
inversa di quella che ci vi ha condotti, ma anche sostituendo ai relativi
cicli P,, P,, Q,, Q,, i cicli —P,, P,, —Q,+ P,, Q,— P, e quindi agli
integrali normali »,, », 1 nuovi integrali V,=—v,, V,=0v, (*). Poiché
gl u,, u, son reali su F'©® ¢ ¢ V,, V, (come i v,, v,) su F,®, e le matrici
corrispondenti sono ora identiche, ne segue che se si. associa ad ogni punto
C(wy, ) di F“”, il punto (V,, V,) di F dove V,=u,, V,=w,, si ha una
trasformazione bi azwnale 7eale che muta F® in F©.

E cio, tenuto conto delle espressioni di V,, V,, val quanto dire che le
formule
(10) u:i = 2i(ty 1, — T,,,)

u, = 21‘(122”1 — Tigls)

rappresentano, sulla superficie di JAcoBr F di cui F° ed F, son modelli reali,
una trasformazione biragionale singolare che wmuta una nell’altra le due
simmetrie o/, = u,, 1/; = — u;, come del resto si verifica direttamente.

La superficie I é dunque singolare; e difatti i periodi (1), oltre che

dalla relazione normale (13)-+-(24) = 0 son legati anche dalla A =£ che pud

() B questa una trasformazione dei periodi normali che rispetta la condizione (a) della
nota (#%) ciot conserva la realtd degl’ integrali normali. Diremo pereid che le matriei nor-
mali (1) (L ¢) sono equivalenti nel campo reale.

Annali di Matematica, Serie 1V, Tewo 111, 1]
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seriversi

(11) (13) + (42) +- 2-(34) =0,

e quindi da ftutle. le relazioni del fascio

(12) (A 4 pX13) 4 (A — p)(24) + 21(34) =0,

il cui divisore & X* — p?. Per A = =t si hanno quindi le due relazioni di
divisore zero

(13) (13)+ (34 =0, (24— (34)=0,

la cui somma é la relazione normale (13) -t- (24)—=0, che son richieste (n.° prec.)
per lo spezzamento di X. Poiché le (13) con ovvio significato dei simboli, pos-

sono scriversi
(1 —4-3)=0, 2—3-49=0,

cosl se, indicando con w,, w,, ®,, v, periodi ai cicli normali della (1), passiamo
a nuovi periodi primitivi (cioé a nuovi cieli) Q; ponendo

(14) Q=0 —uv, L=, QL=u,6 Q =6, —o,
le (13) (riferite ai nuovi cicli) divengono
(15) (12)=0, (34)=0.

La tabella dei nuovi periodi degli integrali normali u,, u, &

5 LT 1Ty, 9 +T, —ry,

(16) ) )
— 1Ty, p) + 11y, Ty 9 iy,

[y

ed i due integrali ellittici v,, v, si ottengono combinando linearmente u,, u,
in modo che, com’& possibile in forza delle (15), si annullino i due periodi Q,, Q,
oppure ., &,, cioé ponendo
) P .
0, = Tyl — |5 1T, U
(17)

. 1 .
Dy == — T4, — (é — Z’C‘2>u2 .
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Allora, al posto della (16) si ottiene la tabella

==

iy —5— it O
(18) )

. ) I
0 0 —iTy — 5T,
ed inoltre le equazioni del coniugio di F®, da u'; = w; divengono

19 v, =0, v,=01,

il che mostra che F@ (ed F,) & la superficie (imagine propria) delle coppie
di punti di due curve ellittiche imaginarie coniugate.

Viceversa siano C,, C, due curve ellittiche imaginarie coniugate, v, un
integrale di 1* specie di C, coi periodi a + b, ¢+ id ai cicli primitivi 4,, B,, v,
I integrale coniugato di C,, coi periodi a—ib, ¢ — id ai cicli A,, B, coniugati
di 4,, B,. La superficie di JAcoBl F©® imagine propria delle coppie di punti
delle due curve (ch’é reale) corrispondera alla tabella

a+1ib ¢4 1id 0 0

20
(29) 0 0 a—ib c¢—id |

ed avrd come equazioni del coniugio le (19),

Passiamo ora ad integrali reali w,, w, ponendo
2n W, =0, 4+ v, W,=1Hv,—v,),
e rendiamo reali ¢ cicli del primo gruppo, sostituendo agli 4;, B; (cosl con-
tinuiamo ad indicare anche i cicli della superficie di JACOBI, a cui son relativi
i periodi (20)) i nuovi cicli

(22) M =4,+4, M,=B, +B, N =B, N,=A,

che, per effetto del coniugio subiscono'la sostituzione (IX 0) del n.® 121 (p=21=2).
Si trova subito che i nuovi periodi di w,, w, sono

(23) 2a 2¢ c-—z'd a+fb ’
26 2d d4ic b—ia

e non resta che normalizzare g’ integrali reali, rispetto ai cicli M,, M,,
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cioé porre

I
U, = 5P (dw, — ci,)
(24) ) D =(ad — be),
Uy =37, (bw, — aw,),

per ottenere in definitiva la tabella

[ S Hd 1 bd 4-ac
1 0 *—2——2‘——-—‘ ~+Zﬂu.—‘..fﬁ.
@5) | 2D ¢ 2D
0 1 _{+ibd+ac _ e
2 2D 2D

ch’ & normale, orlosimmetrica, con A=2 ¢ A — }1
Dalle considerazioni esposte risulta che una coppia di curve ellittiche
imaginarie coniugate rappresenta un ¢ipo di {ransizione fra la curva reale
di genere 2 ortosimmetrica con un ramo, e la curva reale di genere 2 senza
rami reali. Si pud rendersene conto tanto per wia topologica, quanto per wvia
algebrica ; ma i limiti di questo scritto non ci consentono tal digressione.

19. Identificazione del tipo corrispondente a A >:1. — In quest ultima

parte della discussione ci riferiremo a periodi pseudonormali, e costruiremo
curve di genere 2 prive di rami reali sulle quali |A| ha un valore arbitra-
riamente grande. Ricordando che da una matrice normale si ottiene subito
una matrice pseudonormale (n.° 12, I) collo stesso |A| e che per quest ul-
time |A| & invariante (n.° 3) ne dedurremo che il caso impropriamente orto-

. . . 1
stmmetrico corrisponde a A >3

Consideriamo la curva I' di genere 2, priva di rami reali, rappresentata

dall’ equazione
(26) w? = (3* + a?)(3),

nella quale a ¢ un numero reale (positivo), ed f(z) un polinomio di 4° grado
a coefficienti reali, e radici complesse coniugate «, a, B, B, negativo per tutti
i velori reali di z.

Segnati sul piano complesso z = +- ¢y i 6 punti di diramazione + ia,
—da, %, o, B, B della funzione 1w, tagliamo il piano stesso lungo i tre segmenti
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paralleli all’asse y che li congiungono, e sovrapponendolo ad un secondo
piano tagliato allo stesso modo, costruiamo la superficie di Riemann R rela-
tiva a T, riunendo i bordi opposti di due tagli appartenenti a piani diversi
(Fig. 2).
Da facili considerazioni aiutate dalla figura, risulta subito che :
a) Al coniugio di T' corrisponde
su R la simmetria S nella quale sono

omologhi due punti di fogli diversi ’
simmetrici rispetto all’asse @ (*); B,

b) I cicli 4,, 4, della figura \ g m)
son mutati in sé da §, cioé son 4 N
reali; invece i cicli B,, B, son tra- N

sformati rispettivamente in 4, — B,,
A, — B,. Pertanto, a norma della (II)
(n.° 2), e tenuto conto che p—=21=2,
si conclude che icicli A,, A,, B,, B,
sono pseudonormali; sicché la rela-
tiva tabella dei periodi dei due infe-
grali di 1* specie reali di T

@7 w=|2% ,=(%
w (14

sard del tipo

]

1 . 1 ,
0 Gy 5 -+ 1b,, 3 yy + Ty,

(28)

1 , 1 ,
(STRRPTS 5 gy + 1y, 5 T2 + th,,

ed il deferminante A della matrice pseudonormale corrispondente ai cicli
4;, B;, che si deduce dalla (28) normalizzando gl’ integrali reali rispetto ai
cicli 4,, 4,, risultera eguale a [[b,, || |-

Facciamo ora tendere a zero il numero reale a. Al limite la curva T
degenera nella curva ellittica I priva di rami reali

(29) Ww? = 2*((2),

(¥ Invece la simmetria 8, nella quale si corrispondono due punti dello stesso foglio
simmetriei vispetto all’asse x, ¢h’@ il prodotto di S per la g,t, ‘corrisponde (n.° 8) al coningio
della enrva w? = — (22 -+ a®)f(2) (complementare di T) che ha un ramo reale rappresentato
su B dal circuito avente sede lungo 'asse .
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. . w . .
la cui equazione, posto 7 = — pud scriversi

(30) 7 = [(3),
e i due integrali v, v divengono

, dz , dz
(81) u =j—n_’ =)z

sicché u rimane di 1* specie, mentre v diviene di 3* specie, e acquista due
singolarita logaritmiche nei due punti di IV corrispondenti a 2z =0.

Durante la variazione di a il taglio + ia, — ia della R si restringe fino
a chiudersi; al limite rimane una superficie R’ (della curva I) coi due
tagli @ «, B B, sulla quale i due punti 0, O sovrapposti nell’ origine son da
considerarsi come distinti, e sono precisamente i punéi di singolaritd loga-
ritmica dell’ integrale v'.

Durante la variazione di R possiamo supporre che i cicli 4,, 4,, B, re-
stino invariati; invece il ciclo B,, per effetto della chiusura del taglio che
attraversa si riduce ad un cammino aperto 3 congiungente i due punti 0, ¢/
attraverso al taglio o 2, ed omologo a quello risultante dai due segmenti
rettilinei Ox, a0’ percorsi su fogli differenti.

Indichiamo con a,,, ¥',, i valori limiti degli a,,, b,,. Intanto a',,, @',
¥,, ¥, son finiti perché v’ & di 1* specie; anzi a',, =0 perché su R’ il
ciclo A, é omologo a zero, mentre ¥,, & certo diverso da zero altrimenti u'
avrebbe un solo periodo non nullo «,,. Invece, degli o',,, a4, &,, ¥, il
primo e I'ultimo son finiti perché i cicli A,, B, non circondano né conten-
gono singolarita logaritmiche di ¢/, e lo & anche a',, che, come periodo polare
di v velativo alla singolaritd logaritmica in O vale

, 2ni

Qo = ==
V£

)5

(32)
mentre &', ¢ infinito in quanto esprime il valore di »' lungo il cammino 3
congiungente i due punti di singolarita logaritmica O0'. Si ha quindi

(33) lim|a,,| =%, lim||b,|= coc,

(53 8i noti che o'y, limite del numero reale @y, & reale perché f(0) & negutivo. Il segno
di VA0 dipende dalle convenzioni fatte civea la distribuzione dei valori di w sui due

fogli di E.
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con k finito; e dunque in definitiva

(34) lim A = oo,

cioé per a sufficientemente piccolo {A|>> =, conformemente al nostro proposito.

1
i)

§ 6. Le varleta di Kummer reali.

20. Richiami intreduttivi. — La questione che imprendiamo a trattare,
e che presentiamo come un primo esempio ¢’ applicazione dei nostri procedi-
menti a varietd abeliane di rango > 1, per la sua estensione, e per la varieta
dei problemi accessorf a cui si collega, domanderebbe, in una trattazione
dettagliata, uno sviluppo forse pili ampio di quello che non ci sia concesso
dai limiti imposti al presente scritto. Ci limiteremo quindi di necessitad alle
questioni di maggiore rilievo.

Chiameremo varietd di Kummer la varieta algebrica a p dimensioni K,
imagine dell’involuzione I' generata sopra una varieta abeliana V, di rango
e divisori 1 (cioé contenente almeno un sistema X) da una trasformazione di
1* specie 7, p. es. dalla o', = — u,.

Comunemente la denominazione si attribuisce ad un particolare modello
proiettivo M, della K,, che si pud costruire, in uno spazio ad N=27 —1
dimensioni, ponendone le coordinate omogenee proporzionali a 22 funzioni ¥ del
secondo ordine, pari, di p argomenti, scelte opportunamente. L’ ordine di M,,
€ 27='.p!; in particolare per p =2 si ha la nota superficie di Kummer (*).

Ad ogni coppia di punti di Vp coniugati in 7 corrisponde un punto di M,;
in particolare ai 2*” punti uniti di 7 corrispondono 2*2 pwiiti singolari di mol-
teplicita 27—, e su K, altrettante varietd razionali H, _, fondamentali per
la corrispondenza (1, 2) fra K, e Vp.

La caratteristica del semiperiodo collegato ad un punto unito di 7' si
dird caratteristica del punto singolare (o della H,_,) corrispondente, e ser-
vird anche a denotare il punto stesso.

Al sistema L delle sezioni iperpiane di M, corrisponde su V, un sistema

lineare A, di dimensione 27+ 1, costituito da varietd ¥ del 2° ordine mutate

1%9) Talune delle proprietd qui richiamate si trovano in WIRTINGHER, Ueber eine Verallge-

meineruny der Theorie der Kummer® schen Fliiche [Monatsh. fiir Math. u. Phys., vel. I (1890),
pp. 113-128] altre sono facili generalizzazioni di quelle del easo p=2. Per quest’ultime
cfr. ENriQues-Severr, loc. cit,, ni 46-49,
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in s¢ da 7, al quale appartengono, come particolari varietd spezzate, le coppie
di varieta ¥ (del 1° ordine) d’' un sistema 3, corrispondenti in 7' Le loro imagini
su M, sono particolari sezioni con iperpiani tangenti lungo una M,_, d’ ordine
27—3.p1, appartenente ad uno spazio di dimensione N — p—1; Vinviluppo di
tali iperpiani & duale della M,.

Dalle brevi notizie date al n.° 9 sui sistemi di varietd intermediarie si
deduce subito che il sistema lineare A é completo; quindi lo & anche L cioe
M, ¢ normale.

Quando le due varietd & di I corrispondenti in 7' coincidono, e quindi, se

le equazioni di T sono w'; = — u, -~ ¢;, hanno i parametri -’ +- ¢, (5, semiperiodo),

I'iperpiano corrvispondente tocca addirittura M, lungo tutia Uintersezione
ch’e dunque una M,_, d’ ordine 22=*.p! Si hanno cosi 2°? varietq singolari,
ed altrettanti ¢perpiani singolari, a ciascuno dei quali collegheremo la carat-
teristica del corrispondente o;.

Per ogni punto singolare passano 27—%2? — 1) iperpiani singolari, e
dualmente.

Le 27 varieta & predette son trasformate complessivamente in sé da 2.2°7
trasformazioni ordinarie involutorie di V, che, se la T & ;= — u;, hanno
le equazioni o'y = == u, + o,. Alle due trasformazioni di specie diversa prove-
nienti dallo stesso semiperiodo (che sono una il prodotto dell’altra per la T)
corrisponde wuna stessa omografie che trasforma in sé la My,; sicché M,
amimnette un gruppo di 2°7 omografie involutorie.

Fissate ad arbitrio p costanti «,, si associ ad ogni punto w;=p; di V,
la Hu —q)=0, i cui parametri soddisfano alle relazioni p; — ¢, = ;. La
corrispondenza cosi ottenuta, ha, come si vede subito, carattere involutorio;
la diremo una poluritd abeliana di V, di parametri a,, % ,.., %;.

La condizione perché un punto appartenga alla propria & polare, & ${a] =0,
cioé ¢ indipendente dal punto; le polarith abeliane sono quindi polaritd uni-
formi se %{a] =0, sistemi nulli se ¥a]=0.

Le trasformazioni di 2* specie di ¥, mutano ogni polaritd abeliana di V,
in sé stessa; invece le trasformazioni di 1* specie mutano la polarita di para-
metri (,, %,,., %) in quella di parametri (— &, — %y — p). Vi S0n0 per-
tanto 227 polarita abeliane mulate in sé stesse da ogni trasformaszione di
1* specie di V,, e sono quelle aventi come parametri i 2% gemiperiodi incongrui.
In questo caso la condizione ${«] =0, ¢, come sappiamo, soddisfatta allora e
solo che la caratteristica del semiperiodo «; & dispari: sicché fra le pre-
dette polarita 2°0—4(2P 4 1), sono uniforni, e 2°='(2P —1) son sistemi nulli.
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A queste polarithd corrispondono, nello spazio Sy di M, 27422 + 1) pola-
rita ordinarie (%) e 2P—Y2P — 1) sistemi nulli che trasformano in sé¢ la M,
(il luogo nellinviluppo duale di cui sopra); in particolare mutano i punti
singolari negl’iperpiani singolari. Anzi da quanto precede si trae che un punto
ed un iperpiano singolare assegnati, si corrispondono in wna sola fra le pre-
dette polarith la cui caratteristica (cioé la caratteristica del corrispondente
semiperiodo) & la differenza fra le caratteristiche del punto e dell’iperpiano.

Ogui varietd di KUMMER (in senso proiettivo) M,, é come abbiamo visto,
collegata ad un sistema X della varietd V,; quindi, se V, non & singolare,
perfettamente determinata dalla V, stessa a meno d’un’omografia. Viceversa
se due varieth M,, M’, collegate rispettivamente ai sistemi Z, 2’ delle va-
rieth Vy, V', sono omografiche, si prova senza difficoltd (imitando un ragio-
namento che richiameremo tra poco) che quelle V, e quei X sono birazional-
mente identici: quindi in particolare, che una stessa M, non pud provenire
da piu coppie (V,, X) birazionalmente distinte.

21. Genesi delle varieta di Kummer reali. — Il problema piu generale
concernente le varietd di KUMMER reali (in senso invariantive) ¢ ovviamente
quello di classificarejfutte le simmetrie che possono esistere sulla K,. Noi
perd discuteremo soltanto il caso piu ristretto delle simmetrie che conducono
a modelli reali del tipo proiettivo di M,.

Trasportiamoci addirittura sopra un modello M, siffatto, o pia in gene-
rale sopra un suo equivalente proiettivo M,, e quindi supponiamo che M,
ammetta un’ antiproiettivita involutoria s (imagine del coniugio di M, cioé)
dotate, in Sy, di punti uniti. Quali condizioni restano con cid imposte alla V,,,
ed alla trasformazione 7'?

Per rispondere a tale questione, partiamo dall’ osservare che la s trasforma
in sé stesso il gruppo dei punti singolari di M,, cioé I'insieme degli elementi
di diramazione della corrispondenza (1, 2) fra M, e V,. Ne deduciamo subito,
per il tramite d’un noto ragionamento, che la simmetria s é imagine d’ una

("% Ci si rende facilmente conto del percheé le polaritd uniformi di ¥V, si trasformano
in polaritd che (in senso complesso) non sono uniformi. La condizione perchd un punto P
di My giaceia sulla sua sezione iperpiana polare, & che il corrispondente P, di ¥, giaccia
sulln, ¥ polare, oppure sulla sua corrispondente in T. Ora la prima circostanza & impossibile,
perché la polaritd di ¥V, & uniforme, ma In seconda si presenta per tutti i punti di V, i cui
parametri soddisfano all’equazione H2u—a}=0, ai quali corrispondono i punti di M,
autoconiugati nella polaritd ordinaria considerata.

Annali di Matematica, Serie [V, Tomo YIIX.
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trasformasione antibirazionale S di V, in sé permutabile colle T ('), la
quale, in forza del carattere antiproiettivo ed involutorio di s, & necessaria-
mente wna sinunebria od una (rasformazione ciclica di 4° ordine avente
per quadrato lo T, che trasforma in sé stesso il sistema A di V, (corrispon-
dente al sistema delle sezioni iperpiane di M,) e quindi il sistema Z asso-
ciato ad M.

Si noti che la S, = TS = 8T & un’altra trasformazione dello stesso tipo

avente ancora per imagine la s.

Viceversa ad una § di V, del tipo predetto, corrisponde sopra la M,
associata ad un sistema 2 trasformato in sé¢ da S, un’antiproiettivitda involu-
toria s. Poiché la dimensione N =27 — 1 dello spazio & appartenenza di M,
& dispari, possono darsi due casi:

a) La s ¢ dotata in Sy (in particolare, ma non necessariamente, su M,)

3

di punti wniti, & quindi & riducibile proiettivamente al coniugio. Diremo
allora che la M, in quanto ammette una trasformata proiettiva M, reale,
e proiettivamente reale.

b) La s é priva di punti uniti, ed allora non & riducibile proiettiva-
mente al coniugio. La M, non ammette trasformate proiettive, ma solo ¢rasfor-
mate birasgionali reali: e si dird ch’ essa non é prolettivamente reale (**).

In forza della posizione fatta, solo i tipi proietitvamente reali interes-
sano il nostro problema.

(") Il « note ragionamento » n cui si allude si basa sulle osservazioni seguenti: Entro
alla riemanniana Ry di Mp gli elementi di diramazione predetti (che sulla K, son le varietd
fondamentali H,_,) son rappresentati da 2% varietd reali Ry_,, girando intorno alle quali
si scambiano i due punti P,, P, di ¥V, corrispondenti ad un punto P di My; e un tale
seambio avviene soltanto in quel caso, giacché Ay, & regolare, ciod ha conunessione linsare 1.
Se P, @ son due punti di M, corrispondenti in s quando P gira intorno ad una delle
predette Ry, 1o stesso accade di @, ecc,

(™ % intende che su gnelle trasformate reali, il coniugio & & I'imagine di s, Non si
pud, almevo @ priori escludere che queste siano alla loro volta My@, cid potendo verificarsi
se sulla M, esistono dei sistemi I’ aventi le stesse caratteristiche invariantive del sistema L
delle sezioni iperpinne, che siano mutati in sé da s. Ed allora si possono fare due ipotesi:
«) Il sistemna I/ & mutato in I da qualche trasformazione birazionale T di M), in sé (di sistemi
siffatti ne esistono notoriamente sulle AL) ed allora detta o la trasformazione birazionale
che muta M in M,, la wt & una proieitivite fra My ed My. Le Mp©®, M, sono dunque
omografiche, ma eid non & in contraddizione con b} perché la ot non muta pit (come w)
¢ in s ma in un’antiproiettivitd s dotate di punti uwniti. ) L ed I/ son birazionalmente
distinti, ed allora M,® corrisponde (nel senso precisato) ad un’altra coppia (Vp, Z) per
eni la S corrispondente ad s’ soddisfa alle condizioni perché si verifichi il caso a). Rimane
perd dabbia la possibilitdh di questo easo.
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22. Tipi provenienti da simmetrie. — Denotiamo, al solito, con u, inte-
grali reali e normali di V,, e supponiamo che la T sia v, = —u;, e la §
W, = u,+c;; allora la S, sard ¥, = — u; + ¢; ("%). Pilt avanti ci converra

talvolta, per avere equazioni pitt convenienti, ricorrere ad un cambiamento
di parametri; in proposito notiamo subito che:

1°) le equazioni #'; = — wu, sono invarianti per qualunque cambiamento
omogeneo di parametri;

2°y ai secondi membri delle equazioni di 7, § si pud aggiungere
(o togliere) uno stesso sistema di numeri imaginari puri j;, trasformando
quelle equazioni in w/; = — 4, 4 j;, 'y = u;+ c; 4-j;. Basta cambiare i pa-

. . 1.
rametri ¥, negli u‘——éj,;

3°) ai secondi membri delle equazioni di 7' si pud aggiungere (o togliere)
un sistema di numeri reali 7; senz’alterare le equazioni di S. Basta cam-
. . . 1
biare gli »; n u, — 57
Ci6 premesso, ricordiamo dal n.° 6 che le costanti ¢; d’una simmetria
hanno le espressioni

(1) 4 Ej+(0: O:"') Iort1s gl-*-z:"'; gp):

valide anche (n.* 12, I) se gl'integrali son normali. Qui per la permutabiliti
di S con T occorre di piu che sia 2¢; = 0, cioé che le ¢, sian semiperiodsi;
sicché le j; saranno semiperiodi imaginari puri. Ora un semiperiodo siffatto &
una combinazione lineare dei semiperiodi ai cicli (imaginari puri) P,, P,,..., P,
e quindi, stante le espressioni (n.° 12, V) di questi cicli, si pud ridurre, per
sottrazione di periodi, ad una somma di semiperiodi ai cici M,, M,,.., M,,
Nytis Nyggyeey Nyt sicché la (1) pud scriversi

(2) c E(g” gz,.u,vgp{o, 0,..., 0, h}‘,*.“ h}\_..g,..., hp).

Il criterio divettivo per la pilt opportuna classificazione dei tipi in parola,
¢ fornito dall’ osservazione seguente ;

(™) S'intende che gli u; son reali rispetto nd § e normalizeali in base alln relazione
di RIEMANN & cui corrisponde il sistema 2 (veale rispetto ad S) collegato alle sezioni iper-
piane di M, (I’osservazione & superflan se ¥, non & singolare). Avendo scelto come 7' la
particolare w'; = — u; occorre lasciare alla § tutta la sua generalila: ma le trasformazioni
che riducono § alla forma ®';= w; + ¢; ¢ normalizzane gl’ integrali, sono omogenee, quindi
non alterano le equazioni @i 7.
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I punti uniti di s, cioé i punti reali del corrispondente modello reale
di M,, provengono o da punti uniti di S o da coppie comuni ad Se T, cioé
da punti uniti di S,; inoltre la § ha punti uniti quando nella (2) si ha
D1t =G4 = =g, =0, ela S invece quando ity ., =l ,=...=h, =0 (.6
In base a questa osservazione tratteremo separatamente i casi seguenti:
) Entrambe le simmnetrie S, S, hanno punti uniti (quindi ¢ tipé corri-
spondenti son sempie proiettivamente reali).
Avendosi ¢y, =4 =1 =gp =Ny, =My 4, =..=N1p =0, la (2) diviene

(3) c E(gn Gosrers Jis O) O;--'; O))

e quindi, sottraendo dalle ¢, il periodo al ciclo g, N, -I-g,N, -+ ... +-g; NV, oppure
al ciclo g3 N, 4+ ¢, — N, + ... + g, Ny secondo che la matrice normale ¢ diasinime-
trica od ortosimmetrica, pud scriversi

d) Cp = — UQ Tny + P5The oo = IaThn)

4
® 0) Cp = — UGaThy + Pp—iThe + -0 -+ 9,

Le costanti ¢; son dunque émaginarie pure, e percid col cambiamento
di parametri 2) si posson far sparire dai secondi membri delle equazioni di S,
riducendole ad '; = u;; perd le equazioni di 7' divengono w,= — u; —c;.
Ma aggiungendo ora alle ¢; il periodo predetto, le costanti dei secondl membri
divengono reuli e qmndl si possono far sparire dalle equazxom di 7 senza
alterare quelle di S. In definitiva le equazioni di 7, S si son ridotte alle

) W= — g W=,

quindi M, & U imagine dell’involuzione T' generate dalla trasformazione
di 1* specie vy = — w, sulla varietd abeliona reale V,*” di cui W, =u, & i
coniugio. Si noti che la T muta in sé stesse tutte le fulde di V@ (n° 1) e
che gl'integrali u; son rimasti normali perché le trasformazioni operate sono
pure addizioni di costanti.

Di M,® siffatte se ne hanno, per un dato p, tanti tipi quanti sono i valori
di A, distinguendo per A pari il caso diasimmetrico da quello ortosimmetrico.

. ¢
In tutto dungque [?ip;—%] tipi; in particolare 4 per p=2.
1) Una sola delle due simmetrie S, S, ha punti uniti (quindi ancora

i tipi corrispondenti son proiettivamente reali).

Per il comportamento simmetrico di S, §, si pud supporre che quella



A. Cougssatri: Sulle varietq abeliane reuld 53

simmefria sia la S, sicché le ¢; son del tipo
(6) CE(g“ Gare G 0: 07"'7 Ot07 Or-v 07 hk-ﬂ: hl+2""7 hp)}

con qualcuna delle h diversa da zero. Colle stesse trasformazioni del caso
precedente, le equazioni di 7, S si riducono a

(D Wi=— 1+ (0, Oy O, Aypyy Rypgyey Byl W=y,

sicche, come prima la T & reale sulla V,® di cui u'i=u, ¢ il coniugio,
ma ora essa & una di quelle trasformazioni che scambiano fra di loro le
falde di V9. Data 1'identith del comportamento di queste trasformazioni (')
si ha anche qui un tipo per ogni valore di A e carattere diasimmetrico od
oriosimmetrico, escluso. A ==p, in cui le (7) riduconsi alle (5) (e d’ altronde V,
ha una sola falda), ciod in tutto [%ﬁ] tipi, in particolare 2 per p=2.
ITI) Nessuna delle simmetrie S, S, ha punti uniti.

Allora le ¢, hanno i valori generali (2) con qualcuna delle g e delle
d’indice > A diversa da zero. Con trasformazioni analoghe alle precedenti,
le equazioni di 7, § possono allora ridursi alla forma

Lp—
ui="‘"ui’

(8) , -
Wi =+, 0ty 0, Grvry Favars Tp |0 Oy O Faesy Bypgyons By

23. Separazione dei tipi proiettivamente reali. — Nell’ ultimo caso del
n. precedente la s non ha su M, punti uniti e quindi il modello reale corri-
spondente non ha punti reali; esso dunque sarid o non sard proiettivamente
reale secondo che ! antiproiettivitd s avra o non avra in Sy punti uniti. Ci
proponiamo di approfondire tal distinzione.

Incominciamo percioé coll' osservare che, in uno spazio Sy dispari, un’ an-
tiproiettivitd involutoria s ha o non ha punti uniti, secondo che in un fascio
d’iperpiani unito esistono o no- elementi uniti. Difatti nell’ipotesi negativa i
punti uniti di s potrebbero esistere soltanto nello Sy_p asse, e d altronde cid
¢ impossibile perché allora s sarcbbe riducibile proiettivamente al coniugio e
quindi i suoi punti uniti non potrebbero localizzarsi in un Sy_g; nell’ ipotesi

(") Scegliendo opportunamente la falda origine (n.°7) ¢ i periodi normali, si pud sup-
porre che nelle (7) le b abbian valori prefissati, ad es. (1, 0,.,, 0) qualunque sia la T del
tipo considerato,
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affermativa ci son certo punti uniti entro ad ogni iperpiano (del fascio) unito,
perché N —1 & pari.

Cio premesso, detti ¢;, d;, due arbitrari sistemi di costanti, consideriamo
sa V, le due varietd Hu + ¢] =0, du -+ d] =0, e le loro corrispondenti in 7,
Hu — ] =0, Hu — d} =0, e formiamo il rapporto

9 o + Py -— ¢}
®) e +-dP¥ e —d}

Tenendo conto dei fattori che acquistano le ¥ quando le » aumentano di
periodi, si vede subito che la (9) & una funzione uniforme del punto di V,,
che, per la parita della ¥, assume lo stesso valore in due punti corrispondenti
in 7. Si tratta dunque d’una funzione razionale del punto di M,.

D’ altronde quella funzione si annulla nei punti della sezione iperpiana
(tangente) corrispondente a Hu 4 c]H{w — ¢] =0, e diviene infinita nei punti
della sezione iperpiana corrispondente a d{u -+ dj¥{u — d]=0, quindi & lineare
fralta, e, scelte opportunamente le coordinate omogenee x; in Sy si pud

supporre. ridotta ad '-951; in altre parole si pud porre su M,
2

(10) px, = Hu - cP{u —c], px, =¥Hu + d¥{u — d].

Se ora disponiamo dell’ arbitrarieta delle costanti ¢;, d; in modo che
gl’iperpiani 2, =0, x, =0 si corrispondano in s, il fascio 2, — Az, =0 risul-
tera unito, e dall’ antiproiettivita ivi subordinata si potra decidere della natura
della s.

Ma affinché o, =0, 2, =0 si corrispondono in s, basta che Hu+-¢]=0,
Hu + d]=0 (e di conseguenza u —c]=0, ¥u —d]=0) si corrispondano
in S. Si potranno quindi assumere ad arbitrio le ¢;, ad esempio tutle nulle,
ed allora le d; resteranno determinate in base alle (8) ed alle formule di
trasformazione delle ¥ del n.” 13; e precisamente avranno i valori

(an d) (1, Ly 1, Gasers Graares 9610, 00y Oy By Paggsey i)

0) (0: Or": O? o1 Faanren gp|07 Or": 0: h}.+u h}.+2r--’ h’p) (75)-

Ora pensando le x,, o, delle (10) (nelle quali le ¢;, d, hauno i valori stabiliti)
come valori assunti in un dato punto P di M, si calcolino i valori z’,, &', assunti

(™) 8i noti che le d; son semiperiodi, quindi le due varieth 3u+ d}J=0, Hu—d]=0
coincidono, come del resto le corrispondenti ${u + ¢1=0, ¥{u— ¢]==0 (essendo le ¢; nulle),
Ingomma z, =0, x,==0 son due iperpiani singolavi,
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nel punto P’ corrispondente in s, sostituendo al posto delle u; le o', date dalle
seconde delle (8); e questi valori si confrontino con pa,, px, tratti pure
dalle (10) tenendo conto delle formule di trasformazione del n.° 13, e dei fatfori
che acquistano le ¥ quando le #; aumentano di periodi ("®), Con calcoli che
risparmiamo al lettore si trova

4 Gt
20t & iu(m + ‘n—)
p X, =px' re Atl

2
(12)

o » p
. 2t X gy —n B 2 hohstes
p wi — pw’g.e A+1 A+ A+1

P P
x — L 2 Rl
e quindi, posto & =—d;-5 , ed indicato con % il numero reale positivo ¢ A+t A+l
2

k
13 2=
(13) * g
) 4
valendo il segno + od il segno — secondo che X h,g, cioé la caratteristica
A+l

del semiperiodo (0, 0,.., 0, g4,y Frweres Tp|0 Opity O, By Bpgyey By) 2
part o dispari.

La (13) rappresenta 1’ antiproiettivitd subordinata da s nel fascio x = cost;
essa ha o non ha elementi uniti secondo che vale il segno + od il segno —,
quindi:

I tipi del caso III sono o non sono proiettivamente reali, secondo che
la caratteristica del semiperiodo dal quale dipendono le equazioni (8)
della simmetria S, é pari o dispari.

Questi tipi esistono per ogni valore di A < p; ma per A==p — 1 si hanno
soltanto tipi non proiettivamente reali perché soltanto g,, h, possono, e de-
vono essere diverse da zero (eguali ad 1). Distinguendo al solito il caso dia-

simmetrico da quello ortosimmetrico, troviamo cosi facilmente {329—2—-—'—4} tipi

3p —
2

proietiivamente reali e [ tipi birazionalmente ma non proiettiva-

niente reali; in particolare, per p =2, risp. 1 o 2 tipi.

(") KiAzER, § 4. Oeccorrerd modificare quelle formule in base alla gid avvertita diffe-
renza di convenzioni, cirea i periodi normali.



56 A. ComMessarTri: Sulle varieid abeliune reali

24. Pipi provenienti da trasformazioni cicliche di 4° ordine.
IV) Se la § & ciclica di 4° ordine ed §*=T, i punti uniti di 8§ e di

S, = 8T = TS sono anche punti uniti di 7, e, come vedremo, esistono sempre.
Queste trasformazioni danno quindi luogo a f(ipi proiettivamente reali privi
di punti ordinari reali ed aventi solo alcuni punti singolari reali.

Petti 2;, p integrali di 1* specie qualunque di V, (la quale stavolta, al-
meno a priori non ¢ di tipo reale) siano, com’¢ sempre lecito supparre,
', =—u; le equazioni di 7, e

(14) ’M!i = 7\5‘};1 "‘*— kigaz —" R A(pap —4- 6‘7

le equazioni di S. Tenendo conto che 7' trasforma in s¢ § e che 8° =T, si
trova subito che o, ¢ un semiperiodo, e che se al suo posto nelle (14) si
pone lo zero si ottiene ancora una trasformazione del tipo di S. D’ora in
poi indicheremo questa con S e la (14) con Ss; e ci occuperemo della §
riservandoci di provare che § ed Ss sono equivalenti, di fronte alle trasfor-
mazioni birazionali di V,, e quindi di fronte al problema. Notiamo peré fin
d' ora che la condizione perché essendo S*= T sia anche S:*=1 ¢
0; = A0, 4 hyy0, = oo = AjpGp, cioé che u, = o; sia un punto unito della S.
Proviamo ora che le trasformazioni del tipo considerato esistono solo
se p & pari; ed allora, con un cambiamento omogeneco dei paramelri le
equaziont di S possono ridursi alle
(15) 0, =y, Wy=—t Wyt 0, = —Ugju] Wy, =Up, Wp=—Up_,.
Osserviamo difatti che se le (14), colle o; nulle, si considerano come egua-
glianze anziché come congruenze, resta ancor vero che il loro quadrato
& o, = —u, ("), sicché se le wu, s interpretano come coordinate omogenee
di punto in un S,_,, le (14) rappresentano ivi un’ antiproietéivita involutoria
(perehé allora u';==-—u,; & I’identitd). Se questa avesse un punto unito, che,
a meno d’un cambiamento (omogeneo) dei parametri si pué supporre sia
Uy =1, = ... =1, =0, nelle (14) sarebhe X, =X, =...=1,, =0, ed allora
scrivendo che S?=T verrebbe A A, =-—1 ch’é assurda perche A, X, @&
positivo. Dunque quell’ antiproieitivita non ha elementi mzz'tz’,nquindi p—1
& dispari, cioé p & pari.

% coppie

di punti corrispondenti (il che implica un cambiamento omogeneo dei para-

Assumendo come vertici della piramide fondamentale di S,_,,

(") Cid non sarebbe pilt vero se le o fossero == 0,
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metri) le equazioni di quell’ antiproiettivita, avato riguardo alla non esistenza
di punti uniti, si riducono subito alla forma (1) colla presenza al pit d’un
fattore p nei secondi membri. Tornando alle congruenze, e scrivendo che

. - v . S
S*=1T, viene pp=1, dunque p==e'? ed allora cambiando u; in e 2u; si
ottengon proprio le (156).

Dimostriamo ancora che la sostituzione

(16) Ci=myC, 4+ myu,Cy + o 41y, ,,C, 5, (i=1,2,., 2p)

indotte dalla S sui cicli d’un sistema primitivo, pud, mediante una tra-
sformazgione unimodulare ridursi alla forma

C,=06, Cho=—C; C;=0(, C,=—0C;..;

14 — t U
C 2P~ 02177 c ep T T Czp-—n

(17

analoga alla (15).

Anche la sostituzione (16), come la (14), & ciclica di 4° ordine, ed il suo
quadrato é la €', = — C,; indotta da T sui cicli d’ un sistema qualunque di V,,.
Nel corso della dimostrazione supporremo che 2p sia un numero pari qualungue
(quindi che p possa anche esser dispari), e, come al n.° 1, sostituiremo ai
simboli C; altrettante variabili x;.

Il teorema & vero per p=1. Difatti se la sostituzione

(18) B =0,y A Ny By By 52105, 0, - Ny,

settosta alle condizioni imposte alla (16), si ha anzitutto »}, + n,n, = —1,
n,, = — Ny, ; poi cambiando le variabili in

(19) X, =iz, 4 px,, X,=(An,, + pn,)x, 4 (An,, 4 pn,,)x,,

(A, p interi) si ha senz’altro X', =X, e quindi (perché il quadrato ¢ X';= — X))
anche X', = — X, ; sicché la (18) & ridotta come proposto, a patto che la (19)
sia. unimodulare. Percid occorre che gl'interi A, p soddisfino all’ equazione

(20) N A — 2hpn,, — win,, =k 1,

la quale ha effettivamente soluzioni perché il determinante della forma
quadratica a primo membro é eguale a — 1 ("¥).

(™) Od anche, in virth d’un teorema di FroseNius (loc. cit., §§ 3, ) perehd n,,, n,,, 2y
son primi fra di loro.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo III. 1
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Passando ora al caso generale, scriviamo la 1° delle (16) sotto la forma
21) X' =m, 2, A (1, Xy s Ry, 55T p),

dove 3 & il m. c. d. di m,,e., 92,,,, € PEICIO Ny, N, o SOn primi fra di
lor0; e poniamo

(22) X, =, X,=1n,0, 4 1 @y 4 . + 0 3Ty,

scegliendo per X,, X,,.., X,y opportune combinazioni lineari (a coefficienti
interi) delle x,, «,,..., &,, in modo che la sostituzione risulti unimodulare.
Nelle nuove variabili, la prima delle (16), cioé la (21), & X', =m, X, + 38X,
e allora (sempre perché il quadrato & X', = -— X,) anche la seconda & dello
stesso tipo; quindi, in virth di quanto precede, esse possono ulteriormente
ridursi ad X', =X,, X', =— X,.

Dopo cio il problema sara ricondotto a 2p - 2 variabili, e quindi il proce-
dimento sara proseguibile, se dalle espressioni di X';, X’,,..., X',, si potranno
far sparire X,, X,. E questo scopo si raggiunge se (denotando sempre con m
i éoefﬁcienti) alle variabili X; ({=3, 4,..,, 2p) si sostituiscono le y,=X; -+ m X,
giacché cio fa sparire la X,, e di conseguenza, per la proprietd del quadrato,
la X,. Il teorema é cosy dimostrato.

Ora cambiamo le notazioni dei nostri cicli, indicando con D,, D,,..., D, i
cicli C; d’indici dispari, e con Dpy,, Dyyyyy, Dyp quelli d'indici pari; ed
inoltre denotiamo con

D, D, D, D,y Dy, Dy

i
w, Wy, Wiy e By T Tyg - Typ
(23) w,| ® ® b T T
2 21 22 2p 21 22 *°tt T2p ‘
| e e e e e e e e |
|
Up! Wy, Wy Opp  Tp T Tpp |

i reiativi periodi degli u;. Facendo descrivere al punto di V, uno dei cicli Dy,
e tenendo conto degl’ incrementi che allora, in virta delle (17) (scritte fra i Dy)
subiscono i due membri delle (15) si trovano le relazioni

(24) Tgimmy s h = azi.h) Tei,n = azi—uhy

le quali esprimono che ogni riga di posto dispari della matrice |t,.,| é
coniugata della riga di posto successivo della |w,.||, ed ogni riga di posto
pari della ||1,,| ¢ coniugata della riga di posto precedente della [ oy, || cam-
biata di segno.
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Viceversa data una matrice (23), soddisfacente alle (24), che ammeltia una
relazione principale, di divisori 1, e trasformata in sé dalla (17) (%), sulla V,,
corrispendente le (15) rappresentano una trasformazione S del tipo voluto.

Cerchiamo ora i punti uniti della S. Poiché essi sono punti uniti di 7, i
loro argomenti devon esser semiperiodi o, soddisfacenti, per la (15), alle
condizioni o, =0,, 6, == — ¢,, ecc.. Ma posto 6;==(g,, Jo,e Ip| By, Raress Pp)
si ha per la ‘(23) esplicitamente
1

9y

[l

D! s DD

(G0, + §,0,, 4 oo + Gp,p + I, T A BT RpTy)
(25)

g

. (9,0, 4+ go0yy + oo - GpWyy -+ 1Ty, - ByTyy 4 - RyT,y), ece.,

e quindi, tenuto conto della (24), le condizioni predette son soddisfatte allora

e soltanto che g, = h,. Dunque S ha 2P punti uniti, cioé metd di quelli di T.
Se poi si ricorda che le relazioni ¢, =g9,, g,= —¢,, ecec., esprimono

anche la condizione perche la So

a0 y ' -
(26) ¥, =u,+06,, %,=—u,+0,, ecc.
abbia per quadrato la T, si conclude che di trasformazioni siffatte ne esistono
precisamente 2? che potran dirsi associafe alla S. E queste S; sono eviden-
temente le stesse delle (14) inizialmente considerate.

Ogni S5 & il prodotto di § per la u';=u;,+ o; ed & anche la trasfor-

) . . . . . L,

mate di S mediante la trasformazione di 2 specie w';= wu;+ (9,, 93, 9v)
le g essendo quelle di oy, come si verifica agevolmente. Pertanto S ed Ss sono
equivalenti, come avevamo affermato.

In conclusione si ha cosl per p pari un nuovo tipo proiettivamente reale;
e quindi in totale:

(" 8i vede facilmente che queste condizioni son compatibili colle (24), ¢ non traggono

di conseguenza altre relazioni, di guisa che la ¥V, & in generale non singolare. Per p =2
una matrice (23) soddisfacente a guelle condizioni, pud dedursi dalla matrice normale
1 0 @+ th c

(Dy=0">0

0 1 ¢ —a-+1b |, b >0

cambiando segno alla 2* colonna e scambiandola colla 3*: anzi in tal caso si pud provare
che ogni matrice di Riemann (28) che soddisfi alle condizioni in parole pud trasformarsi
nella predetta matrice normale. Per p pari > 2 una matrice composia con g matriei cosiffatte

fornisce un esempio che conferma la compatibilitdh enunciata.
P
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:—2 0 9p-D

Il numero dei tipi di varietd di Kummer M, reali é 91)2 3

secondo che p ¢ pari o dispari (*°).

25. Proprieth e caratteristiche distintive reali dei tipi ottenuti. — Esa-
miniamo dapprima i tipi del n.* 22
I) La simmetria S (/; = ,) ha come punti uniti tutté i punti reali di V,,
cio¢ quelli delle 22— falde, di argomenti (n.° 7)

27 6= 40, Oy O, Toyrs, Ryaros Fip),
e la simmetrin 8, (1/; = — u;) lascia invece uniti i punti di argomenti
(28) w=J4+0, 0,., 0, 92115 Ira2ss Ip)

cioé quelli che divengon reali sulle 20—* falde della varietd complementare

di V, che, per comodita di linguaggio, chiameremo falde fittizie di V,.
Due falde reali o due falde fittizie non hanno punti comuni; invece una

falda reale ed una.falda fittizia hanuo in comune il punto unito reale di T

(29) (07 Oz'"r O; Iatis Fatz s gpl(), 07"-7 O’ h’).+u hl—l—a:"" hp)!

e, al variare delle due falde, si ottengono cosl tutti i 222—* punti singolari
reali della T, di cui ogui falda, reale o fittizia, ne contiene come sappiamo
(n.° 17) 22,

Ai punti delle falde reali e fittizie corrispondono (n.” 22) i punti reali
di M,©: questa pertanto ha wne folda sola, divisa in 20+1— pegioni, con-
nesse nel modo indicato attraverso ai 2*—* punti singolari reali.

Fra le 2°2 & unite in 7' da cui provengono gl’iperpiani singolari di M,
v¥e ne soflo, come sSappiamo (n.° 14) 2:p—% ynite in 8, ciog, su V@, reali (ed
unite anche in S,) che hanno i parametri (9) del n.° 14 per v, =0; ognuna
di esse contiene 2¢—1.27—% dei predetti punti uniti reali, nel caso diasimme-
trico, e 210‘*‘(21"—7Lw 1) nel caso ortosinvmetrico.

) In particolare (p=2) si hanno dunque otfo tipi di superficie di Kummer reali,
quanti ne ha trovati il ROHN nel suo noto lavoro Die verschiedenen Gestalten der Kummer’ schen
Fléiche [Math., Ann.,, vol. 18 (1881), pp. 99-159). Per quanto i nostri punti di vista sian del
tutto diversi, in quanto il RouN parte dal considerare la M, di KUMMER come superficie
singolare d’un sistema di complessi quadratici confoeali, e dalla lore rappresentazione in
coordinate di KueiN, siam dolenti che i limiti di questo scritto non ei consentano pit
dettagliati raffronti.
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Infine il numero delle polarith e dei sistemi nulli reali di M, si deter-
mina subito osservando che ognuna di tali corrispondenze muta un punto
singolare reale in un iperpiano singolare pure reale: tenendo fisso il primo e
facendo variare il secondo si hanno cosi 2P—* corrispondenze reali, delle
quali son sistemi nulli quelle provenienti dagl iperpiani passanti per il
punto (**). In conclusione:

Le varieta di Kummer wreali, appartenenti ad uno dei [3—17—2:*:2:‘ tipi

del caso I (di carattere reale 1) hanno una falda reale, 2°2—* punti singo-
lari ed altretianti iperpiant singolari reali.

La falda stessa resta suddivisa dai punti singolari reali in 20+1—1 4.
gioni, che si possono separare in due classi, ciascuna delle quali ne con-
tiene 20—*, Una regione contiene 2P punti singolari reali; due regioni della
stessa classe non hanno punti comuni, mentre due regioni di classe diversa
son connesse attraverso ad un punto singolare.

Per ogni punto singolare reale passano 2°—'.20=* ipeprpiani singolari
reali nel caso diasimmetrico, 20—*(2P—* — 1) nel caso ortosimmetrico e dual-
mente. Infine nel primo caso la varietd ammette 2°2~*—* polaritd e altret-
tanti sistemi nulli reali, nel secondo 2°—420— 1) polarild e 22— (2P~ — 1)
sistemi nulli reali.

Appartengono a questo gruppo i tipi In (A =0), Ila (A=1), III (A=2, dias.),
IVa (A =2, ortos.) del RoHN.

IT) T punti reali di M, corrispondono (n.° 22) soltanto ai punti uniti
di S(;=u,) cioé ai punti reali di V,. Ma la T scambia a due a due le
falde di V,, dunque a ciascuna coppia di falde corrisponde una falda di M,;
inoltre la 7 non ha punti uniti reali, quindi M, non ha punti singolari reali,
né analogamente iperpiani singolari reali.

Determiniamo ora le polarita ed i sistemi nulli reali. Essi provengono da
quelle fra le 2°7 polarild abeliane di V,, mutate in sé da T (cioé aventi come
parametri «, dei semiperiodi) che sono, su V,, reali, cioé vengon trasfor-
mate in sé stesse da S.

Ora a due punti coniugati w;=p;, u;=p; di V,®, corrispondono in
una polarith abeliana =, di parametri a;, le due varietd ¥u +a —p]=0,
Yu +a—p]=0; quindi = sard reale se quelle due varieth risulteranno
anch’esse coniugate (corrispondenti in S) cioé se fra i loro parametri p; — «;,

(*') Si vede subito che il numero delle omografie veali di My® in 8% & in ogni caso
eguale alla somma dei due numeri che dinno le polaritdh ed i sistemi nulli reali,
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p; — a; correrauno le relazioni (XII) del n.° 13. Effettuando la sostituzione,
le p; spariscono, e per le «; si ottengono subito i valori (8) del n.” 14; senonché
in questo caso le a; son semiperiodi e quindi devon esserlo anche le relative
parti reali #»;: quindi in definitiva

d) & =(gy Josrs gpi Ll 1, Boys Paersees By

(30)
0) € =(g,, Gores 9510y Opes 0y Bygyy Raggyesy Ty)

Di qul segue subito che le corrispondenze reali cercate sono in tutto
920—2 . o {a distinzione dei due tipi, in base alla paritd delle caratteristiche
di « (n.° 20) & d’altronde immediata. Dunque :

Le varietd di Kwmmer reali appartenenti ad uno det [3102—- 1] tipi del

caso I (di carattere reale A < p) hanno 9r—A—t falde reali ¢ nessun punto
e iperpiano singolare reale. Esse anumettono 220—2—t polaritd ed altret-
tanti sistemi nulli reali, nel caso diasimmetrico 9p—1(20—* 4 1) polaritd e
9p—1(9—A __ 1Y sistemi nulli, nel caso ortosimmetrico.

Appartengono a questo gruppo i tipi 16 (A=0) e 116 (A=1) del RoHN.

II) In questo caso, come sappiamo, la M, non ha punti reqli; essa
perd ammette lo stesso numero di polarita e sistemi nulli reali del caso prece-
dente. Difatti adesso le equazioni di S sono W=+ 0; (9 semiperiodo)
sicché a due punti corrispondenti u; = p;, u; = p; + o;, corrispondono, in una
polarita abeliana =, le due varietd $u+oa—p]=0, $u+a —p—c]=0.
Ma la condizione perché due & siano omologhe in & non & pig, fra i para-
metri, rappresentata dalle (XII) del n." 13, sibbene da quelle che se ne dedu-
cono incrementando di o; i secondi membri: sicché per le «; si ritrovano
ancora i valori (30). Pertanto:

Le varieta di Kummer reali, appartenenti ad uno dei [SLQ_—%} tipi del
caso 1L (di carattere reale A < p— 1) non hanno punti reali. Esse ammet-
tono perd lo stesso numero di polarita e di sistemi nulli reali del caso
precedenie (%%,

Appartiene a questo gruppo il tipo Ic (A=0) di RoHN; inoltre, come si
& gia osservato (n.° 23), per p =2 si hanno anche due tipi birazionalmente
ma non proiettivamente reali.

‘s . . . ... [8p—1
(®?) Queste corrispondenze reali si possono considerare anche sui modelli reali dei [%—}

tipi birazionalmente ma non proiettivamente reali, senza peré estenderle allo spazio.
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IV) Veniamo infine al tipo del n.° 24. Come si é visto, esso non ha punti
ordinari reali, ma solo 2P punti singolari reali, e, analogamente, 27 iperpiani
singolari reali (*%).

Inoltre per un punto singolare reale non passano iperpiani singolari reali.
Volendo dimostrare questa proprietd per la via consueta, ricorrendo ai para-
metri delle 27 ¥ unite in S, occorrerebbe valersi di periodi normali che noi
non possediamo. Ma possiamo pervenire all’enunciata conclusione, anche per
la seguente via:

Intanto la proprietd & vera per p==2, giacché una conica singolare reale
non pud avere punti isolati 1rewli seuza avere un ramo reale; e d’ altronde
non pud avere rami reali perché M, non ha punti ordinari reali. Ne segue
che la proprietd & vera per le M, corrispondenti a matrici (23) composte

con g matrici analoghe di genere 2; e quindi, per continuitd é vera in generale.

Infine, procedendo come nel caso I, si trova subito che M, ammette
22 polaritd e unessun sistema nullo reale, sicché in definitiva:

Le varietd di Kummer reali del tipo corrispondente al caso IV (p pari)
non hanno punti ordinari reali, ma hanno 2P punti singolari (isolati) reali,
ed altrettanti iperpiani singolari reali non passanti per quei punti, Esse
ammettono 22 polarita e 0 sistemi nulli reali.

Come caso particolare (p =2) si ha il tipo IVs del RoHN.

§ 7. Esemplo di discussione d’un caso singolare.

28. Presentazione del caso. Preliminari generici e specifici. — Per quanto
gran parte delle nostre conclusioni abbiano valore per varietad abeliane singo-
lari e non singolari giacche & in fondo di loro proprietd comuni che ci siamo
fin qul occupati, ben poco abbiam potuto dire finora circa le nuove questioni
che si presentano nell’esame dei casi singolari dal punto di vista reale. Come
primo avviamento allo studio di tali questioni, vogliam presentare al lettore
I'analisi di un caso speciale opportunamente preparato.

Diciamo perd subito qual’é in argomento la questione per noi princi-
pale. Come per una varietd abeliana, 1’ esser singolare (®*) porta in generale

(#) Considerando come elementi di V,, anziché i punti, le varietd & di 5, le 8, T vi
subordinano trasformazioni analoghe, ece.

(#) Qul, come al § 2 « singolare » va riferito all’indice di moltiplicabilita.
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di conseguenza un ampliamento nel gruppo delle trasformazioni birazionali
in seé, per lintervento di {rasformasziont birasionali singolari, cosl & da
prevedersi, che se la varietd ¢ di tipo reale, lo stesso accadrd delle trasfor-
magzioni antibirazionali, in particolare che si presenteranno nuovi tipi di
simmetrie. Potrd dunque alterarsi il numero delle classi »eali in cui si ripar-
tiscono le varietd reali birazionalmente identiche alla data; ed il problema
che consideriamo come principale, & quello di precisare la natura ed il signi-
ficato dell’ alterazione.

Abbiamo di proposito parlato di nwovi ¢ipi, non di simmetrie singolari
perché la distinzione delle trasformazioni in ordinarie e singolari é im-
propria nel caso antibiraszionale; o, quanto mai, se una distinzione analoga
¢ pur possibile, deve fondarsi su criteri del tutto diversi. Difatti mentre le
trasformazioni birazionali ordinarie possono caratterizzarsi mediante le loro
equazioni u'; =t wu, 4 ¢, la cui forma & invariante per qualunque cambia-
mento di parawmelri, questo non accade (quando esistono) per le trasforma-
zioni antibirazionali o/;= =& u, 4- ¢;; mentre per contrapposto le equazioni
di qualunque simmetria possono, come sappiamo, ridursi a quella forma, Una
delle ragioni di tal differenza sembra risiedere in c¢id, che, mentre le irasfor-
mazioni birazionali ordinarie mutano in sé stessi tutti i sistemi ®, della
varietd (perché la corrispondente tresformazione dei periodi muta in.sé tutte
le relazioni di RIEMANN) una simmetria (per limitarci a questo caso) almeno
nelle ipotesi pitt semplici, muta in sé uno solo od una classe subordinata di
quei sistemi, rispetto ai quali, ed ai corrispondenti integrali normali, ha il
carattere di trasformazione ordinaria (**). L’ esempio che andiamo a svolgere
illustrerd ampiamente tali osservazioni preliminari.

Consideriamo una superficie iperellittica F di tipo reale, cioé contenente
una simmetria S di carattere reale A =0, ed indichiamo con 4,, 4,, B,, B,
i cieli d’un sistema pseudonormale relativo ad S. Supponiamo poi che fra i
relativi periodi degl’ integrali di 1% specie di F interceda una relazione di
RIEMANN principale e di divisore 1

(1) R = 0,,(12) 4 a,,(13) + a, (14) 4 045(23) 4 ¢, (24) 4+ 1,,(34) =0,

a coefficienti tutti diversi da zero, ed inoltre, per ciascuno dei due gruppi
(@ygy Cyyy yyy (y,) (Gg, @g,) Primi tra di loro.

(*) Si possono perd costrnire esempi di Vj singolari contenenti simmetrie che ne tra-
sformano in sé twiti i sistemi P,



A. Courssarri: Sulle varietd obeliane reali 6H

La sostituzione A'; = A4,, B, = —B; che Ta § induce (n.* 2) sui cicli A, B,
muta la R in

(2) R = a,,(12) — a,,(13) — a,,(14) — ¢,,(23) — ,,(24) + a,,(34) = O,

che, per l'ipotesi fatta sui coefficienti, ¢ distinta da R; quindi:

@) La superficie F ¢ singolare (ha indice di singolaritda > 0);

b) 1l sistema X corrispondente alla (1) non & reale rispetto ad S, cioé
F non é reale in quanto superficie di Jacobi corrispondente a quel sistema X ;

¢) Le due relazioni R — R'=0, R+ R'=0, che, liberate da fattori,
son del tipo

B A=0a,18)+0a, (194 0,y(28)+ 0,24 =0, B=a,(12)+ a,,(34)=0,

son trasformate in sé stesse dalla sostituzione predetta. Di esse, come sap-
piamo dal n.* 10 solo la A é principale, e quindi ad essa corrisponde ua
sistema di varietd intermediarie (del 1° ordine) ®, reale rispetto ad S. Detto & il
divisore della A (che supponiamo sia un numero primo >1) la F & quindi
reale come superficie di Picard di divisore 3,

Ora riduciamo, ol procedimento del n.° 10, 1a 4 alla forma normale

(4) A = (13) 4+ 3(24) == 0,
e sia
1 0 ¢z, fit, !

®)

. . (‘C,.,:’C,,.), A:tutzz"'fz"z>07
0 5 T T ’

la corrispondente fabella normale, relativa ai cicli normali M,, M,, M,, M,
ed agl'integrali normali w,, u,. Poiché la sostituzione che riduce la primitiva 4
alla forma (4) opera separatamente sui due gruppi di cicli 4;, B;, cosi per
effetto di essa la B rimane ancora dello stesso tipo, e la trasformeata di B &
ancora, come inizialmente, 4 - B. Scrivendo che questa ha divisore 1, si trova

(6) Qullyy =28 —1,
e quindi il divisore della relazione ZA 4 pB =0 vale
() d= X% + (1 — )

Pertanto, se d =2, poiché & & primo sard p divisibile per 3, e posto
A=, p==28y verra ,
8 x—80 — iy =1,
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cosicché ¢ sistemi ® di divisore & corrispondono alle relagioni xA +yB=0
nelle quali gl interi x, y (primi fra di loro) seddisfano all’ equazione di Pell (8).
In particolare il sistema ®, corrisponde ad & =1, y =0.

Fissato, com’é& lecito, il segno di x posifivo, ricordiamo che detta z,, ¥,
la soluzione minima positiva della (8), che, come si riconosce subito &

(9) w‘=26—1, yl:27
ogni altra soluzione ., ¥. si ricava in modo noto dalla posizione
(10) Bo + ya VBE — 1) =[2, + y,V3E — D)7,

nella quale « & un intero arbitrario positivo o negativo (*°). Indicando con @, il
corrispondente sistema di varietd intermediarie del 1° ordine, otterremo cosi
un insieme numerabile di tali sistemi, che potremo ordinare nella successione

(11) oy Dy, Dy @y, D, Dy,

29. Trasformazioni birazionali ed antibirazionali della superficie ¥. —

Siano ora
(12) u,l = pui + qu2 + ci
'y = ru, + su, + C,,

le equazioni d’una trasformazione antibirazionale di F in sé, ed
(13) M= M, ¥ m;, M, + m,M, + mM,, (i=1, 2, 3, 4)

quella della corrispondente sostituzione fra i cicli M;. Eguagliando al solito
gl incrementi dei due membri di (12) lungo due cicli corrispondenti, troviamo
otto relazioni fra gli m,,, le p, q, , s, ed i periodi (5), che, dopo elimina-
zione delle p, g, 7, s si riducono a relazioni a coefficienti interi fra quest’ul-
timi. Nell'ipotesi ch’essi sian legati soltanto dalle A=0, B =0 tali relazioni
danno in definitiva

My == My = My, =% Wy, == My == Ny, == M, =0l = 0,
(14) My, == Mgy == My, == 1M, ==, M, = — pOlly,,
My = Pllyy; Moy == Plyg,, Mgy == — POy,

(#) Cfr. DiricuLET, Lesioni sulla Teoria dei Numeri (Venezia, Tip. Emiliana, 1881),
§6 83, 84. Vedi anche la mia Memoria citata alla nota (%), in cui ai ni 2, 3 & trattatn una
questione che ha talune analogie coll’attuale.
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con m e p intert; dalle quali risostituendo nelle relazioni iniziali si ricava

(15) p=m — ipdayT,;, q=1ip0,T,,
P == — pdt,,T,,, s =m + 1pda,,T,,.

La (13) & quindi

M =mM, — pba, M,, M'y=mM,+ pa, M,

(16) , ,
M, =pa, M, —mM,, M, ==— pda, M, — mM,,

e se esprimiamo che il suo determinante (o quello ps — ¢» della (12)) &
eguale a =1 troviamo
i m?— 308 — 1)p? =1,

cioé, salvo il doppio segno fel 2° membro, la stessa equazione di Pell (8) (*7).

Supponiamo anzi, per rendere pia intimo il legame fra i problemi con-
nessi alle due equazioni, che la (17) non abbia soluzioni quando il secondo
membro & — 1, come accade p. es. quando 3 ¢ wn numero primo della
forma 4k - 1.

Ad ogni soluzione m, p della (17), assieme alla sua opposta — m, —p
cofrisponde una schiera di trasformazioni (12) che si ottengono tutte da una
fra esse moltiplicandola per le trasformazioni ordinarie: e le (16) son deter-
minate a meno d’un cambiamento di segno dei secondi membri, corrispon-
dente al cambiamento di segno di m, p, cicé al prodotto per una trasfor-
mazione di 1* specie,

Ogni schiera pud quindi collegarsi ad una soluzione m., p, della 17
con mq positivo; indicandola con S, possiamo quindi, al modo delle ®,, ordi-
nare le S, in una successione

(18) v S 8oy, S, So Sy

nella quale la S, corrisponde ad m =1, p=0, cioé contiene le trasforma-
zioni W, ===, +¢; tra cui ¢’ & la simmetria S.

Un’ analoga conclusione sussiste per le ¢rasformazioni birazionali, dal
momento ¢he esse possono ottenersi come prodotti della ', = wu, per quelle
delle schiere S,, cioé son rappresentate ancora dalle (12) nei secondi membri
delle quali al posto delle u; si scrivano le ;. Se s indica con T« la schiera
di queste trasformazioni che proviene dalla S, la corrispondente sostituzione

{* 11 determinante della (16) & il quadrato del 1° membro della (17) quindi di fatto
vale + 1, conformemente ad un risnltato del CrEruUBINO, Cfr. la nota U4,
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sui cicli M, si ottiene dalla (16) moltiplicandola (a sinistra) per la M, =M,
M,=M,, M,=—M, M,=— M, (indotta sui cicli normali dalla u, = u,)
cioé cambiando nei secondi membri il segno di M,, M,.

Poiche la matrice (5) ha caratierre 1eale nullo (n.° 6) nella schiera S, vi
somo quattro classi di simmetrie: ed € facile vedere che la stessa cosa st
verifica per le altre schiere. Difatti la (12) dove le p, ¢, », s hanno i va-
lori (15), quando ¢, =¢, =0 & invelutoria, quindi & una simmetria dotate di
punti wuniti (p. es. u, =u, = 0); sicché econ un cambiamento di parametri
puo ridursi ad #'; = u,. Simultaneamente la (16) ch’é pure involutoria, pus,
a norma del n.° 2, ridursi alla N',=N,, N',=N,, N'yj=—N,, N,=— N, (*),
mostrando che le simmetrie della schiera S, hanno anch’esse caraftere reale
nullo, e quindi si distribuiscono in 4 classi come si & sopra asserito.

30. Trasformazione delle @ e classi reali corrispondenti alla superficie F. —
Quante fra le predette classi di simmetrie sono effettivamente distinte di fronte
alle trasformazioni birazionali (ed antibirazionali) di F in s&? Per rispondere a
questa domanda cerchiamo come son trasformati i sistemi @, della F.

Percid (n.° 9) trasformiamo mediante I’ inversa della (16), cioé la (16) stessa,
le relazioni 4 =0, B=0. Troviamo facilmente, le notazioni riferendosi ai
primi membri, e supposto che agli m, p delle (16) sian sostituiti ”q, pa

A’ = — (My0d +- 3p,uB)

(19)
B = (3 — 1)pyad ~+ my.B,

da cui intanto segue che la relazione A =0 é trasformata in m,ed —+ 8p,B=0,
cioé (per I identita delle equazioni (8) (17)) che le S, mutano ®, in @,,. Poi,
tenendo conto che, come risulta facilmente dalle (10)

(20) My g = Niphty -+ 8(8 — 1)Pp0g, Ppag = MpPy ~+ MyfPp,
si vede, mediante le (19), che la relazione

mpd 4+ 8p,B =0,

(*) Si prova con facilitd che condizione necessaria e sufficiente perché una sostituzione
unimodulare involutoria su due variabili, di coefficienti m,,, m,,, m,, ms sia riducibile
alla o', —x,, 2’y = — &, & che sian my = —my e che m,,, M, siano entrambi pari. Ora a tali
condizioni soddisfano le due sostituzioni in cui si decompone la (16) considerata come
operante su cinscuna delle coppie M,, M,; M,, M; perché come risulta dalle (9) (10) l'in-
tero p € sempre pari,
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corrispondente a ®,, & mutata in quella corrispondente a ®,,_,; in particolare
per o« =0, che le S, mutano @, in ®_,. Infine tenendo conto che le 7, sono
prodotti d’una S, per le S, si perviene alla conclusione:

Il sistema @, é mutato dalle trasformaszioni della schiera To in Pyayy,
da quelle della schiera S, in @y,

Ne segue che le frasformazioni birazionali Ty non lasciano fisso alcun
sistema @ fatta eccezione per le T, (trasformazioni ordinarie) che li lascian
fissi tutti ; mentre le trasformagioni antibirazionali di ogni schiera Sq lascian
fisso un sisteina © e precisamente @,.

Inoltre si ricava che la condizione perché due sistemi ®,®, siano equiva-
lentt di fronte alle trasformazioni (birazionali ed antibirazionali) di F in
sé, & che gl’indici p, q abbiano la stessa parita.

In tal caso saranno evidentemente equivalenti anche le simmetrie che
mutano in s¢ quei sistemi (e viceversa); e pertanto si conclude che la F
possiede oflo classi di siminetrie effettivamente distinte, cioé che alle classe
definita in senso complesso da F appartengono otlo classi di superficie reali,
vale a dire ¢l doppio di quante si hanne, per A =0, nel caso non singolare.

Quattro fra queste classi hanno per #appresentanti le simmetrie della
schiera S, che corrispondono alla tabella normale (5), le altre quattro hanno
come rappresentanti le simmetrie della schiera §,. Cerchiamo qual’é la ta-
bella normale corrispondente,

Sostituendo nelle (16) alle m, p la soluzione minima positiva m, =28 — 1,
®, =2, dalla (17) si ricava

@y M =@ —OM, - B0, M, M,= (@ — DM, +20,M,
M =24, ,M, — (25 — )M,, M,= — 2a,,M, — (25— 1)M,,

ed inoltre la relazione corrispondente al sistema @, mutato in sé da S, &
(22) (28 —1)A+ 2B =0.

Per passare a cicli normali del tipo considerato al n.° 10, occorrera tro-
vare una sostituzione che riduca le (21) alla forma caratteristica corrispon-
dente alle tabelle normali di carattere reale 0 (n.° 10, IV) e contemporanea-
mente normalizzi la relazione (22).

Con qualche tentativo si trova che tal sostituzione &

(23) N, =8M, + a,M,, N,=M, + a,M,
Ny=a,M,+M, Ny,=0ua,M +3M,
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e calcolando i periodi di #,, u, al nuovi cicli normali N; si ha la tabella

W, 7yy L—da,t, —a,-+ 0, [T

(24) Qg

1+ia,t, — i0,T, 01, 3 + iT,, |.

Gl integrali u,, u, non sono dunque normali ai nuovi cicli, e cid é evi-
dente a priori, dal momento che le equazioni delle simmetrie della schiera S,
non sono della forma #;= %u;4+¢; ma della forma (12) per i valori di
p, q, 1, s dedotti dalle (15) ponendo m =28 — 1, p=2. Ma osservando che
il determinante dei periodi (24) ai cicli N,, N, vale a;,A — 1, cioé per la B e

si ottengono come integrali normali ai cicli N;

1
per la (6), — 5

U, = 8lia,v,,u, + (1 — fa,7,,)u,]

(25) ) .
U, == (1 4 Tay,7,,)u, — 10,7, U,,

e la relativa tabella normale & allora

1 0 &, i,
(26
) 0 % i, it

La superficie F ammette quindi due tabelle normali di tipo reale (5) (26)
non equivalenti nel campo reale, cioé non riducibili una all’altra con uana
trasformazione che conservi la realta degl’ integrali normali. Difatti una tale
equivalenza condurrebbe, come al n.’ 18, ad una trasformazione birazionale
per effetto della quale ie simmetrie della schiera S, si muterebbero in quelle
della S, contrariamente alle conclusioni precedenti.

Nota aggiunta durante la corvrezione delle bosze. — Nei riguardi dell’ applicazione dei
nostri procedimenti e risultati a tutte le varietd algebriche irregolari (di tipo reale) cre-
diamo opportuno aggiungere alla nota () un ulteriore chiarimento esplicativo riguardante
I’ interpretazione topologica della formula (2) (n.° 1) e delle analoghe del testo. Tali formule,
porfettamente corvette quando i sistemi di cicli primitivi si considerano, come a noi basta,
quali sostituti simbolici dei corrispondenti sistemi di periodi primitivi degl’integrali di
1* specie, lo sono anche in senso topologico (sostituendo al segno &’ eguaglionza quello
&’ omologia) se riferite a varietd algebriche prive di torsione lineare (come le varietd abeliape
o le curve algebriche), mentre nel caso delle varieth con dindice di torsione lineare o non
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nullo, I'interpretazione topologica & lecita solo a patto di prescindere dall’ aggiunia di cieli
divisori dello zero, Invero, com’® noto, ogni ciclo (lineare) di quest’ultime varietd pud
¢sprimersi come combinazione lineare a coefficienti interi dei cicli &’ un sistema fondamentale
costituito dn 2p cicli indipendenti C: e da certi. ¢ divisori dello zero I';; e nelln sostituzione
unimodulare con cui si passa dal sistema (i, I; ad un sistema analogo (', I'; (p. es. al
trasformato mediante una simmetria §) i IY; 8i esprimono soltanto mediante i T, gincche,
in caso contrario i O; dovrebbero soddisfare a relazioni d'omologia contraddicenti alla
lore indipendenza. Ne segue che nelle formule esprimenti i (/; mediante i Oy, T, i coeffi-
cienti ma dei Op formano un determinante eguale a == 1, e quindi che, a patlo di trascu-
rare i T; si pud attribuire ancora alle (2) significato topologico. Infine, dato che i periodi
degl’ integrali di 1* specie ai cicli T; sono nulli, ogni influenza di questi cioli sulle (2) si
elimina nel passaggio ai periodi, onde resta confermalo il valore simbolico affatto generale
di quelle relazioni.






