Dualita per alcune classi di moduli E-compatti (*) (**).

ADALBERTO OrsATTI (Padova)

Summary. — Starting from a topological module E over a commutative discrete ring A, the ca-
tegory C(E) of E-compact modules is defined as the class of all A-modules topologically iso-
morphic to closed submodules of dirvect product of copies of BE. Under suitable assumptions
it is shown that O(E) is dual of the category of abstract A-modules M for which Hom (M, E)
separates poinis of M. The duality theory so obiained contains as particular cases Ponlryoa-
gin's duality between diserele and compact abelian groups and Macdonald’s duality belween
lineary discrete and linearly compact modules over a complete local ring. There are also some
applications to the theory of linearly compact modules over noetherian rings.

1. — Introduzione.

1.1. — Nella teoria dei moduli esistono diversi tipi di dualita tra categorie di
moduli astratti e categorie di moduli topologici. Particolarmente signifieative sono
la dualitd di PONTRYAGIN tra la categoria dei gruppi abeliani disereti e la categoria
dei gruppi abeliani compatti e la dualitad di LEFscHETZ tra gli spazi vettoriali astratti
e gli spazi vettoriali linearmente compatti sopra un dato corpo. La teoria di LEFSCHETZ
& gtata successivamente generalizzata da diversi autori (KApLANSKY, LEPTIN, ed
altri) finché MACDONALD [3] ha provato che, per ogni anello noetheriano locale e
completo 4, la categoria di tutti gli A moduli ¢ duale di quella degli A-moduli linear-
mente compatti. (Si rinvia al citato lavoro di MACDONALD per la bibliografia).

Queste teorie hanno in comune il fatto che, in ciascuna di esse, la classe ¢ dei
moduli topologici in considerazione é formata da moduli E-compatti nel senso che
esiste in ¢ un modulo ¥ tale che i moduli di € sono tutti e soli quelli topologicamente
isomorfi a sottomeoduli chiugi di prodotti topologici di eopie di E.

Questa circostanza & legata al fatto che il duale di un modulo M, astratto o topo-
logico, & formate da E-caratteri cioé da morfismi di M in F e, nel caso che M ap-
partenga a O, la topologia di M coincide con la topologia debole dei caratteri.

Nel presente lavoro si studia una dualitdy per la categoria dei moduli E-compatti
dove ¥ & un modulo topologico soddisfacente a certe condizioni, sopra un anello
commutativo, ottenendo una teoria della guale le dualitdh prima menzionate possono
congiderarsi come casi particolari.

(*) Enfrata in Redaziope il 10 aprile 1976.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
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1.2. — Esporremo ora brevemente in che modo si e impostato il lavoro, indicando
1 risultati ottenuti.

Siano A4 un anello commutativo ed F un module topologico complete e di
Hausdorff sopra 'anello 4 munito della topologia discreta. Supporremo sempre sod-
disfatti le seguenti due condizioni:

P;) L'applicazione che ad ogni ¢ € 4 fa corrispondere la moltiplicazione per 4 in ¥
& un ismorfismo di 4 sull’anello degli endomorfismi continui di Z.

P,) E non contiene sottomoduli piccoli: ciod esiste in F un intorno U di 0 tale che
I'unico sottomodulo di E contenuto in U sia {0}.

Indichiamo con Mod-4 la categoria degli A-moduli astratti, cioé degli A-moduli
non topologizzati. Un modulo M eMod-A si dird F-discreto se Hom (M, H) separa
i punti di M. Denotiamo con D(E) la categoria dei moduli E-discreti e con C(X)
quella dei moduli F-compatti e definiamo per ogni modulo M appartenente a D(F)
oppure a O(E) il modulo duale M* nel modo seguente: se M € D{(E), M* ¢ Hom (M, B)
munito della topologia della convergenza semplice; se M e C(E), M* & il modulo
astratto formato dai morfismi continui di M in E. In entrambi i casi gli elementi
di M* si chiamano i caratteri di M. Si verifica che per ogni M appartenente a D(FE)
oppure a C(E) M* appartiene rispettivamente a CO(F) oppure a D(H). Indichiamo
infine con A il funtore controvariante da D(E) a C(#) che associa ad ogni modulo
di D(F) il suo duale e ad ogni morfismo il suo trasposto.

Nella prima parte del lavoro (§ 2 e 3) si studiano delle condizioni affinche il fun-
tore 4 sia una duality nel senso che per ogni modulo M appartenente a D(E) oppure
a O(E) il morfismo canonico di M nel proprio biduale M** gia un isomorfismo. 11 risul-
tato principale & il seguente:

Se la topologia di F é compatta oppure & discreta e se, per ogni intero positivo #,
ogni carattere di un gottomodulo chiuso di £ si estende ad un carattere di £n, allora
i moduli E-discreti sono riflessivi {ma non lo sono in generale quelli F-compatti).
Ferme restando le ipotesi precedenti 4 é una dualitd se e solo se i caratteri di E»
separano sottomoduli chiusi e punti di £~

Non siamo riusciti a stabilire se la suddetta proprietd di estensione dei caratberi
sia in generale necessaria affinehe A risulti una dualita.

La seconda parte del lavoro & dedicata ad esempi ed applicazioni della prece-
dente teoria.

Nel §4 A & anello Z degli interi ed E & il gruppo compatto K dei reali modulo 1.

Con metodi elementari si riesce a far vedere, applicando i criteri di cui sopra,
che il funtore 4 & una duality tra la categoria D(K) di tutti i gruppi abeliani e la
categoria C(K) dei gruppi abeliani K-compatti. Ammettendo il teorema di PETER-
WEYL (ogni gruppo eompatto & K-compatto) si ofiiene la dunalitd di PONTRYAGIN.

Nel § 5 si studia pit dettagliatamente il caso in cui la topologia di # & quella di-
screta. Si vede allora che ogni modulo E-compatto ¢ linearmente topologizzato ed &
modulo topologico sopra P'anello 4 dotato della topologia finita che gli compete in
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quanto anello degli endomorfismi di F. Lo stesso 4, con questa topologia, diventa
un modulo E-compatto. Le condizioni affinché 4 sia una dualitd si esprimono in
modo significativo aftraverso il filtro degli ideali aperti di A.

Nel §6 A & un anello locale noetheriano completo con ideale massimale m, B &
Pinviluppo iniettivo dell’ A-modulo semplice A/m, la topologia di Z & quella discreta.
Allora la topologia finita di A coincide con la m-adica, D{¥) eoincide con Mod-4
e C(H) con la categoria dei moduli linearmente compatti sopra 'anello A dotato della
topologia m-adica. Si verifica facilmente che A & equivalente alla dualitd di Mac-
DONALD [B] tra gli A-moduli linearmente discreti e gli A-moduli linearmente
compabti.

Nel § 7 si globalizza la situazione precedente e gi studiano 1 moduli linearmente
compatti sopra un anello commutativo noetheriano B munito della topologia Q-adica,
dove 0 denota Pingieme degli ideali massimali di E. In questo cago 4 ¢ il prodotio
diretto degli anelli locali completi B,,, me 2, E & la somma diretta degli inviluppi
iniettivi degli R-moduli semplici 4/m, e la topologia di E é discreta. ¥ ha una natu-
rale struattura di A-modulo, Panello degli endomorfismi di F & isomorfo ad A nel senso
della P,), e la-topologia finita di F coincide con la topologia prodotto delle topologie
m-adiche degli R,,. Si verificano le condizioni affinché il funtore A: D(E) — C(¥H)
gia una dualitd. Si dimostra che la categoria degli B-moduli linearmente compatti &
naturalmente equivalente alla categoria degli 4-moduli linearmente compatti — su 4
dotato della topologia finita — e che quest’ultima & una sottocategoria piena C,(H)
di C(E). L’equivalenza & dovuta essenzialmente al fatto che A eon la fopologia finita
& il completamento £2-adico di R. Si prova quindi che un R-modulo topologico di-
screto — con B dotato della topologia £2-adica — & linearmente compatto se e solo
se & artiniano. Questo fatto implica che i recenti risultati di FAXERUDDIN [3] sulla
struttura algebrica dei meoduli linearmente compatti sopra un dominio d’infegrita
noetheriano ed h-locale si estendono ad un anello noetheriano qualunque.

Un modulo M € O(E) & linearmente compatto se e solo se M*= D M, dove,
per ogni meQ, M,,ecMod-R,,. mea

Si prova infine I'equivalenza delle tre seguenti condizioni: INF)= Mod-4;
O(B) == Cy(H); £ & finito.

Ringrazio G. DE Marco e (. NASTASESCU per le frequenti conversazioni sul-
Pargomento e gli utili suggerimenti che mi hanno dato. In particolare la dimostra-
zione della Proposizione 3.6 ¢ dovuta a G. DE MARCO.

2. — Definizione e risultati preliminari.

2.1. Sia 4 un anello commutativo con unita 1s£0.

Denotiamo con Mod-4 la categoria degli A-moduli astratti. Se M, L sono oggetti
di Mod-A, Hom ,(M, L) indica il modulo dei morfismi di M in L. Denotiamo con M T A
la categoria dei moduli topologici di Hausdorff sopra Vanello 4 munito dalla topo-
logia discreta. Naturalmente in MTA i morfismi si intendono continui, i prodotti



214 ADALBERTO ORSATTI: Dualita per alcune classi di moduli H-compatit

diretti ed i sottomoduli si intendono dotati rispettivamente della topologia prodotto
e della topologia relativa. A volte i sottomoduli della categoria M T A si chiameranno
sottomoduli topologiei.

Tutti i moduli considerati sono unitari. ¥ denota 'insieme degli interi positivi.

2.2. — Figsiamo in M T A un modulo completo F seddisfacente le condizioni P,) e Py).

DerinizioNE 1. — Un modulo M € MTA si dice E-completamente regolare (rigp.
B-compatto) se M & topologicamente isomorfo ad un sottomodulo (risp. sottomodulo
chiuso) di un modulo fopologico del tipo EX dove X & un insieme.

Osserviamo che un modulo E-completamente regolare & K-compatto se e solo
ge & completo.

Indichiamo con B(E) la categoria dei moduli E-completamente regolari e con C(%)
quella dei moduli E-compatti. Entrambe gono sotto categorie piene di MTA. B(E) &
chiusa rigpetto ai prodotti ed ai sottomoduli, O(¥) rispetto ai prodotti ed ai sotto-
moduli chiusi.

DEFINIZIONE 2. — Sia M e MTA: un caratiere di M & un morfismo continuo di M
nel modulo topologice E. Sia M e Mod-A: un carattere di M & un morfismo di M
nel modulo astratto E.

Se M & un A-modulo qualunque e se H & un sottoingieme non vuoto del modulo
dei caratteri di M, la fopologia debole di H & la minima topologia su M per cui tutti
i caratteri appartenenti ad H sono eontinui.

ProposizioNs, ~ Sie M e MTA. Le condizioni che seguono sono equivalenti
(a) M ¢ E-completamente regolare

(B) M ha come base di intorni di O wuna femiglia di insiemi del tipo
n
N EWUY (nel)

(¢) La topologio di M coincide con la topologia debole di una famiglia H di
caratteri di M

dove U & un inlorno di O in E e gli &; sono caratieri di M.

DiM. — (&) = (b) consideriamo M come sottomodulo topologico del module E~.
La topologia di M coincide con la topologia debole delle restrizioni ad M delle proie-
zioni 7,: B* —E (veX). Tali restrizioni sono caratteri di M.

(8) = (¢). Siano v la topologia di M, w la topologia debole dei caratteri di M.
Chiaramente 72 w. D’altra parte = ha come base di intorni di 0 una famiglia di in-
siemi che sono intorni di 0 per la topologia w. Allora 7 = w.

(¢) = (). Sia 6: M — E¥ il morfismo diagonale dei caratteri appartenenti ad H.
Poiché M & di Hausdorff ed ha la topologia debole di H, é & una immersione algebrica
e topologica di M nel modulo BZ.
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2.3. — Sia M eMod-4. Chiameremo duale di M e lo indicheremo con M* il
modulo dei caratteri di M, Hom (M, ), considerato come sottomodulo topologico
del modulo E-compatto B, Evidentemente M* € C(¥) poiché Hom (I, E) e chiuso
in B¥, Una base di intorni di 0 in M* & data dagli insiemi del tipo:

W(F; U)= {fe M*: §F)C U}

dove F & un sottoinsieme finito di M ed U & intorno di 0 in F.

Sia M e MTA. Chiameremo duale di M, e lo indicheremo ancora con M*, il mo-
dulo astratto formato dai caratteri di M.

Sia f: M — L un morfismo della categoria Mod-4 oppure della categoria MTA.
Il morfismo f*: L* — M* definito da:

o) =gof  (EeL?

¢ un morfismo della categoria MTA o Mod-A rispettivamente. Basta far vedere che
se f & un morfismo di Med-4 allora f* & continuoe. Siano infatti F un sottoinsieme
finito di M ed U un intorno di 0 in E. Allora f(#) & un sottoinsieme finito di L e

risulta:
F(W(HE); U)) c W(EF; )

In entrambi i casi f* si chiamerd il morfismo frasposto di f.
Sia. M un modulo appartenente a Mod-A4 oppure a MTA e sia M** = (M *)* il bi-
duale di M. Per ogni »e€ M congideriamo il morfismo #: M* — FE cosi definito:

BE)=E@)  (felM™).

Mostriamo che & & un carattere di M*. Se M € MTA la cosa & ovvia. Se M € Mod-4,
M* & sottomodulo topologico del modulo H-compatto E¥ e & coincide con la restri-
zione ad M* della proiezione 7,: E¥ — I che & continua.

L’applicazione wy: M — M** data da:

ou(z)=%8 (veM)

si chiamerd il morfismo canonico di M nel proprio biduale M**. Quando la cosa non
dia adito ad equivoci, si potrd scrivere w in luogo di wy.

Sia f: M — L un morfismo della categoria Mod-4 oppure della categoria MT A
e si ponga f** == (f*)*. Una verifica diretta mostra che il diagramma

M—is 7

| |n

¢ ecommutativo.
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Un modulo M, appartenente a Mod-A oppure a MTA, si dirh riflessivo se wy
& un isomorfismo nella corrispondente categoria. B evidente che affinché un modulo
di MTA sia riflesgivo & necessario che esso sia E-compatto.

Daltra parte, se un modulo M & Mod-A4 ¢ riflessivo, esso & della forma L* con
Le MTA & pertanto M & isomorfo ad un sottomodule del modulo astratto E*. Cid
implica che M & E-discreto nel senso precisato dalla seguente

DEFINIZIONE. ~ Un meodulo M € Mod-4 si dice E-discreto se Hom (M, E) separa
i punti di M, ossia se per ogni x€ M, x5~ 0, esiste fe Hom ,(M, E) tale che f(x)+# 0.

Denotiamo con D(F) la sottocategoria piena di Mod-4 formata dai moduli
E-discreti. B chiaro che un modulo della categoria Mod-4 & E-discreto se e solo se
esso & algebricamente isomorfo ad un sottomodulo di un modulo astratto del tipo EZX.

Cid significa ehe D(F) coincide con la sottocategoria di Mod-A cogenerata da H.
Si noti che risulta D(H)= Mod-A se e solo se, per ogni A-modulo semplice 8,
F contiene un sottomodulo isomorfo all’inviluppo iniettivo di S.

PROPOSIZIONE. — Se M € D(E), wy ¢ iniettive. Se M € B(E), wy & wn'immersione
algebrica e topologica.

Dium. — In entrambi i casi o & iniettivo poiché M* separa i punti di M. Suppo-
niamo M e B(E) e siano F un sottoinsieme finito di M*, U un intorno di O in E.
Allora W= W(F; U) ¢ intorno di O in M**, e V= &YU) & intorno di O in M.
Risulta: fer

o(V)y={E:veM,HF)CU}=w(M)NW.
Cid prova che w & continuo. D’altra parte, per la Proposizione 2.2, gli insiemi del
tipo ¥ formano una base di intorni di O per la topologia di M e pertanto w & una
applicazione aperta di M su «(M) dotato della topologia relativa.

11 nostro obbiettivo & di determinare delle condizioni affinehé le classi dei moduli
riflessivi di Mod-4 e MTA coincidano rispettivamente con D(E) e U(H).

2.4. PROPOSIZIONE. — Sia (M,),., una famiglia di moduli E-complelamente rego-

lari ¢ sia M =T1 M, il prodotio topologico degli M,. Per ogni caratiere [ di M esiste
Aed
un sottoinsieme finito F di A tale che:

Ker(f) > 1 M.
AedNF

Di conseguenza M* ¢ naturalmente isomorfo al modulo E-discreto @A M.
LE.
Dim. — Per ogni Ae A denotiamo con s la proiezione di M su M; e con g, Vin-
clusione di M, in M cosi definita: se ye M, si ponga mi(eay)) =y, 7 {e2(y) =0
per g A
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Siano f un carattere di M ed U in intorno di O in F non contenente sotto-
moduli 5= {0} di F. Esiste un intorno W di O in M tale che f(W)< U. Non & restrit-

tivo supporre W ={\z; }(V,) dove F & un sottoinsieme finito di 4 e per ogni Ae F
AeF

V, & intorno di O in M;. Sia H il sottomodulo di M cosi definito:
H={reM: mx)=0, Viecl}.

Allora H<W, quindi f(H)<U da cui f(H)=0. E pertanto chiaro che foe, =0
per quasi tutti i A. Da cid segue che lassegnazione f— Y foes definisce un iso-
morfismo di M* su & Mj. hed
ded
COROLLARIO. — Sita X un insieme. Il duale del modulo H-compatio EX coincide con
il modulo libero avente per base insieme delle proiezioni m,: EX* — B (re X).

2.5. — La proposizione che segue ¢ una conseguenza di fatti ben noti. Tuttavia,
per completezza, ne diamo un cenno di dimostrazione.

Propros1ZIONE. — Sie (M,),.q una famiglia di moduli H-discreti. L’isomorfismo
CONONICO
@: Hom (@ M,, E) - ][ Hom,(M,, B)

ied Aed

¢ un isomorfismo topologico di (D M,)* su [ M5
i A

DiM. ~ Per ogni fe(@;) M)* denotiamo con fi la restrizione di f a M,. Allora

o(f) = ()14 - Si verifica che ¢ & continuo usando le proiezioni 7, di ] M sugli M.
' A

Y

Mostriamo che ¢ & aperto. Poiché ¢ biiettivo, ¢ sufficiente provare, che per ogni
ze @ M ed ogni intorno di U di O in B, o(W(z; U)) & intorno di 0 in T[ M;.
2 i

Possiamo scrivere @ = > #, dove F & un sottoinsieme finito di A ed @ae M,.
Ael
Sia V un intorno di O in E e poniamo W, = a; (W(z,; V)). W, & intorno di O
Aell
in T] M;. Ora, se V & abbastanza piccolo, risulta ¢(W(z; U)) 2 W,.
P

Sia infatti g& W,; possiamo scrivere g = ¢(f) con fe (@D Mu)*. Poiche ¢(f) = (f;)ieas
A
si ha fa(@)eV per ogni AcF da cui f(#)= 3 f(@w.)eU, cioé fe W(z; U). Allora
gep(Wia; 0). o

COROLLARIO. — II duale del modulo libero B-discreto A% & topologicamente isomorfo,
in modo naturale, al modulo E-compatto KX,

Dy, — Basta provare che il modulo H-compatto 4* & topologicamente isomorfo
ad K. Consideriamo Pisomorfismo canonico ¢: A* — F dato da ¢(§) = §(1) (£ A*).
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Siano a4 ed U un intorno di O in E; allora ¢(W(a; U)) ={zcE:a2c U} & un
intorno di O in FE poiché la moltiplicazione per ¢ & un endomorfismo continuo di Z.
Civ prova che ¢ & aperto. D’altra parte ¢~ (U)={fe A*:&(1)e U} = W(1; U),
quindi & eontinuo.

3. — La dualita.

3.1. — 8ia 4: D{(E) — C(E) il funtore controvariante che associa ad ogni mo-
dulo M di D(E) il duale M* e ad ogni morfismo f di D(E) il morfismo trasposto f*.

DEFINIZIONE. — Diremo che 4 & una dualitd se per ogni modulo M appartenente
a D(E) oppure a O(H) il morfismo canonico @ M — M** & un isomorfismo in D(E)
o C(B) rispettivamente.

Affinché A sia una duality é sufficiente, per la Proposizione 2.3, che o sia suriettivo.

3.2. — In generale — ferme restando le condizioni P;} e P,) — 4 non & una dualita,
come si vede con il seguente esempio.

Sia A Tanello dei polinomi nelle due indeterminate «, » sopra un ecorpo commu-
tativo fissato ad arbitrio. Poniamo = A4 e dotiamo F della topologia discreta:
le condizioni P,) e P,) sono evidentemente verificate. Consideriamo Pideale M = (u, v)
di A ad osserviamo che Hom ,(M, 4) & naturalmente isomorfo ad A. Infatti fissato
feHom (M, A) risulta &uv)= uf(v) = vE(u) per cui o&(u) appartiene all’ideale
primo (%) di A. Poiché v¢ (u) devessere &(u)e(u) ciloé &(u) = bu con bed. da
ué(v) = v(u) = vbu segue &(v) = bv. Dunque £ coincide con la moltiplicazione per b
8 cid prova l'asserto.

Ora il modulo astratto M & ovviamente E-discreto e lo stesso M, munito della
topologia discreta, & E-compatto. In entrambi i casi M* >~ A da cui M** ~ 4. Ma
M — come A-modulo — non & isomorfo ad A.

3.3. — Studieremo ora delle condizioni affinché il funtore A: D(E) -> C(E) sia
una dualith nel senso preeisato in 3.1. L'indagine sard alquanto superficiale, tutta-
via si otterd un criterio abbastanza signifieativo nel caso in eui la topologia di E
sia compatta oppure discreta.

Siano M un modulo E-discreto ed w: M — M** il morfismo canonico. Conside-
rando M* come sottomodulo topologico (e chiuso) del modulo E-compatto EY, si
vede che, per ogni # € M, w(x) coincide con la restrizione ad M* della proiezione
7, BY - H. Allora:

1) o & suriettivo se e solo se ogni carattere di M* si estende ad un carattere di B
(Si tenga presente il Corollario 2.4.)

2) La topologia di M* coincide con la topologia debole di w{H).
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Da queste considerazioni discende che ogni modulo E discreto & riflessivo se per
ogni modulo E-compatto I si verifica una delle due seguenti condizioni:

a) Se L & sottomodulo topologico del modulo F-compatto E*, ogni carattere
di L si estende ad un carattere di EX.

b) Se la topologia di L coincide con la topologia debole di un sottomodulo H
di L*, allora H = L*,

Come ora vedremo, queste due condizioni sono equivalenti. Osserviamo che se
ogni L e C(E) verifica 1a ) o la b) lo stesso accade per ogni modulo di B(E) poiché
ogni modulo E-completamente regolare e sottormodulo denso di un modulo E-compatto.

Prorosizions. — Sia M un modulo E-completamenie regolare.
Le condizioni che seguonc sono equivalenti:

(a) Se M ¢ sottomodulo topologico del modulo E-compatio EX, ogni carattere di M
si estende ad un caratiere di E*.

(') Be M é sottomodulo topologico del modulo L € B(E), ogni carattere di M si
estende ad un caraltere di L.

(b) Se H & un sottomodulo di M* ¢ se la topologia di M coincide con la topologin
debole di H, allora H = M*.

Div. ~ L'’equivalenza (¢) < (¢/) & ovvia.

{a) = (b). Se M ha la topologia debole di H, M & sottomodulo topologico del
modulo E-compatto E¥ ed i caratteri di M appartenenti ad H coincidono con le
restrizioni ad M delle proiezioni 7,: EY — B, he H. Sia &e M*; £ si estende ad un
carattere £ di Eﬁ; per il Corollario 2.4, £ & combinazione lineare a coefficiente in A
di proiezioni n,. Dunque feH, da culi H = M*,

(b) = (a). Sia M un sottomodulo topologico di E¥ e sia H il sottomodulo di M*
generato dalle restrizioni ad M delle proiezioni 7, » € X. M ha la topologia debole
di H poiché EX ha la topologia debole delle 7,. Allora M* = H e quindi ogni carat-
tere di M si estende ad un carattere di EZ.

3.4. DEFINIZIONE. — Sia A una sottoeategoria di M TA. Diremo che 4 ha la pro-
prietd di estensione dei caratteri (e scriveremo s C PEC) se, per ogni modulo L e #,
ogni carattere di un qualunque sottomodulo di L si estende ad un earattere di L.

Si osservi che B(E)C PEC se e solo se C(H)< PHEC.

La proposizione che segue & evidente:

ProPosIZIONE. — Se O(H) ha la proprieta di estensione dei caralteri allore per ogni
M e D(E) il morfismo canonico w: M — M** & un isemorfismo.

3.5, — Se C(H)C PEC ogni modulo E-discreto & riflessivo, ma in generale A non
¢ una dualitd poiche, come si vedrs in 7.3, possono egistere dei moduli F-compatti
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non igomorfi ai propri biduali. Tuttavia, se C(E)C PEC, si pud determinare una
condizione neecessaria e sufficiente affinché A sia una dualita.

PROPOSIZIONE. — Le affermazioni che seguono sono equivalenti

(@) La categoria O(E) ha la proprietd di estensione dei caratieri ed il funtore A
D(E) - C(E) ¢ uwna dualitd.

() Siano M un modulo E-compatto, B un sottomodulo chiuso di M , & un carat-
tere di B, vy un elemento di MN\B. Allora & si estende ad un carattere £ di M
tale che &(zy)+ 0.

DiM. — (a) = (b). Poiché O(E)C PEC, & si estende ad un carattere &' di M. Se
&'(x,) = 0, bastera trovare un carattere di M nullo su B e diverso da zero in »,. Si
supponga per assurdo che ogni carattere di M nullo su B sia nullo anche in w;
siano L il sottomodulo chiuso di M generato da B+ Az, ed i: B — L Pinclusione
canonica. Per la proprietd di estensione dei caratteri il morflsmo di restrizione
1% L* — B* & un isomorfismo di moduli #-discreti e pertanto i**: B¥* — L** & biiet-
tivo. Si ha il diagramma commutativo:

B> I

o e

Bk A2 T

Poiché wy ed w, sono isomorfismi, ¢ & biiettivo il che & assurdo.

(b) = (a). Per le proposizioni 3.4 e 2.3 & sufficiente dimostrare che per ogni
Le O#) il morfismo canonico w, € suriettivo. Si supponga w(l)sz= I** e sia
2, € L w(L). w(L) & chiugo in L** poiché w & una immersione topologica ed L &
completo. Esiste un caratbere » di L**, nullo su w(L), tale che #{x,) = 0. Per
la Proposizione 3.4 il morfismo canonico o': L* — L*** & un isomorfismo per cui

7 = w'(e) eon o€ L*, Poiché 570, anche « 0. D’altra parte per ogni « € M si ha:
x(@) = o(@)(@) = o'(@) (@) = (o) =0.
Cio implica « =0 il che & agsurdo.
3.6. — Se il modulo ¥ & compatto oppure & discreto, allora C(H)C PEC se e solo
se la proprietd di estensione dei caratteri vale per i sottomoduli chiusi dei prodotii
di un numero finito di copie di Z.

Nella presente situazione 1 eriteri di duality sono dati dai due seguenti ennunciati.

PROPOSIZIONE. — 8i supponga che il modulo topologico E sia compatio oppure di-
screto. Le affermaziont che seguono sono equivalenti:
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{(a) La categoria C(E) ha la proprietd di estensione dei earatieri.

(b) Siano neN, B un sottomodulo chiuso del modulo E-compatto E». Ogni ca-
rattere di B si estende ad un caratiere di E».

Di consequenza, se vale la condizione (b), ogni modulo E-discreto é riflessivo.

D, — (a) = (b) & evidente.

(b) = (a) Siano M e C(E) ed H un sottomodulo di M* con la proprietd che la
topologia di M coincida con la topologia debole di H. Dimostreremo e¢he H = M*,
dal che seguira Uaffermazione (a) in virti della Proporzione 3.3.

Siano ne M* ed U un intorno di O in E. Poiché M ha la topologia debole di H
esistono un sottoinsieme finito {&,, ..., &,} di H ed un intorno V di O in F tali da
aversi:

&
i NEP) T
i=1
Supponendo, come & lecito, che U non contenga sottomoduli non nulli di ¥, da

77( - Ker(é‘i)) CU segue F]Ker(é‘i)gKer(n).
=1 i=1

k2

Sia @: M -» E* il morfismo diagonale degli £,:

Poiché Ker(p)<Ker(n) esiste un morfismo di A-moduli #:Im(g) —FE tale che
y == fjog. ¢ & evidentemente una applicaziene continua e chiusa e pertanto la topo-
logia relativa di Im(p) coincide con la topologia quoziente di ¢ (cfr. [4], 3.8). Da
cid segue che 77 & un morfismo continuo (cfr. [4], 3.9), e quindi 77 & un carattere di

%

Im(p) che si estende ad un carattere »' di E~. Evidentemente z’= Zami dove
i=1

le 7, sono le proiezioni di E» su E e le a, denotano degli elementi opportuni di 4.

Si ha per ogni xe M:

7(x) =7(p@) =7'(p@) = X (@m)pl@) = ¥ a.d(w).

=

-t
.
it
[y

Da cid segue 5= a;&; e quindi neH.
=1

k3

TEOREMA. — Se il modulo topologico E & compatio oppure discreto le condizioni che
seguono sono equivalenti:

{(a) La categoria C(E) ha la proprietd di estensione dei caratteri ed il funtore
A: DE) — O(E) ¢ una dualitd.

15 — dnnali di Matemotica
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{b) Siano ne N, B un sottomodulo chiuso di E*, & un coratiere di B, x, un ele-
mento di B\ B. Allora & si estende ad un caratiere & di B tale che E(x,) # 0.

(¢) La condizione (b) della Proposizione 3.5.

Diu. ~ Per la Proposizione 3.5 & sufficiente dimostrare (5} = (a). Per la propo-
sizione precedente C(H)C PEC ed ogni modulo H-discreto & riflessivo. Sia M un
modulo F-compatto e supponiamo per agsurdo w(M)=% M**. Sia x,c M* N\ w(M).

Poiché w(M) & chiuso in M** e poiché M** ha la topologia debole dei caratteri,

esistono un sottoinsieme finito F di M*** ed un intorno U di O in F tali da aversi:

(20+ N (0) Aoy =9
«eF
da cui:

o é ( N Ker(a)) - w(M).
xeF
Poniamo L = [} Ker(a).
433
He E & discreto, L & aperto in M** in quanto & intersezione di nuclei di caratteri.

Se T ¢ compatto w(M) e M** sono compatti. In entrambi i casi M**/L & topolo-
gicamente isomorfo ad un sottomodulo chiuso di E¥; L4 o(M) & chiuso in M**
e la proiezione canonica z: M** — M**/L & un morfismo continuo e chiuso.

Poiché m(x,)¢n(L-+ w(M)) & chiaro che esiste un carattere 5 di M** tale che
p{o(M)) = 0, nlx,) = 0.

Ragionando come in 3.5 si perviene ad un assurdo.

3.7. — Non siamo riusciti a stabilire se la condizione C(X)C PEC sia in generale
necessaria affinché A risulti una dualita.

4. — Gruppi abeliani (R/Z)-compatti.

Siano R il corpo dei reali dotato della topologia usuale, Z 'anello degli interi,
K il gruppo additivo R/Z munito della topologia quoziente. Come & noto (Cfr. ad es. [9]
Cap. VI} K & compatto, Panello degli endomorfismi continui di K & naturalmente
isomorfo a Z e K non contiene sottogruppi piceoli. Pertanto K, come Z-modulo
topologico con Z discreto, verifiea le condizioni Py) e P,).

B ben noto che K verifica la condizione (b) del Teorema 3.6.

Vogliamo tuttavia osservare che questo fatto si pud dimostrare in modo abba-
stanza semplice, senza usare il Teorema di PETER-WEYL (Cfr. [9], Sections 33, 34),
ammettendo di conoscere la struttura dei sottogruppi chiusi di B* ne N, come
esposta ad esempio in [1].

Siano B un sottogruppo chiuso di K» ed y, un elemento di K™\ B. Dimostriamo
in primo luogo la seguente affermazione

a) FHsiste un caraitere & di K» tale che £(B) =0 ¢ &(y,) 0.
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Identifichiamo, in modo ovvie, K*» con R*/Z*, denotiamo con ¢ la proiezione ca-
nonica di R” su K* e siano ¢ = ¢~(B), ©, un elemento di o(y,). ¢ & un sotto-
gruppo chiugo, contenente Z7, di R~ Pertanto G é somma diretta di un sottospazio
vettoriale V di R” e di un sottogruppo libero di R” avente una base {1y oo}, 1<h<n,

la quale genera in R" un sottospazio complementare di V. (Cfr. [1], Th. 1 e Th. 2).
h

Possiamo serivere x, =+ > ra; dove xeV e gli 7, sono numeri reali non tutti in-
i=1

teri poiché «,¢G. Supponiamo # ¢Z e sia y: R* >R la forma lineare definita

dalle condizioni ¢(V)=0, vz} =1, plx,) =0 per j> 1.

Evidentemente w(@)<Z e (%) ¢ Z. Sia v la proiezione canonica di B su K.
Poiché Ker{o) = Z"< G < Ker(roy), esiste un morfismo &: K* — K tale che for = toy,
£ & un carattere di K~ soddisfacente le condizioni richieste.

Siano ora B¥ il gruppo dei caratteri di B ed H il sottogruppo di B* generato dalle
restrizioni a B delle proiezioni di K* su K. Dimostriamo che

by H = B*, cioé ogni caratiere di B st estende ad un carattere di K».

{Ricordiamo che per il Corollario 2.4, il gruppo dei caratteri di K» coincide con
il gruppo libero generato dalle proiezioni K» —» K). Sia {£,, ..., &, un sistema in-
dipendente di generatori di H (m<n). Denotiamo con ¢: B — K» il morfismo dia-

m
gonale degli &, e proviamo che ¢(B) coincide con il prodotto topologico [T &.(B).
i=1

Hvidentemente tale prodotto contiene ¢(B). Sia y € K™\ @(B); poiché¢ ¢(B) & chiuso

in K= sappiamo, per quanto visto in precedenza, che esiste un carattere f di K~ tale
m

che f(p(B)) =0, f(y)+ 0. Possiamo scrivere f= 3 #,7, dove i ¢, sono degli interi e

=1
le 7z, denotano le proiezioni di K™ su K. Per ogni € B si ha

Hplo) = 3 tem ) = Stila) =0

dunque Y ¢,&,=0. Da cid segue, per lindipendenza degli £,, #,£,=0 e quindi

t,£(B) =0 per ogni ¢. D’altra parte, posto ¥ = (¥,, ... ¥m) con gli y, € K, da fly) = 0
(3

segue 1,4, 0 per almeno un i. Per questo ¢ risulta y,¢£,(B) da cui y¢ ] &A(B).
Q=1

L’uguaglianza ¢(B) =[] £(B) & cosi provata. Sia ora 7 un carattere di B ed os-
i=1

serviamo che ¢ & iniettivo: infatti Ker(g)= [ Ker({;) = 0 poicheé H separa i punti
di B ed & generato dagli &,. i=1

Essendo B e K™ gruppi compatti e di Hausdorff, ¢ & una immersione topologica
e pertanto esiste un carattere 7 di ¢(B) tale che # = 7jop. Mostriamo che 7 si estende

m
ad un carattere ' di K~ Si ha ¢(B)=T]&(B) e, per ogni 4, £,(B) & un sotto-
i1

gruppo chiugo di K. Allora &,(B) o & ciclico finito oppure coincide con K. In entrambi
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i casi la restrizione a &,{B) di 7 coincide con la moltiplicazione per un conveniente
intero s,. Posto ¢'= Zsmi si oftiene un earattere di K~ che estende 7. Per ogni
zeB s ha :

n(x) = fog(r) = n'op(x) = 3 s;m.p(x) = 2 s:£4(%)

da cui = s,£,€ H. Dunque B*= H.

Da a) e b) segue immediatamente che K verifica la condizione () del Teorema 3.6
e pertanto il funtore 4: D(K) - C(K) & una dualith. D(K) coincide con la cate-
goria di tutti i gruppi abeliani poiché K & iniettivo e contiene una copia di ogni
gruppo ciclico. A questo punto, se si vuole, il Teorema di PETER-WEYL garantisce
che ogni gruppo abeliano compatto ¢ K-compatto e si ritrova la dualith di Pow-
TRYAGIN tra la categoria dei gruppi abeliani compatti e quella dei gruppi abeliani
discreti.

5. — Moduli E-compatti linearmente topologizzati.

In tutto questo paragrafo si suppone che la topologia di K sia quella discreta.

5.1. — Poich¢ F & discereto, ogni modulo di B(¥) & linearmente topologizzato cioe
ha una base di intorni di O formata da sottomoduli. Pili precisamente dalla Pro-
posizione 2.2 si ottiene la seguente

PROPOSIZIONE. — Un modulo MeMTA ¢é in B(E) s¢ e solo se M ha come base di
intorni di O una famiglia U di sottomoduli tale che per ogni Ve U M|V sie isomorfo
ad un sottomodulo di E™ per qualche neN.

5.2. — Per ogni M eMod-4 la topologia di M* coincide con la topologia finila
che ha come base di intorni di O i sottomoduli del tipo F+ dove F & un sottoinsieme
finito di M e P+ & l'ortogonale, o annullatore, di ¥ in M*:

Fr—={Ee M*: §F)=0}.

In particolare il duale del modulo E-disereto F coinecide con V'anello A dotato della
topologia finita. 4, con questa topologia, & un anello topologico di Hausdorff e
completo.

PROPORZIONE. Ogni modulo E-completamente regolare ¢ un modulo topologico sul-
Vanello A dotato della topologia finita,

Dim. ~ L’asserto & vero per ¥ poiché Pannullatore in A di ogni elemento di B é
un ideale aperto. Allora ogni sottomodulo topologico di un modulo del tipo EZ,
con BT dotato della topologia prodotto di quella discreta su E, é un modulo topo-
logico sopra Panello 4 munito della topologia finita.
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Indichiamo con LTA la categoria degli A-moduli linearmente topologizzati e
di Hausdorff con 4 dotato della topologia finita. Per la proposizione precedente
B(E) & una sottocategoria piena di LTA. Un modulo M € LTA é in B(E) se e solo
se M ha la topologia debole dei caratteri.

5.3, — Sia F l’insieme degli ideali aperti di A. La proprieta C(E)< PEC e la con-
dizione (b) del Teorema 3.6 si possono interpretare mediante condizioni sul filtro F.
Poniamo:

By = {M eMod-A: Ann (z)eF, Yoec M}

dove Ann ,(x)= {a € A: ax = 0}. Evidentemente E € G4. La classe By & chiusa per
i softomoduli, le immagini omomorfe, le somme dirette.
Per ogni ideale I di A si ha:

IcG<= A/IcGs.

I moduli della classe G4 8i chiameranno moduli di F-torsione.

Si osservi che un A-modulo M dotato della topologia discreta ¢ in LTA se e solo
se MeTGg.

Diremo che IJ & topologicamente F-iniettivo se, per ogni I € F, ogni carattere di I
si estende ad un carattere di A (Ovviamente A si intende dotato della topologia
finita ad I della topologia relativa). La definizione precedente dice che ¥ & topologi-
camente inietiivo nel senso che ogni carattere di un qualunque ideale di 4 si estende
ad un carattere di A. Questo fatto & conseguenza del seguente semplice

LeMMA. — Siano L un sottomodulo topologico del modulo M € LTA, & un carattere
di L. Allora & si estende ad un caraitere di un sottomodulo aperto, contenente L, di M.

Dim. — 8i ha Ker(¢) == VN L con V sottomodulo aperto di M. Sia L'=L--V;

|

evidentemente L' & un sottomodulo aperto di M. & si estende ad un morfismo &'
di I/ in K ponendo:

flaty)=Ew) (wel,yeV).
8i verifica che £’ & ben definito; & & un carattere di L’ poiche Ker{()2V.

Propros1zioNs. — Le condiziont che sequono sono equivalenti:
{a) La categoria C(E) ha la proprietd di estensione dei caratteri.
by E é topologicamente F-inieltivo.
(b) B é topologicamente iniettivo,
(¢) La categoria LT A ha la proprietd di estensione dei caratteri.

(dy Se L & un sottomodulo di un modulo M < Cg ogni morfisme di L in B si
estende ad un morfismo di M in E.
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Dim. — (a) = (b'). 4, con la topologia finita, & un modulo E-compatto.

(b') = (). La dimostrazione di questa implicazione & quella usuale (cf. ad es. [10])
avendo cura che i morfismi congiderati risultino continui. Siano L un sottomodulo
topologico di un modulo M € L'TA e & un carattere di L. Per il Lemms precedente
non & restrittivo supporre L aperto in M. Sia (H, f) una coppia massimale rispetto
alle proprietd seguenti: H & un sottomodulo di M contenente I, f ¢ un morfismo
di H in E che estende £. Si noti che f & continuo poiché Ker(f) > Ker(£) che & aperto
in M. Se H = M Paffermazione (¢) & provata. Mostriamo che se H= M si perviene
ad un assurdo. Fissiamo xe M\ H e sia H'= Az H. { si estende ad un morfismo
'+ H'— F nel modo seguente. Consideriamo 'ideale I di 4 cosi definito:

I={acA:axcH}

e sia # il morfismo di I in E dato da:

(@) = flax) (ael)

7 ¢ un carattere di I poiché f & un earattere di H e la moltiplicazione per # & un
morfismo continuo di I in M. Poiche F & topologicamente iniettivo, 7 si estende
ad un carattere 7 di A. Definiamo il morfismo f': H'— F ponendo:

fo+y)=7qb)+fly) (bed,yeH).

Si verifica facilmente che f & ben definito:
se infatti bx 4 y = 0 allora bz = —y da cui bel e quindi:

f'(bx + y) = n(b) + f{y) = f(bx) + f(y) = f(0) = 0.

Llesistenza di /' contraddice la massimalitsy di (H, f).

(¢) = (d). Ogni modulo di F-torsione, dotato della topologia discreta, & in L7 4.

(d) = (a) Segue della Proposizione 3.6.

OSSERVAZIONE. — Si noti che ogni morfismo f di 4 in F & un carattere di 4.
Infatti Ker(f) é lannullatore di f(1).

5.4. — Indichiamo con Q4 'insieme degli ideali massimali di 4 appartenenti ad F
e con Sy la somma diretta degli A-moduli semplici 4/m, me Qg.

Dimostreremo che, se E & topologicamente iniettivo, allora 4 é una dualith se
e solo se F contiene un sottomodulo isomorfo ad Sg. Quest’ultima eircostanza si
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verifica se e golo se F contiene un sottomodulo isomorfo ad A/m per ogni me Q24
dal momento che gli 4/m sono semplici e a due a due non isomorfi.

LeMMA. ~ Se B é topologicamente iniettivo le affermazioni che sequono sono equi-
valenti

{a) B ha un softomodulo isomorfo a S4.

(b) GxC D(E), ossia, per ogni M e Gg, Hom, (M, E) separa ¢ punti di H.

DiM. - (a) = (b). Siano MGy, v M, v+~ 0, L un sottomodulo di M massi-
male rigpetto alla proprietd « ¢ L. Indichiamo con x la proiezione canonico di M
su M|L e con L'/L il sottomodulo di M/L generato da z(x). Evidentemente L'/L &
semplice e di F-torsione gquindi & isomorfo ad A/m per un certo m e Q4. Esiste
allora un monomorfismo f: L'/L —E che si estende, per la Proposizione 5.3, ad un

morfismo ¢g: M/L — K. Risulta (gom)(x)=« 0.

(b) = (a). Per ogni me 24 A/m & semplice e di F-torsione, quindi esiste un
monomorfismo di A/m in K.

PROPOSIZIONE. — Le affermazioni che seguono sono equivalenti.

(a) La categoria C(E) ha la propricid di estensione dei caratteri ed il funiore A
& uno dualitd.

(b) E ¢ topologicamente iniettivo e contiene un sottomodulo isomorfo ad Sg.

{¢) Siano B un soltomodulo chiuso di un modulo M € LT A, & un carattere di B, x,
un elemento di M\ B. Allora & si estende ad un carattere £ di M tale che E(w,)# 0.

D, - {a) = (b). E & topologicamente iniettivo per la Proposizione 5.3. Sia
me 24 Poiché. A & E-compatto ed m é chiuso in 4, esiste per la Proposizione 3.5
un carattere o di 4 nulle su m ma non su tutte 4. Tale « induce un monomorfismo
di Ajm in E.

(b) = (c). Il carattere £ si estende ad un carattere n di M. Se g(wx,) = 0, basta
trovare un carattere di M nullo su B e diverso da zero in #,: Poiché B ¢ chiuso
in M egiste un sottomodulo aperto V di M tale che (2, V)N B=0 da cui 2,¢ V- B.
Sia @ la proiezione canonica di M su M/V 4 B dotato della topologia quoziente.
V- B & aperto in M, quindi M/V 4 B & discreto e pertanto é di F-torsione. Per
il Lemma precedente esiste un carattere & di M/V -+ B tale che &' (r(x,)) 0.

&om & un carattere di M poicheé & & continua. Tale carattere & nullo su B,

{¢) = (a). Segue dal Teorema 3.6,
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6. — Dualita sopra un anello locale completo.

6.1. — Sia 4 un anello (con unita 1% 0) commutativo, noetheriano, locale con
ideale massimale m e completo nella topologia me-adica. Sia F Pinviluppo iniettivo
dell’A-modulo semplice A/m. Per un ben noto risultato di Marris ([6], th. 3.7),
ogni A-endomorfismo di ¥ coincide con la moltiplicazione per un unico elemento di 4
e pertanto 'A-modulo E, munito della topologia discreta, verifica le condizioni
P,) e P,). Inolfre, poiché E & un cogeneratore iniettivo della categoria Mod-A4, i vede
che D(E)= Mod-A e che la condizione (b) del teorema 3.5 & soddisfatia.

Allora il funtore 4: Mod-4 — C(E) & una dualith. Vogliamo dimostrare che 4
& essenzialmente equivalente alla dualitd di MACDONALD trala categoria degli A-moduli
linearmente discreti e quella degli A-moduli linearmente compatti, con 4 dotato
della, topologia m-adica.

6.2. — Seguendo MACDONALD, diremo che un 4-modulo M & m-primario se I'an-
nullatore in A di ogni elemento di M contiene una potenza di m. ¥ & m-primario
(Cfr. [6], th. 3.4).

Ricordiamo che un m-modulo M & artiniano se e solo se M & isomorfo ad un sotto-
modulo di un modulo del tipo E7, ne XN, ([6], Cor. 4.3). Cid premesso possiamo
dimostrare la seguente

ProprosizioNE. — La topologia finita di A, come anello degli endomorfismi di E,
coincide con la topologia m-adica.

Dim. — Poiché F & m-primario 'annullatore di un sottoinsieme finito di ¥ con-
tiene una potenza di m, quindi ogni ideale aperto nella topologia finita & aperto
nella m-adica.

Viceversa gia k€ N e mostriamo che m” & aperto nella topologia finita. Poiché
Ajm"* & un A-modulo artiniano, esiste n € N tale che A/m" sia isomorfo ad un
sottomodulo di E». Osserviamo che m* é 'annullatore dell’elemento 1+ m*e 4/m".
Esiste quindi un elemento @ = (@, ..., #,) € B tale che Ann(z) = m". Ma Ann(z) =

n
=) Ann(z,).

i=1

6.3. — Indichiamo con LTA la categoria degli 4-moduli linearmente topolo-
gizzati e di Hausdorff su A dotato della topologia m-adica. Per le Proposizioni 6.2
e 5.3, possiamo identificare C(H) con una sottocategoria piena di LTA4. Con le nota-
zioni del paragrafo 5, § coincide con D'insieme degli ideali di 4 che contengono una
potenza di m, quindi un ideale I di A & in F se e solo se A/I & artiniano. Cgx &
la classe dei moduli m-primari e 24 = {m}.

Ricordiamo che un modulo M € LTA i dice linearmente compatto se in M ogni
famiglia di varietd lineari chiuse (cioé di classi laterali rispetto a sottomoduli chiusi)
avente la proprieta della intersezione finita ha intersezione non vuota. MACDONALD
(cf. [5], 5.5) ha provato che un modulo M € LTA & linearmente compatto se e solo
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se M & limite inverso di moduli artiniani. Ci6 significa che M & completo nella propria
topologia ed ha come base di intorni di O una famiglia di sottomoduli a quoziente
artiniano. Poiché ogni modulo artiniano & un sottomodulo di un E-, n» € N, dalla
Proposizione 5.1 segue che O(F) coincide con la categoria degli 4-moduli linearmente
compadtti.

6.4. — Per ogni M € LTA, MACDONALD definisce il modulo duale M nel modo se-
guente: M & il modulo dei morfismi eontinui di M in E (F & discreto) topologiz-
zato assumendo come base di intorni di O in M gli ortagonali dei sottomoduli com-
patti ed m-separati di M (Un A-modulo si dice m-separato se & di Hausdorff nella
topologia m-adica). Un modulo di LTA é detto linearmente discreto se i suoi sotto-
moduli aperti sono tutti e soli quelli a quoziente m-primario (Cfr. [5], pag. 224).
Indichiamo con LD la categoria degli A-moduli linearmente discreti: I'agsegnazione
M > M definisce una dualith A’: LD — C(B) ([5], 9.13). B facile provare che esiste
una equivalenza di categorie I': Mod-4 — LD tale che A = A'ol"

E chiaro infatti che ogni M € Mod-A ammette una unica topologia linearmente
disereta: quella ottenuta prendendo come base di intorni di O in M tutti i sotto-
moduli a quoziente m-primario. Tale topologia € la pit fine topologia lineare su M
tale che ogni {eHom (M, F) risulti continuo. Essa ¢ di Hausdorff poiché & pilt
fine della topologia debole di Hom,(M, E) e quest’ultima ¢ di Hausdorff poiché
Hom ,(M, E) separa i punti di Z.

B poi evidente che, se M ed L sono A-moduli, ogni f € Hom (M, L) & continuo
qualora M ed L siano dotati delle rispettive topologie linearmente discrete. Infine,
per ogni M e LD, M coincide con Hom (M, E) dotato della topologia finita, (cfr. [5],
6.2 e 8.6).

OsSERVAZIONE 1. — B facile verificare che la dualitd A induce una dualitd tra
la categoria degli A-moduli m-primari e quella degli A-moduli linearmente com-
patti ed m-separati.

OSSERVAZIONE 2. — Se 4 & un anello noetheriano locale non necessariamente com-
pleto e se M & un A-modulo linearmente compatto, M risulta essere, in modo natu-
rale, un A-modulo dove A denota il completamento m-adico di A. In effetti anche
in questo caso M & limite inverso di A-moduli artiniani e questi sono A-moduli.

7. — Dualita e moduli linearmente compatti sopra un anello noetheriano.

7.1. — Siano R un anello eommutativo noetheriano, con unita 1£0, £ Pingieme
degli ideali massimali di R. Poniamo

E=QF,

mel2

dove E,, & inviluppo iniettivo dell’ R-modulo semplice R/m. Sia R,, il completamento
m-adico di R,,. Come & noto E,, & un R, -modulo ed ogni R-endomorfismo di E,,
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coincide con la moltiplicazione per un unico elemento di R,,. Con ovvie identifi-
cazioni risulba:

R, = Hom(B,,, B,,) = Hom, (H,,, E,,)

(Cfr. [6], Th. 3.6, 3.7).

B, & un R-modulo m-primario nel senso che 'annullatore in B di ogni elemento
di ,, contiene una potenza di m ([6], Th. 3.4) e pertanto se m,, m, sono ideali massi-
mali distinti di R risulta

Homy(B,, , B,,) =0

poicheé un modulo unitario simultaneamente m,-primario ed m,-primario e nulle.
Da cid segue che I'anello degli R-endomorfismi di # si identifica con Panello

A=T[R,,. B diventa cosi un A-modulo ed inoltre, come si verifica facilmente,
mef2

Hom ,(#, B) = A.

L’ A-modulo F, dotato della topologia discreta, verifica ovviamente le condizioni
P)) e P,). Vedremo tra breve che il funtore 4: D(E) - C(H) & una dualita che
generalizza quella studiata nel §6.

7.2. — Per la Proposizione 6.2 la topologia finita di R,,, in quanto anello degli
endomorfismi di E,,, coincide con la topologia m-adica. B quindi evidente che la
topologia finita di 4, in quanto anello degli endomorfismi di ¥, coincide con la topo-
logia prodotto delle topologie m-adiche degli R,,.

Osserviamo ora che F & un R-modulo fedele. In effetti, poiché H,, & fedele su R,
e quindi su R,,, se un elemento ¢ € R annulla I esso si annulla in tutti i localizzati E,,,
mec 2, quindi 4 = 0. Pertanto R si identifica in modo naturale con un sottoanello
di A. La topologia indotta su R dalla topologia finita di A coincide con la topologia
Q-adica di R, cioé con la topologia che ha come base di intorni di O le intersezioni
finite delle potenze degli ideali massimali di R. Infatti per ogni v € E, Anng(z) &
aperto nella topologia -adica poiché ciascun ¥, & m-primario. D’altra parte, per
ogni meR e ke N, m" & aperto nella topologia relativa di E. Infatti A/m” & un
R-modulo artiniano; quindi & isomorfo ad un sottomodulo di E}, con #» intero posi-
tivo opportuno (Cfr. [7], Prop. 3) e ragionando come in 6.2 si vede che m" & 'an-
nullatore in R di un sottoinsieme finito di Z,,.

Da queste considerazioni e dalla Proposizione 17 di [2] discende, in particolare,
che Panello A con la topologia finita & il completamento -adico di R.

Denotiamo con § Vinsieme degli ideali aperti nella topologia £2-adica di R. Si ha:

1G> R/I & un R-modulo artiniano.

Sia & linsieme degli ideali aperfi nella topologia finita di 4 e per ogni Ie§
sia I la chiusura di I in A. Poiché A & il completamento Q-adico di R, Passegna-
zione I +>I definisce una biiezione — che conserva le inclusioni — di § su &, la
cui inversa &i ottiene intersecando con R gli ideali appartenenti ad F.
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Possiamo ora dimostrare che

B ¢ topologicamente F-iniettivo e contiene wun sottomodulo isomorfo ad Sg.

Sia y un carattere di I (I €8). E éun R-modulo iniettivo in quanto somma diretta
di iniettivi (R & noetheriano). Pertanto # si estende ad un R-morfismo #’ di 4 in E.
Poiché A ha la topologia finita ed F & discreto, ' ¢ un morfismo continuo di moduli
topologici sopra l’anello B dotato della topologia Q-adica, dal momento che
Ker(n')>Ker(n) che & un ideale aperto di A. Visto che 4 ¢ il completamento 2-adico
di R, ' si estende ad un morfismo continuo A-lineare # di 4 in F ed % & un mor-
fismo di moduli topologici sopra Panello 4 dotato della topologia finita. Cio prova
che E & topologicamente F-iniettivo. Per ogni me 2 E, & Vinviluppo iniettivo
dell’A-modulo A/, quindi E contiene un sottomodulo isomorfo ad S84 poiché Pin-
sieme degli ideali massimali di A appartenenti ad F ecoincide con {M: meQ}.

T ora chiaro, in base alle Proposizioni 5.3 e 5.4, che il funtore 4: D(E) — C(E)
¢ una dualita.

7.3. - Si supponga £ infinito e si consideri ' A-modulo £ = ] E,,. Chiaramente

Hom, (¥, E) = A cosi che la coppia A4, E verifica le condizioni P,) e P,). Per ogni
me Q, B, ¢un R, -modulo iniettivo. Atteggiando B, ad A-modulo tramite la proie-
zione canonica 4 — R,, & facile constatare che E,, & iniettivo sn 4, quindi # & un
A-modulo iniettivo. Allora, per la Proposizione 5.3, C(%) S PHC per cui ogni modulo
E-discreto & riflessivo. Tuttavia il funtore 4: D(H) — C(E) non & una dualitd poicheé
non ¢ verificata la condizione (b) del teorema 3.6. Infatti, considerando ¥ come
sottomodulo di Z, ogni A4-endomorfismo f di & nullo su £ ¢ nullo su tutto Z.

Dimostriamo questo fatto.

Sia # = (¥,,,)meo un elemento di E. Risulta f(x) = ax dove a = (a,,)mco & un ele-
mento di 4. Sia e, quell’elemento di 4 avente per m-componente 'unita di R, e
le altre componenti nulle e denotiamo con =z, la proiezione canonica di £ su E,,.
Allora, per ogni me £,

o ([(2)) = T (O2) = Gy = O (02) = Qb = [(@,) = 0.

Si verifica facilmente che E & un sotto-A-modulo essenziale di &, quindi E non &
un A-modulo iniettivo.

7.4. — Denotiamo con LTR (risp. LT A) 1a categoria dei moduli linearmente topo-
logizzati e di Hausdorff su R munito della fopologia Q-adica (risp. su 4 munito
della topologia finita).

Determiniamo la classe dei moduli di F-torsione.

Poniamo:

G = {M cMod-R: Anny(z) €S, Yo M} .



232 ADALBERTO ORSATTI: Dualitd per alcune classi dié moduli E-compatti

La classe G & chiusa rispetto ai sottomoduli, alle immagini omomorfe, alle somme
dirette ed alle estensioni (¢ una classe di torsione ereditaria nel senso di [10]). B &
stata studiate da MaTris in [7]. Deduciamo da [7] le proprieta di G che useremo in
seguito.

@) Sia M un R-modulo m-primario. Allora M € G, M ¢ canonicamente un
R,.-modulo e coincide con il proprio localizzato in m.
([7], Prop. 2.1) Ogni R-morfismo di moduli rme-primari & un R, -morfismo.

(b) Biano my, m, ideali magsimali distinti di B, M, un modulo m,-primario
ed M, un modulo m,-primario. Allora Homg(M,, M,) = 0.

{¢) Sia M 6. Per ogni me 2, M contiene un sottomodulo m-primario mas-
simo M, canonicamente isomorfo al localizzato di M in m e risulta

M=0M,

mef2

(cfr. [7], Th. 1, Prop. 4) Evidentemente Fe T.

(d) Un R-modulo & artiniano se e solo se & isomorfo ad un sottomodulo di un
modulo del tipo
n
hH, nelN,

i=1
dove per ogni i B, & uno degli ¥,, (cfr. [7], Prop. 3).

Un E-modulo munito della topologia discreta & in LTE se e solo se & in .
Ogni M &% & canonicamente un A-modulo ed ogni R-morfismo tra due moduli
della classe G & un A-morfismo. 8i vede ora facilmente che:

La classe Gg coincide con la classe G considerata come sottoclasse di Mod-4.

Infatti se M € G4 allora M, considerato come R-modulo, & un oggetto di T.
Viceversa, se L€ B, L con la topologia discreta ¢ in LTR e quindi Papplicazione
bilineare B X L — L se estende per continuitd ad una applicazione bilineare 4 X L — L.
Sia zel; allora Anng{w)=Ie§. Cio implica Ann,(#)>7 e quindi Ann.z)e G

OSSERVAZIONE. — La clagse B & caratterizzata dalla seguente proprieta: un E-mo-
dulo M appartiene a T se e solo se ogni immagine omomorfa non nulla di M con-
tiene un sottomodulo semplice.

Nel caso di un anello commutativo qualunque i moduli aventi questa proprietd
— chiamati anche moduli di torsione nel sengo di DICKSON — sono stati studiati da
diversi autori. Risultati di notevole interesse sono stati ottenuti da NASTASESCU
ed ALBU in [8]. Si rinvia a questo lavoro per la bibliografia.

7.5. — Abbiamo visto che se B & un anello locale allora D(E)= Mod-4 e C(X)
coincide con la categoria degli A-moduli linearmente compatti (Si tenga presente
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anche 'osservazione 2 di 6.4). Vedremo ora che, se E non & locale, in generale D(FE)
& una sottocategoria propria di Mod-4 e C(F) contiene propriamente la categoria
degli R-moduli linearmente compatti.

Osserviamo in primo luogo che D(E) contiene Mod-R,, per ogni m € Q. Infatti
ogni M eMod-R,, ha una naturale struttura di 4A-modulo a Hom (M, B) si identi-
fica con Homgz, (M, E,,) che separa i punti di M.

In particolare D(X) contiene la classe Bg. E poi chiaro che la categoria degli
Rm~m0duli linearmente compatti puod identificarsi con nna sottocategoria piena di C(K)
tramite la restrizione a Mod-E,, della dualita.

Si definiseono in LTR ed in LTA i moduli linearmente compatti come nel § 6.

PROPOSIZIONE 1. — La categoria degli R-moduli linearmente compatti é naturalmente
equivalente a gquella degli A-moduli linearmente compatii.

Dim. — Se M ¢ un R-modulo linearmente compatto, M & completo nella propria
topologia, quindi la applicazione bilineare R xX M — M si estende ad A X M. In tal
modo M ed i suoi sottomoduli chiusi diventano oggetti di LT A cosl che M risulta
un A-modulo linearmente compatto. Si osservi che ogni morfismo continuo tra due
moduli completi di LTR si estende ad un morfismo della categoria LTA. B poi evi-
dente che ogni A-modulo linearmente compatto e linearmente compatto come
R-modulo, riguardando R come sottoanello topologico di A.

PRrOPOSIZIONE 2. — Per ogni R-modulo M le condizioni ehe sequono sono equivalents
(@) M ¢ artiniano.
(b) M con la topologia discreta é in LTR ed é linearmente compatio.

DiM. — (a) = (b). Per 7.4 d), M € G quindi M con la topologia discreta & in LTR.
B noto che ogni modulo discreto ed artiniano & linearmente compatto. (Cfr. [11],
Prop. 5).
(b)) => (@) MG quindi M= D M,,.
meQ
Evidentemente, per ogni me 2, M,, puo riguardarsi come un module discreto

e linearmente compatto di LTR,,, quindi M,, & un R, -modulo artiniano (Cir. [5],5.3).
Dev’essere poi M,, = 0 per quasi tutti gli m poiché un modulo disereto e linearmente
compatto non pud essere una somma diretta di infiniti addendi non nulli ([11], Prop. 6).

Dunque M, visto come A-modulo, & artiniano. Ma, poiché M e G, ogni sotto—
R-modulo di M é sotto—A-modulo e quindi ¥ & un R-modulo artiniano.

Utilizzando la proposizione precedente si pud dimostrare che i risultati di
FAxnrUDDIN [3], riguardanti la struttura dei moduli linearmente compatti sopra
un dominio d’integritd noetheriano ed h-locale, si estendono senza alcun eambia-
mento ai moduli linearmente compatti, sopra un qualunque anello commutativo
noetheriano. In particolare si ha la seguente

A

PROPOSIZIONE 3. — Ogni E-modulo linearmente compatto é il prodotto topologico
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di una famiglia di moduli (M ,,) ..o dove per ogni me 2, M,, éun R, .-modulo linear-
mente compatio.

Dalle considerazioni precedenti, in particolare dalle Proposizioni 1 e 3, discende
che la categoria degli B-moduli linearmente compatti si pud identificare con la cate-
goria degli A-moduli linearmente compatti e che questa costituisce una sottocate-
goria, piena Cy(F) di C(E).

Denotiamo con Dy(E) la sottocategoria di D(F) costituita dai moduli E-discreti M
che ammettono una decomposizione del fipo

M=3®M, con M,eMod-R,.

mef2

Si osservi che se un A-modulo M ammette una tale decomposizione essa € uniea
poiché M, =e, M. Utilizzando le Proposizioni 2.4 e 2.5 ed il fatto che 4 & una
dualita si dimostra facilmente la seguente

PrOPOSIZIONE 4. — Un modulo M € LTA é in C(E) se ¢ solo se M* appartiene
o Dy(E). Di consequenza la restrizione a Do(E) del funtore A determine una dualitd
tra Do(E) e la categoria degli A-moduli linearmente compatir.

OSSERVAZIONE. — Si pud dimostrare che la restrizione a Gy del funtore 4 & una
dualith tra B4 e la calegoria degli A-moduli linearmente compatti ed F-separati.

7.6. PROPOSIZIONE. — Le condizioni che seguono sono equivalenti:
(a) L'insieme £2 degli ideali massimali di R é finito.
(8) D{E)= Mod-A.

(¢) CO(E) coincide con la coategoria degli A-moduli linearmente compatti.

Div. {a) = (b). Se 0 & finito Vingieme degli ideali masgsimali di A coincide con
{f: m e Q}. D’altra parte, per ogni me 2, E,, é I'inviluppo iniettivo dell’A-modulo
semplice A/, Da cid segue che F é un eogeneratore (iniettivo) di Mod-4.

(b) = (@) Supponiamo 2 infinito. Allora A contiene un ideale massimale L di-
stinto da ciascuno degli M, me Q. Cid implica che I’A-modulo semplice 4/L non
& isomorfo a nessuno degli A/m. Sia 8 lo zoccolo di K. Per 7.4 b) si ha 8= @D A/M.

mefl

Se A/Le D(E) esisterebbe una iniezione di A/L in E, per cui B dovrebbe conte-
nere un sottomodulo semplice isomorfo ad A/L.
Cid & assurdo poiché ogni sottomodulo semplice di ¥ ¢ isomorfo ad uno degli A /.

(@) = (¢). 2 & finito se e solo se E & artiniano. (Cfr. 7.3 d) e la Prop. 6 di [7]).
Cid significa C(E) = Cy(E), per la Proposizione 5.1 e la Proposizione 2 di 7.5.
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