
Dual i th  per a lcune  classi  di modul i  E-compatt i  (*) (**). 

ADA~E~TO OnSAT~I (P~dov~) 

Summary. - Starting #ore a topological module E over a commutative discrete ring A, the ca- 
tegory C(E) o] E.compact modules is de]ined as the class o] all A-modules topologically iso. 
morphic to closed submodules o] ditect product c] copies o] E. Under suitable assumptions 
it is shown that C(E) is dual o] the category o] abstract A-modules M for which Hom~(M, E) 
separates points o] M. The duality theory so obtained contains as particular cases Pontrya- 
gi~'s duality between discrete and compact abelian groups and .Macdonald's duality between 
lineary discrete and linearly compact modules over a complete local ring. There are also some 
applications to the theory o] linearly compact modules over noetherian rings. 

1. - Introduzione. 

1.1. - Nel]a teor ia  dei moduli  esistono diversi tipi di du~lit£ t ra  categorie di 
moduli as t ra t t i  e categoric di moduli  topologici. Par t icolarmente  significative sono 
la dualit£ di PO~TI~YAGI~ t ra  la categoria dei gruppi abeliani discreti e la categoria 
dei gruppi  abeliani compat t i  e la dualitg di LEFSCgETZ t ra  gli spazi vet torial i  as t ra t t i  
e gli spazi vet torial i  l inearmente compat t i  sopra un  dato  corpo. La  teoria di LEFSCttETZ 

stata  successiv~mente generalizzata da diversi autori  (KAPLANSKY~ LEPTIN~ ed 
~ltri) finehg MACDONALD [5] ha provato  che, per ogni anello noetheri~no locale e 
completo A, la categori~ di tu t t i  gli A moduli  ~ duale di quella degli A-moduli  linear- 
mente  compatt i .  (Si r invia al ci tato lavoro di MACD0rCA~D per la bibtiografia). 

Queste teorie h~nno in comune il fa t to  che, in ciascuna di esse, l~ classe C dei 
moduli  topologici in considerazione ~ formata  d~ moduli  E-compatt i  nel senso che 
esiste in C u n  modulo E tale che i moduli  di C sono tu t t i  e soli quelli topologicamente 
isomorfi a sot tomoduli  chiusi di prodot t i  topologici di copie di E.  

Questa circostanza ~ legata al fa t to  che il duple di un modulo M, as t ra t to  o topo- 
logico, g formato da E-cara t ter i  clog da morfismi di M in E e, nel caso che M ap- 
parteng~ a C, la topologia di M coincide con la topologia debole dei caratteri .  

Nel presente lavoro si studia una dualit~ per la categoria dei moduli  E-compat t i  
dove E g un  modulo topologico soddisfaeente a certe eondizioni, sopra un  anello 
commutat ivo ,  o t tenendo una  teori~ della quale le dualit~ prima menzionate possono 
considerarsi come casi particolari.  

(*) En~r~t~ in Redazione il 10 aprile 1976. 
(**) L~voro eseguito nell'arablto dell'~ttivitk dei gruppi di ricerca m~tematici del C.N.R. 
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1.2. - Esporremo ora brevemente  in che modo si ~ impostato il la, voro, indieando 
i risult~ti  ot tenuti .  

Siano A un ane]lo commuts t ivo  ed E un modulo topologieo completo e di 
H~usdorff soprs l 'anello A muni to  dell~ topologis discrets. Supporremo sempre sod- 
disfatti  le seguenti due condizioni: 

P~) L'applic~zione che ~d ogni a s A fu corrispondere Is moltiplicazione per a in E 
un ismorfismo di A sull 'anello degli endomorfismi continui di E.  

P~) E non contiene sot tomoduli  piceoli: cio~ esiste in E un  intorno U di 0 tale the  
l 'uni to  sot tomodulo di E contenuto  in U sis {0}. 

Indichiamo con Mod-A ls categoria degli A-moduli  astrat t i ,  cio~ degli A-moduli  
non topologizz~ti. Un modulo M s ~ i o d - A  si dir~ E-discreto se Hom~(M, E)  separ~ 
i punt i  di M. Denot iamo con D(E) I~ estegoria dei moduli  E-dis t re t i  e ton  C(E) 
quellg dei moduli  E - tompu t t i  e definismo per ogni modulo M uppurtenente  a D(E) 
oppure g C(E) it modulo duule M* ncl modo seguente: se M ~ D(E), M* b t tomA(M , E) 
munito della topologia della tonvergenzs  semplite;  se M s  C(E), M* ~ it modulo 
ss t ra t to  formsto  dsi morfismi eontinui di M in E. In  en t rambi  i easi gli elementi  
di M* si chismano i ears t ter i  di M. Si verifies che per ogni M sppar tenente  s D(E) 
oppure s C(E) M* appart iene r ispet t ivamente  s C(E) oppure a D(E). Indi th iamo 
infine con A il funtore  cont rovsr i sn te  da D(E) s C(E) che associa sd  ogni modulo 
di D(E) il suo duale e sd ogni morfismo il suo trssposto.  

Eel ls  pr ims par te  del lsvoro (§ 2 e 3) si studiano delle condizioni affinehg il fun- 
tore A sis nns  dusli tg nel senso che per ogni modulo M sppar tenen te  s D(E) oppure 
s C(E) il morfismo canonico di M nel proprio biduule M** sia un isomorfismo. I1 risul- 

t s to  pr int ipale  g il seguente: 
Se la topologia di E ~ comp~tta  oppure g discreta e se, per ogni intero positivo n, 

ogni ear~ttere di un sottomodulo chiuso di E ~ si estende sd  un  csrs t te re  di E ~, allots 
i moduli  E-discreti  sono riflessivi (ma non lo sono in genersle quelli E-eompst t i ) .  
Ferme restando le ipotesi precedenti  A g u n s  dualitg s e e  solo se i cars t tcr i  di E ~ 
sepsrsno sot tomoduli  chiusi e punt i  di E ~. 

E o n  sismo riusciti a stabilire se lu suddet ta  propriet£ di estensione dei csrut ter i  

sia in genersle necessaria ~ffinch~ d risulti uns  duslit~. 
La  seconds ps r te  del lavoro 6 dedics ts  ad esempi ed applicszioni dells prece- 

dente  teoria,. 
)Tel § 4 A g l 'anello Z degli interi ed E g il gruppo comps t to  K dei reali modulo 1. 
Con metodi  elementari  si r ieste a fur vedere, applicsndo i eriteri di cui sopr~, 

che il funtore  d 6 una dua, litg trg lu categoris  D(K) di tu t t i  i grnppi ~beliani e la 
c~tegoria C(K) dei gruppi  sbeliani K-compat t i .  Ammet tendo  il t eorems di PETE~- 
WEYL (ogni gruppo compat to  g K-compst to)  si ot t iene lg dua, lit£ di PONT~¥AGIE. 

Nel § 5 si studig pifi det tagl iu tsmente  il csso in c u i l s  topologia di E ~ quellu di- 
screta. Si vede sllora che ogni modulo E-comps t to  g l inearmente topologizzsto ed 
modulo topologico sopru l 'anello A dota to  della topologis finit~ the  gli compete in 
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quanto anello degli endomorfismi di E.  Lo stesso A, con quests  topologia, diventa  
un  modulo E-comloatto. Le condizioni affinch6 d sin una dualit~ si esprimono in 
modo significativo a t t raverso  il filtro degli ideali apcrt i  di A. 

Nel § 6 A 6 un anello locale noether iano completo con ideale massimale m,  E 6 
l'inviluploO iniet t ivo dell 'A-modulo sempliee A/m,  la topologia di E 6 quella disereta. 
Allora la topologia finit~ di A coincide con la m-adica ,  D(E) coincide con Mod-A 
e C(E) con la categoria dei moduli  l inearmente compat t i  SOlOra l 'anello A dota to  della 
tol0ologia m-adica.  Si verifica facilmente che 3 6 equivalente alla dualit~ di MAC- 
DO~iLD [5] t ra  gli A-moduli  l inearmente discreti e gli A-moduli  l inearmente 
comp~tti .  

Nel § 7 si globalizza la situazione precedente e si studiano i moduli  l inearmente  
compat t i  sopra un anello commuta t ivo  noetheriano R muni to  della topologia/2-adica,  
dove £2 denota  l ' insieme degli ideali massimali di R. I n  questo easo A 6 il p rodot to  
diret to degli anelli locali completi  /~m, m e ~2, E 6 la somma diret ta  degli inviluppi 
iniett ivi  degli R-moduli  semplici Aim,  e la topologia di E 6 discreta. E ha una natu- 
rale s t ru t tu ra  di A-modulo, ranel lo  degli endomorfismi di E 6 isomorfo ad A n e l  senso 
della PI), e la topologia finita di E coincide con la topologia prodot to  delle topologie 
m-adiche degli Rm. Si verificano le eondizioni afflnch6 il funtore  A: D ( E ) - +  C(E) 
sin una dualitY. Si dimostra che la eategoria degli R-moduli  l inearmente  compat t i  6 
na tura lmente  equivalente a.lla categoria degli A-moduli  l ine~rmente compat t i  - -  su A 
dotato della topologia finita - -  e che quest 'u l t ima 6 una sottocategoria piena Co(E) 
di C(E). L'equivalenza 6 dovuta  essenzialmente al fa t to  che A con la topologia finita 
6 il comple tamento  ~-adico di R. Si prova quindi che un  R-modulo topologico di- 
screto - -  con R dota to  della topologia D-adiea - -  6 l inearmente compat to  s e e  solo 
se 6 artiniano. Questo fa t to  implica che i recenti  r isultati  di FAKm~UDDI~ [3] sulla 
s t ru t tu ra  algebrica dei moduli  l inearmente compat t i  sopra un dominio d ' integri t£ 
noether iano ed h-locale si estendono ad un anello noetheriano qualunque. 

Un modulo M e C(E) 6 l inearmente  compat to  s e e  solo se M * =  • M ~  dove, 
per ogni m e /2 ,  21/,, e Mod-/~m. m~ 

Si p rova  infine l 'equivalenza delle t re  seguenti condizioni: D(E)=Mod-A; 
C(E) = C0(E); £2 ~ finito. 

t~ingrazio G. DE MARCO e C. :NASTASESCU per le frequenti  conversazioni sul- 
l ' a rgomento e gli utili suggerimenti  che mi hanno dato. In  part icotare la dimostra-  
zione della Proposizione 3.6 6 dovuta  a G. D E  MARCO. 

2 .  - D e f i n i z i o n e  e r i s u l t a t i  p r e l i m i n a r L  

2.1. Sin A un anello commuta t ivo  con uni ta  1 va 0. 
Denot iamo con Mod-A la categoria degli A-moduli  astrat t i .  Se M, L sono oggetti  

di Mod-A, Hom~(M,  L) indica il modulo dei morfismi di M in L. Denot iamo conMTA 
la categori~ dei moduli  topologiei di Hausdorff  sopra l 'anetlo A muni to  datla topo- 
logi~ discreta. Natura lmente  in MTA i morfismi si intendono continui,  i prodot t i  
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diret t i  ed i sot tomodul i  si in tendono dota~ti r i spe t t i v smen te  dells topologis  prodot to  

e dells topologis  re ls t ivs .  A vol te  i so t tomodul i  della cutegoris  M T A  si ch ismersnno 
so t tomsdul i  topologici. 

Tu t t i  i moduli  considers t i  sono unitsr i .  2~ ~ denote  l ' insieme degli interi  positivi. 

2.2. - F iss ismo in M T A  un modulo completo  E soddisfacente le condizioni P1) e P~). 

DEFINIZI0]~E 1. - Un modulo M ~ M I ' A  si dice E-eompletamente regolare (risp. 

E-compatto) se M 6 topologicamente  isomorfo ad  un sot tomodulo  (risp. sot tomodulo  
chiuso) di un modulo  topologico del t ipo E x dove X g un  insieme. 

Osserviumo che un modulo E-comple t~mente  regolare g E -comput to  s e e  solo 
se 6 completo .  

I nd i ch i smo  con B(E)  la categoric  dei moduli  E-cornple tumcnte  regolsr i  e con C(E) 

quells dei moduli  E-comput t i .  E n t r g m b e  sono sotto c~tegorie piene di M T A .  B(E) 4 
chiuss  rispe%o si p rodo t t i  ed si  sottomoduli~ C(E) r ispct to  si  p rodo t t i  ed ai sotto- 

moduli  chiu si. 

DEFISlZlO~E 2. -- Sis M ~ M T A  : un carattere di M g un morf ismo continuo di M 
nel modulo  topologico E.  Si~ M ~ ~¢Iod-A: u a  cgrs t te re  di M 6 uu  morf ismo di M 

nel modulo a s t r s t t o  E.  
Se M g u n  A-modulo  quulunquc e se H g u n  sot toinsieme non vuoto  del modulo  

dei c~rs t ter i  di M, 1~ topo~ogia debole di H 6 la minim~ topologi~ su M per  cui tu t t i  

i car~tteri  appur tenen t i  ad H sono continui.  

P~OPOSlZlONE. -- Sin M e  M1½4. Le condizioni che seguono so~o equivaIenti 

(a) M ~ E-eompletamente regolare 

(b) M ha come base di intorni di 0 una ]amiglia di insiemi det tipo 

N ~i - I (U)  ( ~ e "~7) 
i=1 

(e) La topologia di M coincide con la topologia debole di una ]amiglia H d i 

caratteri di M 

dove U ~ un intorno di 0 in E e gli ~ sono caratteri di M.  

DI)x. - (a) ~ (b) consideriamo M come sot tomodulo  topologico del modulo E x. 
Lu topologiu di M coincide con ls topologi~ debole dellc restrizioni ad M delle proie- 
zioni z~: E x --> E (x ~ X) .  Tsli  restrizioni sono cs r s t t e r i  di M. 

(b) ~ (e). Si~no ~ 1~ topologia di M, w ls topologi~ debole dei csr~t ter i  di M. 

Chi~rumente ~ ~ w. D~altrs pa r t  e ~ h s  come base di intorni  di 0 un~ fumiglis di in- 
siemi che sono intorni  di 0 per  ls  topologiu w. Allots  ~ = w. 

(c) ~ (a). Siu (~ : M ~-> E ~ il morfismo diagonsle dei csr~t ter i  spps r t enen t i  sd  H.  
Poich~ M ~ di Hsusdor f f  cd h s  l s  topologi~ debole di H~ 6 ~ u n s  immcrsione slgebricu 
e topologic~ di M nel modulo  ~H. 
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2.3. - Sis M eMod-A.  Chiameremo duale di M e lo indichercmo con M* il 
modulo  dei cara t ter i  di M~ H o m z ( M ,  E), considerato come sot tomodulo topologico 

del modulo  E - c o m p a t t o  E% Ev iden temen te  M* ~ C(E) poichb HomA(M , E) 6 chiuso 

in E ~. Una  base  di intorni  di 0 in M* ~ da ta  dagli insiemi del t ipo:  

w(F; v)= {~e~*: ~(F)_c u} 

dove ~ ~ uu  sot toinsieme finito di M ed U ~ ia torno  di 0 in E .  
Sin M ~ MTA.  Chiameremo duale di M, e lo indicheremo ancora  con M*, il mo- 

dulo us t r a t to  fo rma to  dai cara t te r i  di M. 
Sin / :  M -+/~ un  morfismo della categoria Mod-A oppm'e  della categoria  MTA.  

I1 morf i smo /*: Z * - ~ M *  definito da:  

/*(~)=~o/ (~zL*) 

6 un morfismo della categoria M T A  o Mod-A r i spe t t ivamente .  Basra  far  vedere  che 
se / ~ un  morf ismo di Mod-A allora /* 6 eontinuo. Siano infat t i  F u n  sot toinsieme 

finito di M ed U un intorno di 0 in E. A l l o r a / ( F )  ~ un sottoinsieme finito di L e 

r isulta:  

I*(W(/(~) ;  V)) _~ W(F;  U) 

In en t r am b i  i casi /* si chiamer~ il mor]ismo trasposto di ]. 

Sis M un  modulo  appar t enen te  a Mod-A oppure  a M T A  e sin M** = (M*)* il bi- 
duale  di M. Per  ogni x e M consideriamo il morfismo 5: M * - + E  cosi definito: 

~($)=~(x) ($e~/*). 

Mostr iamo che ~ ~ un c~rat tere  di M*. Se M e MTA la cosa ~ ovvia.  Se M e Mod-A, 
M* 5 sot tomodulo  topologico del modulo E - c o m p a t t o  E M e ~ coincide con la restri-  

zione ad  M* della proiezione ~ :  E.~I--> E che ~ continua.  
L 'appl icazione  coM: M - +  M** da ta  da: 

o~(x) = ~ (x ~ M)  

si chiamer£ il mor/ismo canonico di M nel proprio biduale M**. Quando la cosa non 

din adi to ad  equivo@ si pot r~  scrivere co in luogo di co,. 
Sin / :  M - +  L un  morf ismo della categoria Mod-A oppure  della categoria  MTA 

c si ponga /** ---- (/*)*. Una  vcrifica d i re t ta  mos t r a  che il d i ag ramma  

M ~ > L  

0)M~ I~OL 
M** ~ L** 

commuta t ivo .  
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Un modulo  M, ~pp~r tenente  ~ Mod-A oppure  ~ M T A ,  si dir5 riflessivo se 0)  M 

uI~ isomorfismo nelI~ corr ispondente c~tegori~. ]~ evideute che ~ifinch~ un modulo  

di MTA si~ riflessivo ~ necess~rio che esso si~ E-comp~t to .  
D'a4tr~ p~rte,  se un  modulo  M e Mod-A ~ rifiessivo, esso 6 dell~ form~ L* con 

L ~ M T A  ~ per t~nto  M ~ isomorfo ~d un sot tomodulo  del modulo ~str~tto E ~. Cib 

implic~ che M ~ E-disereto nel scnso precis~to d~ll~ seguente 

DEH~IZI0~E.  -- Un  modulo  M ~ Mod-A si dice E-disereto se Hom~(M,  E) separu 

i punt i  di M, ossi~ se per  ogni x ~ M, x ~ O, esiste ] e H o m a ( M ,  E) tale  ehe ](x) ~ 0. 
Denot i~mo con D(E) 1~ sottoeutegori~ pienu di Mod-A formatu  d~i moduli  

E-discreti .  ]~ chiuro che un  modulo dellu c~tegoriu Mod-A ~ E-discreto s e e  solo se 
esso ~ algebric~mente isomorfo ~d un sot tomodulo  di un modulo us t ra t to  del t ipo E x. 

Cib signifies, che D(E) coincide con 1~ sottoe~tegoriu di Mod-A eogener~tu du E .  

Si not i  che risultu D ( E ) =  Mod-A se c solo se, per  ogni A-modulo  semplice S, 
E eontiene un sot tomodulo  isomorfo ~ll ' inviluppo iniet t ivo di S. 

PI~OPOSlZlONE. - Se M ~ D(E), w~ ~ iniettivo. Se M ~ B(E), ~OM ~ un'immersio~e 
algebriea e topologica. 

DI)~. - I n  en t rumbi  i ca.si o) ~ iniett ivo poich~ M* separu i pua t i  di M. Suppo- 
niumo M ~ B(E) e siuno E un sot toinsieme finito di M*, U un intorno di 0 in E.  

Allor~ W ...... W(F;  U) ~ intorno di 0 in M**, e V =  ~ - ~ ( U )  ~ intorno di 0 in M. 

Risutt~:  ~e_~ 

co(V) ...... (~: x e M , £ ' ( F ) C  U} ----+(M)~ W .  

Cib prov~ che a) ~ continuo. D~] t r~  p~rte,  per lu Proposizione 2.2, gli insiemi del 

t ipo V forma,no unu b~se di intorni  di 0 per  lu topologiu di M e per t~nto  ~ 6 unu 
~pplicazione ~pertu di M su ~(M) dot~to dellu topologiu relat ive.  

I1 nostro obbie t t ivo 6 di determinure  delle condizioni nffinch6 18 elassi dei moduli  

riflessivi di Mod-A e M T A  eoineida.no r i spe t t iv~mente  con D(E) e C(E). 

2. t .  PROPOSIZIO~E. - Sia (Mz)~e A una /amiglia di moduli E-eompletamente rego- 
lari e sia M = I I  M;~ il prodotto topologieo degli M;.  Per ogni carattere f di M esiste 

lea 

un sottoinsieme ]inito F di A tale che: 

Ker(/) > I I  M~.. 
~eANF 

Di conseguenza M* ~ naturalmente isomorfo al modulo E-discreto @ M~. 
2cA 

DI~.  - Pe r  ogni i e A denoti~mo con z~ 1~ proiezione di M su M~. e con s~ l ' in- 

clusione di M~. in M cosi definite:  se y eM~ si ponga. 7~.(s~(y)) ----- y, ~t~(s~.(y))= 0 
per  /~ =/= t .  
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Sisno f un cara t tere  di M ed U in in te rne  di 0 in E non contenente  sotto- 
moduli  =/= {0} di E. Esiste un in terne  W di 0 in M tale che f(W)~< U. Non 6 restri t-  
t i r e  supporre W = ~7~-~(Vx) dove F 6 un  sottoinsieme finite di A e per  ogni 2 e F 

Vx b in terne  di 0 in M~. Sin H il sot tomodulo di M cosi definite: 

H =  {xeM::rx(x)=Or V2e~}. 

Allors H < W ,  quindi f(H)<.. U da cui ](H)--O. ~ per tanto  chiaro ehe foe~--0 
per quasi tu t t i  i 2. Ds  Bib segue che l%ssegnazione f - - ~ ] o e ~ ,  definisee un iso- 
morfismo di M* su O M~. ~A 

.~eA 

CO~OLLAR~O. -- Sia X un insiemc. I1 duale del modulo E-compatto E x coincide con 
il modulo libero avente per base l'insieme delle proiezioni 7~: E z - ~ E  ( x e X ) .  

2.5. - Ls  proposizione ehe segue ~ uns  conseguenza di fa t t i  ben noti. Tu t t sv i s ,  
per eomp]etezzu, ne diamo un eenno di dimostrazione. 

P]~0POSlZlONE. - Sin (M~)a~ i una famiglia di moduli E-disereti. L'isomorfismo 
canonico 

9: H°mA( @ Mz, E) ~-> 1-I H°mA(M~, E) 
~eA A~A 

un isomorJismo topologico di (@ M~.)* su I I  M*~. 

DllVl. - Per  ogni ] e (O M~)* denotiamo con f~. la restrizione di f a M~. Allors 

9J(f) -~ (]~)~.~A" Si verifics ehe ~ ~ cont inue ussndo le proiezioni z~. di I I  M~ sugli M~. 

Mostrismo che 9 6 sperto.  Poieh~ ~ biiettivo, ~ sufficiente provare,  che per ogni 

x e @ ) M ~  ed ogni in terne  di U di 0 in E,  9(W(x;  U)) 8 in te rne  di 0 in 1 - IMP.  
2 2.. 

Possismo serivere x = ~x~. dove 2' ~ un sottoinsieme finite di A ed x~ e M~. 
~e2~ 

Sis V un in terne  di 0 in E e poniamo W o = ~  ~r]-~(W(x~; V)). We ~ in terne  di 0 
~eF 

in ~ M~. Ors, se V ~ abbss tsnz~ piccolo, r isults  q~(W(x; U))3  W0. 
A 

Sin infs t t i  g e We; possiamo serivere g = ~v(]) con f e ( O  Ma)*. Poich~ ~ ( / ) =  (fa)~A, 

Si ha f~(x~)e V per ogni 7 t e F  da eui f (x )= ~ / (x~)e  U, eio5 f e W ( x ;  U). Allots  

g e ~ (W(x;  ~Y)). ~ 

C01~0LLARI0. -- I1 duale del modulo libero E-discrete A (x) @ topologicamente isomer/o, 
i¢~ mode naturale, al modulo E-compatto E z. 

DI~L - Bas t s  p rovsre  che il modulo E-comp~t to  A* ~ topologiesmente isomorfo 
sd  E. Consideriamo l'isomorfismo eanonieo ~v: A* -~ E d~to da ~v($) .... $(1) ($ e A*). 
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Siano a e A  ed U un intorno di 0 in E ;  allora ~v(W(a; U)) = {xeE:  axe  U} ~ un 

intorno di 0 in E poich~ l~ moltiplicuzione per  a ~ un endomorf ismo cont.inuo di E.  

Ci6 p rova  che ~v ~ aperto.  D ' a l t r a  pa r te  (v-~(U) : {SEA*: $(1)e U} = W(1; U), 
quindi ~ continuo. 

3 .  - L a  d u a l i t / ~ .  

3.1. - Sin A : D ( E ) - +  C(E) il funtore  cont rovar iante  che associa ad ogni mo- 

dulo M di D(E) il duale M* e ad ogni morfismo ] di D(E) il morfismo t rasposto  ]*. 

DEFI~IZI0~E. -- Diremo che A 6 una dualitdt se per ogni modulo M appar tenen te  
a D(E) oppure  a C(E) il morfismo canonico ~o M - +  M** ~ un isomorfismo in D(E) 
o C(E) r i spe t t ivamcnte .  

Affinch~ A sin una  dualit~ ~ sufficiente, per  la Proposizione 2.3, chc o~ sin suriettivo. 

3.2. - In  generale - -  fe rme res tando le condizioni P1) e P2) - -  A nor~ 6 una  dualit$, 
come si vede con il seguente esempio. 

Sin A ranel lo  dei pol inomi nelle due inde te rmina te  u, v sopra  un corpo commu-  
t a t ivo  fissato a~d arbitr io.  Pon iamo E-----A e dot iamo E della topologia discreta:  

le condizioni P1) e P~) sono ev identemente  verificate. Consideriamo l ' ideale M ---- (u, v) 
di A ad osserviamo che Hom~(M,  A) ~ na tu ra tmen te  isomorfo ad A. In fa t t i  fissato 
~eHom~(M,A)  risult~ ~(uv)=u$(v )=v~(u)per  cul v$(u) appa, r t iene al l ' ideals 

pr imo (u) di A. Poich~ v ~ ( u )  dev 'essere $ (u )e (u )  cio~ $(u):: bu con b eA .  da 
uS(v)-= v$(u)= vbu segue ~(v)= by. Dunque  $ coincide con la moltiplicazione per  b 
e cib p r o v a  l 'asserto.  

Ora  il modulo as t ra t to  M 6 ovv iamente  E-discreto e lo stesso M ,  muni to  della 
topologi~ discreta~, ~ E-compa t to .  I n  en t rambi  i casi M* ~ A da cui M** --~- A. Ma 
M ~ come A-modulo  - -  non  6 isomorfo ud A. 

3.3. - Studieremo ora delle condizioni ~ffineh~ il funtore  A:D(E) -+  C(E) sin 
un~ du~Iit~ nel senso precisato in 3.1. L'inda, gine sara a lquanto  superficiale, t u t t i -  

v ia  si otter'~ un criterio abbastunzu signifieativo nel caso in cui la topologia di E 
sin compa t t~  oppure  discreta. 

Sin, no M u n  modulo  E-discreto ed o~: M--> M** il morfismo c~nonico. Conside- 
raado  M* come sot tomodulo  topologico (e chiuso) del modulo  E - c o m p a t t o  E ~, si 
vede che, per  ogni x e M, o)(x) coincide con la restrizionc ad M* della proiezione 
~z : E M --> E, Allor~: 

1) ~o ~ suriet t ivo s e e  solo se ogni cara t te re  di M* si estende ad nn  c~rat tere  di E M 

(Si teng~ presente  il Corollario 2.4.) 

2) La  topologia di M* coincide con la topologia debole di ~o(M). 
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D~ queste consideruzioni discende che ogni modulo  E discreto 5 riflessivo se per  
ogni modulo  E-eomput to  L si verifica una  delle due seguenti  condizioni: 

a) Se L ~ sot tomodulo  topologico del modulo E-comput to  E x, ogni c~rs t tere  

di L si estende sd  un  ea~rst~ere di E x. 

b) Se la topologia di L coincide con 1~ ~opologia debole di un sot tomodulo  H 

di L*, ullor~ H = L*. 

Come ora vedremo,  queste due condizioni sono equivatenti .  Osservismo c h e s e  

ogni L ~ C(E) verifica la a) o la b) lo stesso aceade per  ogni modulo di B(E)  poieh6 

ogui modulo  E -comple t amen te  regolare e so t tomodulo  denso di un  modulo  E - e o m p s t t o .  

P~oPosIzIo~E.  - Sia M un modulo E-completamente regolare. 

Le condizioni the seguono sono equivalenti: 

(a) Se M ~ sottomodulo topologico del modulo E-compatto E x, og~i cc~rattere di M 
si estende ad un carattere di E x. 

(a') Se M ~ sottomodulo topologico del modulo L e B(E),  ogni carattere di M si 

estcnde ad u~ carattere di L. 

(b) Se H ~ ~tn sottomodulo di M* e se la topologia di M coincide con la topologia 

debole di H,  allora H -  M*. 

DD~. - L 'equivs tenz~  (a)<=> (a') ~ ovvi~. 

(~) ~ (b). Se M h~ ls  topologis  debole di H ,  M & sot tomodulo  topologico del 
modulo  E - c o m p a t t o  E H e d  i ca ra t te r i  di M appar tenen t i  sd  H coincidono con le 

restrizioni ~d M delle proiezioni ~ :  E n --> E,  h ~ H .  Sis ~ ~ M*; ~ si es tende ad un 

ca r s t t e re  ~ di E~;  per  fl Corollario 2.4~ ~ ~ combinazione l ineare ~ coefficiente in A 
di proiezioni ~h. Dunque  ~ E H ,  ds  cui H = M*. 

(b) ~ (a). Sin M un sot tomodulo  topologico di E x e sis H il so t tomodulo  di M* 

gener~to da.lle restrizioni sd  M delle proiezioni ~ ,  x ~ X. M ha  1~ topologis  debole 
di H poich& E x ha ]a topologis  debole delle z~. Allors M* ---- H e quindi ogni ear~t-  

tere  di M si es tende sd  un ea r s t t e re  di E x. 

3.4. DEFINIZi0~E. -- Sis A uns  sot tocstegori~ di M T A .  Diremo ehe A ha  18 pro- 
priet& di estensione dei caratteri (e scr iveremo A c_ PEC)  se, per  ogni modulo L e A, 

ogni c s ra t t e re  di un  qualunque sot tomodu]o di L si estende ~d un  cara t te re  di L. 
Si osservi che B(E)¢_ P E C  se e solo se C ( E ) g P E C .  
L s  proposizione che segue ~ evidente:  

P~oPosIzIo~E.  - Sc C(E) ha la proprietd di estensione dei cara tteri allora per ogni 
M ~ D ( E )  il mor/ismo canonico ~: M - +  M** ~ un isvmor/ismo. 

3.5. - Se C(E)¢_ P E C  ogni modulo  E-discreto ~ riflessivo, m a  in generale A non 

uns  duali th poich~, come si vedr~ in 7.37 possono esistere dei modul i  E - c o m p a t t i  
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non isomorfi ai propri biduuli. Tuttavi~, se C(E)~_ PEC, si pub determinare un~ 

eondizione necessaria e sufliciente affineh~ z] sia una  dualit&. 

PI~OPOSlZIONE. - Le a]fermazioni the seguono sono equivalenti 

(a) La eategoria C(E) ha la propriet~ di estensione dei earatteri ed il funtore A 
D(E)->. C(E) ~ una dualitdt. 

(b) Siano M un modulo E-compatto, B un sottomodulo chiuso di M, ~ un carat- 
tere di B, Xo un elemento di M ~ B .  Allora ~ si estende ad un earattere ~ di M 
tale ehe ~(xo) ~ O. 

DI~.  - (a) ~ (b). Poieh~ C(E)c_ PEC, $ si estende ~d un c~rattere ~' di M. Se 

~'(xo) ~-- 0, baster~ t rovare un e~rattere di M nullo su B e diverse d~ zero in Xo. Si 

supponga per assurdo ehe ogni car~ttere di M nullo su B sia nullo anehe in x0; 

siano L il sot tomodulo ehiuso di M generate da B ~-Axe ed i: B - ~ L  l 'inclusione 

eanonica. :Per la propriet~ di estensione dei earatteri  il morflsmo di restrizione 

i*: Z* --~ B* ~ un isomorfismo di moduli E-disereti e per tanto  i**: B** -+ L** ~ biiet- 

t i re .  Si ha il di~gramma commuta t ive :  

B ~  !,,,,,~ ~.L 

B * *  i** > ~ * *  

Poieh5 c% ed ¢% sono isomorfismi, i ~ biiettivo il ehe ~ assurdo. 

(b) ~ (a). Per le proposizioni 3.4 e 2.3 ~ sul~ciente dimostrare che per ogni 

Z e C(E) il morfismo eanonieo c% 6 suriettivo. Si supponga co (L)¢  L** e sia 

xoeL**~o~(L), o~(L) ~ ehiuso in L** poieh~ o~ ~ una immersione topologies ed Z 

complete. Esiste un eara, t tere ~ di 2~**, nullo su co(L), tale che ~(xo):/: 0. Per  

la Proposizione 3A il morfismo e~nonieo of :  L*--~L*** ~ un isomorfismo per eui 

= of(a) con a e Z * .  Poich~ ~ :/: 0, ~nche ~ve 0. D 'a l t ra  parte  per ogni x e M si ha:  

= = = o .  

Ci6 impliea ~ = 0 il ehe ~ assurdo. 

3.6. - Se il modulo E ~ compat to  oppure ~ discrete, allora C(E)c_ PEC s e e  solo 

se la proprietg di estensione dei caratteri  vale per i sottomoduli  chiusi dei prodot t i  

di un numero finite di cogie di E. 

Ne]t~ presente situazione i criteri di du~litg soao dati  d~i due segueati ennunciati. 

PROPOSIZIO~E. -- Si supponga che il modulo topologico E sia compatto oppure di- 
screte. Le a]fermazioni ehe seguono sono equivalenti: 
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(a) La  categoria C(E) ha la proprietd di estensione dei caratteri. 

(b) Siano h e N ,  B u n  sottomodulo chiuso del modulo E-corapatto E% Ogni ca- 
rattere di B si estende ad un  carattere di E ~. 

Di  consegueuza, se vale la condizione (b), ogni modulo E-discreto ~ ri]lessivo. 

DI~. - (a) ~ (b) 8 evidente. 

(b) ~ (a) Siano M e  C(E) ed H un sot tomodulo di M* con la loroprietg che la 
topologia di M eoincida con 1~ topologia debole di H.  Dimostreremo che H = M*, 
dal che seguirg l 'affermazione (a) in virtfl della Proporzione 3.3. 

Siano f le  M* ed U un intorno di 0 in E.  Poich~ M ha la topologia debole di H 
esistono un  sottoinsieme finito {~,  . . . , ~ }  di H ed un intorno V di 0 in E tali da  
aversi: 

gt 

Supponendo,  come & lecito, che U non contenga sottomoduli  non nulli di E, da 

Sin qO: M--> E n i l  morfismo diagonale degli ¢e: 

~(x) = ($,(x),..., ~Jx)) ( x e M ) .  

Poich6 Ker(cf)<Ker(~)  esiste un morfismo di A-moduli  ~ : I m ( ~ ) - - > E  tale che 
= ~o~0. ~ ~ evidentemente  una applicazione continua e ehiusa e per tan to  la topo- 

logi~ relativ~ di Im(~o) coincide con la topologia qnoziente di ~ (cfr. [4], 3.8). Da 
cib segue che ~ 8 un morfismo continuo (efr. [4], 3.9), e quindi ~ 6 un curat terc  di 

Im(~0) che si estende ad un c~r~ttere ,/' di E n. Ev iden temente  ,/'-= ~ a~z~ dove 
i=1 

le ~i sono le proiezioni di E"  su E e le a~ denotuno degli elemcnti  opportuni  di A. 

Si ha per ogni x E M :  

i = l  / = I  

D~ cib segue ~ = ~ a ~ , :  e quiIldi ~ /e l l .  
4 = 1  

TEOREMA. - Se il modulo topologico E ~ compatto oppure discreto le condizioni the 
seguono sono equivalenti: 

(a) La categoria C(E) ha Ia proprieta di estensione dei caratteri ed it iuntore 

A : D(E) --> C(E) ~ una dualitd. 

1 5  - A n n a l i  dl Matemat ica 
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(b) Siano n ~ N,  B un sottomodulo ehiuso di E ~, ~ un carattere di B, xo un ele- 
mento di E ' \ B .  Allora ~ si estende ad un earattere ~ di E ~ tale ehe ~(xo) # O. 

(c) La condizione (b) della Proposizione 3.5. 

DB~. - Per  l~ Proposizione 3.5 ~ sufficiente dimostrure (b) ~ (a). Pe r  lu propo- 
sizione precedente  C(E)c_PEC ed ogni modulo E-discreto ~ riflessivo. Sia M un 
modulo E-compat to  e supponiamo per assurdo co(M):/:M**. Sia xo~M**\o) (M) .  

Poich~ o)(M) 6 chiuso in M** e poich~ M** ha lu topologia debole dei earat ter i ,  
esistono un  sottoinsieme finito F di M*** ed un intorno U di 0 in E tall  d~ aversi: 

da eui: 

Xo ÷ n a-l(u)) n ~(M) = O 

Poniamo L = n Ker(~). 
¢¢EF 

Se E b discreto, L ~ aperto in M** in quanto 6 intersezione di nuclei di caratteri .  
Se E 6 compat to  o~(M) e M** sono compatt i .  In  ent rambi  i casi M**/L ~ topolo- 

gicamente isomorfo ad nn  sot tomodulo chiuso di E ~, L~-o~(M) 6 chiuso in M** 
e la proiezione canonica ~: M** -~ M**/L ~ un morfismo eontinuo e ehiuso. 

Poich6 z ( x o ) ~ ( L  + w(M)) 6 chiaro che esiste un  carat tere  ~1 di M** tale che 

~(o~(~I)) = 0, V(Xo) # 0. 
Ragionando come in 3.5 si perviene ad un assurdo. 

3.7. - ~ o n  siamo riusciti a stabflire se la eondizioae C(E)c_ P E C  sis in generale 
necessaria affinch6 A risulti una dualith.. 

4. - Gruppi a b e l i a n i  (R/Z)-compatti. 

Siano R il corpo dei reali dotato della topologia usuale, Z Fanello degli interi, 
K il gruppo addit ivo R / Z  munito  della topologi~ quoziente. Come ~ noto (Cfr. ad es. [9] 
Cap. VI) K ~ compat to ,  l 'anelto degli endomorfismi continui di K ~ na tura lmente  
isomorfo a Z e K non contiene sottogruppi piccoli. Per tan to  K,  come Z-modulo 
topologico con Z discreto, verifica le condizioni P1) e P~). 

ben noto ehe K verifiea 1~ eondizione (b) del Teorema 3.6. 
Vogli~mo tu t t av ia  osservare ehc questo fa t to  si pub dimostrare in modo abba- 

stanza semplice, senza usare il Teorem~ di PE~ER-WEY~ (Cfr. [9]~ Sections 33, 34), 
ammet tendo  di conoscere t~ s t rut tur~ dei sot togruppi  chiusi di R ", n ~ N~ come 
esposta ad esempio in [1]. 

Siano B un sot togruppo chiuso di K ~ ed Yo un elemento di K ~ \ B .  Dimostr iamo 
in primo ]uogo la seguente affermazione 

a) Esiste un carattere $ di K ~ tale ehe ~ (B)=  0 e ~(Yo) # O. 
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Ident i f ichiamo,  in modo o w i o ,  K "  con R~/Z ", deno~iamo con a la proiezione c~- 

nonica di R ~ su K *' e siano G-=--a-~(B), Xo un elemento di a-~(y0). G ~ un sotto- 
g ruppo  chiuso, contenente  Z ~, d i / ~ .  Pe r t an to  G ~ somma  di re t ta  di un  sot tospazio 
vet tor iMe V di R" e di un sot togruppo libero di R ~ aveute  una  base (x~, ... x~}, 1 <h<~n~ 
la quale genera  in R ~ un sot tospazio complementa re  di V. (Cfr. [1], Th. 1 e Th. 2). 

Possiamo scrivere xo = x + ~ r~xj dove x ~ V e gli r~ sono humeri  reMi non tu t t i  in- 

teri  poich5 xo~G.  Supp0niamo r ~ Z  e si~ ~: R ~ - ~ R  ]~ fo rma  lineare definita 
dalle condizioni ~p(V)= 0, F ( x ~ ) : 1 ,  F (x~)=  0 per  j > 1 .  

E v i d e n t e m e n t e  F(G)<Z e F(xo)~_Z. Sin ~ la proiezione canonica di R su K.  
Poich~ Ker(a)  : Z ~ <  G < Ker(~o~),  esiste un morf ismo ~ : K  ~ --> K tale che ~oa = ~o% 

~ un cara t te re  di K ~ soddisf~cente le condizioni richieste. 
Sin.no ora B* il g ruppo dei cara t te r i  di B e d  H il so t togruppo di B* generato  dalle 

restrizioni a B delle proiezioni di K ~ su K.  Dimos t r i amo che 

b) H = B*, eio~ ogni carattere di B si estende ad un earattere di K% 

(Ricordiamo che per  il Corollario 2.4, il gruppo dei cara t ter i  di K "  coincide coll 

il g ruppo libero generato dMte proiezioni K ~ -~K) .  Sin {$~, . . . , ~ }  un s is tema in- 

d ipendea te  di generator i  di H (re<n). Denot iamo con ~: B - ~ K  "~ il morf ismo dia- 

gonale degli $~. e p rov iamo che ~(B) coincide con il p rodo t to  topologico I - [  ~(B) .  

Ev iden t emen te  tale prodot to  contiene 9(B). Si~ y ~ K " ~ ( B ) ;  poich~ ~(B) ~ chinso 

in K ~ sappiamo,  per  qu~nto vis to in precedenz% che esiste u a  cara t te re  ] di K ~ tale  
~t  

che ] ( 9 ( B ) ) =  0, ](y)~= 0. Possiamo serivere ] ~  ~t~z~ dove i t~ sono degli interi  e 

le z~ denotano le proiezioni di K ~ su K.  Pe r  ogni x e B si ha  

- 5 = 5 = o 

*~=1  

dunque  ~ t ~ $ ~ = 0 .  Da  eib segue, per  l ' indipendenz~ degli ~ ,  t + ~ = 0  e quindi 

t ~ ( B )  = 0 per  ogni i. D 'a l t r~  p~rte,  posto y = (y~, ... y~) con gli y~ ~ K,  da ](y) ~: 0 

segue t~y~:AO per  ~lmeno un  i. Pe r  questo i risult~ y ~ ( B )  d~ cui y ~ H $ ~ ( B ) .  

L 'uguagl ianza  q) (B)= ~(B)  g eosl p rova ta .  Sia ora r] tm cara t te re  di B e d  os- 

serviamo cite ~0 g iniet t ivo:  infa t t i  Ker(~) = [-I Ker(~.) = 0 poichg H separa  i Imnt i  
di B e d  ~ generato dagli ~ .  4=1 

Essendo B e K ~ gruppi  eompat t i  e di Hausdorff~ ~ g una  immersione topologica 

e pe r t an to  esiste un cara t te re  g di ~(B) ta le  che ~ = go~0. Most r iamo che g si estende 
~n 

ad lm cara t te re  ~7' di K -~. Si ha. ~(B)-----II  ~ (B)  e, per  ogni i, ~ (B)  g un sotto-  

gruppo chiuso di K.  Allora ~(B)  o g eiclico finito oppure  coincide con K.  In  en t rambi  
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i casi la restrizione a ~(B)  di ~ coincide con la moltiplicazione per  un conveniente  
intero s~. Pos to  ~ ' - - - - ~ s ~  si ot t iene uli cara t te re  di K ~ che estende 7]. Pe r  ogni 

x ~ B  si ha  

~(x) = ~o~(x) = ~'o~(x) = ~ ~ , ~ ( x )  = ~ s,&(x) 

d~ cui ~ = ~ s ~  ~ H.  Dulique B* = H.  
i 

D~ a) e b) segue immedi~ tamente  che K verifica la condiziolle (b) del Teorema 3.6 

e pe r t an to  il funtore  z J : D ( K ) - ~  C(K) ~ una dualith. D(K) coincide con la cate- 
goriu di t u t t i  i gruppi  ubeli~ni poichb K b iniett ivo e contielm u r ~  copia di oglii 

gruppo ciclico. A questo punt% se si vuol% il Teorem~ di PETEIC-WEYL garant isce 
che ogni gruppo abeliulio compat to  ~ K - c o m p a t t o  e si r i t rova  18 duali t£ di Po~-  

~I~¥A~I~ tr~ la categori~ dei gruppi  abeliani compat t i  e quella dei gruppi  abelialii 

discreti. 

5. - Moduli E-compatt i  l inearmente topologizzati.  

I n  tutto questo paragra]o si suppone the la topologia di E sin quella disereta. 

5.t .  - Poich~ E d discreto, ogni modulo di B(E)  ~ l inearmeli te  topologizzato cio6 

ha una buse di intorni di 0 form~ta  du sottomodu]i.  Pi~ prec isamente  dalla Pro-  

posizione 2.2 si ot t iene la seguelite 

P~0P0SlZlO%E. - Un modulo M ~ M T A  ~ in B(E) se e solo se M ha come base di 
intorni di 0 una famiglia qJ di sottomoduli tale the per ogni V ~ cU M / V  sin isomor]o 

ad un sottomodulo di E ~ per qualche n c N. 

5.2. - Pe r  ogni M EMod-A 18 topologia di M* coincide con la topologia /inita 

che ha  come base di intorni  di 0 i sot tomodul i  del t ipo F ± dove F ~ un sottoinsieme 

finito di M e ,v~ ~ l 'ortogon~le, o unnullatore,  di /~ ill M*: 

F • = {$ e M * :  $(F) = 0 }. 

I n  purt icolare i] duale del modulo E-discreto E coincide con l'~nello A dota to  della 
topologiu finitu. A, con questa  topologi~, ~ un anello topologico di H~usdorff  e 

completo.  

PROPORZlOI~E. Ogni modulo E-eompletamente regolare ~ un modulo topologico sul- 
l'auello A dotato della topologia ]inita. 

Dt~ .  - L'~sse~to ~ vero per  E poich~ l '~nnutl~tore in A di ogni e lemento di E 
un ide~le ~perto. Allor~ oglii sot tomodulo topologico di IIn modulo del t ipo Ez~ 
con E x dot~to  della topologi~ prodot to  di quell~ discret~ su E,  ~ un modulo topo- 
logico sopra l 'anello A muni to  della topologia finite. 
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I l ldi thiamo ton L T A  1~ categoria degli A-moduli  l inearmentc topologizzati e 
di Hausdorff  ton  A dotato  della topologia finita. Per  la proposizione preeedente  
B(E)  6 una  sot tota tegoria  piena di E T A .  Un modulo M ~ L T A  6 ii1 B(E)  s e e  solo 
se M ha  la topologiu debole dei earatteri .  

5.3. - Sia ~ l 'insieme degli ideali apert i  di A. La propriet~ C(E)c  P E C  e la coI1- 
dizione (b) del Teorema 3.6 si possono interpretare  mediante condizioni sul filtro ~'. 

Poniamo:  

235 .... {M e Mod-A : AnnA(x  ) ~ 5", Vx ~ M)  

dove AnnA(x ) = { u s A :  a x ~- 0}. Ev iden temente  E e 235- La  classe 235 ~ thius~ per 
i sottomoduli ,  le immagini omomorfe,  le somme dirette.  

Pe r  ogni ideale I di A si ha: 

I ~ 23 <==> A / I ~ 23 :~ . 

I moduli  della classe 23~ si chiamera~mo moduli di ~-torsione. 

Si osservi che uI1 A-modulo M dotato  della topologia d is t re ta  6 ill L T A  s e e  solo 
se M ~  23~. 

Diremo the  E ~ topologicamente ~-iniettivo se, per ogni I s ~-, ogni eara t tere  di I 
si estende ad un cara t tere  di A (0vviamente  A si intende dotato della topologia 
finita ad I della topologia relativa).  La  definizione preeedente dice che E ~ topologi- 

vamente iniettivo he1 senso the  ogui cara t tere  di urL qualu~que ideale di A si estende 
ad un carat tere  di A. Questo fa t to  ~ conseguenza del seguente semplice 

LEM~A. - Siano L un sottomodulo topologico del modulo M ~ L T A ,  ~ un carattere 

di L.  Atlora ~ si estende ad un carattere di un  sottomoduIo aperto~ contenente L,  di M.  

DI~. - Si ha K e r ( $ ) - - V n L  con V sottomodulo aperto di M. Sia L ' - - - - L q - V ;  
evidentemente  L '  ~ lm sottomodulo aperto di M. ~ si estende ad un  morfismo ~' 
di L '  ill E ponendo: 

~' (x ~- y) = ~(x) (x e L, y e V) . 

Si verifica che ~' ~ ben definito; ~' 6 uIl cara t tere  di L '  poieh~ Ker(~')~_ V. 

P R O P O S I Z I 0 : N E .  -- A~6 condizioni che seguono sono equivalenti: 

(a) La  categoria C(E) ha la propriet& di estensione dei caro~tteri. 

(b) E ~ topologicamente ~-iniettivo. 

(b') E ~ topologicamente iniettivo. 

(c) La  categoria L T A  ha la propriet& di estensione dei caratteri. 

(d) Se L ~ un sottomodulo di u~n modulo M ~ 23 5 ogni mor]ismo di L in E si 

vstende ad un morfismo di M in E.  
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DI~.  - ( a ) ~  (b'). A,  con la topologis  finita, ~ un modulo E-comps t to .  

(b') ~ (c). La  dimostrsz ione di quest~ implieazione ~ quella usuMe (cf. sd  es. [10]) 
svendo  curs  che i m o ~ s m i  considerst i  risultino continui.  Sisno 35 un sot tomodulo  

topologico di un modulo  M E L T A  e £ un  c s r s t t e r e  di L. Pe r  il L e m m s  precedente  
non ~ res t r i t t ivo supporre  35 spe r to  ia  M. Sis (H, ]) una  coppia mass imsle  r ispet to  

alle propr ie t£  seguenti:  H ~ un  sot tomodulo  di M contenente  L, / ~ un morfismo 
di H in E ehe estende ~. Si not i  che J ~ eontinuo poich~ K e r ( ] ) >  Ker(~) che ~ aper to  

in M. Se H = M l ' s f fermazione (c) ~ t ) rovsts .  Mostr iamo che se H va M si perviene 

sd  un  assurdo. F iss i smo x E M ~ H  e sis H ' =  A x  + H. ] si est, ende sd  un  morfismo 
]': H ' - -~E nel modo seguente. Considerismo t ' ideale I di A cosi definito: 

I .... { aeA:  ~ x e / / }  

e sis ~ il morfismo di I in E ds to  da:  

V(a) = ](ax) (a z I )  

~ un cs ra t t e re  di I poieh~ ] ~ un c s r s t t e r e  di H e la molt ipl icszione per  x ~ u a  

morfismo continuo di I in M. Poich~ E ~ topotogicsmente  iniett ivo,  ~] si es tende 

ad un cars t t e re  ~ di A. Definismo il morfismo ] ' :  H ' - ~ E  ponendo:  

] ' (bx+ y) = ~(b) + ](y) ( b e A ,  y e l l ) .  

Si verifica fsc i lmente  che fl ~ ben defini~o: 
se infs t t i  bx@ y = O s l lors  bx = - - y  ds  cui b e I  e quindi:  

]'(bx + y) = ~?(b) + f(y) = ](bx) -[- ](y) = ](O) = O . 

L'es is tenzs  di fl contrsddiee la massimali t~ di (H, ]). 

(c) ~ (d). Ogni modulo di 37-torsione, dota to  della topologis  discrets,  6 in L T A .  

(d) ~ (a) Segue della Proposizione 3.6. 

OSSE~VaZI0~E. -- Si n oti che ogni morf ismo ] di A in E ~ un cara t tere  di A. 

In fa t t i  Ker(]) ~ l ' snnul la tore  di ](1). 

5.4. - Ind ich iamo con ~ l ' insieme degli ideMi mass imsl i  di A apps r t enea t i  ad 37 
e con S 5 ls  somma d i re t t s  degli A-modlfl i  semplici A / m ,  r n ~ Q ~ .  

Dimost re remo ehe, se E 6 topologicsmente  iniett iv% sl lors  A 6 u n s  dusli t~ se 

e solo se E contiene un sot tomodulo isomorfo ad SX. Ques t 'u l t ima  circostanza si 
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verifica se e solo se E contiene un sot tomodulo  isomorfo ad A / m  per  ogni m e . ( 2 ~  
dal  m o m e n t o  che gli A i m  sono semplici e a due u due non isomorfi. 

L E N A .  - Se E ~ topologieamente iniettivo le a]]ermazioni ehe seguono sono equi- 
valenti 

(a) E ha un sottomodulo isomor]o a S2 .  

(b) 2 ~ D ( E ) ,  ossia, per ogni M ~ 7 3 5 ,  Hom~(M,E)  separa i punti  di E. 

DI~.  - (a) ::> (b). Siano M e , x ,  x E M ,  x: / :0 ,  L un sot tomodulo  di M massi- 
male  r ispet to  ull~ proprieth  x 6 L. Ind ich iamo con ~ l~ proiezione c~nonico di M 
su M/L  e con L' /L  il so t tomodulo  di M/L  generato  da  7~(x). Ev iden temen te  L' /L  
semptice e di ~- to rs ione  quindi ~ isomorfo ud A i m  per  un certo m e ~9~. Esis te  
allora un monomorf ismo ]: L' /L- -~E che si estende, per  la Proposizione 5.3, ad un 

morfismo g: M/L  ->E. Risul ta  (go~)(x) ~ O. 

(b) =z- (a). Pe r  ogni m e / 2 ~  A / m  ~ semplice e di 9r-torsione, quindi esiste un  

monomorf i smo di A / m  in E.  

PROPOSlZlONE. -- Le a]/ermazioui ehe seguono sono equivalenti. 

(a) La eategoria C(E) ha la proprieilt di estensione dei varatteri ed il funtore A 
una dualit& 

(b) E ~ topologieamente iniettivo e eontie~e un sottomodulo isomorfo ad S s .  

(c) Siano B u n  sottomodulo chiuso di un modulo M E L T A ,  ~ un carattere di B~ xo 
un elemeato di M ~ B .  Allora ~ si estende ad un carattere ~ di M tale ehe ~(xo) ~ O. 

DI~ .  - (a )=> (b). E ~ topologicamente  iniet t ivo per  Is  Proposizione 5.3. Sin 

m e ~ Poich6. A & E - c o m p a t t o  ed m ~ chiuso in A, esiste per  la Proposizione 3.5 

un cara t te re  a di A nullo s u m  ma  non su tu t to  A. Tale a induce un monomorf ismo 
di A / m  in E. 

(b) =~ (c). I1 cara t te re  ~ si estende ad un cara t te re  U di M. Se U(x0)= 0, basra  
t rova re  un cara t te re  di M hullo su B e diverso da  zero in xo: Poich~ B ~ chiuso 

in M esiste un  sot tomodulo  ~perto V di M tale che (xo-~ V) 5~ B ----- 0 da  cui xo ~ V~- B. 
Sin ~ l a  proiezione canonica di M su M / V 4 - B  dota to  della topologia quoziente. 
V ~ - B  ~ ~perto in M, quindi M / V - I - B  ~ discreto e pe r t an to  ~ di ~- tors ione.  Pe r  
il L e m m a  precedente  esiste un  cara t te re  $' di M / V ~  B tnle che ~'(~(xo))V: 0. 

~ 'ou ~ un  cura t tere  di M poich~ ~ ~ continua.  T~le cara t te re  ~ hullo su B. 

(e) =~ (a). Segue dal Teorema 3.6, 
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6. - Dual i t / l  sopra u n  ane l lo  l oca l e  c o m p l e t o .  

6.1. - Sia A un anello (con uni ta  1 # 0) commutat ivo,  noetheriano, locale con 

ideale massimale m e completo nella topologia m-adica.  Sin E l ' inviluppo inicttivo 
delFA-modulo sempliee A / m .  Per  un  ben noto r isultato di MATHS ([6], th. 3.7), 
ogni A-endomorfismo di E coincide con la moltiplieazione per un unieo elemento di A 
e perta.nto l 'A-modulo E, munito  della topotogia discreta, verifiea le condizioni 
P1) e P2). Inoltr% poich~ E ~ un  cogeneratore iniettivo della categoria Mod-A, si vede 
che D(E)----Ffod-A e che la condizione (b) del teorema 3.5 6 soddisfatta. 

Allora it funtore  A: ~Iod-A-+  C(E) ~ una dualitY. Vogliamo dimostrare  ehe A 
essenzialmente equivalente alla dualith di MACDOI~ALD t ra  la categoria degli A-moduli  

l inearmente discreti e quella degli A-moduli  l inearmente eompatt i ,  con A dotato  
della topologia m-adic~. 

6.2. - Seguendo MACDO~ALD, diremo che un A-modulo M b m-primario se F~n- 
nullatore in A di ogni elemento di M contiene una potenza d i m .  E 6 m-pr imar io  
(Cfr. [6], th. 3.4). 

l~ieordiamo ehe un  m-modulo  M 6 art iniano s e e  solo se M 6 isomorfo ad un sotto- 
modulo di un  modulo del t ipo E ~, n ~ N, ([6], Cor. 4.3): Cib premesso yoossiamo 
dimostrare la seguente 

PI~0POSlZlO~E. - La topologia /inita di A,  come anello degli endomorfismi di E, 

coincide con la topologia m-adica. 

DI~f. - Poich6 E 6 m-pr imario  l 'annullatore di un sottoinsieme finito di E con- 
t iene una potenza di m,  quindi ogni ideale aperto nella topologia finita 6 aperto 
nella m-adica.  

Vieeversa sin k ~ N e mostr iamo ehe m ~ 6 aperto nella topologia finita. Poich6 
A / m  7~ 6 un A-modulo artiniuno, esiste n ~ N tale che A / m  k sin isomorfo ad un 
sot tomodulo di E ~. Osserviamo ehe m ~ 6 l 'annullatore dell 'elemento 1~- m~e A / m  k. 
Esiste quindi uu elemcnto x =-(x~, ..., x,~)EE ~ tale che A n n ( x ) =  m ~. Ma A n n ( x ) =  

n 

= ~ Ann(x~). 

6 . 3 . -  Indichiamo con L T A  Ia eategoria degli A-moduli  l inearmente topolo- 
gizzati e di t tausdorff  su A dotato  della topologia m-adica.  Per  le Proposizioni 6.2 
e 5.3, possiamo identificare C(E) con una sottocategoria piena di LTA.  Con le nota- 
zioni del paragrafo 5, ~ coincide con l ' insieme degli ideali di A the  eontengono uaa  
potenza di m, quindi un ideale I di A 6 in ~ se e solo se A / I  6 artiniano. 23~ 
la elasse dei moduli  m-pr imar i  e ~ = {m}. 

t~icordiamo ehe un  modulo M e L T A  si dice linearmente compatto se in M o g n i  
famiglia di variet~ lineari ehiuse (ciob di classi laterali r ispetto ~ sot tomoduli  chiusi) 
avente  la propriet£ della intersezione finita ha intersezione non vuota .  MACDOnAlD 
(el. [5]~ 5.5) ha provato  che un modulo M ~ L T A  6 l inearmente compat to  s e e  solo 
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se M ~ limite inverso di moduli  artiniani.  Cib signifiea ehe M 6 completo nelta propria  
topologia ed ha come base di intorni  di 0 una famiglia di sot tomoduli  a quozieute 
artiniano. Poich6 ogni modulo art iniano ~ u a  sot tomodulo di un E% n ~ N~ dalla 
Proposizione 5.1 segue che C(E) coincide con la categoria degli A-moduli  l inearmente 
compatt i .  

6.4. - Pe r  ogni M ~ LTA,  5L~CDO~A]SD definisce il modulo duale M n e l m o d o  se- 
guente:  M 6 il modulo dei morfismi continui di M in E (E 6 discreto) topologiz- 
zato assumendo come base di intorni  di 0 in M gli ortagonali  dei sot tomoduli  com- 
l~atti ed m-separa t i  di M (Un A-modulo si dice m-separa to  se ~ d i  Hausdorff  nella 
topologia m-adica) .  Un modulo di L T A  ~ detto linearmente discreto se i suoi sotto- 
modul i  aper t i  sono tu t t i  e soli quelli a quoziente m-pr imario  (Cfr. [5], pug. 224). 
Indiehiamo con LD la categoria degli A-moduli  l inearmente disereti:  l 'assegnazione 
M k-> M definisee una dualit~ A :: LD --> C(E) ([5], 9.13). ~3 facile provare  che esiste 
una equivalenza di categorie F:  M o d - A - + L D  tale che A = A'o/~. 

]~ chiaro infat t i  che ogni M e Mod-A ammet te  una unica topologia l inearmente  
discreta:  quella o t t enu ta  prendendo come base di intorni  di 0 in M tu t t i  i sotto- 
moduli  a quoziente m-primario.  Tale topologia 6 1~ pifi fine topologia l ineare su M 
tale che ogni $eHom,t (M , E) risulti continuo. Essa 6 di t tausdorff  poich6 6 pifi 
fine della topologia debole di Hom~(M, E) e quest 'u l t ima 6 di Hausdorff  poichg 
Hom~(M,  E) separa i punt i  di E.  

]~ poi evidente che, se M e d  L sono A-moduli,  ogni / e  HomA(M ~ L) 6 continuo 
qualora  M ed L siano dota t i  delle r ispet t ive topologie l inearmente discrete. Infine, 
per ogni M e LD, M coincide con HomA(M , E) dota to  della topologia finita, (cfr. [5]7 
6.2 e 8.6). 

OSSE]~VAZI0~E 1. - ]~ facile verificare che la dualit£ A induce una dualit~ t ra  
la categoria degli A-moduli  rn-primari  e quella degli A-moduli  l inearmente corn- 
pa t t i  ed m-separat i .  

OSSERVAZI0~E ~. -- Se  A ~ 1111 anello noetheriano locale non necessariamente com- 
pleto e se M 6 un  A-modulo l inearmente compatto,  M risulta essere, in modo natu-  
rule, ua  A-modulo dove A denota  il completamento m-adieo di A. In  effetti  anche 
in questo caso M 6 limite inverso di A-moduli  art iniani e questi  sono _~-moduli. 

7. - Dual i t / t  e m o d u l i  l i n e a r m e n t e  c o m p a t t i  sopra u n  a n e l l o  n o e t h e r i a n o .  

7.1. - Siano R nn anello commuta t ivo  noetheriauo,  con unit~ 1 =/: 0, D l ' insieme 
degli ideali massimali  di /L Poniamo 

. ~=  ®E. .  

dove E m 6 l ' inviluppo iniett ivo dell 'R-modulo semplice Rim.  Sin/~m il completamento 
m-adico  di R,~. Come 6 noto Em 6 un /~m-modulo ed ogni R-endomorfismo di Em 
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coincide con la moltiplicszione per un  unico elemento di /~,,. Con ovvie identifi- 

cszioni r isut ts :  

1~,~ = Hom~(E,~, Era) = Hom~m(E.. ,  E.~) 

(c r. [6], 
E. ,  ~ un R-modulo rn-primario nel senso che l 'annull~tore in R di ogni elemento 

di E , ,  contiene una potenza d i r n  ([6], Th, 3.4) e per tunto  se rn~, rn.~ sono ideali mussi- 
muli dist int i  di R risult~ 

gom~(Em, ,  E,.o) = 0 

poich~ un modulo unit~rio s imult~nesmente rnl-primario ed rn~-pfim~rio ~ hullo. 
Ds  cib segue che l 'snello degli R-endomorfismi di E si identifica con l 'anello 

A = ~ / ~ , , .  E diventa  cosi un A-modulo ed inoltre, come si verifica facilmente,  
me/2 

H o m A ( E  , E) = A.  
L'A-modulo E, dotato  della topologis discreta, verifica ovviamente  le eondizioni 

P1) e P~). Vedremo tra  breve che il funtore  z ] : D ( E ) - +  C(E) ~ una dualit~ che 
gener~lizzs quells studiuta, nel § 6. 

7.2. - Pe r  Ia Proposizione 6.2 la topologiu finita d i / ~ . . ,  in quanto a, nello degli 
endomorfismi di E , . ,  coincide con ls topologia m-sdica.  E quindi evidente  ehe Is 
topologia finits di A, in quanto anelto degli endomorfismi di E,  coincide con la topo- 
logia prodot to  delle topologie rn-adiche degli R. . .  

Osserviamo ora che E ~ un R-modulo reticle. In  effetti, poich~ E,~ ~ fedele su/~, ,  
e quindi su R.~, se un elemento a e R annulls  E esso si annulla in tu t t i  i loc~lizzati R . . ,  
rn e /2 ,  quindi a = 0. Pe r t an to  R si identifica in modo naturale  con un sottoanello 
di A. La  topologia indot ta  su R dulls topologia finita di A coincide con la topologia 
.Q-adies di R, cio~ con la topologia che ha come base di intorni  di 0 le intersezioni 
f n i t e  delle potenze degli idea, li mussimali di R. Infa, t t i  per  ogni x ~ E,  AnnR(x ) 
uperto hells topologis ~-adica  poich~ ciasctm Em ~ rn-prim~rio. D 's l t r~  purte,  per 
ogni r n e  [2 e k e N ,  rn k 6 ~perto nella topologia relativ~ di R. In f s t t i  A / r n  ~ 6 un  
R-modulo sr t in isno;  quindi 6 isomorfo sd  un  sot tomodulo di E,~ con n intero posi- 
t ivo opportuno (Cfr. [7], Prop.  3) e ragionsndo come in 6.2 si vede ehe rn 1~ 6 Fan- 
nullatore in R di un sottoinsieme finito di E . , .  

Da queste considerazioni e dulls Proposizione 17 di [2] discende, in particolare, 
che l 'anello A con la topologia finita 6 il completamento £2-adico di R. 

Denot iamo con g l ' insieme degli ideali ~perti nella topologia ~-~dica di R. Si ha:  

I e g ~ R / I  6 un R-modulo srt inisno.  

Sis ~- l ' insieme degli ide~]i apert i  nells  topologis finits di A e per ogni I E g 
sis [ la chiusura di I in A. Poich8 A ~ il eomplet~mento ~-adico di R, l'~ssegn~- 
zione I ~->~ definisce una biiezione ~ the  conserv~ le inclusioni ~ d i g  su ~-, 1~ 
cui inverss si ot t iene intersecsndo con R gli ideali appar tenent i  sd 9 r, 
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Possiumo oru dimostrare  che 

~ topologicamente 57-iniettivo e eontiene un sottomodulo isomor]o ad S s .  

Sis ~ un cara, t te re  di I (I  e 9). E ~ u a  R-modulo iniet t ivo in quanto somma diret tu  
di iniet t ivi  (R ~ noetheriano).  Pe r t sn t o  ~ si estende a4 un  R-morfismo ~' di A in E.  
Poich~ A ha la topologia finita ed E ~ discreto, ~' ~ un morfismo continuo di moduli  
topologici sopr~ l 'anello R dot~to della topologia to-adica, dal momento  che 
Ker (~ ' )>Ker (~ )  che ~ un ideale aper to  di A. Visto che A ~ il completa, mento  to-~dieo 
di R, ~' si estende ~d un  morfismo coat inuo A-linea~re ~ d] A in E ed ~ ~ un  mor- 
fismo di moduli  topologici sopra l 'anello A dota to  della topologiu finite. Cib prov~ 
che E ~ topologicamente 37-iniettivo. Per  ogni m ~ to E.~ 8 l ' inviluppo iniet t ivo 
dell 'A-modulo A / ~ ,  quindi E contiene u a  sot tomodulo isomorfo ad S~ poieh8 Fin- 
sieme degli ide~li massim~li di A ~ppsr tenent i  ud 9= coincide coa {Fn: m e t e } .  

]~ ora, chia, ro, in base a, lle Proposizioni 5.3 e 5.4, che il fun tore  A : D(E) --> C(E) 
un~ dualitY. 

7.3. - Si suppongs to infinito e si consideri l 'A-modulo E ---- ~ I  Era. Chiaramente 

I tom~(E,  E ) =  A cosl che lu eoppig A, E verifies le condizioni P1) e P2). Per  ogni 
m ~ tO, E,,~ ~ un/~m-modulo iniettivo. Atteggiando E ~  ad A-modulo t r smi te  ls proie- 
zione canonica A ->/~,,  g facile constatare che E,~ g iniett ivo su A~ qu ind i /~  g un 
A-modulo iniettivo. Allora, per la Proposizione 5.3, C(/~) _c PEC per cui ogni modulo 
E-disereto g riflessivo. Tuttavia, il funtore  A : D(/~) -~ C(E) non g una  dualitY, poiehg 
non g verific~t~ la condizione (b) del teorema, 3.6. Infa, tti ,  considersndo E come 
sot tomodulo di E,  ogni A-endomorfismo ] di E nullo su E g hullo su tu t to  E.  

Dimostr iamo questo fat to.  
Sis x ---- ( x , ~ ) , ~  ua  elemento di /~ .  I~isulta ](x) -= ax dove a = (a,,),,,~ ~ un ele- 

mento  di A. Sia e,~ quell 'elemento di A avente  per m-eomponente  l 'uni ta  di R,~ e 
le al t re  component i  uulle e denotiamo con s , ,  la proiezione canoniea di ~' su E,n. 
Allora, per ogni m e  to, 

~ . ~ ( i ( x ) )  = ~ . ~ ( a x )  = a m x ~  = e . ~ ( a x )  = a e . ~ x  = / ( x m )  = O . 

Si verifics facilmente che E 5 un so t to-A-modulo  essenziale di E~ quindi E non 
un A-modulo  iniettivo. 

7.4. - Denotiumo con L T R  (risp. LI 'A)  la, categoria dei moduli  l inearmente  topo- 
logizzati e di Hausdorff  su R muni to  dells topologia to-~dic~ (risp. su A muni to  
della topologia finitu). 

Determiniamo la classe dei moduli  di ~--torsione. 
Poni~mo: 

= ( M e M o d - R :  Ann~(x) e9~ Yx~ M}.  
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La classe ]3 ~ chius~ rispetto ai sottomoduli,  ulle immugitii omomorfe,  Mle somme 
diret te  ed Mle estensioni (8 una classe di torsione eredit~ri~ tiel senso di [10]). 23 
s ta ta  studiat~ da MATLIS in [7]. Deducia, mo da [7] le propriet~ di 23 ehe useremo iti 
seguito. 

a) Sin M un R-modulo rn-primario. Altora M e 23, M ~ c~nonicameti~e un 
/~m-modulo e coincide coti il proprio loculizzuto in m.  

([7], Prop.  2.1) Ogni R-morfismo di moduli  m-prim~ri  ~ uti _Ro,-morfismo. 

(b) Siano rn~, rn~ ide~li massim~li distinti di R, M~ un modulo rn~-prim~rio 
ed M~ uti modulo rn~-primario. Allor~ ttomn(M~ , M~)=  0. 

(c) Sin. M e 23. Per  ogni rn ~ ~ ,  M contietie tin sot tomodulo rn-primario mus- 
simo M,~ canonicamente isomorfo ~1 tocMizzato di M in rn e risulta 

M=@M,~ 
m q ~  

(cir. [7], Th. 1, Prop.  4) Evidet i temente  Ee23 .  

(d) Un R-modulo ~ artitiiuno se e solo se 4 isomorfo ad un sottomodulo di un 
modulo del t ipo 

QE~,  n e N ,  
i = i  

dove per ogtii i Es ~ uuo degli E ~  (err. [7], Prop.  3). 

Uti R-modulo muni to  della topologia discreta g in LZR s e e  solo se 6 in 23. 
Ogtii M s  23 6 canonicamente un A-modulo ed ogni R-morfismo tru due moduli 
della classe 23 ~ un A-morfismo. Si vede or~ facilmente che: 

La elasse 235 coincide con l~ elasse 23 eonsiderata come sottoclasse di Mod-A. 

Infa t t i  se M e 23~- allorg M, considerato come R-modulo, g u n  oggetto di 23. 
Viceversa, se L ~ 23, L con la topologia discreta g in LTR e quindi l'a,pplicaziotie 
bilineare R × L -+ L se estende per continuitg ad uti~ applicaziotie bilineare A × L -+ L. 
Sin x e L ;  allora Ann~(x) = I e g .  Cib implica Ann~(x)>_7 e quindi Ann~(x) s 23. 

O S S E R V A Z I O N E .  - La classe 23 6 earat ter izzata  dalla seguente propriet£:  un R-mo- 
dulo M appart iene a 23 se e solo se ogtii immagine omomorf~ tion null~ di M con- 
t iene titi sot tomodulo semplice. 

Nel caso di un anello commutgt ivo qualunque i moduli  aventi  questa propriet£ 
- -  chiamati  anehe moduli  di torsione nel senso di DICKSO~-- sono stat i  s tudiat i  da 
diversi gutori.  Risul tat i  di tiotevole ititeresse sono stat i  o t tenut i  da NXS~XSESCU 
ed ALBU iti [8]. Si r invia a questo lavoro per la bibliografia. 

7.5. - Abbiamo visto che se R ~ ua  anello locale allora D{E)= Mod-A e C(E) 
coincide coil 1~ c~tegori~ degli A-moduli  l ine~rmente eomp~tti  (Si teng~ presente 
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anche l 'osservazione 2 di 6.4). Vedremo ora che, se R non 6 locale, in generale D(E) 
6 una  sottocategoria propria  di Mod-A e C(E) contiene propr iamentc  la categoria 
degli R-moduli  l inearmente compatt i .  

Osserviamo in primo h o g o  che D(E) contiene Mod-/~,, per ogni rn  E ~2. In fa t t i  
ogni M E ~ I o d - / ~  ha  una natm'ale s t ru t tu ra  di A-modulo a Hom~(M, E) si identi-  
fica con Hom~m(M ~ Era) chc separa i punt i  di M. 

In  part icolare D(E) coutiene la classe ~;5. ]~ poi chiaro c h e l a  categoria degli 
/~m-moduli l inearmente compat t i  pub identificarsi con una sottocategoria picna di C(E) 
t r ami te  la restrizione a ]~Iod-R~ della duatit£. 

Si dcfiniscono in L T R  ed in L T A  i moduli l inearmente compat t i  come nel § 6. 

PR0e0SIZI0~E 1. - La categoria degli R-moduli linearmente compatti ~ naturalmente 
equivalente a quella degli A-moduli linearmente compatti. 

DI~I. - Se M ~ un  R-modulo l ineurmente compatto,  M ~ completo nella propria  
topologia, quindi la applic~zione bilineare R × M -* M si estende ad A × M. In  tal  
modo M ed i suoi sot tomoduli  chiusi diventano oggetti  di L T A  cosi che M risulta 
un A-modulo l inearmente compatto.  Si osservi che ogni morfismo continuo t ra  due 
moduli  completi  di L T R  si estende ad un  morfismo della categoria L T A .  E poi evi- 
dente  che ogni A-modulo l inearmente  eompat to  ~ l inearmente compat to  come 
R-modulo, r iguardando R come sottoanello topologico di A. 

P~0PosIzIo~E 2. - Per ogni R-modulo M le condizioni che seguono sono equivalenti 

(a) M ~ artiniano. 

(b) M con la topologia discreta ~ in L T R  ed ~ linearmente compatto. 

DI~. - (a) => (b). Per  7.4 d), M E ~ quindi M con la topologia discreta 5 in LTR.  
1~ noto  che ogui modulo discrcto ed artinia.no ~ l ineurmente compatto.  (Cfr. [11], 

Prop .  5). 

(b)=~ (a) M e ~  quindi M =  Q M ~ .  
n~Et~ 

Evidentemente ,  per  ogni m e tP, M,~ pub riguardursi come un  modulo discreto 
e l ineacmeute compat to  di L T ~ m  ~ quindi M,~ ~ un/~, . -modulo  artiniuno (Cfr. [5]7 5.3). 
Dev~essere poi M,,  = 0 per quasi tu t t i  gli m poich~ un modulo discreto e l inearmente 
compat to  non pub essere un~ somma di re t ta  di infiniti addcadi  non nulli ([11], Prop.  6). 

Dunquc  M, visto come A-modulo, ~ art iniano. Ma, poich~ M e ~,  ogni so t to -  
R-modulo di M ~ so t to-A-modulo  e quindi M ~ un  R-modulo artiniano. 

Util izzando la proposizione precedente  si pub dimostrare che i r isultat i  di 
F~K~UDDI~ [3], r iguardanti  la s t ru t tu ra  dci moduli  l inearmente compat t i  sopra 
un dominio d' integrit~ noctheriano ed h-locale, si estendono senza alcun cambia- 
mento  ai moduli  l inearmente compatt i ,  sopra ua  qualunque anello commuta t ivo  
noetheriuno. I n  part icolare si ha la seguente 

P~OeOS~Z~0~E 3. - Ogni R-modulo linearmente compatto ~ il prodotto topologico 
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di una ]amiglia di moduli (M,,),~ea dove per ogni m ~ ~2~ M,~ ~ un R,,-modulo linear- 
mente compatto. 

D~lle considerazioni precedenti~ in particolure datle Proposizioni 1 e 3~ discende 
che la cutegoria degli R-moduli  l ine~rmente comp~tti  si pub identificure con 1~ cute- 
gori~ degli A-moduli  l ineurmente comp~tti  e che quests costituisce una, sottocute- 

gori~ pienu Co(E) di C(E). 
Denotiumo con Do(E) lu sottoca, tegoriu di D(E) costituit~ dui moduli  E-discreti  M 

che ammet tono  unu decomposizione dei t ipo 

M ---- ~ Mm con M~ ~Mod-Rm. 
rn~f2 

Si osservi c h e s e  un A-modulo M ummet te  un~ tale decomposizione essa 4 unicn 
poieh~ M m ----emM. Utilizz~ndo le Proposizioni 2.4 e 2.5 ed il fut to ehe ~ ~ unu 
duulit~ si dimostra f~eilmente 1~ seguente 

PROP0S~Z~O~E 4. -- Un modulo M e L T A  ~ in C~(E) s e e  solo se M* appartiene 
a D~(E). Di eonseguenza la restrizione a Do(E) del ]untore z~ determina una dualitd 
tra Do(E) e la eategoria degli A-moduli linearmente compatti. 

OSSERVAZ~O~E. -- Si pub dimostrure che l~ restrizione ~ ~ -  del funtore  zl ~ unu 
dua, lith, tr~ ~ y  e 1~ cutegori~ degli A-moduli  l ineurmente compa%i ed :7:-separ~ti. 

7.6. PROPOSIZIONE. - Le condizioni ehe seguono sono equivalenti: 

(a) L~insieme f2 degli ideali massimali di R ~ /inito. 

(b) D(E) = Mod-A. 

(e) C(E) coincide con la eategoria degli A-moduli linearmente eompatti. 

DI~. (a) => (b). Se ~Q ~ finito l ' insieme degli ide~li mussimuli di A coincide con 
( ~ :  m e ~Q}. D'al t r~ par te ,  per ogai m e tg, E m ~ l ' iavi luppo iniet t ivo dell 'A-modulo 
semplice A / ~ .  Du cib segue che E ~ un cogener~tore (iniettivo) di 5~od-A. 

(b) => (a) Supponiamo t9 infinito. Allora A coatiene un ide~le m~ssim~le L di- 
st into du ciaseuno degli n%, m e  f). Cib implic~ che l 'A-modulo semplice A / L  non 

isomorfo u nessuno degli A/l~rt. Sis S lo zoceolo di E.  Pe r  7.4 b) si ha S ~ OA/Fn .  
met9  

Se A / L e D ( E )  esisterebbe un~ iniezioae di A / L  in E, per cui E dovrebbe conte- 
here un sot tomodulo sempliee isomorfo ~d A/L.  

Cib ~ ussurdo poieh~ ogni sot tomodulo semplice di E 5 isomorfo ad uno degli A/J~r~. 

(a) :=> (c). t? ~ finito s e e  solo se E ~ artini~no. (Cfr. 7.3 d) e 18 Prop.  6 di [7]). 
Cib significn C(E) = Co(E)~ per lu Proposizione 5.1 e lu Proposizione 2 di 7.5. 
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