
Serie  conve rgen t i  su un corpo non a r ch imedeo  

con appl icaz ione  ai fasci  anal i t ic i .  

~qota di PAOLO SALI~ION (a Pisa) (*) 

Snnto. - S i  d i m o s t r a n o  a lcune  proprie t& de l l ' ane l lo  delle serie conver$ent i  nel  pol id iseo 
unitd~ di  K +~ ( K  non  arch  medeo): l e m m a  di  p reparaz ione ,  noetherit~nitdt, u n i c a  decvm. 
posiz ione.  S i  d i m o s t r a  q u i n d i  la validitdb d i  u n  enunc ia to  forge del t ipo ,, teoreraa A 
p e r  u n  certo fascio ana l i t i co  sul  pol idisco.  

I n t r o d u z i o n e -  fin questo lavoro dimostro aleune proprieti~ delFanel lo  
delle seric convergent  ! nel polidisco unit/~ di / ;n (K valutato, completo, non 
archimedeo), the  in par te  sono gih state annuncia te  nella nota [3] pnbbl icata  
nel luglio 1962 sui Comptes Rendus  de l 'Academie  des Sciences. I1 r isultato 
pih significativo 6 un lemma di preparazione ¢ globale>> per le serie conver- 
genti nel polidiseo unit/~; esso discende a sua volta da un lemma di prepa- 
razione per  le serie formali ristrette,  ehe avevo egualmente annunciato helle 
nota [3] e di cui ho poi dato una dimostrazione completa, assieme ad alcune 
estensioni, nella nota [4] in corso di pubblicazione sul Bullet in de la Soci6t6 
Mathematique de France  del 1964. 

La noetherianiti~ e la fattorialit/~ del l 'anel lo  delle serie convergenti  nel 
polidiseo uniti~ seguono faeilmente dal lemma di preparazione, come nel caso 
classico. La noetherianit/~ era gi/~ stata dimostrata  da J. T~T]~ (ef. [7], 
Theorem 4 .5 . )con  altro metodo. T .~E aveva inoltre stabilito la fattorialit/~ 
del l 'anel lo  in questione nel caso di una  valutazione discreta  del corpo K. 
I1 problema di s tudiare l ' un iea  deeomposizione del l 'anel lo  suddetto nel  easo 
generale, era stato posto da J. P. SERI~ durante il suo eorso al College de 
France  neWanno  1962. 

At termine di questo lavoro (n. 6) considero un 'appl ieazione de1 1emma 
di preparazione globale ai fasci analitici su un polidisco ehiuso. In sostanza, 
dimostro il seguente fat to:  il faseio delle relazioni tra un numero finito di 
sezioni strettamente olomor[e sul polidisco unit~ (of. n. 2) ~ generato da un 
numero fini~o di relazioni s t ret tamente olomorfe sul polidisco. Tale fascio b 
dunque  non soltanto di tipo finito, come risul ta  dal teorema di coerenza di 
O~:A, ma soddisfa altresi ad una forma par t icolarmente  forte del teorema A 
di C~n~A~ e SERRE. 

(*) Lavoro eseguito nell '  ambito del l 'a t t ivi th dei Gruppi di Rieerca Matematiea del 
Consiglio ~azionale de]Ie Rieerehe. 

Anna~i ~i Matemat i ca  15 
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1. Richiamo di r i su l ta t i  sulle serie r i s t re t te .  - Riteniamo opportune 
richiamare, oltre la terminologia, alcuni r isultat i  sulle serie formali ristrette 
stabiliti in [4]. 

Sia A un anello commutative dotato di etemento unit~. Supponiamo che 
A s i a  reunite di ulna topologia lineare, cio~ di una topologia per cui un si- 
sterna fondamentale di intorni dello 0 b costituito da ideali di A. Diremo the  
un elemento a e A  ~ top01ogicamente nilpotente se a ' - *  0 quando n ~ ¢x). 
Indiehiamo con AiX~,  .... X,1 l 'anel lo delle serie formali ristrette, ciob il 
sottoanello di A[[X,,  ..., )~,]] formate dalle serie f = Z a~...~ X, ~ ... X, '~ tali 
che a~...~ ~ 0 se i~ -~- ... -~- i ,  ~ ~ .  

Supporremo sempr% nel corse di qu~)sta nora, che A s i a  separate e com- 
plete per la data topologia lineare. Per  le serie ristrette su un anello siffatto 
vale un 1emma di preparazione (cf. [4], thdor~me 10' et corollaire 1 au th~o- 
r~me 11} che qui r iproduciamo nelle due forme perfet tamente identiche a 
a quelle del lemma di preparazione classico di Weierstrass.  

L E I ~ H &  DI PREPARAZIO~:E  P E R  LE SERIE RISTRETTE.  - S i a n o  A u n  a n e l l o  

l inearmente topologizzato separate e complete, m un ideale ehiuso di A i cui 
elementi  sono tutti  topologicamente nitpotenti,  ? F omomorfismo naturale  di 
A t X , , . . . , X . ~  in (A/m) {X , , . . . ,X ~ I .  Sia g e A  IX, , . . . ,  X, I  una scrie r is tret ta  
tale che g-----? (g) sia an  polinomio unitario in X~ di grade s del l 'anel lo  
(A/m) IX~, ..., Xn - , l  [Xn]. Si ha allora:  

(i) g ~ associata in A IX, , . . . , X , /  ad uno ed un sol polinomio p di 
A IX, ,  ..., X~-,I  [X,] unitario in X,, e p ha grade s in X , ;  

(ii) ogni serie t e a  }X~,. . . ,  X,,I si pub scrivere in uno ed un sol mode 
nella forma 

f - ~ h g + r  

eve h E A  IX, .... ,Xn} ed r 6 un polinomio di A {X, , . . . ,X~_t t  [X.] di grade 
~ s - - 1 .  

I prineipali  r isultati  che trarremo nei humeri  seguenti si fondano tutti  
sul lemma di preparazione suddetto. Sara inoltre utile una  earatterizzazione 
degli elementi invertibili  dell 'ane]lo A {X i , . . . ,X~}  nel ease di un anello A 
soddisfacente a queste proprieth: 

1} A 6 un anello locale (non necessariamente noetheriano) di eui indi- 
ehiamo con m l ' ideale  massimale;  

2) m 6 aperto ed i suoi elementi  sono topologieamente nilpotenti.  
Vale allora la seguente proposizione. 
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PROPOSIZIO~E 1 . -  Sict A urt ane l lo  l i ~ e a r m e n l e  topologizzato  sodd i s fa .  
cente a l le  cond i z i on i  1) e 2). A l l o r a  g l i  e lement i  inver l ib i l i  d i  A I X ~ , . . . ,  X , I  

sono tut le  e sole le serie r is tret te  f =  Z a ~...~. X~ ~... X#~ ta l i  che aoo ... o ~ m,  
a~i...~ e m se ( i , ,  . . . ,  i,,) ~ (0, O, . . . ,  0). 

Qnesta proposizione ~ un immediato corollario di [4], prop. 2. 

0 S S E R V A Z I O N E .  - Sia A l 'anel to di valutazione di un corpo K valutato 
complete non archimedeo (cf. il seguente n. 2), e s i a m  l ' ideale  massimale 
di A. Risulterh subito dalle eonsiderazioni alFinizio del n. 2 che la coppia 
(A, m) soddisfa contemporaneamente  alle ipotesi de1 1emma di preparazione 
anzidetto e a l l a  proposizione 1. Nel seguito noi applicheremo esclusivamente 
a siffatte copie (A, m) i r isultati  per le serie r istrette r ichiamati  nel presente 
numero.  

2. Serie convergenti  nel polidiseo unit~ di K n. Sia K un corpo valutato 
complete non archimedeo.  In tendiamo con cib che:  

1) su K b definita un 'appl icazione x ~ I x ]  a valori reali  positivi, 
detta valore assoluto, e soddisfacente alle seguenti  proprieth 

{ x y l = l x {  I Y t  

] x + y  ~ ~ m a x  ( { x ] . l y l ) 

] x l  = <==>  x = O; 

2) K ~) complete per la topologia meno fine che rende continue il 
valore assoh to  quando R+ b munito della topologia ordinaria. Un sistema 
fondamentale  di intorni delto-0 in K b date percib dagli insiemi 

V~= lxeK, {x l  < ~,~eR+--Ot. 

La topologia di K definisce una s t rut tura  di spazio ultrametrico. Valgono 
quindi per K,  ed alresi per K"  ( n e N + )  le seguenti  propriet'h ben note (el. 
ad esempio, [2]) e di immediata  verif ica:  

a) ogni puato di un disco (aperto o chiuso) ~ centre di quel disco;  

b) se due dischi non sono disgiunti, uno ~ interne a l l ' a l t ro ;  

c) ogni disco chiuso ~ un insieme aper to;  

d) K ~ totalmente discont inue;  

e) una  serie c o -4Lei -+- ... ~- Cn -~ ... (c~ e K ,  i ----- 1, 2, ...) converge s e e  solo 
se [on [ "-*0 per n ~ .  
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Ricordiamo che uaa  funzione f defini ta  su un aperto U di K ~ e a valori 
in K si dice olomorfa in U se f ~ loealmente sviluppabile in serie di TAYLOn 
nei punti di U. Dalle proprieti~ suesposte r isul ta  perb chiara una differenza 
essenziale dal case eomplesso al ease di uu corpo non archimedeo. In que- 
s t 'u l t imo case, in[atti, uua funzione the  vale 0 su un polidisco ed 1 altrove 

olomorfa su tutto K ~. Ha quindi sense porre la seguente 

DEFI~IZ[ONE. - Urta f u n z i o n e  f o l o m o r f a  s u  u n  pol id i sco  chiuso  

C = {(x,~, . . . ,  x~}, [ x~ - -  a~ I ~ R~, x~, a~ ~ K ,  i ~ 1,  . . . ,  n l s i  dice s tret lcemente 

oloraorfa  se s i  p u 6  scr ivere  

in ogni puuto di C, cio~ se in ogni punto . ~ - ~ ( x , , . . . , x , , ) +  C la serie al 
secondo membro converge a f(x)(~). Cib implica I c~ .... ~ [ R ~ . . . R ~ O  se 
i l  - o o .  

Sia A C K l 'anel lo  di valutazione di K, eio~ il sottoanello di K costituito 
dagli elementi x ~ K  per cui ] x l ~ l  ; s i a  m l ' ideale  massimale di A. Con- 
deriamo su A la topologia indot~a da quella di K. In tal mode A risulta an  
anello l iuearmente topologizzato, separate e complete, ed m ~ tin ideate 
aperto i cui elementi sono tutti  topologicamente nilpotenti (cf. l 'osservazione 
al termine del n. 1)- 

Consideriamo l' auello K IX,,  ..., Xal delle serie convergenti  (ovvero stret- 
tamente olomorfe) nel polidisco unit~ U di K ~ :  U - ~ - t x ~ , . . . , x n ) ,  t x i l~_~  ~ 1, 

x~ ~ K ,  i - ~  1, 2, ..., n t (~). Si ha allora un isomorfismo na tura le :  

K {X,  , ... , X~,} = A tX ,  , ... , X~}  ® K .  
A 

Sin infatt i  f - ~ Z % . . . ~ X  ~I . . .X  i. una serie di K I(X~,. . . ,Xnl .  Poich6 
[ %...i~ t ~ 0 se i~ + ... + i n  ~ o o ,  tutt i  i coefficienti di f ,  ad accezione di 

un numero finite di essi, appartengono ad A. Si pub dunque scrivere 

f = cg dove g = Za~ 1 ... i, X ,  ~ ... X n  ~ ~ A {X~, . . . ,  Xn} .  c ~ K,  

donde 1' asserto. 

(1~) Ques ta  de f in iz ione  ~ s ta ta  i n t r o d o t t a  da J .  P.  SBRRE ne l  SUO corse , & n a l y s e  
p - a d i q u e  ~ t enu re  al  College de  F r a n c e  ne l l '  a n n e  1962. 

(2 t I t  s imbol i smo da  noi  adot ta to  ~ s~ato in t rodo t to  J .  TAT~ (eS. [7]) e non  d o v r e b b e  
clar luogo a oortfasioni.  V a  t u t t a v i a  no ta te  ehe  K 1 X I ~ . . , X n ]  n o n  ~ un  anel lo locale ed  
s t r e t t a m e a t e  oon tenu to  n e l l ' a n e l t o  00 de l le  f anz ion i  c o n v e r g e n t i  n e l l ' o r i g i n e  0 di g n. 

I1 simbolo, K I X l ,  ... ~Xnl v i e n e  soven te  usa to  ne l la  t e t t e r a t u r a  pe r  i n d i c a t e  l ' ane l lo  O0. 
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Poss iamo inol t re  a l te rare  la costante  c ne l la  precedente  decomposizione 
di f in mode ehe a lmeno un eoeff ic ieute  del la  serie r i s t re t t a  g sia uni ta r io .  
Posto  infa t t i  M = m a x  l ci .... ~ t ,  sia (j ,  . . . j~)  una  n - u p l a  tale che t  cj~.../~ i = M.  

Si ha  al lora,  posto c - ~ c ~  ... cy,: 

f----cg eve g = Z a ~ . . . ~  X ~ i ~ . . . X ~ e A  IX~ , . . .  , X , I  e a~.. .~ ~ 1. 

Inf ine ,  se ~ da te  un o rd inamen to  totale  per  le n - u p l e  (i~, . . . ,  i~) e qu ind i  
per i monomi  non na l l i  di A [ X ~ , . . . , X , ~ ] ,  possiamo fare in mode che sia 
uu i t a r io  il mass imo mono.~lio di g, tea quel l i  a coeff ie iente  inver t ib i le  in A. 
Bas ta  iufa t t i ,  neI r ag ionnmento  preeedente ,  scegl iere per  { j ~ , . . . , ] n )  la mas- 
s ima n - u p l a  ( i , ,  . . . ,  i,,) per  eui [ a~ .... ~ l = M. Allora, se (i , ,  . . . ,  i,,) > ( j , ,  . . . ,  i,~), 

si ha  I c~...i~l < M ,  qu ind i  I a ~ . . ~  I < 1 ,  vale  a d i r e a i  .... ~ e m .  Come eonse- 

guen~a delle considera~ioni  svelte o t ten iamo la 

PROt'OSIZ~ONn 2. - Ogni serie f e K IX~ , ... , X~t  si pub  scrivere come u n  
prodot to  f - ~ c g  eve c ~  K e g d ~r~a serie r is tret ta  di  A IX, . . . . .  X~I conlenente 

u~t morto~rtio uni tar io .  Prefissalo inollre uJ~ ordir~amento totale per  i m o n o m i  
non  nu l l i  d i  A IX, , . . . , X n l ,  si ha un 'ur t i ca  decomposizione del tipo suddetto 

i n  eui s ia  urti tario il mass imo  tra i mortomi di  g a coe]Ticienle invertibile in  A.  

Resta  solo da  d imos t ra re  l ' u n i e i t h  del la  deeomposizione di f eolla con- 
dizione impos ta  nel  seeondo periodo del la  proposizione.  

Si abbiano invero due  tal l  decomposiz ioni  f ~  cg ~ c'g'; ne deduc iamo  le 
rela~ioni (c ' )- 'cg----g '  e g ~ - c  -~ c'g'. E ehiaro  a l lora  che le cos tant i  (c')-Jc e 
c-~c ' non appa r t engono  ad m pereh~ g e g' hanno  un  monomio  uni tar io .  Ne segue 
ehe c -~ d ~ un  e lemento  inver t ib i le  di A, poich~ A ~ un  anello di valutazione;  
cib impl iea  neees sa r i amen te  c -~ c'~---1 e g ~ g', g e g' avendo en t rambe  uni- 
tario il mass imo monomio  t ra  quel l i  a coeff ie iente  inver t ib i le  in A. 

DE:FI~IZlONE. - S i a  ~ l' omomorf ismo canonico A IXj , ... , X•I, 
( A / m ) [ X ~ , . . . , X ~ ] .  L ' i m m a g i n e  mediante  ~ d i u n a  serie ris lrel ta g si dice 

po l inomio  r idot to  d i g  e si indicheri t  brevemente con g. 

0sse rv iamo  ehe se g e g' sono due serie r i s t re t te  i l e u i  pol inomio r idotto 
non nullo,  anche  il prodotto gg' ha pol inomio r idot to non nullo,  in qttanto 

(A/m) [X~ , . . . ,  Xn] ~ un  dominie  d ' integri t '~.  

PRO:eOSIZlONE 3. - S i a  f u n a  serie invert ibi le di  K I X , , . . . ,  X,~I. AUora 
si pub  scrivere f ~ cg eve c e K e g d u n a  serie ir~vertibile di  A IX~ , . . . ,  X, , I .  
Inoltre,  se vale u n a  decomposizione f =  c'g' con c' K, g' e AIX~ , ... , X~,I, -g ~ O, 
g' ~ u n a  seri~ r is tret ta inverlibile.  
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Basra  d imos t r a r e  la seeonda  asserz ione  pe rch6  da  essa e da l la  proposi-  
z ione 2 segue  subi to  ta pr ima.  Sia  d a n q u e  f ~- c' g' con c' E K,  g' e A tX ,  , . . . ,  X~I, 
g' =4= 0. S ia  h e K 1X~, ..., X,,I un a  ser ie  tale ehe fh ---~ 1. Si pub d e c o m p o r r e  h 
in un  prodot to  cg con g :4: 0, e si o t t i ene  la re laz ione  cc 'qg '~ -1 .  Si vede 
al lora,  con r a g i o n a m e n t o  ana logo a quel lo  rat io nel la  d imos t r az ione  del ia  
p ropos iz ione  2, che  co' ~ un  e l emen to  inve r t ib i l e  in A, pe rch6  gg' ed 1 hanno  
po l inomio  r ido t to  non  hul lo .  ~ D a n q u e  g' 6 u n a  ser ie  r i s t r e t t a  inver t ib i le .  

3. I i  l e m m a  di p r e p a r a z i o n e  per  le ser ie  e o n v e r g e n t i  nel polidiseo 
uni tk  di K a. - P r e m e t t i a m o  la s eguen te  

DEFI~IZlOICE. - Una serie f ~ K ~X, , ... , X , t  si dice regolare in  X~ se si 
pub scrivere f = cg eve c ~ K e g ~ A 1X~ , . . . ,  X~I ~ una  serie ristretla i l  cui 

polinomio ridotto g ~ uni tar io  in  Xn.  

Sia f u n a  ser ie  r ego la re  in Xn e sia f----cg la deeompos iz ione  di f ehe, 
pe r  definizione~ ne  asser isce  la regoiar i th .  Al lora  esis te  un  in te ro  s ta le  ehe, 
posto g ---- Eai 1... i, X~ i~ ... L~, si ha  : 

aoo ... os e 1 + m, a~l... ~n_%$ ~ m  se (i t ... i,~_() @ (0 ... 0), a,~...~, E m s e  in > s. 

Se a l lo ra  pon iamo  f f : c a , , o . . . o ,  si ha  la decompos iz ione  f=---c'g' dove 
g ' =  Za'~,...~, X~ ~ ... X,t~ ~ una  ser ie  r i s t r e t t a  ta le  che  

a'oo ... 0$ = 1, a'~ ...L,-~ e m  se (i~ , . . . ,  i ,_~) 4= (0, . . . ,  0), 

~ I . . . * ~ E m  SO i n ~ 8 .  

0 r d i n i a m o  l e x i e o g r a f i c a m e n t e  le n - u p l e  (i~ .. . .  , in) nel  mode  seguen te :  

( i , , . . . ,  G) < { j , , . . .  , j~) se i,, = j , ~ , . . . ,  i, ----jr, i t - ,  < j , - , .  

Allora  le condiz ioni  p r eceden t i  possono se r ivers i  b r e v e m e n t e  

O ( O o ' " o s - -  l~ a r. . . . . . .  - -  , .... ~ . ~ m s e ( i , ,  , i . ) > ( 0 ,  , 0 ,  s ) :  

ino l t re  a'oo...osX~,, r i su l t a  il mass imo t ra  i monomi  di g u eoe f f i c i en te  
i nve r t ib i l e  in A. 

Dal le  cons ide raz ion i  e ra  sve l te  e dal la  p ropos iz ione  2~ si o t t i ene  a l lora  la 
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Pt~OPOSlZlONE 4. - Sia f e K IX,, . . . ,  X,I una  serie regolare in X,,. Allora 
f si decompone in  ~odo unico in un  prodotto cg dote c e K ,  e 

g = Xai .... ~X~ ~, ... X ~  e A IX~, ..., X,~I 

una  serie ristretta per cut esiste u n  intero s tale che: 

(1) a,o... ,~ ~-- 1, ai .... ~,,-V e m se (i~, ..., i,,_,) # (0, ..., 0), 

al,...i,, e m se i,, ;> s. 

DEF~NIZIONE.- L' intero s legato ad una  serie regolare f mediante la 
proposizione 4 dicesi ordine della serie regolare f. 

Siamo adesso in grado di dare il lemma di preparazione per le serie 
convergenti  nel polidisco uniti~ di K" che ~ espresso dal teorema segnente. 

TEOREhIA 1 (di preparazione). - S ia  f e K I X , , . . . ,  X,,I una serie regolare 
in X~ di ordine s. Si ha allora : 

(i) f ~ associata in K IX~ , . . . ,X~I  ad uno ed u n  sol potinomio p di 
AIX~, .... X , -~I  IX,] unitario in X,~ e p ha grado s in X~;  

(it) ogni serie f ' E  K IX~,.. .  ,X~I  si pub scrivere in uno ed un  sol modo 
nella forma f ' ~ - - - h f + r  dove h e K I X ~ , . . . , X , , f  ed r ~ un  polinomio di 
K IX~, ..., X~_,I [X,] di grado ~ s ~-- 1. 

Dimostriamo {i). Sia f ~  cg l ' un ica  decomposizione di f nel prodotto di 
una  costante c e di una serie ristretta g per cut valgono le condizioni (1). 
Dal lemma di preparazione per le serie ristrette (cf. n. 1) segue c h e g  si 
decompone in modo unico he] prodotto di un potinomio p di A t X  j , ..., X ,_~t  [X~,] 
unitario in Xn e di una serie u invertibfle in A I X ~ , . . . , X n l ;  inoltre p 
ha grado s in X~. Dunque p ~ associato ad f e d  ha i requisiti  voluti. 

Sia ora f-~-v'p'  una decomposizione di f in una serie invertibile di 
KtX~, ..., X~f ed in un polinomio p' ~ A IX~ , ..., Xn_~I[X,] unitario in X,, .  Si 
pub sorivere, in virtfi delle proposizioni 1, 2; 3, v'~-~ c'u' con c ' ~ K  ed u' 
invertibile in A tX~ , . . . ,  X,,/ e dotata di termine costante unitario.  Si ha 
f =  c'u'p' ed i coefficienti di u'p' soddis[an9 come g alle eondizioni (1). Segue 
dunque, per la proposizione 4, che c : o ' ,  g ~ - u ' p ' ;  da ci6 si trae infine 
u ~- u', p ~- p', donde l' unicith del polinomio p. 

Dimostriamo (it). D ecomponiamo f ed fl net prodotti f---~ cg e f - ~  c'g" 
dove c, c ' e K ,  g, g ' E A  I X ~ , . . . , X n l  e g ~ unitario in Xn. Dal lenima di 
preparazione per le serie r istrette segue una decomposizione g ' ~  hg ~ - r  in 
A tX~,. . .  ,X~f  dove r ~ un polinomio in X ,  di grado ~ s - - 1 .  Di qui segue 
snbito una deeomposizione di f di cut dobbiamo mostrare t' anicith. 
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Basta ora dimostrare ehe dalla relazione O : h f +  r in K t X , , . . . , X , , I ,  
con r polinomio ia  X~ di grado s - - 1  segue h-~-r-----O. Nella relazione 
precedente, moltiplicando per una opportuna eostante di K, si possono sosti- 
tuire f con g ed h, r con una"se r i e  ed un polinomio ristretti.  I1 nostro 
asserto ~ altora una conseguenza dell' unicith asserita nel lemma di prepa- 
razione per le serie ristrette, (ii). 

4. Antomorf ismi  - Premett iamo un lemma che, salvo modificazioni 
inessenziali, ricorre f requentemente  nella let teratnra.  

LE~a~A i. - Siano A un anello, p u n  poliuomio di A [ X , , . . . ,  X,] uni- 
tario nel n~onomio massimo rispeUo all 'ordinamento lexicografico introdotto 
nel n. 3. Esisle atlora un automorfismo ": di A [X~, ..., X,]  tale ehe ~ {p) ~ un 
polinomio unitario in X , .  

Si possono infatt i  determinate  dei numeri  interi t 2 , . . . , t ,  tali che il 
trasformato ~ (p) di p mediante l' antomorfismo 

p: 

X i ~ X t 

X~ ~ X~ + X~ t~ 
• • • , ° ° 

X,, ~ X,, + X,t~ 

un polinomio unitario in X~ (cf, ad esempio [5], Chap. III ,  n. 3, Lemme 3). 
Se atlora ~ 6 l ' automorf ismo di A [ X I , . . . , X , ]  che permuta  X~ con X n ,  
1' automorfismo "~ = ~ • ~ soddisfa alla eondizione voluta dat lemma. 

PRoroslziOm~ 5. - Sia h ~ A IX, ,  ..., X,} una serie il cui polinonio ridotto h 
unitario nel monomio massimo rispetto al solilo ordinamento lexicografico. 

Allora esiste un automorfismo z di A I X , , . . . , X , I ,  estendibile ad un automor. 
fismo di K {Xt , . . .  ,Xnl  tale che "~ (h) ~ una serie ristretla il eui polinomio 
ridotto ~ unitario in X,,. 

L'appl icazione data da 

(2) x ,  - -  x . ,  x., - -  x.~ + x ~ , . . . ,  x . _ {  - -  x . _ ,  + x . ,o . - , ,  x .  - -  x ,  + x . ' .  

pone infatti,  in virtfi del lemma, un automorfismo z di (A /m)[X i , . . .  , Xn] che 
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trasforma il poIinomio h in un polinomio unitario in X,,; d ' a l t r a  parte le 
relazioai (2) stabiliscono anche an  automor[ismo "~ di AtX~ , . . . ,  X~I estendibile 
ad un aatomorfismo di K { X ~  , . . . ,  X,,I. Inoltre, se ~ ~ l 'omomorfismo canonico 
di A I X ~ , . . . , X , , t  su (A/m) [ X ~ , . . . , X , ] ,  si ha ~ . ~ . %  Si ha dunque 
z (h)--~ • (h), cio~ z(h) ~ un polinomio unitario in X . .  

Dalla proposizione precedente e dalla proposizione 2 r isal ta  subito il 

COnOLLARIO.- S i a  f e KIX~ , ... , X ,  1. Es is te  sempre  u n  a u l o m o r f i s m o  

d i  K tX~ , . . .  , X , I  tale che z (/) ~ u n a  serie regolare in  X ~ .  

5. ]Noetherianit,~ e f a t t o r i a l i | h  di K tX~,  . . . , X , I .  - h'ei numeri  prece. 
denti abbiamo posto tutte le premesse per stabilire nuovamente la noethe- 
rianit~ e dimostrare quindi F unica decomposizione del l 'anel lo  K 1Xt, . . . ,  Xnl 
nello stesso modo con cui si stabiliscono i corrispondenti risultati,  a part ire 
dal classico Iemma di W]~IE~S~rl~ASS, per gli anelli delle serie formali o 
eonvergenti  nell 'origine di K ~. Ritroviamo subito il seguente risultato di TA~E. 

TEOREMA 2. - L '  anel lo  K I X , ,  .. . ,  X , I  d noetheriano.  

Possiamo procedere per induzione su n, il teorema essendo banalmente 
veto per n = 0. poniaalo B ---~ K ~X~, . . . ,  X , I ,  C --~ K {X l ,  . . . ,  X ,_~I .  Sia ~ an  
ideale non hullo di B;  dobbiamo dimostrare che 9, b di tipo rialto. S i a f  
una  serie n(~n nul la  di ~.. Poichb la nozione << di tipo finito ~ b invariante  
per automorfisiai,  possiamo supporre, in virtfi del corollario alla proposizione 
5, ehe la serie f ~ia regolare in X~, ' di ordine s. Inndichiamo con M il 

S - - 1  C-modulo generato su C dai monomi 1 , X , ,  . . . ,  X,~ . Allora, per il teorema 1, 
ogni serie f ' e ~  si pub scrivere f ' ~ - h f + r  ore r e ,  A M .  Poichb C b hoe- 
theriano per l ' ipotesi  induttiva, ed M b un C-modulo di tipo finito, il sotto- 
modulo ~ ( % M  d i M r i s u l t a  di tipo finito su C. Posto ~ O M = ( a ~ , . . . , a t )  C~ 

si ha manifes tamente  ~ - ~  (f~ a ~ , . . . ,  at) B,  c. v. d. 

TEORE~A 3. - L ' a n e l l o  K IX~ , . . .  , X , I  ~ fat toriale.  

I1 teorema 6 vero per n ~ 0 e si proceder'~ per induzione s u n .  
Poniamo ancora B ~- I~ JX~ , . . . ,  X~I, C : K I X  , , . . . ,  X~-~I.  Ogni elemento 

di B ammette una decomposizione in elementi irriducibiti  (o estremali) in 
quanto, per il teorema preeedente, B ~ noetheriano. Affinche una tale deeom- 
posizione sia unica, a meno di elementi invertibili, basta dimostrare che un 
elemento irr iducibile di B b primo (cio~ genera an  ideale primo). Sia f un 
elemento irriducibile di B. In virtil della proposizione 5 esiste un automor- 
fismo • di B tale che z ( f  1 b regolare in X~; indieato allora con s l 'o rd ine  

Annal i  di Matemat i ca  15 
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di z( f l ,  T,(f) r isul ta  associata, per il teorema 1, ad un polinomio 
p e A ! X ,  , . . . , X , , - , I  [X,,] unitario e di grado s in X,~. Possiamo limitarci a 
dimostrare che p ~ primo in B :  cio~, se p divide in B u n  prodotto f f ' ,  p 
divide uno dei due fattori. 

Sappiamo che p ~ irr iducibile in B;  mostriamo adesso che p ~ estremale 
anche in C[X,].  Sia p : q q '  una decomp'osizione di p in C[Xn]. Posto 

t t '  

q ~ E q ~ X ~ * ,  q'==-Zq'~X~ ~ dove q~, f f ' ~ C ,  r isul ta  t + l ' ~ s ,  q t q ' t ~ l ,  onde 
0 o 

q' 
q~ e q't, sono serie invertibili  di C. I polinomi ~q e -  sono unitari  ed il 

qt q't, 
loro prodotto divide p che ~ estremale in B;  dunque uno dei due polinomi, 

ad esempio ~q ~ invert ibi le in B. Si ha allora necess~riamente q ~  1 poichb, 
qt qt 

per il teorema 1,(i) una serie regolare b associata ad un sol polinomio 
unitario. Cib mostra che q ~ invertibile in C e, di conseguenza, che p b 
estremale in C [X~]. 

Ora, se p divide il prodotto f f '  in B, ed r, r' sono i resti di grado ~ s - -  1 
in C[X,] della divisione di f~ f '  per p (cf. il teorema 1, (ii)), 19 divide anehe 
rr' in B. Allora p divide uno dei due fattori~ ad esempio r, poich~, sempre 
per il teorema 1~ ~ii), il quoziente di rr' per p appart iene a C[X~] che ~ un 
anello fattoriale in virtf i  delFipotesi  induttiva. Si ha allora necessar iamente  
r ~ 0, poich~ il grado di r non supera  s - -  1; dunque p divide f c d  il teorema 

cosi dimostrato. 
La proposizione seguente ed il suo corollario precisano ulteriormente 

F unicith della decomposizione, a meno di fattori inyertibili,  di un polinomio 
unitario p e A IX~ , ..., X , -~I  [X,]. 

PRoPOSlZlO~E 6. - Se p e A IX~, ..., X,_~I ~ un  polinomio unitario in  X,~ 
e se vale in  K 1X~, ..., X**I una  decomposizione p ~- ff ' ,  f ed fl sono rispetti- 
vamente associate a due pol inomi  q, q ' e A  IX~, . . .  ,X~,- ,I  [X,~] uni tar i  in  X , ,  
e si h a p ~ q q ' .  

Indiehiamo con C 1' ane!lo A ~X~ , . . . ,  Xn_~I. Possiamo scrivere, in virtfi 
della, proposizione 2: 

f ~---cg-----C(ao + ai X~ + . . .  --f-a,~ X ~  + ...), c e K ,  a i e  C, g#~O 

f '  = c' g' =-- c' (a'o -~- a', X ,  + ... -~- a',~, X'~" + ... ), d ~ K, a'~ ~ C, g =~ O. 

Si ottiene allora la relazione p ~ cc'gg', da cui, con ragionamento analogo a 
quello fatto nel corso della dimostrazione della proposizione 2, si deduce 
che cc' ~ invertibile in A. Inoltre~ s e m  ed m' sono i gradi d i g  e ~ rispetto 
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ad X,,, a-,, ed = ; a , , ,  r isultano invertibili  iu A/m quindi, per la proposizione 1, 
a,~ ed a'm, sono invertibili  in C. Si pub dunque scrivere p ~ d g o g ' o ,  dove 
d :  co'a,,o/,,, 6 invertibile in C e go, g'o sono due serie ristrette associate 
a g, g' e aventi polinomio ridotto unitario. Le serie go e g'o sono a loro volta 
associate, per il teorema 1, a due polinoni uni tar i  q e q' di C[X~] e si ha 
infine una decomposizione p-~-~uqq',  dove u 6 una serie invertibile in 
A I X , , . . . ,  X~!. D'al t ronde p 6 associata ad ua  solo polinomio unitario (Teo- 
rema 1, (i)) e si ha quindi  p-~-qq', cib che dimostra la proposizione. 

0OROLLARIO. - Affinch~ un polinomio p e A I X , ,  . . . ,  X , -~ f  [X,] uni tar io  
in X,~ sia irriducibile i~ K {X~ , . . . ,  X+~ t occorre e basla the s in irriducibile 

in  K IX~ . ... , X,~-,I IX,]. 

La  necessith della condizione 6 stata stabilita nel cors0 della dimostra- 
zione de] teorema 3; dimostr iamone la sufficienza. 

Sin invero p estremale in KIX~, ..., X , - d ,  [Xn], e s i a p  ~ ff '  una decomposi. 
zione d i p  in K IX~, ..., Xn l. Allora uno dei due polinomi q, q' associati a p 
(per la proposizione 6) 6 uguale a 1; quindi una delle due serie f, f '  6 
invertibile in KIX~ ,  ..., X~I. 

6. U n ' a p p l i c a z i o n e  ai fasei  ana l i t i e i .  - In  questo numero mostreremo 
un 'appl icazione ai fasci anali t ici  del lemma di preparazione per te serie 
convergenti nel polidiseo unith di K ~ espresso dal teorema 1. 

Riehiamiamo un risultato fondamentale  della teoria dei fasci anali t ici  su 
un corpo valutato completo  Indichiamo con ©(K') ,  o pi/1 brevemente con 0, 
quando non vi 6 luogo a confusione, il fascio dei germi di funzioni olomorfe 
(od analitiche) in K~: il fascio © ~ coerenle in virtit di un  ben nolo teorema 
di Oka (per la definizione e le principali  proprietor dei fasci coerenti, c f ,  ad 
esempio [6], § 2; per il teorema di 0KA, cf., ad es. [I]. n. 5). Poich6 il fascio 
0 6 banalmente  di tipo finito, in quanto la sezione << globale >> 1 genera tutto 
©, l ' enunc ia to  del teorema di 0KA equivale al seguente:  <<il faseio R delle 
relazioni tra un numero finito di sezioni s~ , , . . ,  sv di © definite su un aperto 
U di K'* 6 di tipo finito (ovvero coerente in quanto R 6 sottofascio di ©,)>>. 

Supponiamo ora, come nei numeri  precedenti,  che K sin un corpo valu- 
taro completo non archimedeo. Consideriamo un numero finito di funzioni 
(o sezioni di ©} s i , . . .  ,sv stret tamente olomorfe (cf. n. 2~ sul polidisco unith 
U di /~% in nitre parole un numero f in i to  di elementi dell 'anello K tX .... , X~I- 
Diremo che una relazione r -~ - ( r~ , . . . , r~ )  tra le sezioni si , . . . , s p  6 stretta. 
mente  olomorfct s e t e  funzioni G,.- . ,r~o (che sono olomorfe in U e tall 
che Z rl, x s ~ , x = 0  per ogni x e U) sono stret tamente olomorfe su U. 
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Atlora R socldisfa ad una proprietit ehe b pifi forte di quella espressa dal 
teorema di OKA per R. Sussiste infatt i  il 

TEORnUA 4. - S iamo s~,. . .  ,sp delte sezioni s t re t tamente  olomorfe del 

fascio © definite nel  polidisco un i t~  U di  K'*, e sin R il fascio delle relazioni  

ira s~ , ..., sp. Esiste allora u n  numero  finito r (~ , ..., r ~q) di relazioni  tra s , ,  . . . ,  sp 

the sor~o strettamer~te otomorfe su  U e generano R su  ©. 

Iu altre parole, il teorema 4 si esprime cosl: esistono delle relazioni 
strettamente olomorfe r < ' , . . . , r  (q) tall ehe in ogai puuto ~ e  U il modulo R ,  

(1~ r~ t" eio~ il faseio R soddisfa al teorema A e generato su ©x da r~ , . . . ,  , 
alia ulteriore condizione che le sezioni globali generanti  il fascio sono in 
numero finito e, di piik, s tret tamente olomorfe. 

La  dimostrazione del teorema 4 ~ del tutto analogo a quella ehe viene 
comunemente data per il teoreina di 0KA e n e  differisce soltanto nel passo 
iniziale, quando ei si r idaee da. relazioni tra fuuzioni olomorfe a relazioni tra 
fanzioni poliaomiaali  (ia una variabile). Tale riduzione che nelta dimostra- 
zione del teorema di OR:~ si effettu~ mediante il temma di preparazione 
classico, ehe ~ di natura  locale, pub ora avvenire sostituendo al lemma locale 
ii lemma <<glob.~le ~ espresso dal teorema 1. II resto della dimostrazione 
prooede come per il teorema di OKA; trattandosi di un ragionamento ben 
noto daremo la dimostrazione speditamente, r iferendoci alla redazione [1] 
girt citata. 

Osserviamo anzitutto che le nozioni di sezioni e relazioni s tret tamente 
olomorfe su U si estendono subito, per la proiezione sugli addendi diretti, 
da © a ©u (h~2¢+}. Si riconosce allora senza diffieolth, con ragionamento 
analogo a quello che stabilisce la coerenza della somma diretta di due o 
pih fasci coerenti (el,  ad es. [61, n. 13), che una volta dimostrato il teo- 
rema 4, r isul ta  vero anche F enunciato che si ottiene sostituendo nel teo- 
rema 4 <~ sezioni s tret tamente olomorfe del fascio O >> con ~< sezioni stretta- 
mente olomorfe del fascio ©h )>. 

I1 teorema 4 ~ banalmente  vero per n ~ 0. Possiamo dunque proeedere 
per ricorrenza sul numero delle variabiti  supponendo di aver dimostrato il 
te()rema 4 per un fascio di relazioni tra un nvmero finito di sezioni stret- 
tamente olomorfe di ©~ (K ~-~) definite sul polidisco unith U' di K "-~. 

Possiamo supporre, applieando eventualmente un automorfismo al pro- 
dotto s~...sp, ehe le sezioni s ~ , . . . , s p  siano rappresentate da serie di 
KtX~ .... , X~ l regolari in Xn (el. il n. 4). Possiamo allora serivere si ~ u~ fl 
( i ~  1 , . . . , p ) o r e  le u~ sono serie invertibili  in K t X ~ , . . . , X ~ I  e le fi sono 
polinomi unitari  in X~. l l  faseio R b isomorfo al fascio /~ delle relazioni su 
U tra i polinomi f~; basterh quindi dimostrare il teorema 4 per R. 

Sia k il massimo grado dei polinomi f~; e supponiamo ehe f~ abbia 
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grado k. S~ss i s te  a l lora  la seguen~e propr ie t~  (of. [1], n. 5): in ogni pun to  

~ { ~ , . . . ,  ~,) di U il mo~lulo del le  rela~ioni  t ra  i po l inomi  fl ~ genera to  

su  ©~ dal le  re lazioni  g lobal i :  

r ' ' '  = (fp, 0, ..., - -  f,), r '~' = (0, f , , . . . ,  0, - -  f~) ... .  , r '~'-~ = (0, . . . ,  0, f~, - -  f~o-,) 

e da a n a  re laz ione ( r~ , . . . ,  rp) i u  eui r~ , . . . ,  r~ sono pol iuomi  in X,, di grado 
k - - i  a coef f ic ien t i  o lomorf i  hel le  var iab i l i  X ~ , . . . ,  X,~_~. 

Ora, t tna tale r e l az ione  po l inomia le  ( r , ,  ..., r~} tra  i pol inomi  f~, ..., f~ 
equ iva le  ad una  re laz ione  tra  un  f iumero finito di sezioni s t r e t t amen te  oto. 
morfe  sa  ~' di au  fasoio ~)~ (K ' - ' } ,  o r e  h ~ uu  intero oppor tuno  d ipenden te  
da k. Es is te  d a a q u e ,  in virtfi de l i ' i po tes i  inclutfiva, an n u m e r o  finito di 
rela~,ioni r ~>,...~ r ~q~ s~re~tarnvate olomor~+ sa  U geaer,~n~i ta t te  le rela~ioni  
po l i aomia l i  ( r~ , . . . , r~ )  dei  t ipo an~idetto.  Allora /~ ~ genera to  dal le  rela~ioni  
s~rettamen~e o |omor fe  r ~ ' ,  ... , r  Cq~ ecl ii t eo rema  b cosi  d imost ra to .  

OSSEI~V'A.Z[ONE. - S [ a  V ~ I.~L , .. , x'~), I ggl - -  6~i I ~ R i l  l l n  pol idisco di  K'* 

per  cui  esis~ano degli  e l ement i  b ~ e K ,  i - - ~ l ,  2 , . . . , n  tali  t h e  [ b , [~ - - -R~ .  
II  t eo r ema  4 (e cosi  pure  i r isul t~t i  precedenfi} sono a l la ra  val id i  anche  
per  IT, in qaaa~o si ha u a  i somorf i smo de l i ' ane l lo  del ie  f u n z i o n i  s t re t ta-  
men te  o lomorfe  su V n e w  auel lo  K tX~ , . . . ,X~!  dato dulle re lazioni  
X ~  a,  ~ - b ~ X i .  
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