
se~ e l i n e a r i  spec ia l i  su l le  c u r v e  t r igona l i .  

~emoria di A~TURO MA;~ON] (a Firenze) (*t. 

8nn to . .  Introdotto. per le curve trigonali di date genere, u~ aZtro carattere i~varia.nte per 
trasformazioni birazionali della curva (carat~ere ehe qui vien ehiamato la speeie della 
curva stesmt), ~i precede alla deter,~i~,azio~,e delle serie li~eari speeiali complete sn ogni 
curva trigonale di genere p e di specie m~ precisandm,e la dimensimm. I~ fl~e. come 
applicazio~,e, si determinano te curve trigonali, di date genere e di data specie, appar. 
te~e~ti ad un Sr e aventi .il minima ordine. 

1. Come b note.  si d ice  t r i gona le  ogni  cu rva  a l g e b r i c a  non ipe re l l i t i i ca ,  

su l la  q u a l e  es is ta  una  {o pifi di u n a  {i)} g~. C o n s i d e r i a m o  u n a  c u r v a  t r i g o n a l e  

del g e n e r e  p,  e a s s u m i a m o n e  come  i m m a g i n e  u n a  eu rva  canon ica ,  C~_~ ,  di 

un  S~_~. C iascun  g r u p p o  del la  g~ a p p a r t e n e n t e  al la cu rva ,  in q u a n t a  i m p o n e  
ai g r u p p i  canon ic i  ehe  debb on  c o n t e n e r l o  3 - - 1  = 2 eondiz ioni  (~), a p p a r t i e n e  

ad u n a  re t ta .  Le  ~ '  r e t t e  con t enen t i  gli cx~ l g rupp i  de l la  g~ cos t i tu i seono  ar ia  
s u p e r f i e i e  r i ga t a  r az iona l e  n o r m a l e  (pereh~ b n o r m a l e  la  C~p_~ in Sp_, )  e 

qu ind i  di o rd ine  p _ ~ , 9  t h e  i n d i c h e r e m o  con V~ -2 .  S ia  C,, la (o una) c u r v a  

d i r e t t r i c e  m i n i m a  d e l l ' o r d i n e  m ~  , di ques t a  V., . C i a seuno  degl i  

S~_ ~ p a s s a n t i  pe r  la  Cm sega u l t e r i o r m e n t e  la  V~-" in p - -  2 - -  m g e n e r a t r i e i  ; 

e ques t i  g r u p p i  di p -  2 - - m  g e n e r a t r i c i  cost i tuis( ,ono,  e n t r e  l ' en te  r a z i o n a l e  
de l le  gene ra t r i c i ,  una se r ie  l i n e , r e  di d i m e n s i o n e  p - -  2 - -  m {essendo c~ p - ~ - m  

gli i p e r p i a n i  pa s s an t i  pe r  to spaz io  S , ,  cut a p p a r t i e n e  l a  Cm):  pe r c ib  ta le  
se r ie  l i nea r e  ~ eomple t a .  E s s a  sega  (ossia gli s t ess i  i p e r p i a n i  p a s s a n t i  p e r  la  

Cm segano)  su l la  C.~_~ u n a  se r i e  l i n e a r e  spec i a l e  e o m p o s t a  con  la g~ de l la  
-2 . -  curva ,  de l l ' o rd ine  3(p - -  2 - -  m} e di d i m e n s i o n e  p ~ 2 - -  m, eiob u n a  g~p-2- , ,o .  

f ac i le  v e d e r e  c h e :  S u l l a  C~p_~, ogn i  serie  l ineare  speciale ,  p r i v a  d i  p u n t i  

fissi,  e compos ta  con la  g~, ~ c o n t e n u t a  ( p a r z i a l m e n t e  o to ta lmente )  e n t r e  
o . p ~ - - m  q u e s t a  ~,3(p-2-m). 

(*). Rieevuta in Redaziene nel gennaio del 1945. 
(i) Come ~ note, una eurva algebrica di genere p eontiene c~l gJa per p ~-.3 e ne con- 

tiene due per p-- '4 .  Per  ogni p~>4 non pub contenere pih di una g~ "Wedasi p. es. SF~VEm, 
Sul teorema di esistenza di Riemann, ~ Rend. del Circo]o Mat. di Palermo ~ t. XLV!,  1922. 
p. 115, oppure : BERTINi, La geometria delte serie lineari sopra una curva pgana secondo il 
metodo algebrico~ • Annali di Matomafiea ~, (2), :. XXII ,  1894, n. 44. 

/~el seguit% parlando della g~ della curva intenderem% net east p := 3 e p = 4, di eon- 
siderarne una ad arbitrio. 

(~} La g~ b completa, pereh~ se fosse contenuta in una g~, ta residua di un punto della 
eurva rispetto a questa g'23 sarebbe una g~, e allora la curva sarobbe iperellittiea. Inoltre la 

i 
gah anehe speeiale, a]trimenti sarebbe p-----.~--1-~-2~ e la eurva sarebbe aneora ipere]littiea. 
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Infatti ,  ad una g.~,~, della C~_~, composta con la g~ corrisponde una g,~ 
nel l 'ente  costituito dalle generatr ici  della V~-~; e ciascun gruppo di ~ gone. 
ratr iei  appar tenente  a questa serie dove esser contenuto in almeno uu |per- 
piano, per l ' ipotesi the  la g~n sia speeiale. Un tale iperpiano sega ulterior. 
monte la VP~ -~ in unn, curva diret t r ice dell 'oral|no p - - 2 - - n ;  percib deve 
essere : p - - - 2 -  n ~ m ,  ossia : n _ ~ p - - 2 -  m. Ne sogue ehe, ne l l ' en te  costi- 
tuito dalle generatr iei  della r iga ta  la g~ suddetta ~ contenuta  (parzialmente 

p--2--m o totalmente) ne!la g~_~_,,~; e quindi, sulla C2p-~, la g:~,, ~ contenuta nella 
--2--m 

9~ip-~-,,~) sopra considerata,  e. v. d. 
Diremo ehe questa g~(~_mm) ~ la massima serie lineare speeiale composta 

con la g~, esistente sulla C.~_.~. 

p--2--m 2. Pe r  il fatto e h e l a  ga(~-~-,,~ ~ speciale, deve essere:  

3{p - -  2 - -  m) ~ 2p ~ 2 
eio~ : 

m ~ P  - 4  
3 

I1 numero m dove dunque soddisfare alle limitazioni : 

(1) P ~ m - - 4  ~ P - - 2  2 

Dist ingueremo le curve trigonali di genere p in specie, dicendo della spe. 
cie m quelle per le quali la massima serie speeiale composta con la g~ ha 
l 'ordine 3 ( p - - 2 -  m) e la dimensione p -  2 -  m. Di tali specie ne sono pos- 
sibili tante per quanti  sono gli inter |  m soddisfacenti le limitazioni (1). ~ 
evidente che, essendo p -  2 -  m la dimensione della massima serie speciale 
eomposta con la g~, la specie m ~ invarianSe per trasformazioni birazionali 
della eurva. 

3. Dimostriamo inversamente  che :  
per ogni intero m soddisfacsnte le (1) esistono curve trigonali del genere 

p e della specie m. 
Sia, infatti, m un intero soddisfaeente le (1). Si consider| ,  in un S~_~, 

una V{-~ avente come,~urva  diret t r iee minima u n a ( o ~ , s  e m p - - 2 )  - -  2 C,,. 

Sulla V~ -2, le curve direttrici dell 'ordine p - - 2 -  m costituiscono un sistema 
lineare IC che (essendo p - -  2 - -  ip --- 2 - -  m) -~ m) b irriducibile e J~--2--m ] 

senza punt |  base t3b l~ <mi dimensione ~ : p - -  1 - -  2m ( ~  1, per I'ipotesi che 

~a), V. BERTINI. ~nl~'od~tzio~e ~tla _qeometria proiett iva degli iperspazi, Cap. 14, n. 6. | v i  
d i m o s t r a t o  ohr~: le c u r v e  d i r e l l r i c i  di o r d i n o  r . . . . .  1 k. di u n a  V~ r - l ~  di  ,S'r, '~ d i r e t t r i c o  

m i n i m a  di o r d i m ,  m~ q u a n d o  k : % m  (:o.~tiliHs(~(mc~ un  .~ist(~ma l i n e a r e  i~ridueibile ieio~ p r i v o  

i.t] i'll~'vTI ¢) g+,newtl ' io i  f i s s . h  di d i m o n s i . u e  + . . . .  2k. l~a s l o s sa  d i m ~ m t r a z i o u e  ,~+.rve a n e h e  p(~.r 
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sia ~ i ~ ~ .  Anche  il s i s tema ]C.~,~+~[, eos t i tu i to  dal le  curve  di re t t r ic i  di 

-4-2, ~ i r r iduc ib i le  e pr ivo di punt i  base,  perch(~ (essendo  per  ipo- o r d i n e  2m 

t + 

+ C.,,,,+~ I 6 aneh 'esso  i r r idueibih ,  (~) e senza pun t i  base.  La  sua  cu rva  gene- 
r ica  ~ una  c u r v a  de l l ' o rd ine  2 / ) -  2, t r i secante  le genera t r i c i  del la  V p-2, ed 

di genere  p, essendo pr iva  di punt i  mul t ipl i .  Di fa t t i  il numero  del le  intbr- 
sezioni di due  Cp_~ ..... 6 : 2 ( p ~ 2  -- m) - -  ( p - -  2) = p - -  2m -:- 2. e qu ind i  il 
genere  del la  cu rva  gener iea  del s is tema ] 2 C ~ _ , _ , , ,  [ ~: 0-4-0 + p ~ 2 m - - 2 ~  1 ----- 
= p - - 2 m - - 3 ;  il n u m e r o  dei punt i  comuni  ad una  cu rva  di q u e s t ' u l t i m o  
s i s t ema  con una  C.~,,+~ ~ : 2 ( p  - -  2 - -  m + 2 m  -4- 2 - -  ( p  ~ 2) ) = 2 m  A- 4, e a l lora  
il genere  del la  cu rva  gener ica  del s is tema [ 2 C ~ , _ ~ _ , ,  + C~,,+~ ] r i s u l t a :  
p - -  2 m - -  3 A- 0 + 2m + 4 - -  l = p .  Su  una  tale curva  gli iperp iani  del l 'S~_,  
segano la ser ie  canonica ,  e le genera t r ic i  de l la  r iga ta  segano una  g~; inol t re  
ques t a  cu rva  ~ del la  spec ie  ,m,, perch~ appun to  la d i re t t r ice  min ima  del la  
V~ -~ ~ de l l ' o rd ine  m. Cosl la propos iz ione  e n u n c i a t a  al pr inc ip le  di q~testo 
nmnero  res ta  d imost ra ta .  

4. P roced iamo ,  era, ad e samina re  le serie  special i  appa r t enen t i  ad una  
eu rva  t r igonale  di genere  p e di speeio  m Come immagine  de l la  e u r v a  assu- 
m e r e m o  sempre  la cu rva  canon iea  C.~p_ 2. 

Sia g~ una serie  l ineare  speciale ,  comple ta ,  pr iva  di punt i  fissi (quindi 
r > 0~ e non compos ta  con la g~, a p p a r t e n e n t e  alla C.~_.~. Cons ider iamo un 
gruppo,  G~_~ _ , ,  del le  ser ie  r e s idua  della, g~ r i spe t to  a l ia  ser ie  canonica ,  e 
sia h ( > 0 )  il numero  dei g ruppi  del la  g~ che esso cont iene.  Sarfi evidente-  
m e n t e :  2 p - - 2 - - n ~ 3 h ,  c io~:  

(2) n ~ 21) - -  2 .... 3h .  

I1 g ruppo  G~,_~_,~ appa r t i ene  ad un Sp_~_,, (perchb~ gli iperp ian i  per  
esso segano sut la  C~_~ la ~,,~, e qu ind i  sono ~:)") ; e ques to  S p _ : _ , .  cont iene  h 

provare ehe i] s is tema non ha punt i  base. Se~ infatti ,  il sistema avesse un  punto base P~ lo 
spazio Szk_ i. passante :per k generatr ie i  arbitrarie~ passerebbe per P ;  qu indi  lo spa~io S~k , 
detevmiuato da questo S~]~--t e da un punto (diverse da P) appar tenen te  al ia  generatr ice  
uscente  da P~ conterebbe k A - 1  ge1~eratriei, lo quali  non sarebbero ind ipe~den t i ;  il the  6 
assm'do essendo k -+- 1 ~ m -4- 1. 

(4~ .Non pub essere formate da nna  involuz iene  in  un  faseio, perch~ nel  ease estremo 

che sia m - = P  ;L~ ,  e quindi  il sistema i Cp-~-m [ sia un  faseio, il  s is tema I C~m+~ [ non  pub 

eoincidere con Is stesso faseio, altvimel:ti sm'ebbe : 2,n - f  9 = p  ~ 9  _ m~ eiob m - -  p - -  4 

ment re  non put) essere s imul taneamente  m - - e ~  2 ect m,=-P-~-4  (il ehe darebbe P = - - 2 ) "  
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generatr ici  della V~ -~, in corrispondenza degti h gruppi della g~ appartenenti  
al G.~_~_,, (8). Un iperpiano generico passante per questo Sp_.~_,. sega ulte- 
r iormente (cio~ fuori delle h generatriei} la V~ -e in una curva direttr ice 
Cp-2-h (di ordine p - - 2 - - h } ,  contenente un gruppo G,,, della g : ;  e tale 
curva Cp_~_h sar~t irriducibile tse l ' iperpiano non ha posizioni particolari) 
al tr imenti  la g~ o avrebbe punti  fissi o sarebbe composta con la g~, contra- 
r iamente  alle ipotesi fatte is}. Essendo r > 0, non pub essere n ~ p -  t -  h :  
infatti, se cosl fosse, il gruppo G,,, della g~, che sta sulla Cp-e-h, sarebbe 
costituito da punti  indipendenti  e cio~ imporrebbe ai gruppi canonici the  
debbon contenerlo proprio n condizioni;  e allora sarebbe:  n -  r - - n ,  t ic6 
r ~ 0. Dunque  dcve essere : 
(3) n > p - -  l - - h .  

Allora il G,, appart iene allo spazio Sp-e-h cui app~.rtiene la Cp_~_u {e 
non ad uno spazio di dimensione inferiore);  eio~ il gruppo G,,, ehe b un 
gruppo della g~., impone ai gruppi canonici ehe debbon contenerlo preeisa- 
mente  p -  i -  h condizioni, e quindi 6:  

n - - r - - - p - - 1  - - h  
ossia : 
44~ r ~--~- n - -  p -+- h + l. 

Si vede faei lmente the  il numero h non pub superare la specie m. 
Infatti ,  se fosse h .> m, lo spazio S,_.2_,., contenente un gruppo della, serie 
residua della g~ rispetto alla serie canonica, eontenendo h generatrici  avrebbe 
h (>  m) punti  comuni con la diret tr ice minima. C,,,, della V~ -2. percib la 
conterrebbe per intero;  e allora la g~ sarebbe composta con la g~, centre 
1' ipotesi. Deve dunque  essere:  
(5) 0 ~ h ~< m. 

Si conclude con ta seguente proposizione: 
Sulla C2p-2, ogni serie lineare speciale completa, g~, che sia priva di 

punt i  fissi e non sia composta con la g~ della eurva, ha l'ordine n e la dimen- 
sione r soddisfaeenti le relazioni (2}, (3), (4t; nelle quali h indica il numero 
dei gruppi della g~3 conlenuli in  uric (e quindi in ciaseun) gruppo della serie 

l? residua della g5 rispetto alla serie canoniea. Questo numero h d compreso 
fra 0 ed m, gli estremi inclusi. 

(~) Lo sloazio S~--.~--r potrebbe eontenere una  o pill ul ter iori  generat r ic i  se il G~p-~-,, 
contenesse~ oltre gli h gruppi  eompteti del ia  g~  anche una o piil COlopie di punt i  apparte- 
nen t i  ad a l t re t tan t i  gruppi  della g~ medes ima;  ma in lal cas% il lerzo ]3unto di eiaseuno di 
tall gruppi  della g~ sarebhe fisso per  la r mentre  leer era  qaesta  serie si i~ supposta senza gn 
punt i  fissi. 

(6) Infat t i ,  il sistema l ineare  '. Cp-~-r ,I ,  segato sul la  Vep -~ dagli iperp iani  per  l'Sp_2-~., 
non pub a~'or generatr ie i  fisse~ a l t r iment i  la g~. avrebbe  come fissi i punt i  comuni  a questo 
generatr ie i  e a l l a  C.~p-.~, e non pub avere  nna  curva  diret t r ice fissa, a l t r iment i  la g~ risul- 
terebbe composta con la g:~. 
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Come risulta manifes ta tamente  dalla (4), l ' indice di specialiti~ della serie 
uguale ad h + 1. 

OSSERVAZ~O~,~E. - Le h generatr ici  contenenti  gli h gruppi della g~ esi- 
stenti nel G~_~_,,,  e gli ulteriori  2 p - - 2 -  n - - 3 h  punti  che (insieme ai 3h 
appartenent i  alle h generatrici) eompletano questo gruppo, appartengono ad 
un Sp_~_,., la cui dimensione b, per la t4): 

p - -  2 - -  r - - p  - -  2 ~ ( n - - p - t - h +  1 ) = 2 p - -  2 - -  n - - 3 h + -  2 h - -  1. 

Se ne deduce che:  quelle h generatrici e quei 2 p - - 2 - - n - - 3 h  p u n t i  
sono indipendenti .  

5. Dimostriamo ora che :  
Se gli inleri n, r, h soddisfano le relazioni (2), (3), (4), (5), esistono sulla 

C2v-e serie li~eari speciali complete, prive di punt i  fissi e non 6omposte con la 
g~ avenfi l 'ordine n e la dimensione r. 3~ 

A questo scopo considerianm h gcneratr ici  arbi trar ie  della V~ -~ : gli iper- 
piani passanti per cssc segano sulla rigata un sistema l ineare I Cv_~_~l the,  
essendo h ~ m ,  6 irridueibile e di dimensione p - - 1 - - 2 h  (v. la nora (3)a 
pag. 342). Sia C;i:-~--h una eurva non spezzata di questo sistema, e f ra  i 
2 p - - 2 -  3h punti nei quali essa incontra la C2p_ 2 consideriamone (ad arbi- 
trio) 2/) - -  2 - -  3h - -  n, il cui gruppo indieheremo con A (per la (2) the  suppo- 
niamo verif icata il numero 2 p - - 2 - - 3 h - - n  ~ ~ 0 ) .  Le curve del sistema 
I Cp_e_~t passanti per il gruppo A (ossia gli ipcrpiani passanti  per le h gene- 
ratrici  e per  i punti  del gruppo A) segano sulla C~_~ una serie l ineare del- 
l 'ordine  n, che non 6 composta con la g~3, al tr imenti  la * C~_~ i~ dovrebbe 
aver t  come componenti  delle generatrici .  Inoltre,  questa serie ha la dimen. 
sione > 0, perch5 per la (3}, ehe supponiamo verificata, ~; p - - 1 - - 2 h  
> 2/) - -  2 - -  3h - -  n. E infine, la serie stessa non ha punti  fissi : perch~ questi 
punti fissi, se esistessero, dovrebbero essere punti fissi anehe per la serie 
segata sulla C~.~_h dal]e curve del sis~ema I C~-2_~ I passanti  per il gruppo A. 
3Ia la serie carat ter is t ica segata dal sistema I Cp_~_hl sulla curva C* p-~-h 6 

p--2--2h, 
la g~o-2--2h completa, e quindi 6 completa anche la serie residua del gruppo A 
rispet to ad essa;  ed una serie completa su di una  curva razionale non ha 
punti  fissi. ~ e  segue e h e l a  suddetta serie di ordine n, segata sulla C,~_,_,, 
dalle curve del sistema I Cp-~-hl pass anti per il  gruppo A, ha, per quanto si 

visto al n. 4, la dimensione espressa dalla formula (4), cio~ uguale al nu- 
mero r asscgnato. Cosi la proposizione ~ dimostrata. 

6. Si considcri ora, sulla 02~_~, una serie l incare g . ,  di dimensione r >  0, 
speciale, completa, non composta con la g~, e dotata di 1 punti  fissi. Abban- 
donando questi punti fissi si ottiene una g,~-i priva di punti  fissi, ancora 
speciale, completa, non composta con ]a g~ e di dimensione r >  0 ;  sicch6 
z]~nal~ di ~Wate~at iea ,  Se t ' i e  I V ,  "]:'omo X X ~  ~, 44 
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valgono per  essa le relazioni analoghe alle (2), (3), (4), (5), cio~ si h a :  

(6) p - -  1 - -  h ~ n - - l ~  2/9-- 2 - -  3h 

(7) r ~ n - -  l - - p  ÷ h + 1 

e valgono le (5). Inoltre,  poich6 la g~ ~ speeiale, il suo indice di specialit~t 
(che, per  la (7), i~ h -  1-t-1) deve essere ~ 1, e percib deve essere h -  l ~ 0; 
si ha dunqne  : 

(8) 0 < 1 ~ h ~ m. 

Nelle relazioni (6), (7), (8) s~intende che h rappresen ta  il numero  dei 
gruppi  del ta  g~ appar tenent i  ad un gruppo residuo della g~-z r ispetto alla 
serie canoniea ;  ossia il nume~o delle genera~rici della V~ -u contenute  nello 
spazio Sp_2_ ,. eui appar t iene  un gruppo~ G~_  2_n+z, residuo della g~_~ rispetto 
alla serie canonica.  Questo Sp_2_ ~ ~ lo stesso spazio cui appar t iene  un gruppo, 
G.2p_~_n~ residuo della  g~ rispetto alla serie canonica :  esso de~'e evidente- 
mente  passare  per  gli 1 pun t i  fissi della g~ in conseguenza del passaggio per  
il G~p-~_n. Di pifi r isul ta  che gli l pnnt i  fissi medes imi  debbono stare eia- 
seuno in una dalle h generatr ie i  suddet ie  : infatti,  se cosi non fosse, queste  h 
generatr ic i  e d  i 2 p - - 2 - - n - h l - - 3 h  punt i  i quali, insieme con i 3h appar- 
teaen~i alle h generatr ici ,  cost i tuiscono il G~_~_,~+~, sarebbero d ipenden t i ;  
e cib contraddice  alia osservazione fatta alla fine del n. 4. Si conclude con 
la proposizione seguente :  

S u  d i u n a  curva trigonale di genere p e di specie m, una  serie lineare 
g~ (r :> 0) speciale, completa, non eomposta con la g~ della curva e dotata di I 
pun l i  fissi, ha l 'ordine e la dimensione soddisfacenti le relazioni (6), (7}, (8); 
helle quali  : h -  1 ~ il numero dei gruppi  della g~ appartenenti inlera.J~ente 
ad u n  gruppo della serie residua della g~ rispetto alia serie canonica ; ed l 
il numero dei gruppi  della g~ ciascuno dei quali conliene una  coppia di punt i  
del suddetto gruppo residuo. Gli 1 p u n t i  fissi della serie sono gli 1 p u n t i  cia- 
scuno dei quali  eompleta un  gruppo della g~ con una  delle coppie suddette. 

Inve r samen te  : 
Se gli  int~ri n, r, h, 1 (r ~ 0) soddisfano le relazioni (6), t7), t8), su ogni 

curva trigonale di genere p e di specie m esistono serie lineari speciali, com. 
plete~ non composle con la g~ della curva, dell' ordine n e della dimensione r, 

dolale di 1 pun l i  fissi. 
Infatti~ la proi~osizione del n. 5 assicura ehe, essendo verif ieate le re.la- 

zioni (6), (7), (8), esistono sulla curva serie l inear i  g~_~, speciali~ complete,  
non composte  con la g~ e prive di punt i  f~ssi. Un gruppo della  serie res idua 
di una  tale g:,-z, r ispetto alla serie eanoniea, eontiene h gruppi  della g~: se 
p rendiamo l panti~ eiaseuno appar tenen te  ad uno di questi  h gruppi  della g~, 
e l i  aggiungiamo alla g,~-z, si ot t ieue appunto  ulia g,~ che ha quegli  l punt i  
come fissi ed ~ speeiale, completa  e non composta  con la g~. 
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7. ~¢el case, finora escluso, di una gO speeiale completa, b evidente che 
si ha.: ~ p - - 1 .  E~ inversament% per ogni n ~ p - - 1 ~  esistono sulla C~v_~, 
o g,~ speeiali complete. Basra infatti, p. es., considerate  n punti  fra le interse- 

zioni della C~v_ 2 con una C~_~ irriducibile, sezione iperpiana della V~-e: tali 
n punti  sono eerto indipendenti  perch~ situati sulla Cp_: ed in numero non 
superiore a p - - 1 ,  percib essi costituiseono, sulla C~v_~, una gO completa. 

Qualm'a, date sulla C~p_: un gruppo G~, d i n  punti ( n ~ p - -  1), si voglia 
stabilire se esso eostituisce o meno una gO completa, si consideri un qualsiasi 
gruppo residue del G,~ rispe| to alia serie canonica, e suppongasi che sia h - - 1  
il numero dei gruppi della g:~ eontenuti  totahnente in questo gruppo residue, 
ed l il numero delle eopl)ie di punfi, appartenente  eiascuna ad un gruppo 
della g~, eontenuie pure nel grupl)o residue del G~. Vale la proposizione: 
Condizione necessc~ria e sufficienle percb~ il O,, costihtisca u~a gO co~1~,lela 
che esso ~wn eo~de~ga gruppi della ~ ~.~ (~), e clue si abbia : o: 

(9) 
o v v e ~ ' o  • 

(lo) 

h > Jib 

h ~ m  ed n - - l ~ p - - l - - h , .  

Infatti ,  se il G~ costituisee ana  gO completa e non b verificata la (9) 
(quindi h ~ J 0 ,  non pub essere:  n - - l > p - - l - - h ,  altr imenti  (v. n. 6) ]a 
serie completa determinata  dal G, a vrebbe dimensione > 0 (s). 

Inversamente ,  se vale la (9), la serie eompleta cui appart iene il G~ non 
pub aver dimensione > 0, altrimenti  (n. 6) dovrebbe essere h ~ m ;  e se 
invece valgono le 00), parimenti  la serie completa cui appartiene il G,~ 
non pub aver dimensione > 0, altrimenti,  (n. 6) dovrebbe essere: n ~  1 > 
> p - - 1  - - h .  

Si osserverh ehe :  se vale ta 19) deve essere: h - - p - - 2 - - m ,  (e quindi :  

m . Infatti .  iperpiano passante per un gruppo residue del G~ ri- 

spetto alla serie canoniea, eontenendo h ( ~  n~) generatr iei  della V~ -~, ineon- 
tra la C,~ diret tr iee minima in pih di m punti, e quindi la contiene intera- 
mente. Questo iperpiano sega ul ter iormente la V~ -2 in p - - 2 - - h - - m  gene. 
ratrici, e poieh~ si suppone che il G, non contenga gruppi della g~, deve 
essere : /9 - -  2 -- h - -  m --= 0, eiob: h = p - - 2 - - m .  

(7) E evidente  ehe so il G~, eontiene uno o pith gruloioi dolla g~ la dimensiono della 
serie eompleta da e,~so ind iv idua ta  ~ > 0 .  

(~) La  cendizione" ~ -  l < 2 p - - ~ - -  3 h  (che f igura ne l la  10roposizione del n. 6) ~ era 
conseguenza del fatto supposto che il G~ sia un  gruppo sloeciale e qu ind i  passi per  esso 
almeno un  iperpiano, il  qua]o contenga h generatr ic i  de]]e quail  I passino per  a l t re t tant i  
punt i  del Gn. 
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8. Cons ider iamo inf ine,  su l ta  C ~ _ ~ ,  u n a  serie l ineare,  g',~, speeiale,  com- 
ple ta  e ox)mposta con la g~, la quale  g~,~ snpponiamo anche,  per  generalit/~, 
che abbia  l punt i  fissi ( l ~ 0 ) .  Si avr'~ ev iden temen te :  

(11) n = 3r -I- l 

ad anche  (perch~ la serie ~ speciale e comple ta) :  r ~ 3r 4 - 1 - - p  q - 1 ;  eio~: 

p - - l - - I  
2 

D u n q u e :  S u  di  u n a  curva  trigonale di genere p, ogui serie l ineare com. 
ple ta ,  g~, oh~ s ia  composta con la g~ ed abbia 1 p u n t i  fissi, ha  i h u m e r i  n, r, 
1 soddis facent i  le relazioni  (11) e (12). 

I nve r samen te  : 
Se g l i  in ter i  n, r~ 1 sodd i s fano  le relazioni  (11) e (12t, esistono sulla 

curva serie l ineari  g~, complete, speciali, com20oste con la g~ e aventi  1 l~unti  fissi. 
In fa t t i ,  per  r genera t r ic i  de l la  V~ -~, prese a d  arbi tr io,  pass~ a lmeno un  

iperpiano,  essendo per  ]a (12): 2 r ~  l < : p - - 2 ;  ed un tale iloerpiano sega 
u l t e r io rmen te  , la  V~ p-u in una  cu rvs  d i re t t r ice  Cp_.2_,. ( i r r idueibi le  o no), 
appa r t enen t e  ad un S~_~_,.. F ra  i 2 1 ) -  2 ~ 3r punt i  nei qual i  ques t s  C~-2-,.  
i n e o n t r a  la C~_~ ,  cons ide r i amone  2 / ) - - 2 - -  3 r - -  l (numero certo ~ 0 :  infaf l i ,  

essendo p - -  1 - -  l 220 - -  2 - -  Z - -  2 -~ l 2 ~ 3 ~ per  la (12) si ha :  r ~ 2 P  3 e q u i n d i :  

2 p - - 2 ~ 3 r : - l ~ O ) ( ~ ) .  Gli iperp ian i  passant i  per quest i  2 2 0 - - 2 - - 3 r - - 1  
pun t i  segano sul la  C~_~. u n a  serie l ineare  speciale,  completa,  d e l l ' o r d i n e :  
3 r -+ - l  ( = n  per  la (11)); la qua le  serie vogl iamo p r o r a t e  ehe ha  la dimen- 
s ione r, hu  1 pun t i  fissi, ed ~ compos ts  con ]a g~ del la  c u r w .  E difat t i ,  i 
suddet t i  2 / ) - - 2 - - 3 r - - l  punti~ che s tanno sn l la  Cp_~_,., appar tengono  pro- 
prio allo spazio Sp_:_, .  cui  appar t i ene  ques ta  chrva,  e non ad uno di dimen- 
s ione minore,  perch~ per  l s  (12) 5 :  220~ 2 - - 3 r - - l ~ 2 0 - - 1 - - r :  d u n q u e  la 
serie segata  da  quegl i  iperp ian i  ha  la d imens ione  r. Inol t re ,  poich~ il det te  
S$_~_,. cont iene  la  C~_~_,., ne segue c h e l a  serie segata  dagl i  iperp iani  pas- 
s sn t i  pe r  esso, sul la  C~_~,  ~ composta  con la g~ ed ha  come fissi gli 1 punt i  

(9) Di questi 2 p -  2 -  3 r -  1 punti ne va preso uno su ciascuna delle generatriei che 
entrano eventualmente a comporre la Cp-~-r, e fuori della rimanente culwa direttrice. Cib 

possibile perch,, se la C~-2-r si spezza in una curva direttrice Cp-'~-~., (rt ~ r) ed in 

r I -- r generatrici, si ha : 2p -- 2 --  3r -- 1 ~ r~ -- r, ossia r ~ .2p--2-- l - r~ Infatti, dovendo 2 

essere p - - 2 - - r  i ~ 0  ne segue p ~  1 - - I  2p-- 2 - l~q'~ - -  2 ~ 2 e quindi~ per la (12): 

2 -  1 -  ~'l I rimanen~i 2 p - - 2 - - 3 r - - l -  ( ¢ i -  r) punti~ che van presi sulla Cp-2-r~ 

sono in numero ::~p -- 1 -- ~'l~ seml°re in virth della (12). 
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che, ins ieme  con i 2 p - - 2 - - 3 r - - 1  eomple tano  1' in tersez ione  del la  C'~_~_,. 
con la C.2~-~. E eib ~ quan to  vo levas f  d imos t ra re .  

Qualora  la g'~,~ sia pr iva di punt i  fissi, la condizione (12) d iv i ene :  

(12') r ~ p 

Si osserverh  che ques ta  non ~ in eont raddiz ione  con quan to  si ~ visto 
al n. 1, pe r  il quale ,  se una  g~,', 6 p r iva  di pun t i  fissi e compos t a  con la g~, 
deve  essere  r ~ p -  ' 2 -  m. Infat t i ,  se p b un  nmnero  dispar i  il mass'imo va. 

lore ehe pub avere  m b p ~ 3  ~---~--, e 

p ~) par i ,  it mass imo va lore  ehe 

p ~ 2  ( 
2 ' ~ P - - 2 ~ m  essendo m 

al lora ~ : p - -  1 2 ~ p - 2 - m ;  e se invece  

pub  avere  r pe r  la  (12') ~ p - 2  ~ ,  ed ~ :  

p - - 2  ). 
9. P e r  fare  una  appl icaz ione  del le  cose esposte,  p ropon iamoc i  di determi-  

na t e  le cu rve  t r igonal i ,  di genere  p e di specie  m, appa r t enen t i  ad un  Sr  e 
avent i  il minimo ordine.  ~ o w i o  che il p rob l ema  equ iva le  a de te rminare ,  
s u l l ' e n t e  a lgebr ieo,  le g'~ (pr iye di punt i  fissi  e non compos te  con la g~((,o)) 
di da ta  d i m e n s i o n e  r e di ordine  minimo.  Una tale g,"~ ev iden temen te  deve  
essere  eomple ta ,  perchb,  se fosse con tenu ta  to ta lmente  in una  g ~ ,  la r e s idua  
di un pun to  della, cur, :a r i spe t to  ad cssa, sa rebbe  una g~,i-~, della: s tessa  di- 
mens ione  r e di o rd ine  minore  d i n .  Inol t re ,  poss iamo l imi tare  la r i ce rca  
al te  ser ie  g'~, di d imens ione  non s u p e r i o r e  a p ~ 1, perchb,  pe r  r ~ p -  1 la 
eerie essendo non spee ia le  ogni g~ comple ta  ha sempre  l ' o r d i n e  n ~ p - ~ - r .  
E, inf ine,  si osserverh  che una  g~ completa ,  con r ~ p -  1, se dove avere  
l 'o rd ine  n minimo,  deve  essere  spec ia le  ; a l t r iment i  s a rebbe  n --~-p -t- r, ment re  
la r e s idua  r i spet to  al la  serie  canoniea  di / o - -  1 - -  r pun t i  gener ic i  de l la  c u r v a  

u n a  g~.÷~.-1 • 

S u p p o n i a m o  d u n q u e  r ~ p -  I e p ropon iamoc i  di de te rminare ,  su  di una  
c u r v a  t r igonale  di genere  ~o e di specie  m, le g,~ speeial i ,  complete ,  pr ive  di 
pun t i  f issi  e non compos te  con l a  g~, di da ta  d imens ione  r, avent i  il min imo  
ordine.  Dal le  proposiz ioni  dei n. 4 e 5 r i su l ta  ehe condiz ione necessa r i a  e 
suf f ic ien te  aff inch~ esis tano,  sul la  nos t ra  cur~'a, tali  g~ ~ che siano ver i f ica te  
le re lazioni  (2), (3), (4), (5). Dal la  (4) si h a :  

(4') n = = r + p ~ l  -- h 

(~o) Una g~'~ composta con la g~, dovendo esser completa come ~ detto in seguito, ha 
semi)re per immagine in S~. nna curva trii)]a di una cm'za razionalo normale dell~Sr~ e quindi 

dell' erdine r. 
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dal la  qua le  r i su l ta  che il min imo d i n  si ha  per  il mass imo va lore  di h. In  
virtf i  de l la  (4') la (3) ~ senz 'a l t ro  ve r i f i ca ta  per  ogni r > 0. L a  (2)~ per  la  (4') 
d iv iene  : 

r A-p --1 - - h ~ 2 p - -  2 - - 3 h  

la  qua le  di~: 

(2 ' )  h < P - -  - -  r 
- -  2 

se  : 

(13) 

Poich~ h deve  ,soddisfare , s imul taneamente  la (2') e le (5), bas te rh  ehe sia:  

0 ~ h ~ m 

m ~ P  - 1 - r  
2 

E, inveee~ bas te rh  che s ia :  

O ~ h ~ P  2 

$e : 

p - - l - - r  
(14) m > 2 

Se ha  luogo la (13), il min imo va lo re  d i n  {che, 
si ha dal la  (4') ponendov i  il mass imo va lore  di ht ~: 

(15) rain. n = r - t - p  - -  1 - -  m. 

come si 5 osservato ,  

Se invece,  vale  la (14), si h a :  

(16) min. n = r _ l _ p _ l _ ( P - - - 1 - - r  ) _ p - - I  + 3 r  
2 ' - - ~  - -  2 ........... + ~  

i ove ~ ----- ~ ovvero  s----- 0 secondo  che~ r i spe t t ivamente ,  p ed r sono del la  s tessa  

pariti~ o di par i th  diversa.  

10. Su~pponiamo ehe valga  la (15). In  ques ta  ipotesi  si ha  dunque ,  che 
in un  S,. le cu rve  t r igonal i  di genere  p e di specie  m avent i  il min imo ordine 
sono c u r v e  de l l 'o rd ine  : r -1-p - -  1 - -  m. R ico rdando  {v. n. 5) come si cos t ru isce ,  
su l la  c u r v a  canonica~ una  g~ spec ia le  completa ,  p r iva  di pun t i  fissi e non 
compos ta  con la g~, quando  s iano ver i f iea te  le re lazioni  {2), (3), (4), (5}; si 
d e d u c d  che, nel la  ipotes i  fat ta,  una  curva ,  C,.+v_~_,~, d e w  ordine min imo  
r + p ~ - - 1 -  m, in S,.; si o t t iene p ro ie t t ando  su di un  S,. la cu rva  canonica ,  
C~r_ ~ di S~_ t ,  da  un S~_~_,. de t e rmina to  da h - - m  genera t r ic i  del la  Y~ -~ e 
da 2 p - - 2 ~ 3 m - - ( r + p - -  1 - - ~ ) ~ - - - p ~ l - - r - - 2 m  (~i) pun t i  del la  C~r_ ~ 

lii) P e r  la (13), che supponiamo verificaia~ questo  numerc~ ~ =~0. 
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(i punti  del gruppo A del n. 5). Lo spazio Sp_~_,. ehe dal suddetto Sv_z_,. 
proietta un punto M della C,n diret~rice minima della, V~ -~, contiene pe/: intero 
questa  Gin, perchb oltre M contiene gli m punt i  net quali la C m b  incontrata  
dalle m generatrici  eontenute nel l 'Sv_~_, . :  percib la Cm stessa viene proiet- 
tara in un unico punto, 0, dell 'S,..  In  questo purito 0 eadoao le proiezioni 
dei 3 m - - p  q - 4  punti  net quali la C2p-~ ~ incontrata  daila C,~, e anche le 
proiezioni delle ulteriori eoppie di punti  della C~v_2 situate sulle generatriei  
uscenti  dai punti  del g ruppo .A:  infatti  lo spazio che dall 'Sr_~_,, proietta un 
punto di una tale eoppia oontiene la eorrispondente genera t r iee ,  e quindi 
anehe la Ca. I1 punto 0 r isulta quindi multiplo, per la curva C,.+v-~-m 
tproiezione della Qv_~ in S,.) secondo il numero :  

3m - -  p -+- 4 + 2 (p ~ 1 - -  r ~ 2m) - -  p - -  2r ~ m + 2 (~). 

Le generatr iei  della V.~ -2 sono proiettate, dall 'S~_~_,, nel l 'S, , ,  seeondo 
retie useenti  da O, eosti tuenti  un eono di ordine r - - 1 .  Infatti,  un Sp_~ del- 
l'S~_~ contenente l'S~_o._,, proiet tante e passante per  la C,,,, sega la V~ -~ in 
2 0 ~ 2 - - m  genera t r i e i  fra l~ quali  vi sono:  le p - - l ~ r - - 2 m  generatriei  
useenti  dai punti  del gruppo A~ e le m ~eneratriei  eontenute  n e l l ' ~ _ ~ _ , . ;  
siech~ I'S,,_~, in cut tale S~_. sega I 'S , ,  contiene appunto:  

p --  2 - - m  ~ ( p - -  1 ~ r - -  2m) --  m - - r - -  1 

generatr ici  del cono. 

Le generatrici  di questo cono segano la C~j.p-l-~, fuori di 0, eselusiva- 
mente in gruppi  della g~; il che ~ provato dal fatto ehe un Sr_~ per 0 sega 
la C~+p_l_,,, fuori del punto 0, in:  

r + 20 ~ 1 - -  m - -  (20 - -  2r --  m + 2) - -  3 (r - -  1) punti.  

Lo spazio S~_r che, dal l 'S~_2_ ,. proiettante,  proietta la tangente alla 
S~,_. 2 in uno, B~, dei due punti  ulteriori  (B~ e B~) in cut la ~tessa C~_~ 
ineontrata  dalla generatr lee della V~ -~ useente da un punto, B, del gruppo A, 
contiene questa  generatrice, quindi anehe la C~,, quindi anehe la generatr iee 
infinitamente vicina a quel la  uscente da B, e per  conseguenza contiene anche 
la tangente alla C~_~ nel l 'a l t ro  punto, B~, the  essa ha in eomune con la 
generatr iee useente da B. ~Ne segue ehe, nello spazio S,., la generatr iee del 
cono di vert ice 0, ehe si ottiene segando un tale S~_,. con l' S, ,  ha due in- 
tersezioni con la C~ ~-,~-1 infini tamente vicine ad 0. Dunque,  ques ta  C~+~_,,~_~ 
ha :  p -  1 -  r -  2m punti  doppi inf ini tamente vieini ad 0 (eio~ tanti  quanti  
sono i punti  del gruppo A), oltre il punto multiplo 0. 

(is) Dalla (1"~} e dalla relazione: m ~  p-~t  p _ - - $ < p - - l - - r  __--~--~, segue: 3 --  2 , da cut: 
r ~ P  -~5 

----3--. ±llora si ha : p --  1 -- r .~ P _ 2," -+ 2 e quindi anche : m ~_~ p -- 2r +- 2 ossia ; 2 
p--2r + 2mm:~O. 
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Riepi logando,  conc lud iamo : 

p 1 - - r  
I n  u n  St ,  le curve tr igonal i  di  genere p e di  specie m 

2 
avent i  il  m i n i m o  ordine, sono curve speciah normal i  dell 'ordine : r -+- p - -  1 - -  m. 

Uiaseuna  di  esse giace su  di  u n  cone (razionale ~wrmale) dell? ordine r -  1, 
ha  u n  pungo di  moltepl ici t~ p - -  2r - -  m -~- 2 nel v'ertice di  questo cone, ed ha 

inol tre p -  1 -  r -  2m p u n t i  doppi  in f in i tamente  v ic in i  al  vertice del cone 
stesso. S u  di  u n a  tale curva, le generatrici  del cone segano, fuor i  del vertice, 
i g r u p p i  della g]. 

In  par t i co ta re  si ha, per  r - - 2 ,  c h e :  

Le curve p l a n e  tr igonali ,  di genere p e" d i  specie m ~ p ~ 3 , aventi  il  

m i n i m o  ordine, sono curve, (normali ,  speciali)  dell' ordine : p -~- 1 ~ m, avengi 

~tn p u n t o  0 di  molteplicit& : p - -  2 - -  m. ed al tr i  p - -  3 - -  2 m p u n l i  doppi, 

in f in i tamente  vic~ni ad  0 (~3). La g~ ~ segata s u u n a  gale curva  dalle retge del 

fascio di  centre O. 

l l .  Suppon iamo  era che valga la (14}, cio6 the  s i a m  > p -- 1 -  r 2 In 

questo case  le curve  t r igonal i  di genere  p e di specie m, di un  S,. ,  aventi  il 

min imo ordine, sono curve (speeiali, normali} de l l 'o rd ine  : n - -  p -  1 ÷ 3r 
2 -I-e 

e "-" 0 o , - -  ~ secondo ehe 1) ed r sono di par i th  d iversa  o del la  stessa parit'~ . 

U n a  tale  eu rva  si o t t iene  p ro ie t t ando  su di un S,. la eurva  eancniea ,  C~__~ 

di S~_j da un SI,_.~_ ,, de te rmina to  da  p -  1 - - r  ' 2 a generat r ic i  del la  V~ -~ 

e dai punt i  del gruppo A (v. n. 5}, ehe sono era in numero  d i :  

2 p _ _ 2 _ _ 3 ( p - - l - - r  ) ( p _ - - l - + 3 r  ) 2~ 
2 - - ~  -- 2 J ~  = " 

Cio6 il gruppo A ~ era ines is tcnte  sc I) - -  r 5 disl)ari (¢ -----: 0}~ e si ridue(, 

punto  sc p - - r  6 un n u m e r e  pari  ( ~ = = ; ) .  ad un sol 
~ g 

Nel 1 f' ease, in cui cio5 p - - r  5 dispari ,  si ha in S,. uaa  eurva  d e l l ' o f  

d i n e : P - - 1 - ~ - 3 r _  ehe 5 t r i secante  le genera t r ic i  di ana  r igata  (proiezione 

Vp--2 del la  ~ ! d e ] l ' o r d i n e :  p - - 2 - - 2  p - - 1 - - - r  2 = - r - - 1 .  Su ques~a r iga ta  la 

p - - l - - r  
C,,~ b proie l ta ta  in una  curva de l l ' o rd ine  m 

2 

{l~} U n a  d i  q u e s t e  c u r v e  n o n  h a  a l t r e  s i n g o l a r i t h ~  p e r c l d ~  si  h a  p r e c i s a m e n i c ~ :  

( p  - -  m l i p  - -  n~ - -  1) {p - -  2 - -  m ) i p  - -  3 - -  m )  
- -  - -  t p  - -  3 - - 2 m j  = p .  

2 2 
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Nel 2 ° caso, in cui ciob p - - r  ~ pari, si ha in S,. una curva dell 'ordine:  

p + 3r proiezione della C2~_ 2 da un Sv_o_,. contenente  p - - 2 -  r generutrici  
2 ' " 2 

della V~ -2 ed un ulteriore punto A della C~p_2. Questa Cp+a,. b tr isecante 
2 

le generatrici  di una rigata (ruzionale normale) de l l 'o rd ine  r - - i  (proie- 
zione della V~ -2) ed ha un punto P doppio (proiezione dei due punti  
ulteriori  in cui la C.~v_~ ~ incontrata  dulla generutr iee della. V~ -2 uscente 
da A) .  

In  eonclusione si ha t h e :  

I n  un  S~. le curve trigonali di genere p e di specie m >  p -  l -  r 

avenli il minimo ordine, sono curve dell'ordine p -b 3r2 - -1 . - -be  ( ~ 0  o s ' - ~ l  
\ 

secondo che p -  r ~ dispari  o pari),  trisecanti le generatrici di u n ~  rigata 
4 

1 (razionale, normale) dell 'ordine r -  1, e dotage di u n  punto doppio se s - - ~ .  

:Nel caso di r - - 2 ,  la (14) d~ m > P - - 3  ~ ,  e poichb m non pub superure 

p - - 2  2 
~ ,  ne segue che 6 proprio m ~ - - - ~ - -  In  tal caso p 6 pari  come r, quindi 

- -  2 " 

1 
~ 2 ,  Inoltre, la V~ -2 contiene un fuscio lineure di curve direttrici  minime 

C,~, unu delle quali passu per i l  punto A. Proiettando, su di un piano r~, la 

V~ -2 dull' S~_~_,.--~ Sp_ 4 determinato da p - -  4 2 generatr ici  e dal punto A, 

le generatr ici  della riguta vengono proiettute nelle rette di un fascio avenge 
per centro il punto~ O, proiezione della C,, passunte per A (questa C,~ 
proiettatu in un punto, perchb l'S,,_~ che, dall'S~_. 4 suddetto, proietta un 

punto di detta C~---C~_~, ha con essa p - - 4  -Y- ~ -~- 2 - -  -t-1 punti  comuni, 

e quindi la contiene interamente). E la C2~_~ viene proiettata, su r:, in una 

curva dell' ordine p + 6 ( : p " J r -  2 - -  m) avenge nel punto 0 la molteplicit~t: 

up__ - 2  
~- -  ÷ 21o - -  2 - -  3 fP - -  2~ --  1 - - P  (range essendo le interse~ioni, fuori di A, 

della C~_~ passante per A con la C~_o), ed uvente un punto doppio, P, 

proiezione dei due punti  ulteriori  comuni allu C,~_~ e alia generatr iee uscente 
da A. Dunque :  

Le curve p iane  trigonali di genere p e di specie m ..~ p - - 2  2 , aventi il 
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min imo  ordine, sono curve dell' ordine p + 6 - 2 c o n  un  punto  0 di motteplicit?~, 

P ed un  punto  doppio P (~). 

Le rette del piano uscenli  da 0 segano su una  tale curva la ~ mentre ~,~, 
le relte useenti da P segano sul la curva una  g~ + ~ , immagine  della serie segata 

'2 

sulla curva eanonica dalle Cm min ime  della ¥~'-~ (~}. 

(i4) Questi  modell i  di e n t r e  t r igonal i  normal l  det piano sono stati de te rmina | i ;  per  
primo, da ~.  -~)IOl)EO~ Courbes +wrmaIes trigo~,qles du plexus. ~, Comptes Rendus  ,, 130. 1900 ; e 
Curve di go~ali t~ k con p u n t i  f issi  nclla { k - -  1) ~'~ serie canonica~ e c~(rve q~or~nali t,rigo. 
na l i  del piano,  • ]~end. Ace. Sc. di :Napoli ,, (3) 6~ 1900. B. SEGI~E ne]la memoria  : Su i  ~nod~di 

delle curve poligonali ,  e sopra un complemento al teorema di esiste~za di Riemann~ ~ :Malh. 
Anna l en  ~ Bd 100~ H e f t  4 und 5~ 1928, ne ha messo espl ic i tamen/e  in ev idenza  la pro])rieth 
di curve del min imo  ordine. 

1 (t~) Anche  questa  gp+2 b, f ra  le serie speciati eompIele ooi, una serie di ordine  minimo. 

2 

nel ease r----~ 1 vale  semi)re la (13), (che d iv iene  ) e  quindi  il minimo del. Infatti~ 
t / 

p - - 2  
I 'ordine  b 1 + p  - -  :[ - -  m ~--~p - -  m, che, per  m ~-- ~ ,  r isul ta  uguale  a p + 2 ~ - - .  


