Premesse topologiche allo studio dei fasci réali di curve
algebriche sopra una superficie algebrica reale.

Memoria di Luiet BrusorT: {a Pavia).

Sunto. - Si costruisce una teoria topologica dei fasci di curve grafiche sopra una superficie, in
vista delle applicazioni che essa puo trovare nello studio dei fasci reali di curve algebri-
che sopra una’ superficie algebrica reale, di tali applicazioni facendo pur breve cenno-

In alcuni miei precedenti lavori (*) ho studiato i fasci reali di curve
piane algebriche in relazione colla teoria topologica dei fasci di curve grafiche
del piano proiettivo.

Tali studi trovano una loro naturale estensione in quelli concernenti i
fasci reali di curve algebriche sopra una superficie algebrica reale, come gia
prova un mio breve saggio dedicato ai fasci reali di curve algebriche sopra
una quadriea reale (?).

Ma a pitt ampt sviluppi giovano alcune premesse topologiche di cui
appunto ho inteso cccuparmi nella presente Memoria.

Sorgono analogie ed interferenze con ricerche rivolte ai piu vari scopi,
come quelle di A. CAYLEY e di J. C. MAXWELL sulla configurazione del ter-
reno (°), quelle di H. PoiNcARE sulle curve definite da un’ equazione diffe-

{*} L. BrusoTty, @) Discriminanti e fasci nella topologia proiettiva del piano [Rend.
R. Ist. Lomb., (2). 51 (1918). pag. 367-873]: b) Hsistono fasci di curve piane & ordine n a
punti-base e ceniri critici tuiti reali [Ibid., pag. 612:618]; c) Sui fasci di curve grafiche (lit.)
[Suce. Bruni, Pavia 1919, pag. 1-204]; d) Un teorema sui fasci reali di curve algebriche
[Rend. R. Ace. Lincei, (5), 28 (1919), pag. 251.253]: ¢) Sulle curve piane algebriche reali prive
di punti reali [Ibid., pag. 322.324]; f) Sopra wn notevole fascio reale di cubiche piane [Rend.
R. Ist. Liomb., (2), 53 (1920), pag. 188-192|; g) Sué ceniri critici di un fascio reale di curve
piane algebriche [Atti R. Ist. Veneto, 80 (1920-21), P. 2% pag. 791-820}; h) Sui fasci reali di
cubiche piane dotati di wn solo punfo-base reale [Note ¢ Memorie di Matematica (Catania),
1 {1921), pag. 242244}

Sui fasci reali di cubiche piane sono pure da ricordarsi: J. . WrianT, Nodal cubics
trough eight given points [Proc. Liondon Math. Soc., (2), 6 (1908), pag. 52-57]; H. MoERMANN,
Ueber das Biischel von ebenen Kurven 3. Ordmung mit neun reellen Grundpunkte [Math.
Aun., 74 (1913), pag. 319-340].

()} L. Brusorrt, Fasci reali di curve algebriche sopra una gquadrice reale [Bend.
R. Ist. Lomh., (2), 72 (Scienze, 1938.39), pag. 3-9].

() A. CaYLEY, On Contour and slope Lines [Philosophical Magazine, (4), 18 (1859),
pag. . 264-268, oppure Collected Mathematical Papers, 4 (Cambridge 1891), pag. 108-111];
J. C. MAXWELL, On Hilles and Dales [Philosophical Magazine, (4), 40 (1870), pag. 421-427,
oppure Scientific Papers, 2 (Cambridge 1890), pag. 233.240].

A questi possono raccostarsi i lavori di J. €. Barri pe S8a18T Vunant, di J. BoussiNesq,
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renziale {*), quelle di W. Dvck (°) sull’interpretazione topologica della caratte-
ristica di un sistema di funzioni introdotta da L. KRONECKER (), quelle infine
dei moderni cultori del « Calcolo delle variazioni in grande » (7).

Ho peraltro preferito una trattazione indipendente da tali ricerche e com-
misurata al fine, che mi propongo. di applicarla allo studio dei fasci reali
di curve algebriche.

§ 1. I continui ¢ aperti e serrati (®).

1. Si consideri in un piano il continuo aperto v dei cerchi concentrici
di raggio r, con:

(1) a<r<b, (@ > 0).

Ogni continuo di circuiti omeomorfo a quello (qualunque sia lo spazio
di appartenenza)} si dird un continue ¢ aperto.

di C. JorpaAN, e di C. SBomigriana. Cir., anche per citazioni, C. SoMrcLiana, Sur une clas-
sification des maxima et minima des fonctions de plusieurs variables [Annales Ecole Norm.
Sup., (3), 31 (1914), pag. 8797, oppure Memorie scelie (Torino 1936) pag. 395-406{; e, per ulte-
riori indicamioni, A. CoMESSATTI, Geometria descrittiva ed applicazioni, in 1. BERZOLARI,
G. Vivaxti e D. Gieri, Enciclopedia delle Matematiche elementari, 2, (Milano, 1938),
pag. 307-8375, a pag. 363.

(4) H. POINCARE, Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle [Journal
de Mathématiques, {3), 7 (1881), pag. 375-442, specialmente pag. 394-409, oppure Oeuvres, 1
(Paris 1928), pag. 8-84, specialmente pag. 20-33]: Sur les courbes définies par une dquation
différentielle {Journal de Mathématiques, (4). 1 (1883), pag. 167-244, specialmente pag. 203-208,
oppure Oeuvres, 1 (Paris 1928), pag. 90-188, specialmente pag. 121.125]. Sull’argomento ofr.
pure le comunieazioni nei Comptes rendus de '’Académie des Sciences, 90 (1880). pag. 678-
675; 98 (1884), pag. 287-289 [oppure Oeuvres, 1, pag. 1-2; pag. 87-89].

(®) W. Dvck, Beitrdge zur Analysis situs, I Aufsatz, Ein - und zweidimensionale
Mannigfaltigkeiten [Math. Ann., 32 (1888), pag. 457-512, specialmente pag. 501, form. (26)]:
II Aufsatz, Mannigfaltigheiten von n Dimensionen [Math. Ann., 37 (1890}, pag. 278-316].

(5) L. KRONECKER. Ueber Systeme von Functionen meherer Variabeln [Monatsberichte
der K. Proussische Akademie der Wissenschaften, 1869, pag. 159-193, pag. 688608, oppure
Werke, 1 (Lieipzig 1899), pag. 175-212, pag. 218-226; Ueber die verschiedenen Sturm’schen Reihen
und ihre gegenseitigen Beziechungen [Monatsberiehte (cit), 1878, pag. 117-154, oppure Werke, 1
{cit) pag. 803-34K]; Ueber Sturm’sche Functionen [Monatsberichte (cit), 1878, pag. 95121,
oppure Werke, 2 (Leipzig 1897), pag. 87-70]; Ueber die Charateristik von Function-Systemen
[Monatsberichte (cit), 1878, pag. 145-152, oppure Werke, 2 (cit), pag. 71-82].

(") Vedansi percid: M. Morsg, The caleulus of variations in the large (New York 1934),
specialmente pag. 142.191; H. SeIFERY und W. THRELFALL, Variationsrechnung im Grossen
(Leipzig und Berlin 1938), specialmente pag. 21.28; ed i lavori di A. B. Browx, H. Horr,
F. Joun, T. H. Kiane, M. Morsg, D. E. RicHMOND, ‘W. M. WHYBURN, ..., citati nella
bibliogratia annessa al trattato di M. Morse (pag. 859-466).

(&) 17 atiributo «scrrato» & qui usato nel senso introdotto in circostanze analoghe da
F. Severl.
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Dal continno v aperto si pud passare ad un continuo % serrato, sosti-
tuendo alla (1) la:

&) a<r<b,

ed, estendendo 1’omeomorfismo, si pud cosi serrare anche il continuo ¢.
Ma saranno qui introdotti anche continui ¢ serrati con « estremi s che
non siano circuiti privi di punti mulfipli.
I tipi che si presenteranno per un esfremo sono i seguenti:
I Circuito privo di punti multipli.
II. Circuito dotato di punto nodale (infreccio).
IIL. Coppia di circuiti privi di punti multipli e secantisi in un punto
(incrocio). '
IV. Punto.

2. Si passi ora ad uno studio pit approfondito dei singoli tipi di estremo.

Per il tipo IV vedasi Fig, 1, ove sono tracciati circuiti del continuo ¢
prossimi all’ estremo.

Per i tipi rimanenti occorrono distinzioni ulteriori.

@.v

Pig. 1 Pig. 2 Pig. 8

Cosi per il tipo I si hanno due alternative, secondo che il circuito
estremo, come forma-limite di quello corrente, sia da confarsi:
I.. Una volta (Fig. 2).
I,. Due volte (Fig. 3).
Invece il tipo II, per il quale & da tenersi presente che il circuito dotato
di punto nodale si pud decomporre in due circuiti parziali, da luogo a tre
casi, in quanto la forma limite del circuifo. corrente pud essere costituita:
I1,. Dal circuito totale contato una volta (Fig. 4).
II,. Dai due circuiti parziali contati I’ uno una volta, Paltro due volte
(Fig. b).
I1.. Dal circuito totale contato due volte (Fig. 6).
E per il tipo ITl si hanno pure tre casi, potendo la forma limite del
circuito corrente essere costituita :
II1,. Dalla coppia estremo contata ana volta (Fig. 7).
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I1I,. Dalla coppia estremo contata due volte secondo il percorso {(Fig. 8)
0AA'OBB' OAA'OB'B.

Pig. 6
I1I,. Dalla coppia estremo contata due volte secondo il percorso (Fig. 9):
0AA'OBB'OA'AOB'B.

Con O si & indicato il punto comune ai due circuiti della coppia, con
A, 4 (risp. B, B’} si sono indicati punti del primo (risp. del secondo) circuito.

Pie, 7 Fig, 8 Fig. 9

g 2. I1 fascio v di circuiti privo di punti-base
A

sopra una superficie X,

3. I circniti di an continuo 4 serrato si possono rappresentare coi punti

di un «segmento » (cellula unidimensionale), essendo gli estremi di questo
le immagini degli estremi del continuo .
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Si consideri allora un singramma S, i cul vertici siano d’ordine << 3 ().
Ogni spigolo si interpreti come immagine di un continno ¢ ed un ver-
tice V come immagine di un estremo, il quale (in un senso che sara precisato)
risulti totalmente o parzialmente comune ai continui ¢ rappresentati dagli
spigoli uscenti da V; ma fra i continai ¢ non intervengano interferenze
all’infuori di quelle cosi stabilite (s’intende astrattamente o, se si vuole, colla

Pig. 10 ig. 11 Fig. 12

convenzione che eventuali interferenze in un modello si considerino come
non esistenti).

Precisamente, in S, un vertice d’ordine uno (vertice terminale) sia imma-
gine di un estremo d’uno dei tipi I,, II,,
I11,, Ii1,, IV.

Un vertice d’ordine due sia immagine
di un’ estremo di tipo I, o I1I,, comune
ai due continni nel modo illustrato dalle
Fig. 10 ed 11, in cui i circuiti di uno dei
due continui sono segnati con fratto pun-
teggiato ; oppure di un circuito dotato di
punto nodale, essendo la coppia di circuiti
parziali diversamente contati estremo di tipo Pig. 12
I1, per uno dei continui ¢ ed un circuito
parziale estremo di tipo I, per 'altro continuo ¢, nel modo illustrato da Fig. 12.

Infine un vertice d’ordine tre sia immagine di un circuito dotato di punso
nodale, essendo il circuito totale estremo di tipo II, per uno dei tre continui
¢ ed i due parziali estremi di tipo I, risp. per i rimanenti due, come ¢ illu-
strato da Fig. 13.

(°) «Singramma» & qui introdotto come equivalente italiano di Streckencomplex o Graph
degli antori tedeschi, di graph degli anglosassoni, di résean dei francesi.

Per le proprieth pii elementari dei singrammi efr. M. Drex und P. HEEGAARD,
Analysis situs, in Encyclopddie der Mathematischen Wissenschaften, 8, pag. 158-220, special-
mente pag. 171-178. Per un’esposizione pin larga cfr. D. Konia, Theorie der endlichen wund
unendlichen Graphen (Leipzig 1936).

Qui tacitamente si suppone che vertici ¢ spigoli del singramma siano in numero finito,
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4. Il sistema ¢ di circuifi cosl costruito copre una superficie X, priva di
singolaritd e di orli, connessa se & connesso S, .composta di piu superficie
connesse qualora di altrettanti singrammi connessi sia composto S.

Per un punto P di X passa.un solo circuito di ¢, quando si escludano
i punti d'incrocio per cui ne passano due ed i punti isolati per i quali il
circuito degenera in un punto; il punto P & semplice per il circuito (od i
circuiti) cui appartiene, fatta eccezione per i punti d’intreccio.

Percid ¢ si dird un fascio di circuiti sulla Z, prive di punii-base, topo-
logicamente generico [dicendosi « punto-base » di un sistema un punto per cui
ne passino infiniti circuiti e Pattributo « generico » riferendosi all’ esclusione
di singolaritad superiori (*°)].

Reciprocamente, sopra una superficie priva di singolarita e di orli, un
fascio di circuifi, privo di punti-base, topologicamente generico, c¢iod un
sistema di circuiti soddisfacente alle condizioni ora esposte, pud interpretarsi
come un sistema ¢ composto di continui ¢ nel modo diseiplinato da un sin-
gramma S, in conformitd ai criteri adottati.

I punti d’intreccio e d’incrocio e quelli isolati si diranno cenfri critici (**)
del fascio ed il loro numero s’indichera costantemente con c.

Si distinguerd fra ceniri critici nodali (4’ intreccio e d’incrocio) e centri
oritici isolati, indicandone risp. il numero con ¢ ¢ con c”.

5. Sorge il problema di individuare ¢ a meno di omeomorfisini.

Giova la conoscenza del singramma S, ma non basia, come subito risulta
dalla varia interpretazione ammessa per i vertici.

Converrad dunque intanto introdurre, per eiascuno di questi, indicazioni
atte a determinare il corrispondente tipo di estremo per i continui ¢ rappre-
sentati dagli spigoli ivi concorrenti. '

Data V'unicitd del tipo, tale indicazione sard apposta al ver-
tice, quando questo sia d’ordine -~ 3, esclusi i vertici d’ordine
due rispondenti al terzo caso.

Ma invece per ciascun vertice d’ordine due del terzo caso dovra
segnalarsi quale dei due spigoli ivi concorrenti rappresenti il con
tinno ¢ cui compete Vestremo di tipo 1L, (anziché I,) e per eiascun
vertice d’ ordine tre quale dei tre spigoli ivi concorrenti rappre
senti il cohtinuo ¢ cui compete lestremo di tipo Il, (anzi-
che I,) e tale notazione si apporrd allo spigolo in prossimita del vertice.

Le indicazioni stahilite non sono perd sempre sufficienti a caratterizzare .

Basti considerare I’esempio offerto dal singramma di Fig. 14, il quale

lon
Fig. 14

(19) Per Vintervento dei punti-base cfr. § 4; per quello di singolariti superiori efr. § 6.

(#4) La denominazione «centro critico» introdotta nel caso algebrico da A. CavyLRY, &
stata da me usata in senso topologico. Cfr. A. CAYLEY, On the theoric of involution [Trans.
Cambridge Thil. See., 11, P. 1 (1886), pag. 21.88; oppure Collected Mathematical Papers, b
(Cambridge 1892). pag. 295-312): I. BrusorTi, (1), ¢), pag, 71
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ammette per ¢ due interpretazioni topologicamente distinte, a seconda che il
circuito orientato, che descrive ¢ a partire da una posizione iniziale, ritorni
a questa coll’ orientamento iniziale o coll’ opposto.

Ed allora occorrono complementi; ma di questi si dird nei num. se-
guenti, € e 7.

6. Si supponga per semplicitd il singramma § connesso, avvertendo che
in caso contrario le considerazioni qui svolte possono riferirsi ai singoli sin-
grammi connessi componenti.

L’ ordine di connessione del singramma S &:

(3) =B, —B+ 1,

ove con B,, B, si indichi il numero risp. dei vertici e degli spigoli di S.

Se con ¢ si indica il numero dei continui ¢ costituenti ¢ e con g il
numero dei circuiti y non contenenti centri critici ma aventi ufficio d’estremi,
sard :
4) X Bo=c+g,

} Bi=1,

onde :
{9) g==t -~ g—c+ 1,

E perd da osservarsi che i circuiti y estremi di tipo I, possono elimi-
narsi fondendo in un solo due continui ¢ consecutivi, quando si esclnda il
caso di un faseio ¢ cui corrisponda un singramma del tipo di Fig. 14.

Si avverta ora che, quando il punto-immagine percorrendo il singramma
attraversa un vertice, corrispondentemente in ¢ il circuito, che si suppone
orientato, attraversa un estremo; e, se questo non ¢ un circuito y, nasce
una discontinuitd che pone il quesito sulla possibilita di un raccordo conti-
nuo fra gli orientamenti precedente e seguente.

Se si escludono gli incroci di tipo III,, tale raccordo & possibile come
risulta dalle piccole frecce introdotte in Fig. 12 e 13.

Per il tipo III, I’ orientamento dei due circuiti componenti 1’incrocio.
pud dar luogo a 2><2 =4 scelte, delle quali due son tali che ciascuna possa
raccordarsi per continuith con un certo orientamento del circuito precedente
I'incrocio e le altre due si comportano similmente col seguente. Precisamente
il passaggio da un orientamento del circuito precedente ad uno qualunque
del seguente esige una discontinuith di orientamento su uno {ed uno solo)
dei due componenti 1’ incrocio,

La scelta dell’ orientamento per il circuito seguente & dunque ambigua,
ma un cambio di scelta corrisponde ad uno scambio fra i due circuiti com-
ponenti I’ incrocio, inessenziale nella identificazione topologica di .

Si pud togliere Pambiguita formale ordinando in ciascun estremo di tipo
[T, i due circuiti dell’ incrocio (cosicché possa distinguersi fra un primo e

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XXV, 10
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secondo circuito), indi convenendo di stabilire il raccordo degli orientamenti
per quanto riguarda il primo.

7. Dopo eid si rammenti che nel singramma § (connesso) & possibile sop-
primere # spigoli in modo che la parte residua sia un albero (cioé un singramma
connesso d’ordine di connessione nullo) i cul vertici siano quelli di 8. Cosi,
soppressi # spigoli t, sia T 1’albero residuo.

Fissato un punto O interno ad uno spigolo di 7, comunque se ne assuma
un altro M, pure interno ad uno spigolo di 7, ¢ unico il percorso (senza
ripetizioni} che, utilizzando spigoli di T, da O conduca ad M.

Saranno O ed M immagini di circuiti, » e p, generici di ¢ e, mantenute
le convenzioni del num. prec., ne seguird che fissato in ¢ I’ orientamento
di o, risulta pure individuato per continuitd quello di p.

Invece un punto N {immmagine di v) interno ad uno degli spigoli 1, pubd,
a partire da’ O, raggiungersi in duc distinti modi con un percorso pertinente
a T, integrato da un segmento di quello spigolo 1, onde a v spettano per
continuith due distinti orientamenti che possono risultare o concordi o discordi.

Si distingnano i due casi confrassegnando io spigolo risp. col segno + o —;
cosl contrassegnati gli # spigoli «, sard individuato a meno di omecomorfismi o.

Mutando la scelta dell’ origine O o ’orientamento del circuito o, i segni
permangono.

Pub invece mutare taluno dei segni quando si scambino fra loro i due
circniti di qualcuno fra gli incroci 1I1,.

Se perd uno spigolo 1 fa parte enfro § di un circuito esente da vertici
immagini di incroci IIl,, la segnatura &, per tale spigolo, certamente esscn-
ziale, nel senso che essa risulta od individuata od almeno vineolata, negli
eventuali mutamenti, a quelle{ di altri spigoli .

Nel caso eccezionale in cui T riducasi all’'unico vertice di S, I'unico spi-
golo di 8, ¢ spigolo © ed interni ad esso si assumerannc O ed N O, pro-
cedendo ancora alla segnatura di <.

Un singramma S ai cui vertici siano apposte le indicazioni descritte. al
num. 5 e di cui z spigoli t siano, quando occorra, contrassegnati, si dird
brevemente un singromima annotato.

Ed allora (estesi, come & lecito, nomenclatura e risultati anche ai sin-
grammi non connessi) concludendo si avra:

Un fascio ¢ di circuiti privo di punti-base e topologicamente generico é
individuato a meno di omeomorfismi do un suo singramma annotafo.

E con cid si pud intendere che, assunto comunque un singramma (i cui
vertici siano al pin d’ordine tre) e debitamente annofatolo, sempre esiste ed
8, a meno 4’ omeomorfismi, unico il corrispondente fascio #.

Tnvero. costruiti, secondo le annotazioni, gli opportuni continui 1, se ne
posson connettere gli cstremi in conformiti alla strattura del singramma ed
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eventualmente alle segnature, tale connessione ridncendosi astrattamente a
stabilire fra circuiti totali o parsziali opportuni omeomorfismi.

I1 fascio perd non individua il suo singramma annotato, perché la secelta
degli spigoli t in § od in ciascuna sua parte connessa, e le modality della
relativa eventuale segnatura non sono di regola univoehe.

§ 3. I caratteri.topologici del fascio v privo di punti-base
in relazione con quelli della superficie X,

8. I1 presente § ¢ inteso a caratterizzare a meno di omeomorfismi una
superficie I, partendo dalla conoscenza dei caratteri topologici di un fascio ¢
di circuiti, prive di punti-base (e topologicamente generico), su di essa trac-
ciato, ossia (num. 7} da guella del relativo singramma annotato.

Per semplicitd si supporra il singramma connesso. quindi (num. 4) con-
nessa la I, avvertendo che in caso contrario le considerazioni si intendono
applicate a ciascuna delle componenfi connesse di I e corrispondentemente
a ciascuno dei singrammi connessi componenti il dato.

Dopo cid sulla X si assumano le f regioni R coperte dai singoli continui
¢ costituenti ¢ e su ciascuno dei g circuiti y non contenenti centri critici
ma aventi ufficio di estremi per almeno un continuo ¢ si segni un punto G.

Dicansi complessivamente punti @ i ¢ centri critici di ¢ ed i g punti G, indi si
osservi che il contorno di una regione R consta di due parti (faluna delle quali pud
ridursi ad un punto isolato) e che su ciascuna delle due parti giace un punto .

Sopra ognuna delle ¢ regioni R si congiungano i due punti § del con-
torno con un segmento  da interpretarsi come un taglio (e che, se si vuole,
pud assumersi unisecante i circniti del corrispondente sistema ¢). La R cosi
tagliata acquista il carattere di un « pezzo » (cellula bidimensionale).

Cosicch® col descritto procedimento si viene a distendere sulla 3 un po-
liedro le cui facce sono le { regioni B in tal modo tagliate ed i cui vertici
sono i ¢+g punti @ (quando il termine «poliedro» & intenda in senso largo,
ammettendo facce adiacenti a se stesse e spigoli ad estremi coincidenti).

Riguardo agli spigoli ne provengono :

I. Uno da ciascono dei { segmenti 6.

IL. Uno da ciascuno dei g circuiti vy, pensato come un segmento cogli
estremi coincidenti nel relativo punto @G.

IIL. Due da ciascuno dei ¢ centri critici nodali, quando per un intreccio
ciascuno dei circuiti parziali e per un incrocio ciascupo dei eircuiti componenti
venga interprotato come segmento coi due estremi coincidenti nel centro critico.

Segue che per il policdro il numero dei vertici, degli spigoli, delle
facce & risp. :

2, =C+g==¢ + ¢ +g,
o, =14 g+ 2¢,
@y == ¢,
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onde !’ ordine di connessione

L= —o,+ 0o, —a,+ 2
di X & fornito dalla:
6) Z=c —c"+ 2.
Dalle :
c+cd =c¢

(7

seguono le

dmo+Z—2

-9

(8) .
)M c—Z+2

=g,

talora utili (**).

9. Se il valore di Z fornito dalla (6) & dispari, la £ risulta non orienta-
bile e da tale valore caratterizzata a meno di omeomorfismi.

Ma se la (6) per Z fornisce un valore pari, occorrono rilievi ulteriori
per distinguere fra i due casi di ¥ orientabile e non orientabile.

La trattazione ha interesse anche per sé e viene quindi svolta indipen-
dentemente dal valore di Z.

Conviene intanfo riprendere in esame quegli estremi di continui ¢ che
non siano punti isolati ed indagare per ciascune dei circuiti che vi interven-
gono il relativo caratfere bilatero od unilatero sulla Z.

Si trova allora:

I,. Unico circuito bilatero (Fig. 2).

I,. Unico circuito unilatero (Fig. 3).

I1,. Circuiti parziali bilateri (Fig. 4).

II,. Circuiti parziali uno bilatero I’ altro unilatero (Fig. 5).

II.. Circuiti parziali unilateri (Fig. 6).

I1I,. Circuiti componenti unilateri (Fig. 7).

I11,. Circuiti componenti I’ uno bilatero I’ altro unilatero (Fig. 8).
ITI,. Circuiti componenti bilateri (Fig. 9).

Ora, poiché basta la presenza di un circuito unilatero sulla X per garan-
tirne la non orientabilitd, segue:

Se nella struttura di ¢ intervengono estremi d’ uno dei lipi

) 1y, IL, 1L, I, UL,

lo T ¢ non orieniabile e, in quanto ¢ tale, caratlerizzato o meno di omeomor-
fismi dal valore di Z.

(12) Per Z =1, cioé per il caso del «piano proiettivo», cfr. L. Brusorri, (1), ¢), p. 90.
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Rimane cosi da esaminarsi il caso in cui figurano soltante estremi di tipo:
(10) t,, 1I,, I, 1IV.

In esso, per il relativo singramma, gli eventuali vertici d’ ordine pari
(d’ordine due) sono tutti e soli quelli rispondenti a circuiti y; mentre ciascun
vertice d’ordine dispari (uno o tre} corrisponde ad un certo centro critico di o.

E, poiche in un singramma il numero dei vertici d’ordine dispari & pari (*?),
cosi ne scende

¢ =¢ + ¢’ = numero pari

e percid anche, applicando la (b):
Z =¢ —¢" + 2= numero pari,

onde I ulteriore indagine & sempre qui necessaria.
Essa verra svolta nel num. ‘seguente.

10. Sia dunque ¢ un fascio in cui intervengano solo estremi di tipo (10).
Poiché fra i tipi (9) esclusi vi & l"incrocio III,, cosi estratto dal relativo
singramma § 1'albero T, la segnatura degli z spigoli t soppressi & ora
sempre essenziale.

Introdotti ancora sugli spigoli t i rispettivi punti N immagini di circuiti v,
si interpretino i punti N ed i circuiti v risp. come nuovi vertici e come nuovi
estremi in § ed in @, modificando in conformity il poliedro su X disteso.

Indi si tagli S nei punti N, traendone un albero &, e si tagli £ lungo i
circuiti v, traendone una superficie ¥’ dotata di orli.

Dico che X' & orientabile.

Intanto a due spigoli del singramma § modificato aventi in comune un
vertice, corrispondono di regola su X due facce del poliedro aventi uno ed
un solo spigolo comune; fa eccezione, per un vertice d’ordine tre del sin-
gramma, la coppia di spigoli immagini dei due continui ¢ aventi per estremi
i circuiti parziali del relativo intreccio, trattandosi allora di due facce non
gia contigue fra loro ma ad una stessa, colla quale ciascuna ha in comune
uno ed un solo spigolo.

Perd in ogni caso, assunte due facce rispondenti a due spigoli consecu-
tivi del singramma, sempre orientamento dell’'una individua quello dell’altra,
quando nel caso generale si utilizzi la loro mutua contignita ed in quello
eccezionale invece la contiguity alla terza faccia, cui s’ attribuisca ufficio di
intermediaria.

Cid posto, si osservi che, assunto uno spigolo dell’albero &', ogni altro
puo essergli collegato con una successione di spigoli (pertinente ad § e
priva di ripetizioni}) in uno ed in un sol modo.

(*3) Cfr. D, Konig, (%), p. 21.
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Se ne trae che, sulla X', fissato 1’ orientamento per una faccia, questo
risulta individuato per ogni altra, appena si utilizzi la successione di facce
rispondente a quella di spigoli dianzi introdotta; e ne scende, come volevasi,
P orientabilitd di X',

Ripresa ormai la superficie X, alle due parti di uno spigolo <t del sin-
gramma corrispondono attualmente due facce aventi in comune lo spigolo
proveniente dal relativo ocircuito v e si presentano due alternative secondochs
gli orientamenti gid stabiliti sulle due facce risultino o concordi o discordi.

In corrispondenza potrd apporsi allo spigolo 1 risp. il segno -+ od il
segno —, procedendo cosi ad nna seconda segnatura dell’antico singramma S.

Se la seconda segnatura di S consta di soli segni +-, allora I risulta
{come X'} orientabile.

Se invece, sempre in seconda segnatura, esiste almeno uno spigolo 1 con
segno —, allora esiste sulla Y un ciclo di facce che inverte 1'indicatrice
onde X & non orientabile.

Si pud riassumere il risultato conseguito affermando:

Perché %L sia orientabile é mecessario e sufficiente che siano soddisfatte le
due condizions :

L. Infervengano solo estremsi di tipi (10).
1. La seconda segnuatura degli spigoli t consti sollanio di segni +

11. La trattazione del num. prec. richiede perd un complemento.

Invero si & qui convenuto di ricondurre ogni proprieta topologica di ¢ (quindi
anche di 2) alla sola conoscenza del singramma annotato nel senso di num. 7, ed
occorre dunque un criterio atto a.dedurne la « seconda segnatura » degli spigoli t.

Si riprendano allora il punto O ed il circnito @ e, sopra uno spigolo 1,
il punto ‘N, indi i due cammini che da O conducono ad N, utilizzando spi-
goli di T e le parti di tale spigolo .

Allorché M percorre un cammino, il corrispondente circuito p si muove
su X descrivendone una parte, in ciascun punto generico della quale si pud
introdurre una indicatrice costituita da due frecce uscenti dal punto, una
spiccata da un circuito p verso il seguente, 1’ altra adagiata sul primo in
accordo coll’ orientamento di questo.

Se M. percorrendo uno dei due cammini, attraversa un vertice di ordine
tre utilizzando due spigoli costituenti coppia eccezionale nel senso del num.
prec., tale passaggio si dird an ripiegamento.

Escludasi dapprima 1’ intervento di ripiegamenti,

Allora Vindicatrice varia con continuitd per ciascun cammino.

Di pid, in relazione ai due cammini. si hanno all’inizio indicatrici
discordi o concordi, secondo che siano essi totalmentfe distinti o presentino
invece un tratto iniziale comune, ed al termine indicatrici discordi o concordi
secondo che la prima segnatura comporti segno -+ o segno —-,
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Se dunque si conviene di indicare risp. con
sign 1, sign* 1
il segno.che compete allo spigolo © in prima od in seconda segnatura e con
sign O

il segno + o — secondo che i cammini siano totalmente distinti od abbiano
tratto iniziale comune, segne nel caso attuale:

11 sigpn® 1 = sign O.sign .
-

Ma, se in uno dei cammini ¢ incontra un ripiegamento, sulla X 1 indi-
catrice si inverte, come si rileva da
Fig. 15, la quale si riferisce ad un x
intreccio J ed & da interpretarsi sche-
maticamente come una doppia proie-
zione di X, cosicche le singole .proie-
zioni dei circuiti p si presentano in
essa come segmenti, mentre le indica-
triei debbono entrambe riferirsi ad uno
stesso foglio, p. es. il superiore, di X. J

Se allora ¢ r, (risp. 7,) il numero
dei ripiegamenti del primo (risp. del
secondo} cammino, ¢ si pone

r=r -+, Tig. 15
si giunge alla
(12) sign® © = (— 1)" sign O.sign =,
nella quale, per » =0, rientra la (11).
Cosi in ogni caso la semplice ispezione del singramma annotato ¢ suaffi-
ciente ad individuare X a meno di omeomorfismi.

§ 4. 11 fascio ¢ di ecircuiti dotato di punti-base.

12. Sopra una superficie 2, priva di singolarith e di orli, si consideri un
faseio ¢ di eircuiti, dotato di punti-base e topologicamente generico, cioé un
sistema ¢ di circuiti tale che per un punto di ¥ passi un solo eircuito di ¢
e vi passi semplicemente, fatfa eccezioue per un numero finito di punti, dei
tipi seguenfi:

«) Punti d’intreccio, per ciascuno dei quali il punto & doppio nodale (anzi-
cht semplice) per un circuito di o, circuito non dotato di ulteriori singolarita,

) Punti d’éncrocio, ciascuno dei quali & semplice (anziché per uno)
per due cireniti di ¢, che ivi si attraversino, ma siano privi di singolarita o
di olteriori intersezioni.
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¥) Punti isolati, per ciascuno dei quali non passa alcun circuito di ¢.
8) Punti-base, per ciascuno dei quali passano (e semplicemente) infiniti
circuiti di ¢, che nell’intorno abbiano comportamento omeomorfo a quello
delle rette di un fascio nell’intorno del centro (*').
I punti eccezionali dei tipi =«), B}, y) conserveranno la denominazione di
cenlri critici e con
c=0
si indicherd ancora il loro numero.
Si manterrd la loro distinzione in wodali [tipi «) §)] ed isolafi [tipo v))
sempre denotando con ¢/, ¢’ i rispettivi numeri.
Si dira b il numero dei punti-base e si supporrd generalmente

b >0,

il caso b =0 essendo gia trattato nei precedenti paragrafi.

13. Per semplicitd di discorso si supponga ancora X connessa, d’ordine
di connessione Z.

Siano

B,, B,,.., B,

i punti-base di ¢ e, con I, si consideri la superficie X, che se ne trae inter-
pretando ciascun punto B, come un foro circolare infinitesimo sull’orlo del
quale si identifichino punti diametralmente opposti.

Di' X, si pud costrnire un modello in cui i b fori B, siano sostituiti da
altrettanti circuiti unilateri

Bi} Bz"": Bb;

privi di singolaritd e a due a due non secantisi; ed a tale modello si fard
sempre riferimento.
Se sulla ¥ si distende un poliedro 1l uatilizzando i punti B, come vertici,
si potra indicare risp. con
@, 4+ b, o, o,
il numero dei vertici. degli spigoli, delle facce di Il e sara:
Z=——o,+a —a, —b-2.

Sulla ¥, viene allora indotto un poliedro II, che, prescindendo dagli ele-
menti provenienti dai punti B,, possiede «, vertici, «, spigoli ed a, facce,
mentre ciascun vertice B, da luogo su §, ad s, vertici ed s, spigoli di II,,
se s, & il numero degli spigoli di © concorrenti in B, (e se, come & lecito
supporre, nessuno di questi ha entrambi gli estremi coincidenti in B, , mentre
gli s, corrispondenti escono da punti distinti di 3,).

{#4) Per maggior chiarezza & lecito anzi ricorrere ad un modello per cui Z sia dotata di

piano tangente nel punto-base e ciaseuno dei ecircuiti di o che vi passano sia ivi dofato di
tangente. essendo tali tangenti (tutte distinte) le rette di un fascio,
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Ne segue che !’ ordine di connessione di %, &:

b b
Zy=—o,+ o +Z8 —a, — 58 +2=—a,+ o, — -+ 2
h=1 h=1

onde subito scende:
(13) Z=2Z, b

Ma d’altra parte il fascio ¢ di 2, interpretato sulla %, si traduce in un
fascio ¢, privo di punti-base, in quanto circuiti di ¢ passanti per B, si inter-
pretano in ¢, come circuiti unisecanti §,.

I centri critici, nodali ed isolati, si riproducono in altrettanti di ¢,, e
la (6) di num. 8 permette percid di scrivere:

Z,=¢—c" +2,

da cui, per la (13), si deduce:

(14) Z=c¢c—d—b+2
Da questa, per le:

¢+ =c,
(15) {c’—c”=Z+b-—2,
si ricavano le:

¢ = (i_f__?:{_—g.ig
{16) \ 2

I b—2Z+42

- 2

Nelle (14}, (15), (16) rientrano, per b =0, le (6) (7) (8) di num. 8 (*).
OssERVAZIONE 12, - Dalle (15} segue:

(17) b—c=2 (mod 2),

onde sopra una superficie d’'ordine di connessione pari (risp. dispari), per un
fascio- di circuiti topologicamente generico, il numero dei pumti-base e quello
dei centri critici hanno eguale (risp. diversa) parila.

In particolare (b =0), in un fascio di circuiti topologicamente gemerico e
privo di punti-base il numero dei ceniri critici é pari (risp. dispari) per-Z
pari (risp. dispari).

OSSERVAZIONE 2%, - Se il fascio & privo di cendri critici, colla ¢=0 si
ha pure ¢ =c¢" =0 e, per la (14), anche

Z =20,
onde

Z < 2,

(%) Nel caso Z==1 (piano proiettivo) le (14) (15) (16} riduconsi a formule gid stabilite
in L. Brusorry, (4), ¢), pag. 164-165.

Annali di Matematica, Serie 1V, Pomo XXV. 11
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Si & cosi condotti ad uno dei tre segnenti casi:
I Z=0, b=2
{(di cui & un modello, sulla sfera, il fascio di cerchi meridiani).
1L Z=1, b=1
(di cui & un modello, nel piano proiettivo, il fascio di rette).
L Z=2, b=0,
che da luogo a due alternative rispondenti ai due singrammi annotati
{num. 7) di Fig. 16; il primo déi due tipi trova
+ un modello nel fascio dei cerchi meridiani di un
toro, mentre 1’altro lo trova nell’analogo fascio di

circuiti sulla superficie non orientabile di ordine
di connessione due, Tratiasi dei soli due tipi di

o I fasei privi ad un tempo di punti-base e di centri
Fig, 16 critici,
OSSERVAZIONE 3% - In un fascio di circuiti,

topologicamente generico e privo di punti-base, il circuito gererico é bilatero,
come risnlta dalla stessa definizione di continuo ¢ {num. 1).

Se il fascio possiede invece b> 0 punti-basc, un circunito generico -di
esso risulta bilatero od unilatero, seconde che sia pari o dispari il numero
dei punti-base giacenti sul circuito stesso.

Per i circuiti in qualche modo eccezionali, in particolare per quelli
totali o parziali di intrecci o componenti di incroci, vale una distinzione in
casi che pud dedursi da quella di num. 9, applicabile a ¢, coll’avvertenza
che nel passaggio da ¢, a ¢, il circuito mantiene o muta il proprio carattere,
secondo che, in gp, il numero dei punti-base su di esso giacenti sia pari
(eventualmente nullo) oppure dispari.

OSSERVAZIONE 42, - E noto che, se ¥ non & connessa, si suole assumere
per ‘essa come ordine di connessione 1’ espressione :

Z=7Z . +2Z,—2m+2

ove Z,,..., Z,, siano gli ordini di connessione delle singole componenti con-
nesse {ed m il loro numero), dopo di che Z conserva la propria ‘espressione
mediante gli elementi di un poliedro su di essa disteso (ma pud assumere
anche valori negativi) (*°).

Ne segue che le (14) (15) (16) ed, in assenza di punti-base, le (6) (7} (8)
sono valide anche per fasci ¢ giacenti sopra superficie X non connesse.

Lo stesso dicasi della (17) ¢ dell’intiera Oss. 1% Cosi per I'Oss. 3%

(% Cfr. A. Commssarri. Sulla connessione delle superficie razionali realé [Annali di
Matematica (3), 23 (1914), pag. 215283, a pag. 238].
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Invece il risultato di Oss. 23, va modificato nel senso che per ¢ =0,
ciascuno, dei fasci componenti p, e giacenti sulle singole componenti con-
nesse di 2, rientri in uno dei tipi ivi elencati.

14. Se si vuole caratterizzare a meno di omeomorfismi un fascio ¢ topo-
logicamente generico, dotato di b punti-base e giacente sopra una supertficie X
(che ancora si supporrd connessa), si potrd intanto cosl caratterizzare mediante
un singramma S annotato (num. 7) il relativo fascio ¢, sulla X, (num. prec.).

Fissato per un circuito di ¢, V'orientamento, I'annotazione del singramma S
lo determina per ciaseun altro di ¢, e 1’ omeomorfismo fra cirecuiti di ¢, e
di ¢ lo induce su ogni circuito di ¢.

Perche perd tale affermazione non soffra eccezioni, converra in S, inter-
namente a ciaseun spigolo t© segnato con segno —, introdurre il punto N,
immagine di an circuito v, giungendo al quale, in ¢,, I’ orientamento debba
subire inversione.

Ad uno spigolo di S corrisponderd in ¢, un continuo § ed a questo in o
un continuo di ecircuiti su ciascuno dei quali giacciono gli stessi punti-base
nel medesimo ordine ciclico, individuato quando i circuiti si orientino nel
modo gid convenuto.

Se ancora i punti-base di ¢ dicansi

B,, B,,.., B,

ad ogni spigolo di S potrd apporsi I’indicazione di un ciclo

‘ji’ .727"‘7 .’w)
di indici, intendendosi con cid che su ciascun circuito del corrispondente
continuo si trovino i punti-base

Bj,, Bjy,..., Bj,,

nell’ ordine ciclico scritto, 1’ assenza di indicazione rispondendo a quella di
punti-base (w == 0)

In armonia con un precedente rilievo a ciascun spigolo t affetto da
segno — si dovranno perd apporre successivamente due cicli, I’uno inverso
dell’ altro (almeno per w > 2).

Aggiunta alle precedenti indicazioni quella (appena introdotta) dei cicli,
si conservera (ma ormai in relazione al fascio ¢} la denominazione di « sin-
gramma annotfato ». E si potra concludere :

Un fascio ¢ di circuiti, dotato di punti-base e topologicamente generico, é
individuato a meno di omeomorfismi do un suo singramma annototo.

15. I/ enunciato col quale si chiude il num. prec. pud anche intendersi
nel senso che, assegnato un singramma § debitamente annotato, esiste un
fascio ¢ da esso rappresentato,
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Ma per affermare cid occorre qualche considerazione atta a stabilire
esplicitamente i criteri ai quali I’annotazione del singramma deve attenersi.
Essi sono 1 seguenti:
I. I’annotazione anteriore all’introduzione dei cicli (4,,..., i) e riferi-
ribile quindi a ¢,, deve assicurare (num. 10 ed 11) la non orientabilith di X,.
II. La apposizione dei ecicli (j,,..., ju) deve essere fatta in modo che
gli spigoli del singramma ai quali sia apposto un ciclo contenente un deter-
minato indice j, fra gli indici
1, 2,.., b

formino circuito e che, su 2,, le facce, del poliedro costruito col metodo di
num. 8, rispondenti ai detti spigoli costituiscano un foglio di MoBiUs, il che
pud desumersi dalle annotazioni del singramma, assicuranti la contiguita
delle facce ciclicamente successive e l'inversione dell’indieatrice, cogli stessi
mezzi usati al num. 11. Invero si pud allora solcare il foglio di MoBIUS con
un circuito unilatero unisecante i circuiti di ¢, tracciati nelle regioni E
(num. 8) che, opportunamente tagliate forniscono le facce utilizzate.
IIL. Supposto [efr. form. (13}]:

b<Z,,

sulla ¥, & a priori possibile tracciare b circuiti B; unilateri (j =1, 2,..., b)
a due a due non secantisi(*’); tuttavia perché tali siano i b cireuniti B, intro-
dotti in II, i relativi circuiti estratti dal singramma dovranno soddisfare alla
condizione che in uno stesso del singramma ne coincidano al pit due fra
quelli da considerarsi, perché sulla %, utilizzati i segmenti di un circuito §;
per tagliare le regioni R in maniera da ridurle a « peszi » il risultante foglio
di MoBIUS non potrd essere soleato da due distinti circuiti B; unilateri e non
secantisi. Perd due cireuniti del singramma ¢ intenderannc distint] anche
quando presentino tratti comuni.

IV. Ma, in rapporto agli eventuali tratti comuni, per assicurare che i
relativi circuiti 8, su I, non si taglino, sono da aggiungere nuove norme,
rigaardanti apposizione dei cicli e direttamente prevedibili per il comporta-
mento dei punti-base sui circuiti di ¢ in relazione alla comparsa di on
centro critico.

Precisamente :

«) Agli spigoli terminali non si appongano cieli.

8) A spigoli aventi in comune un vertice di secondo ordine. che non
risponda al tipo IIT,, si appongano cicli identici (eventualmente nulli).

v) Per due spigoli aventi in comune un vertice di secondo ordine
rispondente al tipo III, i cicli apposti ai due spigoli siano suscettibili di

(1" Cfr. p. es. A. COMESSATTI, Sui cireuiti dispari délle curve algebriche reali tracciate
sopra superficie ragionali [Boll. Unione mat. italiana, (1), 12 (1933), pag. 289-293].
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assumere i seguenti aspetti

(ju js""’ jv’ jv+n---, j:v—l, jw),
(ju ja"", jv, jws jm——l;---; jv+4 )’
dove la seconda successione di indici si costruisce spezzando la prima in due
parziali da ricomporsi dopo averne invertita una.
3) Riguardo ai tré spigoli concorrenti in un vertice d’ordine tre, la
scelta delle notazioni possa farsi in modo che, apposto a quello portante in
prossimita I’ indicazione II, (efr. num. 5) il ciclo:

(ju"'a jv; jv+|a '--jw);
i cicli da apporsi agli aliri due siano del tipo:

Jisees Job Jowrs o i)y
oftenuti ciod spezzando la successione in due parti ed utilizzandole risp. per
i due cieli.

S”*intende che in- y), &) non & da escludersi il caso #w =0, con assenza
di cicli, né lo sono in ‘7), con w30, i casi w=w, v=0 sostanzialmente
identici per la gid constatata ambiguitd d’orientamento, né¢ in 3), con w == o,
i, casi sostanzialmente identici v =—=w, v =0, in cui viene a mancare uno dei
cicli parziali.

Le norme esposte in a«) e (per il tipo II,) in §) sono in rapporto colla
circostanza che punti-base non possono cadere né in punti isolati né giacere
su circuiti (eventualmente parziali) che da quello generico siano in ¢ avvici-
nati da doppia banda, appena si tenga presente la genericith di ¢ come fu
convenuta.

Le norme esposte in y) ed in 3) rispondono invece al comportamento
degli orientamenti dei circuiti in prossimita di incroci e di intrecci, deduci-
bili in ¢ da quello convenuto in ¢, (coi criteri di num. 6).

Concludendo, assunto colle norme prescritte il singramma annotato, esso,
prescindendo dai cicli, individua ¢, su Z,, mentre |’apposizione dei cieli &
predisposta in modo che-sia possibile tracciare su 2, i b circuiti unilateri 8,
a due a due non secantisi e, nel senso spiegato, riducibili a fori in opportuno
modello; dopo di che, sostituiti 1 fori con punti-base (ciod sostituita a %, la %)
si ottiene su X il fascio ¢.

E cosi raggiunto il fine proposto all’ inizio del presente num.

§ 5. I1 fascio @ di curve grafiche sopra una superficie 3.

16. Si consideri un singramma S, o connesso o costituito da pii parti
connesse e sia esso debitamente annotato.

Se ne potra sempre costruire un modello mnello spazio proiettivo a tre
dimensioni.
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Esso potra anzi supporsi tale che un piano generico lo tagli in un numero
finito, eventualmente nullo, di punti.

Si introduca allora un fascio F di piani, ciascuno dei quali sia in tal
senso generico rispetio al singramma.

Se per curva grafica s’ intende un sistema di circuiti e di punti isolati
in numero finito (*¥), ad ogni piano di F, effettivamente secante il singramma,
corrisponde una curva grafica costituita dai circuiti (ed eventuali punti iso-
lati) del fascio ¢, rappresentato dal singramma annotato, aventi risp. per
immagini i punti d’ intersezione del piano col singramma.

1/ insieme di tali curve grafiche si dird un fascio © di curve grafiche
(composto con un fascio ¢ topologicamente generico di circuiti); si diranno
poi punti-base e centri critici di ® quelli di ¢.

Il fascio @ non verrd perd detto topologicamente generico se non inter-
vengano restrizioni ulteriori, da intendersi rivolte ai tre seguenti scopi:

A) Evitare che, variando con continuitd il piano in F, circuiti (even-
tnalmente parziali) di una curva I' di ® siano avvicinati (da uno o piu cir
cuiti correnti) da doppia banda, cosicché sotto tale aspetto debbauo conside-
rarsi come « doppi » per la curva I' (e come circuiti critici per D).

B) Evitare che qualche punto-base risulti multiplo per qualche curva I'
di @ (perché comune a piu circuiti di ).

C) Evitare che qualche curva di ® possegga due o pitt punti doppi
{(considerandosi come tali anche gli igolati).

Ed allora:

In relazione ad 4):

«) Nell’ annotazione del singramma non dovranno figurare indicazioni
dei tipi:

I, I1L,, II,, III,, III,.

B) Dovra escludersi che qualche piano di F tocchi il singramma (cioé
che abbia in comune col singramma un punto non terminale ¢ nell’intorno
di questo lasci il singramma tutto da una banda).

v) Il piano di F passante per un vertice d’ordine tre dovra nell’intorno
lasciare da una banda lo spigolo coll’indicazione II, e dall’altra i due rimanenti.

In relazione a B):

8) Gli spigoli del singramma a cui siano apposti cicli contenenti uno
stesso indice j dovranno formare un circuito incontrato in wno ed in un sol
punto da ciascun piano di F.

In relazione a ():

e) Nessun piano di F potra contenere piut di un vertice del singramma
con mnotazioni dei tipi II,, 1II,, IV.

(%) Per Vuso di questa nomenclatura nel piano proiettive efr. L. Brusorri, (1), ),
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OSSERVAZIONE. ~ Tenuto presente il comma o), nel singramma annotato
le indicazioni

1., 1I,. IiI,
si potranno sostituire colle pit semplici
I, II, IIL

17. Le considerazioni sui punti-base e sui centri critici svolte al num. 13,
in particolare le form. (14) (15) (16) (17), possono senz’ altro riferirsi, anziche
al fascio ¢ di circuiti, al fascio ® di curve grafiche.

Ma & lecito ora aggiungere qualche complemento.

Si assuma percid un fascio ¢ di circuiti topologicamente generico e di
piti soddisfacente alla condizione del comma «) di num. prec.

Allora un centro critico di ¢ & risp. un intreccio, un incrocio od un
punto isolato secondo che il vertice rispondentegli nel singramma sia d’ or-
dine tre, due od uno.

Conservata per il numero dei centri critici isolati la notazione ¢ ed
indicato risp. con ¢,, ¢/, il numero degli intrecci e degli incroci, sara dun-
que ¢, + ¢’ quello dei vertici d’ ordine dispari del singramma, quando si
rifletta che gli eventuali vertici cui non corrisponda alcun centro eritico
sono d’ ordine due.

Ed allora, per una proprieta dei singrammi gia richiamata [efr. (*3) di
num. 9], sard:

(18) ¢, +¢" =0 (mod. 2).
D’ altra parte, per la (17) del num. 13, &:
(19) ¢,+c,+¢"=7—0b (mod. 2),
onde gegne:
{20) ¢,=27Z—b (mod. 2),

ossia: In un fascio ¢ di circuiti topologicamente generico e soddisfacente alla
condizione o) di num. prec., il numero degli incroci é pari o dispari secondo
che ¥ ordine di connessione di S ed 1l numero dei punti-base di ¢ abbiano o
non abbiano la stessa parita.

Se ne deduce senz’ altro che:

In un fascio ® di curve grafiche topologicamente generico, il numero degli
incroci € pari o dispori secondo che Uordine di connessione di L ed il numero
dei punti-base di O abbiano o non abbiano la stessa paritd.

Dai due enunciati scende poi (sempre nelle attuali ipotesi) il corollario:

Se U ordine di connessione di 3 ed il numero dei punti-base di ¢ (risp.
di ®©) hanno diversa paritd, esiste almeno un incrocio {**).

{*?) Per le proposizioni del presente num. nel caso in ecui 3 sia il piano proiettivo efr.

L. Brusorri, (1}, ¢}, pag. 166-167, od anche (ma limitatamente al enso algebrico) (4), a),
pag. 870871,
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OSSERVAZIONE. — (tiova esplicitamente notare che, per Oss. 42 a num. 13,
le proposizioni dimostrate nel presente num. sono valide anche per il caso
di £ non connessa.

18. Ripresa ora la trattazione di num. 16, convengono per il seguito
alcuni rilievi ulteriori.

Si supponga dapprima che ogni piano di F abbia col singramma punii
comuni.

Nasce allora una corrispondeuza biunivoca e continna fra i piani di F
e le curve di @.

Cid pud analiticamente esprimersi affermando che vi & corrispondenza
biunivoca e continua fra le curve di @ ed i valori di un parametro reale
(0o compreso) e topologicamente affermando che vi & corrispondenza biunivoca
e continua fra le curve di @ ed i punti di un cireuito &.

11 fascio @ si presenta dunque come un continuo rientrante in sé, essen.
done elemento la curva grafica.

E da osservarsi che, per il comma &) di num. 16, qualora ® (topologica-
mente generico) sia dotato di punti-base, il singramma & incontrato da ogni
piano di F, onde @ risulta rientrante in sé.

Se @ ¢ privo di punti-base, non & escluso che ogni piano di F tagli il
singramma ; pud peraltro anche avvenire che F sia composto di « segmenti
proiettivi » in numero pari ed alternativamente costituiti da piani secanti e
non secanti il singramma.

‘Gli estremi di tali « segmenti proiettivi » saranno piani proiettanti sin-
goli vertici terminali del singramma, per i commi a), ) ed ¢) di num. 16.

Ne segue che, nel caso attuale, ® si compone di un numero finito di
continui. Ciascuno di questi ha per estremi curve ridotte ad un punto isolato,
e pud (analiticamente) porsi in corrispondenza biunivoca e continua coi valori
reali di un intervallo serrato e (topologicamente) coi punti di un « segmento »
o cellula unidimensionale.

Se il singramma & connesso (vale a dire lo & il fascio ¢ di circuiti da
cui @ proviene), tali continui si riducono necessariaménte ad uno solo.

Cosi per un fascio @ di curve grafiche sopra una superficie ¥ connessa
due sole alternative risultano possibili:

I. 1I fascio © rientranie in sé.
I1. 11 fascio @ dotato di (due) estremi {*°).

Qualunque sia X, in talune circostanze pud essere opportuno presentare
come rientrante in s& un fasecio ® di curve grafiche anche se tale non sia.
Bastera, in corrispondenza ai piani di F non secanti il singramma, introdurre

(29) Per il easo del piano proiettive cfr. L. Brusorri (! ¢), pag. 52, pag. D75 (4) e,
pag. 522,
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« curve grofiche nulle » e per convenzione considerare come distinfe curve
nulle rispondeuti a piani distinti.

19. Ha poi interesse lo studio del comportamento dei singoli spigoli del
singramma col fascio F e delle conseguenti interpretazioni per il fascio .

Uno spigolo a cui sia apposto un ciclo, per il comma 3) di num. 16, non
potra essere incontrato da un piano di F in pin di un punto; ed in F si
avranno due « segmenti proieftivi », uno di piani secanti, 1’altro di non se-
canti, limitati dai piani proiettanti i vertici estremi dello spigolo; se questi
coincidono, dei due « segmenti proiettivi » manca il secondo.

Inteso il singramma come immagine di ¢, lo spigolo & immagine di un
continuo composto di circuiti sostenenti gli stessi punti-base nello - stesso
ordine e limitato da estremi, ciascuno dei quali implica, di regola, 1’ inter-
vento di un incrocio oppure quello totale o parziale di un inireccio (almeno
quando si supponga operata in ¢, la semplificazione di cui ¢ fatto cenno a
num. 6 e quindi la conseguente in o).

Mentre il circuito descrive in ¢ tale continuo, la curva grafica di cui
esso fa parte descrive in ® il continuo corrispondente al primo dei due
« segmenti proiettivi » gia presentatisi in F; ma la curva possiede in gene-
rale altri circuiti, il cui uwumero pud anche variare entro il continuo per
Iintervento di eventuali piani di F' proiettanti vertici del singramma.

Uno spigolo invece a cui non sia apposto ciclo sara immagine di un
continuo ¢ (§ 1), subordinato a ¢; e di tale caso ora si dira.

Per comma f) di num. 16, quando F & descritto dal piano corrente, si
avrd variazione nel numero delle intersezioni collo spigolo solo quando il
piano venga a coincidere con uno di quelli proiettanti gli estremi e la varia-
zione sard di un’ unitd.

Segue che F si scompone.in dne « segmenti proiettivi » di piani secanti
lo spigolo risp, in m =0 punti ed in s -+ 1 punti, onde corrispondentemente @
in due continui di curve grafiche aventi in ¢ risp. m. ed m 4+ 1 circuiti (ed
altri eventuali fuori di ¢); nel caso di coincidenza dei due estremi dello spi-
golo, il che implica m >> 0, il secondo « segmento proiettivo » (risp. il secondo
confinuo) risulta nullo.

In modo pil espressivo si pud dire che quando il circuito corrente de-
scrive il continuo ¢, la curva grafica di cui il circuito fa parte descrive @
per intiero m volte, descrivendone poi ancora uma volta il continuo (even-
tualmente nullo) delle curve corrispondenti ai piani, di F, (m + 1)-secanti
lo spigolo.

[l numero m sard detto classe dello spigolo rispetto ad F (e del continuo
¢ in @)

La Fig. 17 riproduce il comportamento di uno spigolo P@Q di classe zero,
supposto F di piani paralleli (orizzontali) e I'improprio non secante lo spigolo.

dAnnali di Matematica, Serie LV, Tomo XXV, 12
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Le Fig. 18 e 19 riproducono invece quello di uno spigolo P@ di classe

t
o o
% Ve

Pig, 17 Kig. 18 Fig. 19

dye, colla medesima scelta di F e col piano improprio bisecante, risp. nei
due casi degli estremi distinti e coincidenti.

20. Si aggiungono ora alcune considerazioni intese a svincolare la no-
zione di fascio di curve grafiche dall’uso del particolare modello proiettivo
finora adottato per il singramma.

Orientato F, viene indotto un orientamento su ciascuno spigolo. Invero
assunto uno spigolo del singramma, per la condizione del comma f) di nnm. 16,
guando un piano descrive F in verso positivo, le sue tracce descrivono lo
spigolo in un medesimo verso, che si assumeri come positivo, cosicche
quando un punto descrive lo spigolo in tale verso, in F il piano proicttante
si muove costantemente nel verso positivo.

L’ orientamento che ne consegue per gli spigoli del singramma, in rela-
zione ai commi B) e y) di num. 16, soddista alle seguenti norme :

A) Due spigoli separati da un vertice di secondo ordine sono orientati
in modo concorde (onde, rispetto a tale vertice, uno di essi risulta conver-
gente e 1’ altro divergente). '

B) Dei tre spigoli concorrenti in un vertice di terzo ordine, guello
segnato con II & convergente (o risp. divergente) rispetto a tale vertice, ed i
rimanenti due sono divergenti (o risp. convergenti).

Nessuna norma vincola il comportamento degli spigoli terminali rispetto
al vertice di primo ordine (cioé terminale).

L’apposizione di frecce ai singoli spigoli ne indichera i rispettivi orientamenti,

Ad un mutamento di verso in F {(in @) corrisponde un mutamento di
verso di tutti gli spigoli del singramma.

Se ora descrivendo F in verso positivo, si assume come iniziale il piano
proiettante un vertice, sara individuato I'ordinamento dei piani proicttanti i
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vertici rimanenti, il che si potrd indicatre apponendo ai vertici {a cominciare
dall’ iniziale) i numeri
1, 2,.., B8,

che si diranno le loro guote.

Veramente nell’ ultima affermazione & implicifo che in F i piani proiet-
tanti i vertici siano tutti distinti; ma tale circostanza per il comma ¢} di
num. 16 generalmente si avvera e le eventuali eccezioni cosl dovute a vertici
contrassegnati con I (= 1I,) possono supporsi rimosse spostando, com’é lecito,
tali vertici sostanzialmente scambiabili con punti generici del singramma, gli
uni e gli altri immagini di circuiti generici di ¢.

Infine a ciascuno spigolo a cui non sia apposto ciclo si apporrd I’indi-
cazione della rispettiva classe m (num. prec,).

Quando ad un singramma si appongano anche le nuove indicazioni
{frecce, quote, classi) il singramma si dird annotato.e quotato.

21. Premoesso tutto cid, si assuma del singramma un qualunque modello
¢ lo si supponga debitamente annotato e quotato, .ove la clausola « debita-
mente » ha significato gid acquisito per il modo d’ annotare il singramma e
ne acquista uno per il modo di quotarlo in virtu del num. prec.

Si proverd come sia possibile allora costruirne un modello proiettivo del
tipo fin qui utilizzato, onde il singramma cosl annotato e quotato risultera
atto a rappresentare un fascio ® di curve grafiche.

Nello spazio proiettivo a tre dimensioni si assumano, in un fascio F e
nell’ ordine scritto, 3, piani distinti

Ty Tyyunny 7B,

e su di essi (in modo generico) risp. i punti:
Ve, Vi Vi
da interpretarsi come vertici del modello da costruirsi, risp. di quota
1, 2,.., B.

Alla costruzione degli spigoli si premette che sopra una retta #, non
incidente I’asse di F, viene indotto dal fascio un verso positivo, onde, intro-
dotti sulla # due distinti punti H, K, dei due segmenfi orientati aventi il
primo estremo in H ed il secondo in K, uno risultera di verso positivo. Esso
verrd d’ ora innanzi semplicemente indicato con HK.

Si voglia ora costruire 16 spigolo V, V; del modello, ove, supposto dapprima

P4,
si intenda che V, e V; siano risp. primo e secondo estremo quando lo spigolo
si orienfi nel verso indicato dalla relativa freccia.

Se allo spigolo & apposto un ciclo oppure se esso & di classe zero, entro
il modello proiettivo si pud concretarlo nel segmento. rettilineo V, V,.
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Se invece lo spigolo & di classe m > 0, assunti genericamente sul piano
7, i punti
Pim Pig:"'} Pim
e sul piano w; i punti

Q.fi ’ Q}'? PRLIE Qjm;

lo spigolo potrad concretarsi in una spezzata i cui lati siano ordinatamente:

Vi@?’u Q,hPﬂ 3 Png}?) Qj-zle Pig@js;
stPisﬂ"‘) P!?W’l—lQ}?’ﬂ) Qijvm; PamV

In ogni caso il verso dei singoli segmenti rettilinei orientati coincide
con quello indicato dalla freccia.

S’ intende che se, come talora pud accadere, i due vertici siano, nello
stesso ordine, estremi di due distinti spigoli, si assumeranno una volta su =,
(risp. ;) certi punti P;, (rvisp. @;,) e l'altra certi punti P, (risp. €';;) tuti
distinti dai precedenti.

A tale accorgimento non si pud ricorrere quando ciasecuno dei due spi-
goli. sia affetto da ciclo o sia di classe zero; si potra allora realizzare uno
degli spigoli con V,V;, indi, assunto un punto interno a V.V,, per esso il
piano di F, e nel piano un generico punto P;, realizzare 1 altro spigolo
nella spezzata di lati V;P,, P,V,.

Rimane ora a considerarsi 1’ alternativa

i =7
in cui i due estremi dello spigolo coincidono.

Se allora allo spigolo & apposto ciclo oppure esso & di classe uno, una
retta genericamente condotta per V, = V;, assunta in verso positive e pensata
come segmento di estremi coincidenti in V,, fornird lo spigolo del modello.

Se invece lo spigolo & di classe m>> 1, introdotto in F un piano = %=,
ed assunti genericamente su 7; i punti

li““', li)m-i
e su wm; I punti
%

Qn;"-: Qiym-—“ Qim;

si concreterd lo spigolo nella spezzata di lati:

ViQn 3 QI{P;‘A ’ Pi{Qi2) QiePiZJ Piz@s;

Raggiunto ormai lo scopo, si pud concludere che:

Assegnato un singromma  debitamente annolato e guotato, esso individua
(@ meno di omeomorfismi) il fascio @ di curve grafiche (topologicamente gene-
rico) del quale fornisce la rappresentazione,
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22. La conclusione del num. prec. richiede perd un chiarimento, al
quale qui si provvede.

Assunto un singramma con vertici di ordine < 3, & lecito. ed in pin
modi, annotarlo in maniera da renderlo atto a rappresentare un fascio ¢ di
circuiti che sia topologicamente generico.

Ora, cosi annotato il singramma, si pud chiedere se sia sempre possibile
quotarlo debitamente, ciod in maniera da renderlo atto a rappresentare un
fascio @ di curve grafiche topologicamente generico.

Tale quesito si pud tradurre in quello pil espressivo, se i circuiti di un
fascio p topologicamente generico possano sempre raggrupparsi in curve gra.
fiche in tale maniera da formare un fascio ® fopologicamente generico.

Ora la risposta & negativa, come risulta dalle considerazioni seguenti:

Intanto una condizione nccessaria & gid implicita nel comma «) di num. 16,
escludente per ¢ continui provenienti da determinati tipi di continui ¢ in ¢,,
ossia deferminate annotazioni per i vertici del singramma aventi ordine
uno e due,

Ma essa non @& sufficiente, come gid prova il semplicissimo esempio
offerto dal fascio ¢ rispondente al singramma annotato —

di Fig. 20, perche, comunque si orienti lo spigolo ,m
avente gli estremi coincidenti, questo non pud riuscire ( ]
convergente (o divergenie) in doppio modo rispetto

all’unico estremo, come richiederebbe il comma B} di

num. 20.

In altri termini un fascio ® ricavato da ¢ deve

possedere almeno un cireuito critico, in opposizione I
a comma A) di num. 16.
I’esempio gid pone in luce come la difficolta sia
Fig. 20 Fig. 2t

legata alla scelta che in ciascun vertice di terzo ordine
del singramma si fa dello spigolo cui sia da apporre (in prossimita del ver-
tice) I’ indicazione II.

Ed invero, se al singramma annotato di Fig. 20 si sostituisce quello di
Fig. 21, in cui tale indicazione & spostata, & possibile orientare gli spigoli in
modo che la condizione B) del num. 20 sia soddisfatta, p. es. nel modo sug-
gerito dalle frecce introdotte in figura.

Per porre chiaramente la questione conviene intanto scindere I’ opera-
zione del « quotare » in due parziali:

a) Apposizione delle frecce, ossia orientamento del singromma *4).
B) Apposizione delle quote e delle classi.

(**) La locuzione «orientamento del singramma» e le analoghe sono qui usate in senso
pitt lato di quello consucto, nel quale il singramma, potendo possedere vertici d’ordine
dispari, risulta di regola [ofr, D, Konia. (%), pag. 29] «mon orientabiles, non suseottibile cjod
di essere « continuirlich gerichitet » .
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Dopo di che sarad opportuno procedere nell’ ordine seguente :
I. Orientamento del singramma.
II. Annotazione di questo.
III. Apposizione delle quote e delle classi.

Riguardc all’ orientamento si pud dimostrare la proposizione :

Dato un singramma i cui vertici siono di ordini << 3, é sempre possibile
orientario convenientemente (e di regola in pitt modi essenzialmente distinti,
cio¢ non deduecibili " uno dall’ altro per inversione di tutti gli orientamenti).

La clausola oconvenientemente » va intesa nel senso che siano rispettate
le condizioni imposte dai commi 4) e B) di num. 20 e riguardanti risp. i
vertici di secondo e di terzo ordine.

Basterd dimostrare il teorema per un singramma § connesso, perche in
caso contrario il procedimento si pensa applicato alle singole parti connesse.

Cid posto, se il singramma S non possiede vertici d’ordine dispari, esso,
possedendo solo vertici d’ordine due, si riduce ad un circuito; orientatolo, ven-
gono indotti sui singoli spigoli orientamenti soddisfacenti alla 4) di num. 20.

Se invece il singramma S possiede

2d=6’1+6">0

vertici d’ordine dispari (*)), esso pud (e gencralmente in pin modi) scomporsi
in d cammini aperti (**), aventi estremi forniti dai vertici d’ordine dispari,
cosl distribuiti in d coppie.

Di tali cammini uno solo ne passa per ciascun vertice d’ordine uno o
due; per un vertice d’ordine tre, oltre a quello che lo ha per estremo, ne
passa un altro (eventualmente coincidente col primo).

Si orienti (arbitrariamente) ciascun cammino. Cid sui singoli spigoli in-
duce orientamenti che rispettano le condizioni 4) e B) di num. 20, com’@
immediato per i vertici d’ ordine.due e come risulta per quelli d’ ordine tre.
appena si osservi che dei due spigoli rispondenti al passaggio ano & conver-
gente e altro divergente, onde la B) & soddisfatta comunque si comporti il terzo.

Dimostrato il teorema, & utile aggiungere che reciprocamente ogni orien-
tamento convenienle del singramna (connesso) pud conseguirsi col procedimento
descritio.

Invero per gli spigoli di S siano assegnati orientamenti rispettanti le
condizioni 4) e B) di nam. 20.

Se non si hanno vertici d ordine dispari si presenta il caso ovvio del
cireuito.

Escluso questo, si premetta che ogni spigolo & divergente per un estremo
e convergente per 1’ altro, onde il numero delle divergenze cguaglia quello
delle convergenze. Poiché ogni vertice di second’ oxdine assorbe una diver-

(22) Cfr. (1%) di num. 9 ¢ form. (18) di num. 17,

(33) Riferimenti in M. Duon and P Hexcasns (%), pag. 173, ed in D. KoniG (9, pag. 22,
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genza ed una convergenza, ne segue che dei vertici d’ ordine dispari (primo
o terzo) tanti son quelli in cui il numero delle divergenze supera di uno il
numero delle convergenze, quanti quelli di comportamento opposto.

A partire da uno dei vertici (d’ordine dispari} del primo tipo, si percorra
an cammino seguendo il verso indicato dalle frecce, finché &' inconfri un
vertice del secondo tipo. Indi, se esistono ulteriori vertici di primo tipo non
ancora utilizzati come estremo, si riprenda I'operazione da uno di questi uti-
lizzando nuovi spigoli e terminando con un nuovo vertice di secondo tipo; ecc.
ecc. fino ad esaurimento dei vertici di primo tipo da assumersi come estremo.

Si & tacitamente supposto che ciascuno dei procedimenti. parziali sia
effettnabile; il che certo ¢, in quanto, per esserc finito il numero degli spi-
goli, un tale procedimento deve arrestarsi, ma impedimento a proseguirlo non
pud insorgere né in un vertice d’ordine pari, com’® ovvio né in un vertice
di terzo ordine di primo tipo od utilizzato come cstremo o non utilizzato
oppure di sccondo tipo gid utilizzato come estremo, sempre disponendosi di
almeno uno spigolo divergente. I casi di un vertice del primo tipo d’ordine
tre gih utilizzato per un passaggio o d’ ordine uno non ¢ incontranc, nessun
nuovo spigolo convergendovi.

Ooll’ intero procedimento si saranno costruiti ¢ cammini. Se essi esauri-
scono il singramma lo scopo & raggiunto: se non lo esauriscono, rimangono
esclusi spigoli ordinabili, secondo 1 indicazione delle frecce, in circuiti, cia-
scuno dei quali (per Pipotesi di S connesso) passa per uno almeno dei vertici
di ordine trc e pud quindi aggregarsi ad uno dei cammini gia tracciati, i
quali cosi completati rispondono allo scopo.

Esaminata ormai sotto ogni -aspetto la questione dell’ orientamento del
singramma, lo si supponga orientato.

Si procederd allora all’annotazione di questo, tenendo presente la restri-
zione a) di num. 16 (e I'Oss. al num. stesso). Si apporrd percid ai vertici
terminali 1 indicazione IV ed a ciascun vertice d’ ordine due I’una o I altra
delle 1 o TIT ad arbitrio. Riguardo ai vertici d’ ordine tre 1’ intervento delle
frecce gia individua quello dei tre spigoli cni debba apporsi Vindicazione II,
sempre per la condizione B) di num. 20. Dopo di che si passi all’apposizione
dei cicli in modo rispondente alle norme conseguenti alle indicazioni dei
vertici e gia note (cfr, num. 15).

Infine I attribuzione delle quote ai vertici e delle classi agli spigoli
sprovvisti di ciclo si pud compiere in modo affatto arbitrario.

OSSERVAZIONE. - Il contenuto del presente num. pud anche interpretarsi
come un procedimento costruttivo di fasci ® di curve grafiche (topologica-
mente generici).

Percid la risoluzione del problema di costruire fasei ® di cui siano
assegnati caratteri topologici (numerativi od altrimenti qualitativi) si pud
considerare come virtnalmente raggiunta.
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§ 6. Generalizzazioni.

23. La trattazione svolta nei §§ 2-5 si riferisce a fasci 9 di circuiti e @
di curve grafiche detti « topologicamente generici ».

Il criterio assunto per la genericity dei fasci @ trovera la sua giustifi-
cazione nell’ applicazione al caso algebrico di cui si dird nel seguente § 7.

Il criterio per la gemericita dei fasci ¢ & stato peraltro assunto con
qualche maggiore ampiezza di quanto corrisponda al caso dei fasci ¢ dai
quali per conveniente aggruppamento di circuiti possano ricavarsi fasci @
topologicamente generici, e eid per non anticipare quelle considerazioni sulla
esclusione di cireuiti critici che a rigore trovano il loro posto piuttosfo nella
teoria dei fasci @ che in quella dei fasei o.

Un’ impostazione delle trattazioni che avesse attribuito maggiore genera-
lith ai fasci » e ® avrebbe assunto sviluppo eccessivo senza rispondente
vantaggio.

Tuttavia nel presente § si vuole far cenno di talune generalizzazioni,
con riguardo speciale a quelle che possono interessare il caso algebrico.

24. Si inizi il processo di generalizzazione dai fasci ¢ privi di punti-base
(¢ 2), nel senso di costruirli coll’impiego di continui ¢ ad estremi di tipi pin
generali di quelli introdotti nel § 1.

Assunto in ¢ genericamente un circuito, esso verrd ancora supposto privo
di punti multipli e di intersezioni con altri circuiti di ¢; faranno eccezione,
in numero finito, certi circuiti e questi si raggrupperauno in « sistemi con-
nessi completi », dicendosi connesso completo un sistema di circuiti

Aoy Ay @=1)

g2
tale che ciascun circuito X; (¢ > 1) intersechi almeno uno dei precedenti, ma
non esista in ¢ alcun ulteriore circuito secante qualche A; (j=1,..., a).
I punti multipli e le mutue intersezioni dei circuiti A; di un sistema
connesso completo (centri eritici per ¢} producono una suddivisione dei cir-
cuiti X; in segmenti, i quali, contati due volte, possono ordinarsi in circuiti

TR
che, eventualmente a gruppi, forniscono i contorni delle regioni determinate
sulla £ del sistema connesso completo, e si suppone in maniera da evitare
per T punti singolari (come tacitamente si & fatto al § 2).

I circuiti p, intervengono in  come estremi di continui ¢, onde sard r
I’ordine per il corrispondente vertice del singramma S.

S’intende che possono intervenire come estremi di continui 7} anche cir-
cuiti y privi di punti multipli e di intersezioni con altri circuiti ¢ (ogni volta
con r = 2} e punti isolati {con r =1).
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Si potrd perd anche rinunziare ad una precedente restrizione ed ammet-
tere la eventuale comparsa in X di singolaritd in relazione alla scelta degli
estremi per i continui ¢.

Esemplificando, se, per un intreccioc del tipo introdotto al num. 1, si
suppone che ciascuno dei due circuiti parziali intervenga due volte come
estremo di continui ¢, la ¥ acquista un punto singolare che in opportuni
modelli pud presentarsi come punto doppio conico per essa.

E a tale singolarita si perverrd pure supponendo che un punto isolato
gia assunto due volte come estremo di continui ¢.

Nei due esempi si avra risp. r =4, r=2.

OsSERVAZIONE. - Un’ ulteriore estensione potrebbe attuarsi ammettendo
che anche il circuito generico di @ possa presentare punti multipli (almeno
per taluno dei confinui ¢$}; la % acquisterebbe allora linee multiple; ma cid
non avrebbe importanza per la fopologia infrinseca di X, nella quale tali
singolarita si possono considerare come inesistenti. Una considerazione ana-
loga potrebbe svolgersi per linee multiple provenienti da intersezioni fra
cireuiti distinti.

25. Si passi ora a generalizzare la nozione di fascio ¢ dotato di punti-
base, coll’introduzione di punti-base multipli.

Si faccia riferimento ancora alla superficie X, (non orientabile) su cui
sono fracciati b circuiti

Biyers Bo

unilateri, privi di singolaritd e a due a due¢ non secantisi, essendo allora %
la superficie che si ottiene introducendo il modello di 2, in cui i b circuiti B;
sono sostituiti da altrettanti fori in punti B;, indi sopprimendo tali fori
(cfr. num. 13).

Sulla X, si consideri ancora un fascio ¢, di circuiti privo di punti-base,
ma si ammetta che i circuiti di ¢, secanti un circuito §; possano anche fa-
gliarlo in un numero (finito) di punti maggiore di uno, senza escludere che
dei cireuiti di ¢, taluni (in numero finito) possano toccare B {intendendo con
cid che nell’intorno di un punto comune il circuito giaccia tutto da una
banda di §i), e che su f; possano eventualmente giacere centri critici di ¢, .

Quando un circuito di ¢, descriva un continuo ¢, il numero delle inter-
sezioni con B; si manterra costante finchd non intervenga un contatto, nel
qual caso tale numero aumenterd o diminuird di due unita.

Per i singoli segmenti di un sistema connesso completo il numero delle
intersezioni con B; & individuato dal comportamento dei circuiti appartenenti
a sistemi { che in quello confluiscono, il che vincola mutvamente i sistemi ¢,
ciascun segmento intervenendo sotto questo aspetto due volte.

In opportuni modelli, a rami di circuniti di , secanti B; in punti distinti
corrispondono rami di circuiti di ¢ uscenti dal punto-base B; con tangenti
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distinte, a rami tangenti rami con cuspide in B;, a rami incrociantisi in un
punto di 3; rami che si toccano in B; (onde ad un ordinario centro critico
nodale su B3; un tacnodo in Bj); infine ad un punto isolato giacente su fB; un
punto isolato coincidente con B; e limite di circuiti con nodo nel punto-base
B;, tendendo le tangenti nodali a coincidere in una certa retta uscente da B,

OSSERVAZIONE. - Per i fasei ¢ descritti nel presente num., rami di cir-
cuiti di ¢, genericamente uscenti da un punto-base B;, ivi si attraversano.

Si possono considerare anche fasci ¢ in cui per qualche B; tali rami
invece ivi si tocchino.

A ¢id si potrebbe giungere partendo da fasci ¢, non gid privi di punti-
base, bensl con un punio-base (almeno) su qualche §3;. Ma pilt speditamente
si possono presentare i nuovi fasci come casi-limiti degli antichi, supponendo
che due punti-base siano venuti a coincidere in uno stesso B;.

E perd da osservarsi che, se in B; non intervengono eccezioni, la super-
ficie £ presenta ivi un punto singolare (come nell’ esempio elementare del
fascio ¢ generato da un cerchio che ruoti attorno ad una sua tangente). E
questa eventualitd & qui da escludersi.

Nei casi pitt semplici interverrad in B;, come forma limite del comporta-
mento generico, od un punto isolato od un nodo (dovuto questo o ad un in-
treccio o ad un incrocio). Esempi nel piano proiettivo sono il fascio di cerchi
che in un punto B si toccano ed il fascio di coniche aventi in comune tre
punti e la tangente in uno B di essi. Tali esempi possono essere utili per lo
studio dei fasci ¢ che nell’ intorno di un punto-base abbiano comportamento
oméomorfo a quello nell’intorno di B.

26. Ai fasci ¢ intesi nel senso generalizzato dei precedenti num. 24 e 25
si possono estendere le proprietd numerative introdotte ai num. 8 ¢ 13 per i
fasci ¢ topologicamente generici.

Si supponga dapprima ¢ privo di punti-base (come gia al num. 8).

Introducasi ancora su ciascuno degli eventuali g circuniti y un punto G
e dicansi promiscuamente punti @ i ¢ centri critici di ¢ ed i g punti G.

Ognuna delle ¢ regioni R coperte dai singoli continui ¢ ha il contorno
composto di due parti su ciascuna delle quali giace almeno un punto ¢, onde
nella regione potra segnarsi un segmento 0 unisecante i circuiti del relativo
continuo ¢ ed avente gli estremi in due punti @ presi risp. sulle due parti
del contorno.

Si sard allora disteso sulla T un poliedro le cui facce sono le regioni B
cosi tagliate ed i cui vertici sono i punti ¢

Ne sono spigoli i ¢ segmenti 6, i g segmenti prodotti sui circuiti y dai
rispettivi punti G, infine i segmenti in cui i circuiti dei sistemi conmnessi
completi (num. 24) vengono ripartiti dai centri critici.

Se con & (i=1,..., ¢) si indica il numcro dei rami uscenti dai singoli
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centri critici {onde per un punto isolato sia s; = 0), sarad 2s; quello degli spi-
goli dell’ ultimo tipo in essi risp. concorrenti; ma in fal modo ogni spigolo
di tale tipo verrad nel computo complessivo contato due volte.

Da tutto quanto precede si deduce, colle consuete notazioni:

%, —¢ -+ g,
¢
acizt-;-g—{«zsi,
i=1

a,=t,
onde :

21) Z=2+ 2(si—1).
fu=l

Nella (21) rientra la (6) di num. 8, appena si osservi che per un centro
critico ordinario nodale (risp. isolato) & s;==2 (risp. & = 0).

La (21) potrebbe del resto scriversi nella forma (6) qualora si convenisse
che un centro critico s-plo (con s = 2) equivalga ad s-1 ordinari centri cri-
tici nodali.

OSSERVAZIONE 1% - Che un centro critico s-plo {con s =2} porti alla

connessione Z di ¥ confributo s-1, pud rifrovarsi nel modo seguente.
. . . - . . s
Si scostino nell’intorno del centro critico gli s rami, cosi da produrre (2)

intersezioni distinte dei rami a due a due e da introdurre, accanto alle re-

gioni preesistenti per 1’ intervento del relativo sistema connesso completo,
—1 - . . .

altre (s 9 ) regioni (del tipo « pezzo ») appartenenti all’intorno stesso (**).

Nelle regioni provenienti dalle antiche si mantenga 1’andamento dei cir-
cuiti di ¢, ma in ciascuna delle nuove regioni si introduca un continuo ¢
avente per estremi il contorno ed un punto isolato. Allora nel nuovo fascio

il centro critico s-plo verrd sostituifo da (2) centri critici ordinari nodali e

da (S ; 1) centri critici isolati, portando quindi per la (6) a Z il contribute

s s — I
)= (5) =2
come appunfo volevasi.

OssERVAZIONE 22. - Nella precedente Oss. si ¢ tacitamente ammesso che
gli s rami a due a due si attraversino. La restrizione perd non ha importanza
perche sotto I’aspetto puramente topologico i semirami possono sempre abbi-
narsi in modo che cid avvenga, adattando allo scopo 1’ interpretazione del
sistema connesso completo. Ma & pur lecito rispettare I’ abbinamento che in

{**) Per il piano proiettivo e per rette efr. T.. Brusorry, (1), b) pag. 615. Ma la pro,
prietd subito si estende al caso generale.
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determinati modelli sia consigliato da considerazioni proiettive od analitiche.
Per esempio nel caso di un ordinario tacnodo si potrd scostare uno dei rami
in modo che pell’intorno bisechi I’altro e nella lunula cosi prodofta inserire
il continuo ¢ avente per estremi il contorno ed un punto isolato; ne seguira
(per I’ intervento di due centri critici nodali e di uno isolato) il contributo
2—1=1, come dev’ essere.

97. Per un fascio ¢ dotato di punti-base, si introduca al solito il fascio ¢,
prive di punti-base sulla X, e si supponga dapprima che nessun centro cri-
tico di ¢, giaccia su alcun circumito §,.

In tale caso vale integralmente la trattazione di num. 13 e percid dalla
(21) di num. prec. si pud dedurre la
(22) Z=2—b+'§1ls,~,-—1),

i
se pure non si voglia mantenere la (14), interpretandola nel modo seguito al
num. prec. per la (6).

Qualora poi sopra un circuito f; il fascio ¢, possegga un centro critico
s-plo (con s>=2), nel corrispondente punto-base B;, per opportuno modello,
si hanno s rami che ivi si toccano (cfr. num. 25), il che potrd esprimersi
dicendo che al punto-base B; & infinitamente vicino un centro critico s-ple
di ¢ nella direzione della tangente comune.

Se invece su B; giace un centro critico isolato di ¢, si hanno, in oppor-
tuno modello, circuiti di ¢ con nodo in B;, i quali (num. 25) impiccolendosi
tendono ad un punto isolato (= B;), mentre le tangenti. nodali tendono a
coincidere in una retta uscente da B;; e cid potrd esprimersi dicendo che
a B; & infinitamente vicino un centro critico isolato di ¢ nella direzione di
tale retta.

Segue che la (22) potra ritenersi valida anche in questi casi, purché il
sommatorio che in essa figura si estenda anche ai centri critici infinitamente
vicini a punti-base.

OsSERVAZIONE. - Meno agevole & disciplinare il caleolo di Z per i fasci
di cui & fatto cenno nell’0ss. al num. 25; ma la questione non sard qui
approfondita.

Solo si osserverd come nel primo (risp. nel secondo) degli esempi ivi trat-
tati il contributo complessivamente portato dal punto B sia = — 2 (risp. = 0).

Ora a tale risultato si pud pervenire formalmente nel modo pilt semplice
sommando algebricamente il contributo == — 1 di un singolo punto-base B
con quello = — 1 (risp. = 1) di un singolo centro critico ordinario B isolato
(risp. nodale).

Ma si pud ancora presentare il fascio come caso limite di un fascio ¢
con punti-base a comportamento generico, nel quale il contributo dei dne
punti-base confluenti in B sempre risulta = — 2, ‘ma durante il passaggio
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al limite nel primo esempio, in assenza di centri critici nell’ intorno, tale
permane, mentre nel secondo esempio, algebricamente sommato col confributo
— 2 di due centri critici nodali pure confluenti in B. d& luogo ad un con-
tributo complessivo = 0.

28. Si venga ora alla generalizzazione dei fasci @ di curve grafiche.

Gia nell’ ipotesi di ¢ topologicamente generico, ® si pud generalizzare
ammettendo 1’ eventuale esistenza:

1. Di circuiti critici.

II. Per b > 0, di curve grafiche dotate di punti multipli in punti-base,
per il passaggio ivi di pill eircuiti componenti.

III. Di curve grafiche dotate di piu punti doppi {per b - 0 fuori dei
punti-base).

Percio, introdotto ancora del singramma annotato S il modello nello
spazio proiettivo tridimensionale, basterd rinunziare alle clausole «), §), 1), 9),
e} di num. 16,

Ma si pud giad supporre generalizzato ¢ nel senso dei num. 24, 25. E
tuttavia del singramma § potrd introdursi un modello nello spazio proiettivo
a tre dimensioni, col quale riferimento, mantenendo la massima generalita
compatibile coll’indole della presente ricerca, bastera imporre che ogni piano
del fascio F' incontri S in un numero finito di punti.

Se si volesse invece conservare la restrizione 4) di num. 16 relativa
all’ assenza di circeuiti coritici, oltre all’ escludere [a)] contatti di piani di F
con S, si dovrebbero evitare sistemi connessi completi che inducano doppio
avvicinamento [estensioue di §)] ed altresi imporre un determinato comporta-
mento al piano di F passante per un vertice di S rispetto agli spigoli uscenti
dal vertice in relazione al sigunificato di questi [estensione di v)].

S’intende che tutto cio dovrebbe presupporre annotazioni del singramma
adeguate alla generalizzazione di ¢.

Percid, suppongasi dapprima ¢ privo di punti-base. Indicati allora con
lettere i centri critici pertinenti ad uno stesso sistema connesso completo,
questo dovrebbe sotto un certo aspetto caratterizzarsi mediante una tabella
formata da cicli di lettere (com eventuali ripetizioni) in relazione alla dispo-
sizione dei centri critici sni singoli ecircuiti del sistema (*°); indi a ciascuno
degli spigoli uscenti dal vertice immagine del sistema dovrebbe apporsi, in
prossimitad del vertice, il ciclo relativo all’ ordine col quale i centri critici
compaiono sul circuito p; da cui si diparte il continno ¢ del quale lo spigolo
offre 1’ immagine.

(*) Trattasi del criterio seguito per circuiti dotati di nodi nella costruzione degli
«schemi di Gavusss: efr. G F. Gavss, Werke, 8 (Leipzig 1900), pag. 271-286 (Nachlass); efr,
pure G. Lannssere, Beilrdge zur Topologie geschlossener Kurven mit Kuotenpunkte und
zur Kroneckerschen Charakteristibentheorie [Math. Ann., 70 (1911), pag. 568.579].
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Sia ora ¢ dotato di punti-base. Converra, prese le mosse da ¢,, introdurre
nel relativo singramma come nuovi vertici (d’ ordine due) le immagini dei
circuiti y* tangenti a taluno dei circuiti $;, da aggiungere alle immagini di
eventuali circuiti y privi di centri critici (nel che & implicita 1’ ipotesi che
i v* non appartengano a sistemi connessi completi).

Con riferimento poi a ¢, nei cicli delle tabelle ed in gquelli prossimi ai
rispettivi vertici, converra inserire le indicazioni (mediante numeri) concer-
nenti punti-base; e sui cicli (di numeri) apposti agli spigoli tener presente
che ora essi possono presentare ripetizioni e di pilt che, se uno degli estremi
¢ immagine di un sistema counesso completo, il ciclo & implicito (onde se lo
sono entrambi nasce un controllo), ma, per un vertice proveniente da un cir-
cuito y* di ¢,, i cicli dei due spigoli in esso concorrenti sono deduecibili
I'uno dall’altro colla soppressione di due numeri egunali, elementi consecutivi
del ciclo.

L’ apposizione di frecce, quote e ‘classi non offre difficoltd essenziali,
purché si convenga che I'immagine di ogni circuito critico si debba assumere
come un vertice, in cui concorrano di regola due spigoli o entrambi conver-
genti o entrambi divergenti.

Infine & da porsi in rilievo che, per @ non rientrante in 8¢ (num. 18),
fra gli estremi dei singoli continui potranno figurare curve grafiche comunque
composte di circunifi critici e di punti isolati.

Per uno studio pitt approfondito d’ ogni singolo caso concreto, ulteriori
suggerimenti potranno trarsi dai gia noti sviluppi riflettenti i fasei ¢ e @
topologicamente generici.

§ 7. I1 caso algebrico.

29. Si dica ora brevemente come la teoria dei fasci ® di curve grafiche
possa applicarsi allo studio dei fasci reali di curve algebriche sopra una
superficie algebrica reale.

Si ricordi percid che (sotto 1’ aspetto proiettivo), in uno spazio S, ad r
dimensioni, un ente algebrico dicesi reale quando sia mutato in s¢ dal co-
niugio, ma che se un ente algebrico ¢ reale, & reale anche ogni suo trasfor-
mato per trasformazioni birazionali reali, cioé a coefficienti reali (in parti-
colare ogni suo trasformato per collineazioni reali).

Cio posto, in un S, (con r =3}, di una superficie algebrica reale Q
si assuma un modello proiettivo che, per semplicitd di discorso, verrd sup-
posto privo di singolarith ad intorno reale, onde, prescindendo dalle even-
tuali singolarith rveali isolate, la parte reale di @ (anche dopo cid sup-
posta esistente) si presenterad come una superficic I (gencralmente non
connessa) nel senso dei precedenti sviluppi; poi avvertendo come la tratta-.
zione possa, cogli opportuni adattamcnti, riferirsi anche a modelli dotati
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di singolarith ad intorno reale, purché queste vengano opportunatamente
interpretate (*¢).

Un fascio (razionale) reale f di curve algebriche giacente sulla Q (e sup-
posto privo di parte fissa) si potrd pensare segnato (sul modello assunto) da
un fascio reale di ipersuperficie di S, (scartando le eventuali intersezioni
fisse); affermazione questa legata peraltro (*') all’ ammessa esistenza della
parte reale di Q.

Ed anzi le earve reali di f saranno quelle seghate da ipersuperficie reali.

Le parti reali delle curve reali di f (sempre a prescindere dall’ apporto
di eventuali singolarith reali isolate del modello di Q) saranno allora le
curve grafiche di un fascio @ ftracciato sulla 2, da intendersi perd talora
nel senso pilt generale introdotto nel precedente § 6.

Quando @ sia topologicamente gencrico si dird fopologicamente generico
lo stesso f.

Il tascio [ si dird algebricamente generico quando i suoi punti-base siano
futti semplici e distinti ed i punti del suo gruppo Jacobiano [brevemente,
colla nemenclatura di A. CAYLEY (*®), i suoi ceniri critici] siano punti doppi
ordinari pertinenti ad altrettante distinte curve di f.

Risulta allora che un fasecio f algebricamente generico & pure topologi-
camente generico.

Ed invero in tale ipotesi saranno semplici e distinti in particolare i
punti-base reali (onde in ciascuno di essi le tangenti formano fascio) e sa-
ranno ordinari e pertinenti a curve reali distinte i centri critici reali, cosic-
ché per le parti reali delle curve reali di f, ossia per le curve grafiche di ®,
saranno soddisfatte le condizioni richieste dalla genericita topologica (fra le
quali I'assenza in @ di circuiti critici per I’assenza in f di curve reali con
componenti reali multiple).

I atfermazione non si pud peraltro invertire, in quanto f pud risultare
topologicamente ma non algebricamente generico per I’ intervento di singola-
rith immaginario-coniugate d’indole superiore (*%).

30. Supposto f algebricamente generico, si indichi con &, risp. con ¢, il
numero dei punti-base e dei centri critici di f.
Riprese allora precedenti notazioni per ® (num. 4, num. 12} ed indicato

{*5) A tale proposito vedansi le considerazioni d’indole generale svolte in A. COMESSATTI,
Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal punio di vista reale [Math.
Ann., 73 (1912), pag. 1-72, a pag. 43]; cd in A. ComMmssaTTI, (39), a pag. 281283, B si ponga
mente anche a gualche passo del presente lavero (p. es. num. 24, Oss.)

(*) Cfr. percid A. Commssarry, (2%, a pag. 89

{(2%) Cfr. A. CavLgy, (4).

(2%) Sulle relazioni fra genericith algebrica o topologica di f nel caso del pisno proiot.
tivo ofr. L Brisorrs, (1), o), pag. 70, pag. 198; g), pag. 792
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risp. con b e con c¢ il numero delle coppie di punti-base e di centri critici
immaginario-coningati, risulta:

(23} h=>b+2b
1(24) c=cH2=¢ +¢ + 2
da cui subito:
(25) b<bh,
{26) c<e¢,
(27) b= (mod 2),
(28) c=c (mod 2),
onde anche:
(29 ¢ —c'=¢ (mod 2).
Ricordate la (6), (14) e 1'Oss. 42 di num. 13, si ha che per la parte
reale I &:
{30) Z=¢ —c¢" —b+ 2

Ma, introdotto' per la Q I invariante I di ZEUTHEN-SEGRE (*°), & pure:
{31) I=¢ - b—ip,

ove sia p.il genere della generica curva di f.
Ed allora dalle (27) e (29) subito si deduce:

(32) Z=1 {(mod 2),

relazione questa implicita in altre gia note, stabilite peraltro con mezzi piu
elevati (*').

In particolare nello spazio ordinario si introduca la superficie generale
nel proprio ordine #n.

Utilizzando un fascio generico di sezioni piane con

h o= ", €= *3’?/(’”, e 1)2, p = {’_/%:_1..22(—’3._._._—%}9
trovasi allora
(33) I =(n—2)mn—1) +1]
onde anche
(34) I=n (mod 2,

(*" C. SeckrE, Intorno ad un caratiere delle superficie e delle varietd superiori alge-
briche [Atti Ace. delle Scienze di Torine, 81 (1896), pag. 485501}
(3t} Prattasi p. es. delle

Z =Ry —2h

Ry==1 +4g+-2
per le quali (ed anche por il significato delle lettere) vedansi risp.: A. CoMesgATTI, Sulla
connessione delle superficie algebriche reqli |Annali di Matematica {(4). 5 {1927.28), pag. 209
317, a pag. 300} ¢ 8. Limrscnwrsz, 17 annlysis situs et Il géométrie algébrigue, Paris 1924, a
pag. 0.
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e, se la superficie & reale, se ne trae (%)

{35) Z=mn (mod. 2).
OSSERVAZIONE. ~ Dalle:
—c=c—'<e

b=b=0
e dalla (30), si trae pure la limitazione
(36) —b+e<Z<ec

sostituibile peraltro in casi singoli con una pill espressiva.

31. Stabilito cosi il raccordo fra la teoria dei fasci ® di curve grafiche

sopra una superficie I e qnella dei fasci f reali di curve algebriche sopra

una superficie Q algebrica reale, si pud brevemente accennare ai problemi
che ne scaturiscono partendo da assegnate proprieta di @ (risp. di f); del che
si dird nel presente num. (risp. nel seguente).

Diasi @ (quindi I} a meno di omeomorfismi.

Si pud porre allora il problema dell’esistenza di un « modello algebrico » (*%)

{32} Alla (35) pud giungersi anche pilt elementarmente cfr. L. Brusortr. Sull’ ordine di
connessione delle superficie algebriche reali [Rend. Ist. Lomb., {2), 78 (Scienze, 1944-45),
pag. 360-366].

(3%) In generale, caratteriuzato od astrattamente od in uno spazio S, un ente sotto Paspetio
della Topologia, si pub chiedere se esista un ente algebrico reale la cui parte reale sia topo-
logicamente identificabile coll’ente assegnato (brevemente se ne esista un wmodello algebrico).

A tale ordine di problemi si riferisecono esplicitamente i lavori seguenti:

L. Brusorri, @) Sull esisienza di modelli algebrici per ogni sistema di k circuiti al
finito Rend, R. Ist. Lomb., (2), 61 (1928), pag. 177-186]; b) Le curve gobbe algebriche reali
come modelli nella topologia proiettiva dell allacciamento [Atti del Congresso internazionale
dei Matematiei {Bologna 1928), 4, pag. 189-145]; ¢) Un teorema gemerale sull’ esistenza di
modelli algebrici per un sistema spagiole di k circuiti [Rend. B. Ist. Lomb., (2), 61, (1928),
pag. 767-783]; d) Sul genere dei modelli algebrici di wn sistema spaziale di k eircuiti [An-
nali R. Scuola Norm, Sup. di Pisa (Sc. Fis. e Mat.}, (2). 1 (1982), pag. 61-77]; ¢) Sui modelli
algebrici di un sistema di k falde [Atti del 1° Congresso dell’Unione matematica italiana
(Firenze 1957), Bologna 1938, pag. 251.258); f) Le superficie algebriche reali come modelli in
guestiond di isotopia [Rend. R. Ist. Lomb., (2), 72 (Scienze, 1938-39), pag. 111-127]; L. TORRE,
Trecce di Artin e modelli algebrici [Ibid, 74 (Scienze, 1940.41) pag. 501-514].

8i possono perd intendere sotto tale aspetto anche gli studi sulle Riemanniane algebriche.

Per questi efr. specialmente:

C. BreRE, Le rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enté iperalgebrici [Math. Ann.,
40 (1892), pag. 413467, specialmente a pag. 438, nota (*)]; L. GAsiorowski, Die Herstellung
geschlossener singularitdtenfreior algebraischer Fldachen von beliebig hohem Zusammenhang
[Journal fiir die r. u. a. Mathematik. 146 (1918), pag. 156-160]; J. v. Sz. Nagy, Uber eine
rdumliche Darstellung Riemannscher Flichen von Geschlechte p mit p 41 Symmetrielinien
[Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 26 (1917, pag. 109-113]; F. SpverI,
Conferenze di Geometria algebrica, raccolte du B. Srerg, (lit., Roma 1927.1930), specialmente
pag. 75-84; A. Commssarry, Sulle riemanniane algebriche [Rend. Circolo matematico di Pa-
lermo, 53 (1929] pag. 283-309]. Nelle ultime due pubblicazioni citate & ricordato pure un corso
universitario di F. 8gvert (Padova 1910-11).

Annali di Matematies, Serie IV, Toms XXV, 14
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ciod di un fascio f (su di una Q) tale che le parti reali delle curve reali di [
formino un fascio omeomorfo a @.

Si potra supporre @ topologicamentc generico ¢ richiedere allora che f
gia dlgebricamente generico.

Ma si potranno anche imporre ad f particolari limitazioni, softoponendo
od @, od f, od entrambi a condizioni sia invarianti per trasformazioni bira-
zionali reali (prive di elementi eccezionali reali), sia a condizioni proieftive
{in relazione a modelli assunti in un certo S,).

E del resto potrd anche @ supporsi non individuato a meno di omeomor-
fismi ma solo dotato di certe proprieta topologiche le quali debbano rispec-
chiarsi nelle parti reali delle curve di f(*).

Pitt vasto problema sarebbe quello di determinare (almeno virtualmente)
tutti i tipi algebricamente distinti di fasci [ che offrano un modello algebrico
del fascio @ assegnato a meno di omeomorfismi. Ma un tale problema, allo
stato attuale degli studi, pud reputarsi di troppo ampia portata.

Quando esso si limiti ai fasci di curve piane, pud giovare 1’ osserva-
zione (**) che, se esiste un modello fornito da curve d’ordine n, esistono
modelli per ogni ordine %’ soddisfacente alle:

w = n,

F

wW=mn  (mod. 2)

E considerazioni analoghe possono valere anche in condizioni piti gene-
rali per fasci giacenti su di una qualsiasi Q.

32. Sia ora assegnato f, sotto Paspetto puramente algebrico o a meno di
& h
trasformazioni birazionali (reali, anzi prive di elementi eccezionali realij o in
un determinato modello proiettivo {in un certo §,), 8’intenda perd sempre in
senso qualitativo (e cio® senza introdurre i moduli da cni dipende I" identifi-
cazione del fascio).

Se si fa riferimento al modello proiettivo, si puo chiarire la posizione
del problema col supporre che [ si assmna genericamente in una «famiglia »
di fasci, dicendosi famiglia di fasci un sistema algebrico che, pensato il fascio

3 g - b4
come elemento, risulti irriducibile e non contenuto in un sistema algebrico
irriducibile pitt ampio (**).

(3%) Cost nel piano proiettivo si pud di @ assegnare Ja cosiddetta «seconda forma
ridotta » [cfr. L. Brusorri, (1), ¢), pag. 148157] ¢ richiedere fasci [ tali da dar lwogo alla
seconda forma ridotta assegnata [come in loc. cit., pag. 202-204].

() Cfr. L. Brusorry, (4), ¢) pag. 198-202; una applicazione in 1. Brusorr, (!), g), pag.
820; altre in L. Brusort, (1), ¢), pag. 824. Si parte da un fascio offennto aggregando al me-
dello d’ordine # una componente fissa, d’ordine n' — s, reale ma priva di punti reali, indi
se ne trae un modello privo di eomponente fissa.

(%%) Si attribuisce cioz al lermine « famiglia » un signifieato analogo a gquello usato p. 6.
per le curve algebriche; efr. F. Severy, Vorlesungen iher algebraische Geometrie {Lieipzig
und Berlin, 1921), Anhang G. pag. 353.354.
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Proposto dunque f in uno dei modi indicati, il problema pil esauriente
sard quello di determinare tutti i tipi a meno di omeomorfismi per il fascio @
delle parti reali delte curve di f.

Converra perd supporre [ algebricamente generico, onde ® risulti
(num. 29} topologicamente _enerico.

Il problema cosi presentato offre tuttavia difficoltd non lievi anche nei
casi piu semplici, come gia prova il caso delle curve piane, ove f si pensi
genericamente assunto fra i fasci reali di curve d’ordine % assegnato (*").

Giova quindi sostituirlo con pioblemi meglio accessibili, p. es. tenendo
presente il solo aspetto numerativo della questione.

Allora (num. 30) lo studio di f induce a tener presenti i caratteri

{37) b? c? p? I}
guello di @ invece:
(38) b, ¢, ¢, ¢, Z.

I carafteri {37) peraltro possono ridursi a tre soli, ad es.:

(39) b, ¢ I,
facendo uso della (31).
I caratteri (38) possono ridursi a tre opportunatamente assunti, p. es.:

{40} b, ¢, Z
permettendo le (16) di ricavarne ¢’ e ¢”, oppure:
{41) b, ¢, ¢

essendo allora ¢ ¢ Z deducibili mediante le (15), (30).

Si assumano p. es. i caratteri (39) e (40); allora come condizioni neces-
sarie perchd le parti reali delle curve reali di un fascio f di caratteri (39)
formino uu fascio ® di caratteri (40), in virtu delle (27), (28), (32), (25), (26),
(36), si presemtano le seguenti:

b=6 (mod 2)

¢ =¢ (mod 2),

Z=1 (mod 2),
“2) b <0,

c <¢

— b+ = 2= ¢,

I'ultima delle quali (Oss. a aum. 30) eventualmente sostituibile con altra piut
espressiva.

{%") Effettivamente il problema & risolto nella sua interezza solo per i casi elementari
n=1, 2,

Per n==3 esso & risolic soltando nell’ipotesi che i punti-base siano tutti reali (b=29)
in H. MOHRMANN, (!}, con un metodo non {acilmente estendibile ai fasei per cui sia b<79.
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Ma in generale ‘tali condizioni non risultano sufficienti, onde per ciascuna
delle terne (40} soddisfacenti alle (42), od a quelle pili espressive che possano
sostituirle, sorge un problema esistenziale da risolversi con metodo appro-
priato al singolo caso; particolare interesse ha il « caso di massimo »:

b=b, c=c¢

per opportuna scelta di Z (*).

OSSERVAZIONE. ~ Le condizioni (42) (o quelle sempre d’indole numerativa
che le sostituiscano) vincolano la struttura e la « annotazione » del sin-
gramma S rappresentante ®.

Ne vincola piit propriamente la « quotazione » la diretta considerazione
del genere p della generica curva di f, in relazione al teorema di HARNACK *%)
per cui una curva reale di tal genere non pud possedere pitt di p-+ 1 eircuiti.

Potra bensl una singola curva reale di f possedere pitt di p -+ 1 circuiti
ma quando cessi di essere irriducibile e quindi in rispondenza ad uno dei

vertici del singramma immagine di incrocio.
La restrizione imposta dal teoremsa di HARNAcK si ricondurrd alla circo-
stanza che, nel modello proiettivo di num. 16, ciascun piano del fascio F

(3%) Per il fascio f di eurve piane algebriche d’ ordine assegnato n,si ha Z=1ele (42)
possono sostituirsi [L. Brusort, (Y), 9); pag. 793} colle condizioni necessarie pill espressive:

(b=c+ | ==n (mod 2)
b<<n?

‘ b—1<<¢=<<B(n— 1)2, per 6 >0

B<<c¢==8(m — 1)%, per b=0.
Cos posto il problema numerativo, ha intanto risposta affermativa il quesito sul caso
bo=n?, ¢=8(n — 1)* di massimo [L.. Brusorts, (), &); (!} ¢), pag. 807] e pur quello sull’ esi-
stenza di fasci com numero minimo di punti-base reali (=0, 1 risp, per = pari, dispari} e
massimo ¢ == 3(n -— 1)? di centri eritici; anzi, per »=0 si dimostrano accettabili futti i va-
lovi di ¢ compatibili eolle (42)*. Per tutti questi e per ulteriori teoremi esistenziali pil ge-
nerali di meno breve enunciato c¢fr. ancora L. Brusormi, (1), g).

Nel case elementare 2 — 2, delle coppie b, ¢ soddisfacenti alle (42)% sono notoriamente
accettabili soltanto le 5=0, ¢=8; b=2, ¢=1; b=4, c=38 e non la b=2, c=8.

Per il caso n =25, la questione fu trattata nella dissertazione di laurea non pubblicata
di G. GaLLus, Sui fascr reali di cubiche piane, Cagliari 1926-27, con risposta affermativa
per tuite le coppie b, ¢ soddisfpcent alle (42)% salvo per la b=7, 6 =12, la cui aceettabilitd
rimane dubbia; per talune coppie di valori cfr. anche J. E. WeicHT, (t); H. MoaRrMANN, {);
L. Brusorry, (1) f), 9), b).

1 esistenza del «caso di massimo» fu dimostrata per ogni famiglia di curve algebriche
sulla quadrica a punti iperbolici (Z=2) in L. Brusorr1 (). 11 problema analogo per la qua-
driea a punti elliftici {Z=10), sulla guale sono da congiderare solo fasei di intersezioni com-
plete, da risultato négativo per m:== 2 (colle sole copple aceettabili b= 2, c==0; =0, c=x2);
mentre per n -4 Iesistenza del « caso di massimo » #i riconduce in proiezione stersografica
a quella del rieordato case dubbio per i fasci di cubiche piane.

(3%} A. HarNaok Ueber die Vieltheiligheit der ehenen algebraischen Curven [Math. Ann..
10 (1876), pag. 189-198]

(@2)*
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tagli il singramma S in p 4+ 1 punti al piit; ma essa potrd sempre tradursi
in vincoli operanti sul singramma astratto.

Cosl, in relazione alla distribuzione delle quote, verrd limitata superior-
mente la classe per gli spigoli non affetti da ciclo.

Pressochd immediata & 'applicazione di tali criteri ai casi p =0 e p=1,
in cui i possibili singrammi annotati e quotati si riducono a tipi assai semplici.

33. I fasci reali di curve algebriche finora presi in esame, come ¢ stato
esplicitamente indicato (num. 29), sono razionali, ed in vista del loro studio
¢ stata qui preordinata la teoria dei fasci di curve grafiche.

Tuttavia, cogli opportuni adattamenti, essa ¢ applicabile anche ai fasci
irrazionali.

Invero un fascio [ irrazionale reale di curve algebriche sopra una super-
ficie algebrica reale Q, considerate le curve come elementi ed inteso il fascio
come ente algebrico oco', potra assimilarsi ad una curva algebrica reale T, i
cui punti siano immagini delle curve di f, curve reali avendo immagini reali.

Supposta I' irridncibile di genere n, la sua parte reale consterd di a
eircuiti

Ei?"'} Ea

con
O<agsn+1,

come risulta dal teorema di HARNACK [efr. (*)], escludendosi il valore a =0
quando, come qui sempre si & supposto, sia Q dotata di parte reale.

In generale tra i punti di un circuito ;, tutti od alcuni saranno imma-
gini’ di curve reali dotate di parte reale (ed anzi, nelle ipotesi attuali, cid
avverrd per uno almeno dei circuiti ).

Allora le parti reali delle curve di f aventi come immagini i punti di g,
costituiranno un fascio ®; di curve grafiche, secondo la definizione introdotta
nel presente lavoro; se f & algebricamente generico, ciascuno dei fasei @,
risultera topologicamente generico.

Ogni fascio ®; sard rappresentabile con un singramma S; annotato e quo-
tato; ma le quotazioni di due distinti singrammi S; dovranno considerarsi
fra di loro affatto indipendenti.

Softo I’ aspetto cosi chiarito, le presenti premesse topologiche potranno
utilizzarsi anche in tale campo piu ampio.



