
Premesse  topologiche allo studio dei ~h,sci r~ali di curve 
algebriche sopra una superficie algebrica reale. 

Memoria di LUIG~ BRUSOTTI (a Pavia). 

Sunto. - Si costr,¢isce una teoria topologica dei fasci di curve grafiche sopra una superficie, in 
vista delle applicazioni che essa p~5 trovare hello studio dei fasei reali di curve algebri. 
che sopra una ~ superficie algebrica ~'eale, di tall applicazioni facendo pwr breve cenno. 

In  a]cuni  miei  precedent i  lavori (~)he s tudia to  i fasci real i  di curve  
p iane  a lgebr iche  in re lazione colla teoria  topologica dei fasci di curve  graf iche  
del piano proiet t ivo.  

Tali  s tudi  t rovano u n a  lore na tu ra l e  es tens ione  in quel l i  concernen t i  i 
fasei  real i  di curve a lgebr iche  sopra  una  superf ic ie  a lgebr ica  reale,  come gik 
p rova -un  mio breve saggio dedica te  ai fasci  real i  di curve  a lgebr iche  s(~pra 
una  quadr i ca  reale  {~). 

)1a a pifi ampI  svi luppi  giovano a lcune  premesse  topologiche di eui  
appun to  he inteso oeeupa rmi  ne l la  preuente  Memoria.  

Sorgono ana logie  ed in te r fe rence  con r icerche  r ivol te  ai pifi var i  seopi, 
come quel le  di A. CAYLE¥ e di J. C. ~[AXWELL sul la  conf iguraz ione  del ter- 
reno (3), quel le  di H. POI~CAR~ sulle curve  def in i te  da un '  equazione diffe- 

{~) L. BJ¢USOTTI~ a) Discriminanti e fasci nella topologia proiettiva del piano [Rend. 
R. Ist. Lomb., (2}. 51 (1918). pag. 367-373]: b) Esistono fasci di curve plane d'ordine n a 
punti-base e centri critici tutti reali [Ibid., pag. 612-618]; c) Sui fasci di curve grafiche (lit.) 
[Succ. Brani~ Pavia 1919, pag. 1-204]; d) Un teorema sui f~ssci reali di curve algebriche 
[Rend. R. Ace. Lincei, (5), 28 (1919), pag. 251.253]; e) Sulle curve plane algebriche reali prive 
di punt i  reali [Ibid. ,pag. 322.324]; f) Sopra un notevole fascio reale di cubiche plane [Rend. 
R. Ist. Lomb., (2), 53 t1920), pag. 188-192]; g) Sui  centri critici di un fascio reale di curve 
plane algebriche [Atti R. Ist. Veneto, 80 {1920-21), P. 2 a, pag. 791-820]; h) 5ui fasci reali di 
cubiche piaae dotati di un solo punto-base reale [~ote e Memorie di Matematiea (Catania), 
t (1921), pag. 242-2~4]. 

Sui fasci reali di cubiche plane sono pure da ricordarsi: J. E. WRmRT, Nodal cubies 
trough eight given points [Prec. London Math. See., (2), 6 (1908)~ pag. 52-57]; tI. M0~RMA~ 
Ueber das Bi~schel yon ebenen Kurven 3. Ordnung mit neun reellen Grundpunkte [Math. 
Aun., 74 (1913), pag. 3t9-340]. 

('~) L. BRUSOTTJ~ Fasci reali di curve algebriche sopra una quadrica reale [Rend. 
R. Ist. Lomb., (2), 72 {Seienze, 1938-39), pag. 3-9]. 

(a} A. CAYLEr, On Contour and slope Lines [Philosophical Magazin% (4), 18 (1859)~ 
pag. 264.268~ oppure Collected Mathematical Papers, 4 (Cambridge 1891), pag. 108-111]; 
J. C. MAXWE~T~, On ltilles and Dales [Philosophical Magazine, (4)~ 40 (1870), pag. 421427, 
oppure Scientific Papers, "2 (Cambridge 1890)~ pag. "233-240]. 

A questi possono raccostarsi i ]avori di J. C. BARRE DE SAINT VENANT, di J. BO[:rSSINESQy 
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renziale t~), quelle di W. DYcK (5) sull ' interpretazione topologica della caratte- 
r ist iea di un sistema di funzioni introdotta da L. KR0~ECKER (6), quells infine 
dei moderni cultori del ~ Calcolo delle variazioni in grands ~ (7). 

He peraltro preferito una trattazione indipendente da tali r icerche e com- 
misurata  al fine, che mi propongo, di applicarta allo studio dei fasci reali 
di curve algebriche. 

§ 1. I c o n t i n u i  ~ a p e r t i  e s e r r a t l  (~). 

1. Si consideri  in un piano il continue aperto ~ dei cerchi concentr ic i  
di raggio r, con:  

(1) a < r < b, (a > 0). 

0gni  continue di circuit i  omeomorfo a qucllo (qualunque sia lo spazio 
di appartenenza) si dirh un continue ~ aperto. 

di G. JORDAN, e di C. SOMIGLIANA. Gfr., anehe per eitazioni, C. SO~I(;LIANA~ Sur une clas- 
sification des maxima et minima des fonctions de plusieurs variables [Annales ]~eole :Norm. 
Sup., (3~, 31 (191~), pug. 87-97, oppure Memorie seelte (Torino 1936) pug. 395-406]; e, per ulte- 
riori indicazioni, A. COMESSATTI; Geometria descrittiva ed applicazioni, in L. 13ERZOLARI, 
O. VIVA~TI e D. G]6LI, Enciclopedia dells Matematiche elementari, 2 e (Milano, 1938), 
pug. 307-375, a pag. 363. 

(4) 1=[. ~OINCAI~, Mgmoire sur les courbes ddfinies par une dquation diffdrentielle [Journal 
de Math~matiques, (3), 7 (1881), pug. 375-442, speeialmente pug. 394-409, oppure Oeuvres, 1 
(Paris 1928), Fag. 3.84, specialmente pug. 20.33]: Sur les courbes ddfinies par une dquation 
diffdrentielle [Journal de iVlath~matiques, (4}, 1 (1885), Fag. 167-244, speeialmente Fag. 203-208, 
oppure Oeuvres~ t (Paris 1928), Fag. 90158, specialmente pug. 121-125]. Sull 'argomento err. 
pure le comunieazioni nei Comptes rendus de l 'Acadgmie des Sciences, 90 (1880). pag. 673- 
675; 98 (1884), pug. 287.289 [oppure Oeuvres, 1, Fag. 1-2; pag. 87.89]. 

(~) W. ])YCK, Be#rage zur Analysis situs, I Aufsatz, Ein • und zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten [Math. Ann., 32 (1888), Fag. 457-512, speeialmente pug. 501, form. (26)]; 
I I  Aufsatz, Mannigfaltigkeiten yon n Dimensionen [Math. Ann.,  37 (1890}, pug. 273-316]. 

(6) L. KRONECKER. Ueber Systems yon Functionen meherer Variabeln [Monatsberichte 
der K. Preussische Akademie der ~rissensehaften, 1869~ pag. 159-193, pug. 688-698, oppure 
Werke, 1 (Leipzig 1895), pug. 175.212, pug. 213.226 ; Ueber die verschiedenen Sturm'sehen Reihen 
und ihre;'gegenseitigeu Beziehungen [Monatsberiehte (cit), 1873. pug. 117-154, oppure Werke~ 1 
(sit) pag. 303-348]; Ueber Sturm'sche Funetionen [Monatsberichte {eit)~ 1878, pug. 95-12t, 
oppure Werke~ 2 (Leipzig 1897)~ Fag. 37-70]; Ueber dis Charateristik yon Function.Systemen 
[~Ionatsberiehte (cit), 1878, pug. 145-152, oppure Werke, 2 tcit), pug. 71.82]. 

(~) Vedansi percib: M. MORSE, The calculus of variations in the large (New York 193~), 
speeialmente Fag. 142-191; It.  SEIFERT und W. THRELFA~L, Variatiensrechnung im Grossen 
(Leipzig und 13erlin 1938), speeialmente pag. 21-28; ed i tavori di A. 13. 13ROWN, H. ]:IoPF~ 
F. JOHN~ T, ~I. KIANG, M. MORSE~ D. E. R]CttMOND, "W. ~[. WHYI~,URN~ ,,-, citati nolle 
bibliografia annessa al trattato di M. Moas~: (pug. 359-366}. 

(s) L 'at t r ibuto (, serrate ~ 5. qui ,1sate nel sense introdetto in circostanze analoghf, d~ 
]~. SEVER1. 
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Dal continue ~ aperto si pub passare ad un continue ~ serrate, sosti- 
tuendo ella (1) la :  

(2) a ~ r ~ b, 

ed, estendendo l 'omeomorfismo, si pub cosl serrare  anche il continue ~. 
Ma saranno qui introdotti anehe continui ~ serrati  con ( e s t r e m i ,  t h e  

non siano eircuit i  privi di punti  multipli. 
I tipi ehe si presenteranno per un estremo sono i seguenti  : 

L Circuito privo di punti  muttipli.  
II:  Cireuito dotato di punto nodale (intrecvio). 
III .  Goppia di circuiti  privi di punti  multipli  e secantisi in un punto 

#ncrocio). 
IV. Punto. 

2. Si passi era  ad uno studio pifi approfondito dei singoli tipi di estremo. 
Pro, il ripe IV vedasi Fig, 1, eve sono traceiati  cireuiti  del continue 

prossimi all' estremo. 
Per  i tipi r imanent i  oeeorrono distinzioni ulteriori. 

l~ig. I Fig,  2 Fig. 8 

Cosi per il ripe I si hanno due alternative, secondo ehe il cireuito 
estremo, come forma-limite di quello corrente, sia da contars i :  

I a. Una  volta (Fig. 2}. 
Ib. Due volte {Fig. 3). 

Invece il tipo II, per il quale ~ da tenersi  presente che it circuito dotato 
di punto nodale si pub decomporre in due circuit i  parzia]i, dh luogo a tre 
easi, in quanto la forma limite del circuito, corrente  pub essere cost i tui ta:  

I Ia .  Dal circuito totale contato una volta (Fig. 4). 
IIb. Dai due eircuiti  parziali contati l 'uno una volta, Faltro due volte 

(Fig. 5}. 
IIe. Dal cireuito totale contato due volte (Fig. 6~. 

E per il tipo IH .~i hanno pure fro easi, pot,rode la forma limite del 
eircuito corrente  essero costituita : 

I I Ia .  Dalla coppia estremo eontata una volta (Fig. 7). 



70 l~,. BRUSO'rTI: Pvemessc lo~)olo(~iehc (dlo stvdio dei t'asci ~'eali di curve 

I I Ib .  Dal la  eopp ia  es t remo conta ta  due  volte  secondo il pe rcorso  {Fig. 8) 

OAA' OBB' OAA' OB'B. 

F i g ,  4 l~'ig, 5 

F i g .  6 

I I I  e. Da l la  coppia  es t remo con ta ta  due  vol te  secondo il percorso  (Fig. 9)" 

! t t / OAA OBB OA AOB B. 

Con 0 si b indieato  il punto  eomune  ai due  c i rcui t i  del la  coppia,  (,,on 
A, A' (risp. B, B') si sono indicat i  pun t i  del pr imo trisp, del secondo) circuito.  

Fi~ ,  7 

f \  
A 

F i g ,  8 ~ i g .  9 

§ 2. I1 f a s c l o  :? d i  e i r c u i t i  p r i v o  d i  p u n t i - b a s e  
s o p r a  u n a  s u p e r f i c i e  " 

3. I eir(,uiti di un con t inue  '~ serra to  ,~i possono rappre,~entare col punt i  
di un ,~ seg,nento  >> ((.(,llula unidimensionah~),  (.~sso.n(Io gli ost, 'emi di que,qto 

le immagin i  degli  es t remi  del cont inuo  ,~. 



alqebrichc ,sopr<t una supcrfic(e <tlgebrica~ rcale 71 

Si consider i  a l lora un  s ingramma S, i cui vert ici  s iano d 'ord ine  ~ 3 ("). 
0 g n i  spigolo ~i in te rpre t i  come immagine  di un  con t inue  ~ ed un ver- 

rice V come immag ine  di un  estremo, il quale  (in un sense che sarfi, precisato) 
r i su l t i  t o t a lmen te  o pa rz iahnen te  comune  ai cen t inu i  ,~ r appresen ta t i  dagl i  
spigoii  useent i  da  V; ma fra  i cont inui  ~ non in t e rvengano  in te r fe renze  
a lF infuor i  di quel le  cosi s tabi l i te  (s ' intende a s t r a t t amen te  o, se si vuole, colla 

Fig .  10 l~'ig. 11 Fig .  12 

convenzione ehe eventual i  in ter ferenze  in un modello si eonsider ino come 
non esistenti).  

Pree isamente ,  in S, un vert iee d~ordine uno (vertiee terminale)  sia imma.  
gine di un  est remo d 'uno  dei tipi Ib, II¢, 
I I I~,  I I ]c ,  IV. 

Un ver t ice  d 'ord ine  due sie~ immagine  
di un' es t remo di tipo I a o I l i a ,  comune  
ai due eont inui  nel mode i l lus t ra te  dal le  
Fig. 10 ed 11~ in eui i c i rcui t i  di uno dei 
due cont inu i  sono segnat i  con t ra t to  pun- 
t egg ia to ;  oppure  di un  c i rcu i to  dotato di 
pun to  noda,le, essendo la, coppia, di c i rcui t i  
parzial i  d ive r samcnte  conta, ti es t remo di ripe 
iIl b per uno  dei cont inui  ~ ed u n  c i rcui to  

:Fig. 1.~ 

parziale  es t remo di tipo I a per  l ' a l t ro  con t inue  ~, net mode i l lus t ra te  da Fig.  12. 
]n f ine  un  ver t ice  d 'o rd ine  tre sia immag ine  di un c i rcui to  dotato di p u n m  

nodal% essendo il e i rcui to  totale  es t remo di t ipo I I  a per  uno dei  tre eont inu i  
ed i due  parzial i  es t remi  di tipo ]a risp. per  i r imanen t i  due, come ~ illu- 

s t ra te  da Fig. 13. 

(9) ¢ Singramma~) b qui introdotto come equivalente italiano di Streckencomplex o C~'aph 
degli autori tadasehi, di graph degli anglosassoni, di rdseau dei francesi. 

Per le propriet'~ pifi elementari dei singrammi cfr. )i. DEHN und P. HE~:(~AARD~ 
A~talysis situs~ in Encyclop4die der Mathematischen Wissenschaften, 3t~ pag. 153-220, special- 
mente pag. 171-178. Per un'esposizione pi/t larga eft'. D. K(iNI% Theorie der e~dlichen und 
unendlichen Graphen (Leipzig 1936). 

Qui tacitamente si suppone ehe; vertici e spigoli (la] singramma sianoin numero finite. 
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4. Il sistema ~ di circuiti  cosi costruito copre una superficie Z, priva di 
singolarit'~ e di orli, connessa se ~ connesso S, compos ta  di pifi superficie 
connesse qualora di al trettanti  s ingrammi connessi sia composto S. 

Per  un punto P di E p a s s a  un solo circuito di ~, quando si escludano 
i punti  d ' incroeio per cui ne passano due ed i punti  isolati per i quali il 
circuito degenera  in un punto ;  il pun to P ~ sempliee per il circuito (od i 
circuiti) cui appartiene,  fatta eccezione per i punti  d' intreccio. 

Percib ~ si dirfi, un fas¢io di circuiti sulla ~. privo di punti.base, topo. 
logicamente generico [dicendosi << punto.base )) di un sistema un punto per cui 
ne passino infiniti cireuiti  e l~attributo <<generico ~> riferendosi alFesclusione 
di singolarith superiori  {~°)]. 

Reciprocamente,  sopra una superficie priva di singolaritfi e di orli, un 
fascio di eireuiti,  privo di punti-base, topologicamente generico, cio~ un 
sistema di circuiti  soddisfacente alle condizioni ora esposte, pub interpretarsi  
come un sistema ? composto di continui  ~ ne] modo disciplinato d~ un sin. 
g ramma S~ in donformit~ ai criteri  adottati. 

I punti d~intreccio e d'incrocio e quelli isolati si diranno centri critici (~) 
del fascio ed il loro numero s ' indicherh  costantemente con c. 

Si distinguerfi fra centri critici nodali (d' intreccio e d'incrocio) e centri 
critici isolati, indicandone risp. il numero con c' e con c". 

5. Sorge il problemar di individuare ~ a meno di omeomorfismi. 
Giova la conoscenza del s ingramma S, ma non basta,~ come subito ri~ulta 

dalla varia  interpretazione ammessa per i ~'ertici. 
Converrh dunque  intanto introdurre~ per eiascuno di questi, indieazioni 

atte a de terminate  il corrispondente tipo di estremo per i continui ~ rappre- 
sentati dagli spigoli ivi concorrenti .  

Data l'unicitfi del tipo, tale indicazione sarh, apposta al ver- 
~ rice, quando questo sia d 'ordine  ( ' ~ ,  esclusi i vertici d 'ord inc  

due rispondenti  al terzo caso. 
Ma invece per ciascun vcrtice d'ordine due del terzo caso dovrh 

segnalarsi quale dei due spigoli ivi concorrent i  rappresenti  il con 
iO, tinuo ,~ eui compete t 'estremo di tipo IIb tanzichb l,} e per ciascun 

vertice d 'o rd ine  tre quale dei trc spigoli ivi cone6rrenti  rappre" Fig. 14 
senti il cohtinuo ~ cui compete l~estremo di tipo II  a (anzi- 

ch~ Ia) e tale notazione si apporrR allo spigolo in pressimit'~ del vertice. 
Le indicazioni stabilite non sono perb sempre sufficienti  a caratterizzare ~. 
Basti considerare l~esempio offerto dal s ingramma di Fig. 14, il quale 

(i0) P e r  l ' i n t e rven to  dei punt i-base cfr. § 4; per quello di singolarit~ superiori  cfr. § 6. 
(~i) I~a denominaz ione  ¢ centro eritico* in t rodoi ia  ne] caso algebrico da A. CAYLEY, 

stata da me usata in senso topologico. Cfr. A. CAYLnY~ On the theorie of i~volution [Trans. 
Cambr idge  Phil .  Sot . ,  11: P. 1 (1886 b pag. 21.38; oppure Collected Mathematical Papers~ 5 
(Camhridgo 1892). pag. 205-312]; L. BaT~S~'rTL {i)~ C)~ patz, 71. 
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ammette  per  ~ due interpretazioni topologieamente distinte, a seeonda che il 
circuito orientato, che descrive ~ a part ire  da una posizione iniziale, ritorni 
a questa  eoll' or ientamento iniziale o coll' opposto. 

Ed allora occorrono eomplement i ;  ma di questi  si dirh nei num. se- 
guenti,  6 e 7. 

6. Si supponga per semplicit~ il s ingramma S connesso, avvertendo che 
in easo contrario le considerazioni qui svolte possono riferirsi  ai singoli sin- 
grammi connessi componenti .  

L ' o rd ine  di connessione del s ingramma S b:  

z = - + 1 ,  

ore  con ~o, ~4 si indiehi il numero risp. dei vertiei e degli spigoli di S. 
Se con t si indiea il numero dei continui ~ costi tuenti  ¢~ e con g il 

numero dei eircuiti  ~" non contenenti  centri eritici ma aventi ufficio d'estremi, 
sar~t : 

I ~ 0 - - ' o + g ,  

onde : 
(5) z = ~ , - - g - - c +  1. 

]~ per6 da osservarsi the  i circuit i  7 estremi di tipo I a possono elimi- 
narsi fondendo in un solo due continui ~b consecutivi,  quando si esclnda il 
caso di un fascio ~ eui eorrisponda un singramma del tipo di Fig. 14. 

Si avverta ora ehe, quando il punto-immagine percorrendo il s ingramma 
at t raversa un vertice, corr ispondentemente in ¢? il circuito, ehe si suppone 
orientato; a t t raversa  un e, s t remo;  e, se questo non ~ un circuito y, nasce 
una diseontinuith che pone il quesito sulla possibilit.h di un raceordo eonti- 
nuo fra gli orientamenti  preeedente  e seguente. 

Se si escludono gli incroci di tipo I I Ia ,  tale raccordo ~ possibile come 
risul ta  dalle piccole freece introdotte in Fig. 12 e 13. 

Pe r  il tipo IIIa  l' or ientamento dei due circuit i  componenti  l ' i ne roc io  
pub dar  luogo a 2 >( 2 ~ 4 scelte, delle quali  due son tali ehe ciascuna possa 
raceordarsi  per  eontinuiti~ con un certo or ientamento del circuito precedente  
t ' incrocio e le altre due si eomportano similmente col seguente. Pree isamente  
it passaggio da an orientamen~o del cirouito precedento ad uno qua lunque  
del seguente esige una discontinuit~ di orientamonto su uno {ed uno solo} 
dei due eomponenti  l ~ inerocio. 

La seelta dell' or ientamento per  il circuito seguente ~ dunque  ambigua, 
m a u n  eambio di seelta eorrisponde ad uno scambio fra i due circuiti com- 
ponenti l' inerocio~ inessenziale nella iden~ificazione topologica di % 

Si pub togliere l 'ambiguith formale ordinando in ciascun estremo di tipo 
[II  a i due eireuiti  dell' inerocio {cosiechb possa distinguersi  fra un primo e 

Annal i  d~ Matematica,  Sorie IV, Tomo.'~XXV, I0 
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seeondo circuito), indi convenendo di stabil ire il raccordo degli orientamenti  
per  quanto r iguarda il primo. 

7. Dope cib si rammenti  che nel singramma S (eonnesso) b possibile sop- 
primere z spigoli in mode ehe la parte residua sia un albero (eio(~ un singramma 
eonnesso d 'o rd ine  di connessione hullo) i cui vertici siano que!li di S. Cosi, 
soppressi z spigoli z, sia T l 'a lbero residue. 

Fissato un punto O interne ad uno spigolo di T, eomunque se ne assuma 
un altro _3/, pure  interne ad uuo 
ripetizioni} che, utilizzando spigoli 

Saranno O ed M immagini di 
le convenzioni del num. prec., ne 

spigo]e  di T, ~ unico il pereorso (senza 
di T, da 0 conduca ad M. 
circuiti, ~o e ~, generici di ~ e, mantenute  

seguirh ehe fissato in ~ F orientamento 
di o), r isulta pure individuato per continuith quell() di ~. 

Inveee un punto N (immagine di v) interne ad uno degli spigoli z, pub, 
a part i te  da" O, raggiungersi  in due distinti modi con un pereorso pert inente 
a T, integrate da un segmento di quello spigolo z, onde a, v spettano per 
eontinuith due 'dis t int i  orientamenti  ehe possono r isul tare o eoneordi o diseordi. 

Si dist inguano i due easi eontrassegna,ndo io splgolo risp. col segno + o - - ;  
eosi eontrassegnati  gti z spigoli % sar~ individuato a meno di omeomorfismi % 

Muta~ndo la seelta del l 'or igine 0 o l 'or ientamcnto del eireuito o), i segni 
permangono. 

Pub invece muta te  taluno dei segni quando si seambino fra, lore i due 
eireuiti  di qualeuno fra gli ineroei I I Ia .  

Se perb uno spigolo z fa parte entre S di un eireuito esente da vertiei 
immagini di ineroei I I I~ ,  la segnatura, 6, per tale spigolo, eertamente essen- 
ziale, nel sense ehe essa, r isul ta  od individuata od almeno vineolata, negli 
eventuali  mutamenti,  a quel la  di altri sp igol i  z. 

Nel ease eeeezionale in eui T riduea, si all 'unieo vortiee di S, l 'unieo spi- 
golo di S, 6 spigolo x ed interni ad esso si assumeranno 0 ed N : #  O, pro- 
eedendo aneora alla segnatura  di z. 

Un s ingramma S ai eui vertiei siano appost(~ le; indieazioni deseri t te  a,1 
num. 5 e di eui z spigoli z siano, quando oceorra,, eontra,ssegnati, si dirh 
brevemente  un s ingramma annotate. 

Ed allora {estesi, eome b leeito, nomenelatura  e risultati  a,nehe ai sin- 
grammi non eonnessi) eoneludendo si avra :  

Un fascio ~ di circuiti privo di punti.base e topologicamente generico d 
indiriduato a meno di omeomorfismi da un  sue singramma annotate. 

E con cib si pub intendere che, assunto comunque un singramma (i cui 
vertici siano al pifi d~ordine tre) e debi tamente  annotatolo, sempre esiste ed 
b, a meno d 'omeomorf ismi ,  unieo il corr ispondente fascio % 

Invero, eostruiti,  seeende le annotazioni~ gli opport, uni eontinui ,~, s~ ne 
posson eonnett, ere gli c, str~mi in eonformilh alla struttura d~.l singra,mma ed 
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eventualmente  alte segnature,  tale connessione r iducendosi  astrat tamente a 
stabilire fra circuiti  totali o parziali opportuni  omeomorfismi. 

I1 fascio perb non individua il suo s ingramma annotato, perch6 la scelta 
degli spigoli ~ in S od in e iascuna sua parte connessa, e le moda.lith della 
relativa eventuale segnatura  non sono di regola univoche. 

§ 3. I c a r a t t e r i  t o p o l o g l e i  d e l  f a s c l o  :p p r i v o  d i  punt i - I )~ase  
I n  r e l a z i o n e  c o n  q u e l l |  d e l l a  s u p e r f i c i e  2.  

8. I1 presente § 6 inteso a eara.tterizzare a meno di omeomorfismi una 
superficie 2, partendo dalta conoscenza dei caratteri  topologici di un faseio 
di circuiti, privo di punti-base (e topologicamente generico), su di essa trac- 
ciato, ossia (num. 7) da quella del relativo s ingramma annotato. 

Per  semplicith s i  SUl)porr;~ il s ingramma eonnesso, quindi (num. 4} con- 
nessa l a v  avvertendo c]w in easo eontrario le considerazioni si intendono 
applicate  a ciascmm dette componenti  connesse di E e corr ispondentemente 
a ciascuno dei singrammi connessi componenti  il dato. 

Dopo ei6 sulla E si assumano l e t  regioni R coperte dai singoli continui 
costituenti  ~ e su ciascuno dei g circuiti  ~" non conteneati  centri critici 

ma aventi ufficio di estremi p('-r atmeno un continuo ~ si segni un punto G. 
Dicansi complessiwtmente punti  Q i c centri critici di ~ ed i g punti  G, indi si 

osservi che il contorno d i u n a  regione R consta di due parti (~aluna delle quali  pub 
ridursi  ad un punto isolato) e ehe su ciascuna delle due parti  giace un punto Q. 

Sopra ognuna delle t regioni R si eongiungano i due punti  Q del con- 
torno con an segmento 0 da interpretarsi  come an taglio (e che, se si vuole, 
pub assmnersi  unisecante  i circuiti  del corr ispondente sistema ~). La  R cosl 
tagliata ucquista il carat tere di un <( pezzo >> (cellula bidimensionale}. 

Cosiech6 col descritto procedimento si viene a distendere sully Y, un po- 
liedro le cui facee sono te t regioni R in tal modo tagliate ed i cui vertici 
sono i cA-g  punti  Q (quando il termine <<poliedro~> s ' in tenda in senso largo, 
ammettendo facce adiacenti  a se stesse e spigoti ad estremi coincidenti}. 

Riguardo agli spigoli ne provengono:  
I. Uno da eiascuno dei t segmenti 0. 
II. Uno da ciascuno dei g circuiti  y, pensato come un segmento cogli 

cstremi coineidenti  nel relativo punto G. 
III .  Due da eiaseuno dei c' centri critici nodali, quando per un intreccio 

ciascuno dei circuiti  parziali e per un incrocio ciascuno dci circuiti  componenti  
venga interpretato come segmento c o f d u e  estremi coincidenti nel centro critico. 

Segue che per il poliedro il numero dei vertici, degli spigoli, delle 
facce 6 risp. : 

% ~ C q - g = = C '  t-C" + g ,  
% ~ t q- g + 2C', 
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onde 1' ordine di conness ione  

Z = - - a ~  + a j - - a  0 + 2  
di ~ ,6  forni to  d a l l a :  

(6) 
Datle  : 

{7} 

seguono le 

(s) 

ta lora  ut i l i  {~). 

Z - -  V' -- c" q-  ~. 

v'-- c"-----Z--2,  

i c, C + Z _ 2  
2 

I d, _ c - - Z + 2  

9. Se il va lore  di Z forni to dal la  (6) 6 dispar i ,  la Z r i su l ta  non orienta- 
l)lie e da tale valore  ca ra t te r izza ta  a meno di omeomorf i smi .  

Ma se la ~6) per  Z forn isce  un valore  pari ,  occor rono  r i l ievi  u l ter ior i  
pe r  d i s t ingue re  f ra  i due  casi  di Z o r ien tab i l e  e non or ientabi le .  

La  t ra t taz ione  ha  in te resse  anche  per  s6 e v iene  quindi  svol ta  indipen-  
d e n t e m e n t e  dal  va lore  di Z. 

Conviene  in tan to  r ip rende re  in esame quegl i  es t remi  di cont inu i  + che 
non siano punt i  isolat i  ed i ndaga re  per  c i ascuno  dei circt~iti che vi in terven-  
gono il re la t ivo  ca ra t t e re  b i la te ro  od un i ta te ro  sul la  Z. 

Si t rova  a l l o r a :  
I a. Unico  c i rcui to  b i la te ro  (Fig. 2 b 
I b. Unico  c i rcui to  un i la te ro  (Fig. 3!. 
I Ia .  Circui t i  parz ia l i  b i la ter i  (Fig. 4). 
I I  b. Cireui t i  parzial i  uno bi la tero  i' a l t ro  un i la te ro  (Fig. 5). 
IIe .  Circui t i  parzial i  un i la te r i  (Fig. 6}. 
I I I  a. Cireui t i  eomponen t i  un i la te r i  (Fig. 7}. 
I I Ib .  Circui t i  componen t i  l' uno b i la te ro  F altro uni la tero  (Fig. 8p. 
I I I , .  Ci reui t i  componen t i  b i la ter i  (Fig. 9). 

Ora, poich6 basra  la p resenza  di an  c i rcui to  un i la te ro  sul la  E per  garan-  
t i rne  la non or ien tab i l i tG s e g u e :  

Se nel la s t ru t tura  di ~ intervengono estremi d ~ uno dei t ipi  

(9) I a ,  I Ib ,  I I , ,  I I I a ,  l I I b ,  

la X ~ non orienlabile e, in  quanto ~ tale, earatterizzala a meno di omeomor. 

fismi dal vaiore di Z. 

(l~) Per Z ~---1, oio~ per il easo del (, piano proiettivo ,~, cfr. L. BRUSOTTI, (t), C), p. 90. 
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Rimane cosi da esaminarsi  il caso in cui f igurano soltante estremi di tipo: 

t10) fa, II , ,  IIIc, IV. 

In esso, per il relativo singramma, gli eventuali  vertici d' ordine pari 
(d'ordine due~ sono tutti  e soli quelli r ispondenti  a circuiti  7 ;  mentre ciascun 
vertice d 'ordine dispari {uno o trel corrisponde ad un certo centro critieo di % 

E, poich~ in un sil~gramma il numero dei vertici d~ordine dispari ~ pari ('3t, 
c o s i n e  scende 

c ~ c' A- c" ---:- numero pari 

e percib anche, applicando la, (6): 

Z --- d - -  v" + 2 = numero pari,. 

onde 1 ~ ultcriore indagine b sempre qui necessaria.  
Essa verrh svolta nel num. seguente .  

10: Sia dunque ~ un fascio in cui intervengano solo estremi di tipo {10). 
Poich6 fra i tipi ~9)esclusi  vi ~ l ' incrocio I I I , ,  cosi estratt0 dat relativo 
s ingramma S l~nlbero T, la segnatura  degli z spigoli z soppressi  ~ ora 
sempre essenziale. 

Introdott i  ancora sugli ~pigoli ~ i rispettivi punti  N immagini di circuiti  v~ 
si interpretino i punti  N c d  i circuit i  v risp. come nuo~'i vertici  e come nuovi 
estremi in S ed in ~, modificando in conformith il poliedro su Z disteso. 

Indi si tagli S nei punti  N~ t raendone un albcro S', e si tagli E lungo i 
circuiti  v, t raendone una, superficie Z' dotata di orli. 

Dico che Z' ~ orientabile.  
Intanto a due spigoli del s ingramma S modificato aventi  in comune un 

vertice, corrispondono di regola su Z due facce del poliedro aventi uno ed 
un solo spigolo comune ;  fa eccezione, per  un vert ice d to-dine  tre del sin-, 
gramme, la coppia, di spigoli immagini dei due continui ~ aventi per estremi 
i circuiti  parziali del relativo intreccio, trat tandosi  allora di due fucce' non 
gih contigue fra loro ma ad una stessa, colla quale ciaseuna ha in comune 
uno ed un solo spigolo. 

Perb in ogni caso, assunte due facce rispondenti  a due spigoli consecu- 
tivi del singramma, sempre Forientamento dell 'una individua quetlo dell%ltra, 
quando nel caso generale si utilizzi la loro mutua  contiguit~ ed in quello 
eceezion~le invece la contiguith alla terza faccia, cui s '~t t r ibuisca ufficio di 
intermediaria.  

Cib posto. ~i osservi che, assunto uno spigolo dell ~albero S', ogni altro 
pub essergli collega, to con una, successiom~ di spigoli {pertinente ad S' e 
priva, di ripetizioni) in uno cd in un sol modo. 

(l~) Gfr. D, KSNI¢~, (~}, p. 21. 
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Se ne trae che, sulla ~.', fissato l 'orientament,  o per una facc ia ,  questo 
r isul ta  individuato per ogni altra, appena si ufilizzi la successione di facce 
rispondente a quella di spigoli dianzi introdotta;  e ne scende, come volevasi, 
l' orientabilit~ di Z'. 

Ripresa ormai la superficie Z, alle due pat t i  di uno spigolo z del sin- 
gramma oorrispondono a t tualmente  due facce aventi in comune Io spigolo 
proveniente dal  relativo eireuito v e si presentano due al ternative seeondochb 
gli or ieatamenti  gih stabiliti sulle d u e  faece risult ino o coneordi o discordi. 

In eorrispondenza potri~ apporsi allo spigolo ~: risp. il segno + od il 
segno --,  proeedendo eosi ad una seconda segnatura dell 'antico s ingramma S. 

Se la seeonda segnatura di S eonsta di soli segni + ,  allora Z risulta 
leome Z') orientabiIe. 

Se inveee, sempre in seconda segnatura, esiste almeno uno spigolo -c con 
segno -- ,  allora esiste sulla Z un ciclo di [acce che inverte l' indicatricc, 
onde Z /) non orientabile. 

Si pub riassumere il risultato conseguito af fermando:  
Perch~ Y~ sia orienlabile ~ necessario e sufficiente che siano s'oddisfatle le 

due condizioni : 
I. Inlervengano solo estremi di tipi (10). 
II. La seconda segncttura degli spigoli ~ consti sollanto di segni ~- 

I1. La trattazione del num. prec. richiede perb un complemento. 
Invero si ~ qui convenuto di r icondurre ooni proprietit topologica di ¢¢ (quindi 

anche di E) alla sola conoscenza del s ingramma annotato nel senso di num. 7, ed 
occorre dunque un criterio atto a dedurne la << seconda segnatura 7> degli spigoli -c. 

Si r iprendano allora il punto 0 ed il circuito + e, sopra uno spigolo ~, 
il punto N, indi i due cammini ehe da 0 conducono ad IV, utilizzando spi- 
goli di T e le parti di tale spigolo ~. 

Alloreh~ 211 percorre un cammino, il corrispondente eircuito ~ si muove 
su ~. descrivendone una parte, in ciascun punto generico della quale si pub 
introdurre una indicatrice costituita da due frecce uscenti dal punto, una 
spiccata da un circuito ~ verso il seguente, l' attra adagiata sul primo in 
aecordo coll' orientamento di questo. 

Se M. percorrendo uno dei due eammini,  at t raversa un vertice di ordine 
tre utilizzando due spigo!i eostituenti eoppia eccezionale nel senso del num. 
prec., tale passaggio si dir/~ an ripiegamento. 

Escludasi dapprima 1' intervento di r ipiegamenti ,  
Ailora l' indicatrice varia con continuitfi, per ciascun cammino. 
Di pih, in relazione ai due cammini,  si hanno al t ' in izio indieatriei 

diseordi o eeneordi, .~eeondo eho~ ~iano ensi totalmente distinti o presentiuo 
invece un tratto iniziale comuue, ed al termine indicatrici discordi o eoncordi 
secondo che la prima segnatura comporti segno + o segno --.  
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Se dunque  si conviene di indicate  risp. con 

sign x, sign* 

il s egno  ehe compete allo spigolo • in prima od in seeonda segnatura e con 

sign 0 

il segno ~- o - -  secondo che i cammini siano totalmente distinti  od abbiano 
tratto iniziale comune, segue nel case a t tua]e:  

(11} sign* z -~ sign O.sign ~. 

Ma, se in uno dei eammini s ' ineontra  un ripiegamento, sulla E l ' indi .  
catr ice si inverte, come si ri teva da 
Fig. 15, la quale  si r iferisec ad un 
intreccio J ed b da interpretars i  sche- 
matic.amente come una doppia proio. 
zione di Z, cosicchb le singole .proi(~- 
zioni dei  circuiti  I ~ si presentano in 
essa come segmenti, mentre  ie  indica. 
trial debbono entrambe riferirsi  ad uno 
stesso foglio, p. es. il superiore, di ~. 

Se allora b r~ (risp. r~} il numero 
dei r ipiegamenti  del primo (risp. del 
secondo) cammino, e si pone 

si giunge alla 
Pig, 15 

(12) sign* "c-~ (--1)'" sign O.sign ~, 

nellq qualm, per r-----0, r ientra la (11). 
Cosi in ogni case la semplice ispezione del s ingramma annotate b suffi- 

eiente ad individuare 2 a meno di omeomorfismi. 

§ 4. 11 f a s c i o  ~ d l  c l r c u i t i  d o t a t o  d i  p u n t i - b a s e .  

1~. Sopra una  superficie Z, priva di singotarit~t e di orli, si c.onsideri un 
fascio qo di  eireuiti, dotato di punti-base e topologicamente generic.o, cio~ un 
sistema ~ di eireuiti  tale che per  u n ' p u n t o  di Z passi an sol() eireuito di q~ 
e vi passi semplicemente,  fat ta  eccezioue per  un numero finite di punti, dei 
tipi seguenti  : 

~) Punt i  d'intrecvio, per ciascuno dei quali il punto ~ doppio nodale (anzi. 
chb semplice) per  un circuito di ~, cireuito non dotage di ulteriori singolaritfi,. 

~) Punt i  d'incrocio, ciaseuno dei quali  ~ sempliee (anzic.h~ per uno) 
per due c.ireuiti di % che ivi si attrav(;rsino, ma siallo privi di sin~olarith, o 
di ultcriori intersezioni. 
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y) Punt i  isolati, per c iascuno dei qual i  non passa a lcun circui to  di % 
~) Pungi.base, per c iascuno dei qual i  passano (e sempl icemente)  inf ini t i  

c i rcui t i  di % the  ne l l ' i n to rno  abbiano eompor tamento  omeomorfo  a quel lo 
del le  re t ie  di un  faseio ne l l ' i n to rno  del eent ro  (~'). 

I punf i  eceezional i  dei tipi a), ~), y) eonse rve ranno  la denominaz ione  di 
centri critici e con 

o~__o 

si ind icherh  aneora  il loro numero.  
Si man te r rh  la loro dis t inzione in nodali [tipi a) ~)] ed isola$i [tipo y)}. 

sempre  deno tando  con c', c" i r ispet t ivi  numer i .  
Si dirh b il numero  dei punt i -base e si supporr~ gene ra lmen te  

b .>0 ,  

il caso b :=-0 essendo gih t ractate  nei p recedent i  paragraf i .  

18. Pe r  semplici th di discorso si supponga  ancora, ~. connessa., d ' o r d i n e  
di conness ione  Z. 

Siano 
B , ,  B.~,..., Bb 

i punt i -base  di ¢¢ e, con Z, si consideri  la super f ic ie  Z o che se ne t rae inter- 
p re tando  c iascun  punto  Bh come un foro c i rcolare  inf in i tes imo su l l ' o r lo  del 
qua le si iden t i f i ch ino  punt i  d i ame t r a lmen te  opposti. 

D i  ~,., si pub cos t ru i re  un modello in cui i b ~ori Bh siano sost i tui t i  da 
al tret~anti  c i rcui t i  uni la ter i  

privi di s ingolar i tk  e a due  a due  non secan t i s i ;  ed a tale modello si farh 

sempre  r i fe r imento .  
Se sul la  Z si d i s tende  un poliedro II ut i l izzando i punt i  B~, come vertici ,  

si potr~ ind icare  risp. con 

il numero  dei vertici,  degli spigoli,  delle facce di H e sar'h : 

Z~-- --  a 2 + a, - -  ~,, - -  b -i- 2. 

Sul ta  v viene a l lora  indot to  un po]iedro II 0 che, p resc indendo  dagli  ele- 
ment i  provenient.i  dai punt i  BI,, possiede a o verf~ici, :¢, spigoli  ed % facce, 
ment re  c iascun ver t ice  Bh d~t luogo su ~a ad s~ ver t ic i  ed sh spigoli  di II o. 
se s~, b il numero  degli spigoli di 7: concorrent i  in B a l e  se, come ~ lecito 
supporre ,  nessuno di quest i  ha en t rambi  gli es t remi coincident i  in B~, ment re  
gli sa cor r i spondent i  escono da  punt i  dis t int i  di ~h). 

I la) Per  magg io r  ehia~'ezza ~ lecito anzi r i cor re re  ad un modello per  cui Z sia dotata  di 
piano tan~'ente nel punto-base  ~ ciaseuno d~i circuiti  di ¢~ t h e  vi passano  sia ivi dotato di 
tangente ,  essendo tali tange~nti (tutte dis t intet  le retie di un fa,~cio. 
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[~5) 

si r i cavano  le :  

Ne segue  che 1' o rd ine  di conness ione  di ~o i~: 

b b 
Zo - -  - -  ~¢~ - t -  0:4 - t -  ~ sh  - -  ~o - -  2i sh + 2 - -  - -  % q -  a~ - -  o~ o -+- 2 ,  

h=l  h= 1 

onde subi to  s cende :  
(13) Z - -  Z,  ~- b. 

Ma d 'a l t ra  pa r te  il fascio  ¢p di E, in te rp re ta to  su l la  Eo, si t r aduce  in un  
fase io  ¢p,~ pr ivo di punt i .base ,  in quan to  c i reui t i  di ¢p passan t i  pe r  Bh si inter- 
p r e t ano  in % come c i rcui t i  un i s eean t i  ~i a. 

I cen~ri cri t iei ,  nodal i  ed isolati ,  si r i p roducono  in a l t re t tan t i  di % ,  e 
la (6) di num.  8 p e r m e t t e  pere ib  di s e r i ve r e :  

Z 0 - -  d - -  d '  + 2,  

da cui, per  la (13), si d e d u c e :  

(1.4) Z = d ~ d'  - -  b + 2. 

Da  questa,, pe r  l e :  

61 I_0, O~ 
d - - d ' - - - - - Z + b - - 2 ,  

: c + b + Z - - 2  t Cr 
116) 2 ' 

c , , _ _ o - - b - - Z +  2 
2 

Nolle  (14) ,  (15) ,  {16)  r ient rano,  per  b - - - 0 ,  le ( 6 ) ( 7 )  (8) di num. 8 (i~). 

OSSE:RVAZIONE 1 a. - Dal le  (15) s e g u e :  

!17} b -:- o ~ Z (rood 2), 

onde sopra una superficie d'ordine di connessione Tari (r isp.  dispari), per un 
fascio di circuiti topologicamente generico, il numcro dei punti.base e queUo 
dei centri critici hanno egaale (risp. diver, sa) parit& 

In  pa r t i eo la re  (b ~ 0), in un fasoio di circuiti topologicamente generico e 
privo di punti.base il numero dei centri critici ~ pari (risp. dispari) per Z 
pari (risp. dispari). 

0SSErCVAZIONE 2 a. - Se il faseio ~ privo di centri critici, colla c-----0 si 
ha pu re  d - - c " : 0  e, p e r  la (14), anche  

Z-= 2 - - b ,  
onde  

Z_~2.  

(i~) ~ o l  caso Z ~ - I  (piano proiott ivo) lo (14) (15) (16) r iduconsi  a formulo gih stabili te 
in L. BR(;SOTT~, (i), C), pag. 164-165. 

Anucdi di Matematlva, Serie IV, 'Pomo XXV. 11 
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Si ~ cosi condotti ad uno dei ire seguenti  casi :  

I. Z = 0 ,  b = 2  

(di cui b u n  modello, sulla sfera, il fascio di cerchi meridiani}. 

II. Z ~- 1, b = 1 

(di cui ~ un modello, nel piano proiettivo, iI fascio di rette}. 

t lL  Z = 2 ,  b = 0 ,  

che dfi tuogo a due al ternative rispondenti  ai due singrammi annotati 

Ic) 
l~ig. 16 

(num. 7) di Fig. t 6 ;  il primo dbi due tipi trova 
un modello nel fascio dei cerchi meridiani di un 
tore, mentre l 'a l t ro io trova nel l 'analogo fascio di 
circuiti  sulla superfieie non orientabile di ordine 
di connessione due. Tragas i  dei sell due tipi di 
fasei privi ad un tempo di pnnti .base e di centri 
eritici. 

OSSE]~VAZmNE 3 a, - In un fascio di cireui~i 
topologieamente generico e privo di punti.base, il circuito geP, erieo 6 bilatero, 
come risnlta dalla stessa definizione di continue ,,5 Inure. 1). 

Se il faseio possiede invece b > 0 punti-base, un cireuito generico .di 
esso r isut ta  bilatero od unilatero, secondo che sia p a r i o  dispari il numero 
dei punti .base giacenti sul cireuito stesso. 

Pe r  i circuiti  in qualche mode eccezionali~ in particolare per quelli 
totali o parziali di intrecci o componenti  di incroci, vale una distinzione in 
casi che pub dedursi  da quel la  di num. 9, applicabile a %, col l 'avver tenza 
che nel passaggio da % a % il circuito mantiene o muta il proprio carattere, 
secondo ehe, in % il numero dei punti .base su di esso giacenti sia pari 
(eventuahnente hullo) oppure dispari. 

OSSERVAZIONE 4 a. - 1~ note che, se E non 6 connessa, si suole assumere 
pe r ' e s s a  come ordine di connessione l' espress ione:  

Z ~- Z~ -4- ... -4- Zr, - -  2m + 2 

eve Z~,... ,  Zm siano g!i ordini di connessione delle singole componenti  con. 
nesse {ed m it lore numero), dope di che Z eonserva la propria 'espressione 
mediante gti elementi di un potiedro su di essa disteso (ma pub assumere 
anche valori negativi) (~G). 

Ne segue che le (14} (15) (16) ed, in assenza di punti-base, le (6) (7) (8} 
sono valide anche per  fasci ~ giacenti sepra superficie Z non connesse. 

Lo stesso dicasi della (17} e del l ' in t iera  Os~. 1 a. Cosi p~r l 'Oss .  3". 

('~} Cfr. A. COME~SATTI, Sulla connessioq~e delle superficie razionali reali [Annal i  di 
• ~Iatematica (3 b 2'~ (1914)~ pag. 215-'v83. a pag. 23S]. 
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Invece il r isultato di Oss. 2 a. va modificato 
c iascuno dei fasci componenti  ~, e giacenti  sulle 
nesse di Z, r ientri  in uno dei tipi ivi elencati, 

nel senso che per  c = 0 ,  
singole componenti  con- 

14=. Se si vuole caratterizzare a meno di omeomorfismi un fascio ¢¢ topo- 
logicamentegener ico ,  dotato di b punti-base e giacente sopra una superficie 
{che ancora si supporr'~ connessa), si potrh, intanto cosi csratterizzare mt~diante 
un s ingramma S annotato {num. 7) il relativo fascio % sulla ~o (num. prec.). 

Fissato per un cireuito di 7o l'o~'ientamento, l 'snnotazione del s ingramma S 
lo determina per eiascun altro di % e l 'omeomorf i smo frs  circuiti  di ¢Po e 
di ~ lo induce su ogni circuito di % 

Perchb perb tale affermazionc non soffrs eceezioni, converrfi in S," inter- 
ha, monte a, ciasc~un spigoto x seguato con segno --~, introdurre il punto N, 
immagine di un eireuito v, giungendo al quale, in %, l 'or ientamento debba 
subire inversione. 

A d u n o  spigolo di S eorrisponder~ in ¢¢,~ un continuo + ed s questo in ~0 
un continue di circuit i  su ciaseuno dei quali  giaceiono gli stessi punti-base 
nel mcdesimo ordine ciclico, individuato quando i circuiti  si orientino nel 
modo gih eonvcnuto. 

Se aneora i punti-base di ~0 dicansi 

B~, B~, .... Bb, 

ad ogni spigolo di S potrh apporsi l ' indieazione di un ciclo 

(j, ,  j~ , . . . ,  j,~) 

di indici, intendendosi con eib ehe su ciasoun cireuito del corrispondonte 
continuo si trovino i punti-base 

Bj, ,  Bj~¢..., BL~ , 

nell' ordine ciclico scritto, 1' assenza di indicazione rispondendo a quel ls  di 
punti-base (w --  0) 

In armonia  con un precedente  rilievo a ciaseun spigolo z affetto da 
segno -- si dovranno perb apporre suecessivamente due cicli, l ' uno  inverso 
dell '  altro (almeno per w > 2). 

Aggiunta alle precedenti  indicazioni quel ls  (appena introdotts) dei cicli, 
si conserver~ (ma ormai in relazione al fascio ~) la denominazione di (< sin- 
gramma annotato )>. E si potr/~ concludere :  

Un fascio ~ di circuiti,  dotato di punt i .base e topologicamente generico, 
indiv iduato  a meno di omeomorfismi da un  suo singramraa annotato. 

15. L' enunciato col quale si chiude il num. prec. pub anche intendersi  
nel senso ehe, assegnato un singramma S debitamente annotato, esiste un 
fsseio ~ da esso rappresent~to. 
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1Via per af fermare  cib occorre qualehe considerazione atta a stabilire 
esplici tamente i cri terl  ai quali l 'annotazione del s ingramma deve attenersi.  

Essi sono i seguent i :  
I. L 'annotazione anter iore al l ' in troduzione dei cicli (1",,..., j,u) e riferi- 

ribile quindi a ~0, deve assicurare  (num. 10 ed 11) la non orientabilith di Z,.  
II. La apposizione dei eieli (Jt , . . . ,  J,~.} deve essere fatta in mode the  

gli spigoli del s ingramma ai quali sia apposto un cielo contenente un deter- 
minato indi te  j,  fra gli indici 

1, 2,..., b, 

lorraine oircuito e the,  su )3,,, le facce, del poliedro costruito col metodo di 
num. 8, r i spondent i  ai detti spigoli costituiscano un foglio di MOBIUS, il che 
pub desumersi  dalle annotazioni del singramma, assicuranti  la contiguit/t 
delle facce cicl icamente successive e l ' inversione dell ' indicatrice,  cogli stessi 
mezzi usati al num. 11. Invero si pub allora soteare il foglio di MitBIVS Con 
un cireuito unilatero uniseeante i eireuiti  di % traeciati  helle regioni R 
(num. 8) el/e, opportunamente  tagliate forniseono le facce utilizzate. 

III .  Supposto [err. form. 113)]: 

b~Zo, 

sulla ~ 6 a priori possibile t racciare b circuiti  ~.j unilaieri  (j ~ 1, 2,...~ b) 
a due a due non seeantisi(tT}; tuttavia perch6 tali siano i b eircuit i  ~ intro- 
dotti in II, i relativi circuiti  estratti  dal s ingramma dovranno soddisfare  alla 
condizione ehe in uno stesuo del s ingramma ne eoincidano al pifi due fra 
quelli da considerarsi,  perch5 sulla Zo utilizzati i segmenti  di un cireuito ~j 
per tagliare le regioni R in maniera  da r idurle a (~ pezzi )> il r isul tante foglio 
di I~BIUS non potr/t essere solcato da due distinti circuiti  ~ unilateri  e non 
seeantisi. Perb due circuit i  del s ingramma s ~ intenderanno distint~ anche 
quando presentino tratti eomuni. 

IV. Ma, in rapporto agli eventuali  tratti  comuni, per assieurare che i 
relativi cireuit i  ~lj su Y.~ non si taglino, sono da aggiungere nuove norme, 
r ignardant i  l 'apposizione dei cieli e di re t tamente  prevedibili per il eomporta- 
mento dei punti-base sui eircuiti  di ~? in relazione alla comparsa di an 

eentro eritico. 
Prec isamente  : 

a) Agli spigoli terminali  non si appongano cicli. 
~) A spigoli aventi in comune un vertice di secondo ordine, ehe non 

risponda al ripe I I I a ,  si appongano cicli identici (eventualmente nulli). 
y) Per  due spigoli aventi in eomune un vertice di seeondo ordine 

r ispondente al tipo IIIa  i cicli apposti ai due spigoli siano suseettibili di 

(i~) Oft. p. es. A. OOM]~SSaTTb Sui  circuit i  dispari  delle curve algebriche ~'eali tracciate 
sopra superficie vazionat i  [Boll. Un ione  mat. i ta l iana ,  (1), 12 (t933 b pag. 289-293]. 
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assumere i seguenti aspetti 

[/,, j . , . . . ,  j~, j , + , , . . . ,  j , , - l ,  j,,), 

(J,, J2,..., j , ,  j,v, j , , - , , . . . ,  j ,+,) ,  
dove la seconda successione di indici si costruisce spezzando la pr ima in due 
parziali da rieomporsi dopo averne invert i ta  una. 

8) Riguardo ai tr6 spigoli concorrenti  in un vertice d 'ord ine  tre, la 
scelta delle notazioni possa farsi in modo ehe, apposto a quello portante in 
prossimit'~ l' indicazione II  a iefr. num. 5) il ciclo:  

[J,,..., j r ,  jr+, ,  ...j,,), 
i cicli da apporsi agli altri due siano del t ipo:  

{j,,. . . ,  j,,), [ j .+ , ,  ...j,~,), 

ottenuti  eiob~ spezzando 1~ successione in due p a r t i e d  utilizzandole risp. per 
i due eieli. 

S ' i n t ende  che il l  ~'), 8) non ~ da escludersi  il caso w - - 0 ,  con assenza 
di cieli, n~ lo sono in T), con w :]=0, i casi w - - %  v-2-' 0 sostanzialmente 
identici per la giit constatata ambiguiti~ d' orientamento,  n~ in 8), con w =~= o, 
i, casi sostanzialmente identici v ~ w, v - - 0 ,  in eui viene a mancare  uric dei 
cicli parziali. 

Le norme esposte in a) e (per il tipo IIb) in ~) sono in rapporlo colla 
cireostanza che punti.base non possono eadere n~ in punti  isolati n~ giacere 
su circuiti  (eventualmente parziali) ehe da quello generico siano in ~0 avvici. 
nati da doppia banda, appena si tenga presente la gener~cit~t di ¢? come fu 
eonvenuta.  

Le norme ~sposte in 7) ed in ~) rispondono inveee al comportamento 
degli or ientamenti  dei circuiti  in prossimith di ineroci e di intreeei, deduei- 
bili in ~ da quello eonvenuto in  % (eoi cri teri  di num. 6). 

Concludendo, assunto colic norme prescri t te il s ingramma annotato, esso, 
prescindendo dai cicli, individua % s u  Y'0, mentre  l 'apposizione dei eieli 
predisposta in modo che-sia  possibile t raceiare su E, i b circuiti  utiilateri ~h 
a due a due non seeantisi e, nel senso spiegato, riducibili  a fori in opportuno 
modello; dopo di che, sostituiti f fori con punti-base (cio~ sostituita a E, la ~ 
si ottiene su Y~ il fascio % 

]~ cost raggiunto il fine proposto all' inizio del presente num. 

§ 5. I I  f a s c i o  • d !  c u r v e  g r a f l c h e  s o p r a  u n a  s u p e r f l c i e  Z. 

16. Si consideri an singramma S, o connesso o eostituito da pih parti 
eonnesse e sia esso debi tamente  annotato. 

Se ne potrh sempre costruire un modello nell() spazio proiettivo a tre 
dimensioni. 
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Esso potr/~ an~i supporsi  tale che un piano generico lo tagli in un numero 
finito, eventualmente  nullo, di punti.  

Si introduea allora un fascio F di piani, ciascuno dei quali  sia in tal 
senso generieo rispetto al s ingramma. 

Se per  curva grafica s' intende un sistema di cireuiti  e di punti  isolati 
in numero finito 0~), ad ogni piano di F, effet t ivamente secante il singramma, 
corrisponde una curva grafica costi tui ta dai circuiti  (ed eventuali  punti  iso- 
lati) del fascio % rappresentato dal s ingramma annotato, aventi risp. per 
immagini i punti  d' intersezione del piano col singramma. 

L ' in s i eme  di tali curve grafiche si dir~ un fascio @ di ~urve grafi~he 
(eomposto con un faseio ¢~ topologieamente generico di eircuiti);  si diranno 
poi punti-base e eentri  eritici di d) quelli di % 

I1 fascio (I) non verr~ perb detto topologicamente generico se non inter- 
vengano res~rizioni ulteriori, da in~endersi rivolte ai ire seguenti seopi:  

A) Evitare  che, variando con continuitfi il piano in F, circuiti (even. 
tualmente parziali) di una curva P di (P siano avvicinati (da uno o pifi cir- 
euiti eorrenti) da doppia banda, cosicch~ sotto tale aspetto debbauo conside. 
rarsi come (< doppi ~ per la curva r (e come circuiti critici per 4)). 

B) Evitare che qua lehe  punto-base risulti multiplo per  qualehe eurva F 
di ~P (perch~ comune a pifi circuiti  di P). 

C) Evitare ehe qualche eurva di • possegga due o pifi punti  doppl 
(considerandosi come tall anehe gli isolati). 

Ed allora : 
In relazione ad A): 

:¢) Nell ~ annotazione del s ingramma non dovranno f igurare indieazioni 
dei tipi : 

I~, IIb, I I , ,  I IIb,  IIIc.  

~) Dovr~t escludersi  ehe qualche piano di F tocchi il s ingramma (cio~ 
che abbia  in comune col s ingramma un punto non terminale e nel l ' in torno 
di questo lasci il s ingramma tutto da una banda). 

7) Il piano di F passante per un vertice d 'ordine ire dovr'~ nell ' intorno 
lasciare da una banda lo spigolo colPindicazione II  a e dalFaltra i due rimanenti.  

In relazione a B):  
~) Gli spigoli del s ingramma a cui siano apposti  eicli contenenti  uno 

stesso indice j dovranno formare un circuito incontrato in uno ed in un sol 
punto da eiaseun piano di F. 

In relazione a C): 
s) Nessun piano .di F potrfi, contenere pifi di un vertice del singramma 

con notazioni dei tipi ] Ia ,  ] I Ia ,  IV. 

(is) ])el' 1' uso di questa nomen(.latut'a nel piano proiettivo cfr. L. I'~RU,'4OTTI, (t), C), 
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OSSERYAZIO2qE. - T e n u t o  p resen te  il comma, a), nel s ing r~mma annote~to 
te indicazioni  

Ia, IIa, I I I a  

si po t r anno  sos t i tu i re  colle  pifi sempl ic i  

I, II ,  I I I .  

17. Le  considerazioni  sui punt i -base  e sui centr i  cri t ici  svolte  al nhm. 13, 
in pa r t i co la re  le form. ( 1 4 ) ( t 5 ) ( t 6 ) ( 1 7 ) ,  possono senz~al t ro r i fer irs i ,  a,nzich6 
al fascio ~ di circui t i ,  al fascio q~ di cu rve  graf iche .  

Ma ~ leci to ora, agg iungere  qua l che  complemento .  
Si a s s u m a  perc ib  un  fascio  ~o di c i rcui t i  t opo log icamen te  gener ico  e di 

pifi soddisfacen~,e a,lla eondiz ione del c o m m a  ~) di num. prec.  
Al |ora un  cent ro  cr i t ico di q~ 6 risp. un intreccio,  un  incrocio  od un 

pun ic  i~ola.to secondo che il ver t ice  r i spondenteg l i  nel singramma, sia d' or- 
d ine  tre, due  od uno. 

Conse rva ta  per  il n u m e r o  dei centr i  cri t ici  isolati  ]a notazione c" ed 
indiea to  risp. c o n  c',, c'o il numero  degli  in t recci  e degli  incroei ,  sarh dun- 
que  c', + c" quel lo  dei  vert ioi  d' ordine  dispe~ri del  s ingramma,  quando  si 
r i f l e t ta  t h e  gli even tua l i  ver t ic i  cui non co r r i sponda  a l cun  cent ro  ~rit ico 
sono d' o rd ine  due.  

Ed allora,  pe r  una  propr ie t~  dei s ingrammi  gia r ich iamata  [cfr. { ~ ) d i  
num.  9], sariS: 

(18) c'~ + c" ~ 0 (mod. 2). 

D' a l t ra  parte ,  pe r  la (17) del  num. 13, 6 :  

(19) c', + c'~ + c" ~ Z - -  b (mod. 2), 
onde segue  : 

(20) d~ -~ Z - -  b (mod. 2), 

o s s i a :  I n  u n  fascio ~ eli circuiti  topologicamente generico e soddisfacente alla 
condizione a) di num.  prec., il numero degli incroci ~ p a r i o  dispari  secondo 
che l' ordine di connessione di X ed ,l numero dei punti-base di ~ abbiano o 
non abbiano la stessa paritY. 

Se ne deduce  s e n z ' a l t r o  t h e :  

In  un  fascio ~P di curve grafiche topologicamente generico, il numero degli 
incroci ~ par i  o dispari  secondo che l'ordine di connessione di Y, ed il numero 
dei punti .base di ¢P abbiano o non abbiano la stessa pari t& 

Dai  due  enunc ia t i  scende  poi ( sempre  nelle a t tua l i  ipotesi) il eo ro t l a r io :  
Se l' ordine di connessione di Z ed il numero dei punti-base di :¢ (risp. 

di oh) hanno diversa paritY, esiste almeno un  incrocio (~). 

(~9) Per le proposizioni de] presente num. nel ca.so in cui Y. sia il piano proiettivo err. 
L. BRU'SOTT], (~}~ C), pag. 166-J67, od anche {ma limi'tatamenle a] cast) algebrico) 0), a), 
pag. 370.q71. 
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0SSERVAZIONE. - Giova esplicitamente notarc che~ per 0ss.  4 a. a num. 13, 
le proposizioni dimostrate nel presente num. sono valide anche per il caso 
di ~ non connessa. 

18. Ripresa ora la trattazione di num. 16~ convengono per il seguito 
alcuni rilievi ulteriori. 

Si supponga dapprima che ogni piano di F abbia col s ingramma punti  
comuni. 

Nasce allora una corrispondeuza biunivoca e cont inua fra i piani di F 
e le curve di q). 

Cib pub anali t icamente esprimersi affermando che vi b corrispondenza 
biunivoca e cont inua fra  le curve di (I) ed i valori di tm parametro reale 
(c~ compreso) e topologicamente affermando cite vi ~ corrispondenza biunivoca 
e cont inua fra le curve di (I) ed i punti di un circuito ~. 

I1 fascio q) si presenta dunque come un continuo rientrante in s~, essen. 
done elernento la curva grafica. 

]~ da osservarsi che, per il comma $) di num. 16, qualora qb (topologica- 
mente generico} sia dotato di punti.base, il s ingramma b incontrato da ogni 
piano di F, onde dp risulta r ientrante in s~. 

Se ap ~ privo di pnnti-base, non ~ escluso che ogni piano di F tagli il 
s ingramma;  pub peraltro anche avvenire che F sia composto di << segmenti 
proiettivi >> in numero pari ed al ternat ivamente costituiti da piani secanti e 
non secanti il singramma. 

Gli  estremi di tali (~ segmenti proiettivi ~) saranne piani proiettanti sin. 
goli vertici terminali  del singramma, per i commi a), ~) ed s) di num. 16. 

Ne segue che, nel caso attuale, (I) si compone di un numero finito di 
continui. Ciascuno di questi ha per estremi curve ridotte ad un punto isolato, 
e pub (analiticamente} porsi in corrispondenza biunivoca e continua col valori 
reali di un intervallo serrato e (topologicamente) coi punti di un ¢ segmento >> 
o cellula unidimensionale.  

Se il s ingramma i~ connesso (vale a dire l o b  il fascio q~ di circuiti da 
cui qb proviene), tali continui si riducono necessariamdnte ad uno solo. 

Cosi per un fascio (I) di curve grafiche sopra una superfieie >2 connessa  

due sole al ternat ive risultan0 possibili : 
I. I1 fascio op rientrante in sd. 
II. I1 fascio • dotato di (due) estremi {~'). 

Qualunque sia Z, in talune circostanze pub essere opportuno presentare 
come r ientrante  in sb un fascio ¢ di curve grafiche anche se tale non sia. 
Basterh, in corrispondenza ai piani di F non secanti il singramma, introdurre 

(.20} Per il caso del piano proiettivo ¢ffr. L. ]3r~USOT'rl (~ c), pag. 52, pa~. 57; (i) e), 
pag. ~22. 
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<< curve graflche nutle >> e per convenzione considerare come distinte curve 
nulle rispondeuti  a plant distinti. 

19. Ha pot interesse lo studio del comportamento dei singoli spigoli del 
s ingramma col fascio F e delle conseguenti  interpretazioni per il fascio (I). 

Uno spigolo a cut sia apposto un ciclo, per il comma 8) di num. 16, non 
potrh essere incontrato da un piano di F in pifi di un punto ;  ed i~ F si 
avranno due << segmenti  proiettivi ,,  uno di piani secanti, l 'a l t ro  di non se- 
canti, l imitati  dai plant proiettanti  i vertici estremi dello spigolo; se questi 
coineidono, dei due << segmenti  proiettivi >> manca  il secondo. 

Inteso il s ingramma come immagine di % lo spigolo b immagine di un 
continuo eomposto di circuit i  sostenenti gli stessi punti.base h e l l o  stesso 
ordine e limitato da estremi, ciascuno dei quali implica, di regola, l' inter- 
vente di un incrocio oppure quello totale o parziale di un intreccio (atmeno 
quando si supponga operata in % la semplificazione di cut 5 ratio cenno a 
num. 6 e quindi la conseguente in ¢?). 

Mentre il cireuito descrive in ~ tale continuo, la eurva grafica di cut 
esso fa parte descrive in • il continuo corrispondente al primo dei due 
(< segmenti  proiettivi >> gii~ presentatisi  in F ;  ma l a  curva possiede in gene- 
rale altri circuiti,  il cut , umero  pub anche var iare  entro il continuo per 
l ' in tervento  di cventuali  piani di F proiettanti  vertiei del singramma. 

Uno spigolo invece a cut non sia apposto ciclo sar~t immagine di un 
continuo ~ (§ 1), subordinato a ¢~; e di tale caso ora si dir~. 

Per  comma ~) di num. 16, quando F ~ descritto dal piano corrente, si 
avr~ variazione nel numero delle intersezioni collo spigolo solo quando il 
piano venga a coincidere con uno di quelli proiettanti  gli estremi e la varia- 
zione sar~ di un' unith. 

Segue che F si scompone, in due << segmenti  proiettivi • di piani secanti 
lo spigolo risp, in m ~  o punti  ed in m + 1 punti,  onde corr ispondentemente  4) 
in due continui di curve grafiche aventi in ~ risp. m e d  m q-1  circuiti  (ed 
altri eventuali  fuori di ,~); nel easo di coincidenza dei due estremi dello spi- 
golo, il che implica m / >  o, il sec0nde <~ segmento proiettivo >> (risp. il secondo 
continuo) r isulta nullo. 

In  modo pifi espressivo si pub dire che quando il circuito corrente de- 
scrive il continuo ~, la curva grafica di cut il c ireuito fa parte descrive (I) 
per in t i e ro  m volte, descrivendone pot ancora una volta il continuo (even- 
tualmente  nullo) delle curve corrispondenti  ai piani~ di F~ (m + 1)-secanti 
lo spigolo. 

I1 numere  m sarfi, detto vlasse detlo spigolo rispetto ad F (e del continuo 
in qb). 

La Fig. 17 r iproduce il comportamento di uno spigolo PQ di classe zero,, 
supposto F di piani para]lcli [orizzontali) e Fimproprio non seeante lo spigolo. 

A n t l a l i  di  ,~wgemai*ee~, ~ o r i e  l~," , T o m o  X X V ,  1~ 
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Le Fig. 18 e 19 r iproducono invece quello di uno spigolo 

A I / ,° (~) 

]~ig. 17 

PQ di classe 

\ l 

!o 

]0ig. 18 Fig .  19 

d~e, colla medesima scelta di F e col piano impropJ'io bisecante, 
due casi degli estremi distinti  e coincidenti. 

risp. nei 

20. Si aggiungono ora alcune considerazioni intese a svincolare la no- 
zione di fascio di curve grafichc da]l 'uso del part icolare model]o p~'oiettivo 
finora adottato per il singramma. 

0r ien ta to  F, viene indotto un orientamcnto su ciascuno spigolo. ]nvero 
assunto uno spigolo del singramma, per la condizione del comma ~) di num. 16 
quando un piano descrive F in verso positivo, le sue traccc dcscrivono lo 
spigolo in un medesimo verso, che si assumerh come positivo, eosic(,hb 
quando un punto descrive lo spigolo in tale ve r so  in F il piano proi~,ltantc 
si muove costantemente nel verso positivo. 

L' oricntamento che ne consegue per gli spig01i del singramma, in rela- 
zione ai commi ~) e y) di num. 16, soddisfa allc seguenti norme" 

A) Due spigoli separati  da un vertice di secondo ordine sono orientati  
in modo concorde (onde, rispetto a tale vertice, l~no di essi r isulta conver- 
genre e l' altro divergente). 

B) Dei tre spigoli con0orrenti  in un vert ice di terzo ordine, quello 
segnato con I I  ~ convergente (o risp. divergente) rispetto a tale vert, ice, ed i 
r imanenti  due sono divergenti  (o risp. convergenfi). 

Nessuna norma vincola il comportamento degli spigoli terminali r ispette 
al vertice di primo ordine (cio~ terminale). 

L'apposizione di frecce ai singoli spigoli no indiehe~'h, i rispettivi orientamenti .  
Ad un mutamento di verso in F l i n  ~i corri.~ponde un mutamento di 

verso di tutti  gli spigoli del singramma. 
Se ora descrivendo /T i~ verso poaitivo, .~i asaumo come inizi~le il piano 

proiet tante un veriice, sarh individuato l 'ordinamcnto  dci piani proi(:itanti i 
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vertici r imanenti ,  il ehe si potrfi, indicare apponendo ai vertici (a cominciare 
dull' iniziale) i humeri  

1, 2,..., ~o, 
ehe si diranno le toro quote. 

Veramente  nell' ultima affermazione ~ implicito che in F i piani proiet- 
tanti i vertiei siano tutti dist int i ;  ma tale cireostanza per il comma ~) di 
num. 16 generalmente  si avvera e le eventuali  eccezioni cosi dovu4e a vertici 
eontrassegnati  con I (--~ I~) possono supporsi rimosse spostan'do, com'~ lecito, 
tali vertici sostanzialmente scambiabiti con punti generici del singramma, gli 
uni e gli altri  immagini di circuiti  gener ic i  di % 

Inf ine a ciascuno spigolo a eui non sia apposto ciclo si apporrk l ' indi- 
eazione della rispettiva classe m (num. pree,). 

Quando ad un s ingramma si appongano anche te nuove indicazioni 
(frecce, quote, classi) il s ingramma si dira annotato e quotato. 

21. Premesso tutto cib, si assum,'i det s ingramma un qualunque model lo 
e lo si supponga debitamente a, nuotato e quotato, .ore la clausola <~ debita- 
mente  ~> ha significato gi'h, acquisito per il modo d' annotare il s ingramma e 
ne acquista uno per il modo di quotarlo in virtfi del num. prec. 

Si proverb come sia possibile allora costruirne un modello proiettivo del 
tipo fin qui utili~;zato, onde i] s ingramma cosi annotato e, quotato risulter~t 
atto a rappresentare  un .fascio ~ di curve grafiehe. 

Nello spazio proiettivo a tre dimensioni si assumano, in un fascio F e 
nell' ordine scritto, ~0 piani distinti 

e su di essi (in modo generico) risp. i punt i :  

V,, E, . . . ,  V~o 
da interpretarsi  come vertici del modello da eostruirsi,  risp. di quota 

1, 2,. . . ,  {~o. 
Alla costruzione degli spigoli si premette  che sopra una ret ta  u, non 

incidente l 'asse  di E, viene indotto dal fascio un verso positivo, onde, intro. 
dotti sulla u due distinti punti  H, K, dei due segmen~i orientati  aventi il 
primo estremo in H ed il secondo in K, uno risulter~ di verso positivo. Esso 
verr~ d' ora innanzi semplicemente indieato con /-IK. 

Si voglia ora costruire lo spigolo V~ V/del  modello, ore, supposto dapprima 

i ~ j ,  

~i intenda the  V~ e V~ siano risp. primo e secondo estremo quando io spigolo 
si orienti nel verso indieato dalla relativa freeeia. 

Se allo spigolo 5 apposto un ciclo oppure se esso ~ di classe zero, entro 
il modello proiettiw~ si pub eoner'etarlo nel segmento, rett i l ineo F~-V~. 
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Se invece lo spigolo ~ di classe m ~ 0, assunti  genericamente sul piano 
u~ i punti  

e sul piano ~ i punti 

O j,, Q m, 
lo spigolo potr/~ concretarsi  in una spezzata i cui lati siano ordinatamente :  

Q.~3P,.~,'.', P,, ,~-, QJ.,, Q J, .P, , . ,  P,m Vj.  

In  ogni caso il verso dei singoti segmenti  rett i l inei orientati  coincide 
con quello indicato dalla freccia. 

S' intende che se, come talora pub accadere, i due vertici siano, nello 
stesso ordine, estremi di due distinti spigoli, si assumeranno una. volta su u~ 
(risp. 7:j) certi punti  P~8 (risp. Qj~} e l' al tra certi punti P',~ (risp. Q'.~t) tutti 
distinti dai precedenti .  

A tale accorgimento non si pub r icorrere quando ciaseuno dei due spi. 
goli  sin affetto da eielo o sia di classe zero;  si potr/~ allora realizzare uno 
degli spigoli con V~Vj, indi, assunto un punto interno a V~V~, per esso it 
piano di F, e nel piano un generico punto P~, realizzare l ' a l t ro  spigolo 
nella spezzata di lati ViP~, P, Vj. 

Rimane ora a considerarsi  1' a l ternat iva 

i = j ,  

in cui i due estremi dello spigolo coincidono. 
Se allora allo spigolo ~ apposto ciclo oppure esso ~ di classe uno, una 

ret ta  gener icamente  condotta per  V; ~- Vj~ assunta in verso positivo e pensata 
come segmento di estremi coincidenti  in V~, fornirh~ 1o spigolo del modello. 

Se invece lo spigolo ~ di classe m ~ l, introdotto in F un piano 7:* :4:u~, 
ed assunti  gener ieamente  su ~:~ i punt i  

Pq~.. . ,  P i , m - i  
e su 7:* i punti  

i 

Q~,,..., Qi,m-4, Qim, 

si concreterh lo spigolo nella spezzuta di la t i :  

L Q , , ,  Q,,P,~, P,Q,~,  Q,,~P,~, P,2Q,3, 

Q,~p~, ..., Q~ , , ,_~p, ,  ~_ ,  , P, , ,~_, Q,~ , Q~,~ V~. 

Raggiunto ormai lo seopo, si pub concludere che :  
Assegnato un  singrcemma debitamente annotcdo e quotato, esso ind iv idua  

(~ meno di omeomorfismi) il faseio q) di curve grafiche (topologicamenle gene. 
rico) del quale fornisce la retpprese~dazione. 
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~2. La eonclusione del num. prec. r ichiede perb un ehiarimento,  al 
quale qui si provvede. 

Assunto un s ingramma con vertiei di ordine ~ 3 ,  ~ leeito, ed in pi~ 
modi, annotarlo in maniera  da renderlo atto a rappresentare  un faseio q~ di 
cireuit i  t he  sia topologicamente generico. 

Ora, cosi annotate  il s ingramma, si pub ehiedere se sia sempre possibile 
quotarlo debitamente,  ciob in maniera  da renderlo atto a rappresentare  un 
faseio ap di curve grafiehe topologieamente generieo. 

Tale quesito si pub t radurre  in quello pill espressivo, se i cireuiti  di un 
fascio ~ topologicamente generico possano sempre raggrupparsi  in curve gra- 
fiche in tale maniera  da, formare un fascio • topologicamentc generico. 

Ora la risposta 6 negativa, come risulta dalle eonsidera~ioni seguenti.  
Intanto una condizione necessaria  b gia implicita nel comma ~) di num. 16, 

escludente per ? eontinui provenienti  da determinat i  tipi di continui ~ in ~0, 
ossia determinate  annotazioni per i vertici del s ingramma aventi ordine 
u n o  e d u e ,  

Ma essa non ,~ sufficiente, come gii~ prova il semplieissimo esempio 
offerto dal farSCiO ~ r ispondente al s ingramma annotate  
di Fig. 20, perch, ,  eomunque si orienti lo spigolo 
avente gli estremi coincidenti,  questo non pub r iuscire  
convergente (o d i v e r g e n t e ) i n  doppio mode rispetto 
all 'unieo estremo, come r iehiederebbe il comma B) di 
num. 20. 

In altri termini un fascio ¢D rieavato da qo deve 
possedere almeno un cireuito critico, in opposizione 
a comma A} di num. 16. 

L'escmpio gih pone in lu te  come la difficolta sia 
legata alia scelta ehe in ciaseun vertice di terzo ordine 
del s ingramma si fa dello spigolo cui sia da apporre (in prossimita del ver- 
rice) 1' indieazione II. 

Ed invero ,  s e a l  s ingramma annotate di Fig. 20 si sostituisee quello di 
Fig. 21, in eui tale indieazione b spostata, ~ possibile or ientate  gli spigoli in 
mode e h e l a  condizione B) del num. 20 sia soddisfatta, p. es. nel mode sug- 
gerito dalte frecee introdotte in figura. 

Pe r  por te  chiaramen~e, la questione eonviene intanto seindere l 'opera .  
zione del << quotare  >> in due parzial i :  

~) Apposizione delle freece, ossia orientamento del s ingramma (~). 
~.} Apposizione delle quote e delle classi. 

Fig. 20 F!g. 2! 

(-2t) L a  l oeuz ione  ~ o r i e n t a m e n t o  del  s J n g r a m m a  ~ e ]e a n a l o g h e  sono  qui  u,~,tt, e in s e n s e  
pil'~ la te  dl qua] lo  e, o n s u e t o ,  nel  q u a l e  il s i n g r a m m a ,  p o t e n d o  po.~,~edr,re vr, r l iei  d ' o r d i n e  
d i spa r i ,  r i s u l t a  di r e g o l n  [eJ'r. D. Ki~Ntt', ('% ling. 29] ,, non  o r i e n t a b i l e , ,  non sust.~,ttihile eiob 
di e s s e r e  ¢ c o ~ t i n u i r l i c h  g e r i c h g e t  ~, 
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Dopo di che sar~ opportuno procedere nel l 'ordine seguente :  
I. Orientamento del singramma. 
II. Annotazione di questo. 
III .  Apposizione delle quote e delle elassi. 

Riguardo all' or ientamento si pub d~imostrare la proposizione: 
Dato un  s ingramma i cui verlici siano di ordini  ~ 3, ~ sempre possibile 

orientarlo convenientemente (e di regola in pifi modi essenzialmente distinti, 
cio~ non dedueibili  l' uno dall ~ altro per inversione di tutti gli orientamenti).  

La clausola convenientemente ~ va intesa nel senso che si~ano rispettate 
le eondizioni imposte dai commi A) e B t di num. 20 e r iguard~nti  risp. i 
vertici d i  seeondo e di terzo ordine. 

Baster~ dimostr~re il teorema per un s ingramma S connesso, perch6 in 
euso contrario il procedimen~o si pens~ applicato alle singole patt i  eonnesse. 

Cib posto, se it s ingramma S non possiede vertici d 'ordine dispari, esso, 
possedendo solo vertici d 'ordine due, si r iduce ad un circuito;  orientatolo, ven- 
gono indotti sui singoli spigoli or ientamenti  soddisfaeenti alla A) di num. 20. 

Se invece il s ingramma S possiede 

2d = c', + c" > 0 

vertici d 'ord ine  dispari (~), esso pub le generalmentc  in pifi modi) seomporsi 
in d ea, mmini aperti  (~), aven t i ' e s t remi  forniti dai vertiei d ' o rd ine  dispari, 
eosi distribuiti  in d topple. 

Di tall eammini  uno solo ne passa, per ciaseun vertiee d' ordine uno o 
due ;  per un vertiee d 'o rd ine  tre, oltre a quello che lo ha per estremo, ne 
passa un aitro (eventualmente eoineidente col primo). 

Si orienti tarbitrariamente~ eiaseun eammino. Cib sui singoli spigoli in- 
duce orientamenti  che rispettano le eondizioni A) e B) di nu,m. 20, eom'b  
immediato per i vertiei d' ordine due e come risulta per quelli d' ordine tre. 
appena si osservi che dei due spigoli rispondenti a l passaggio uno. 5 eonver- 
genre e l 'altro divergente, onde la B) b soddisfatta eorrmnque si eomporti il terzo. 

Dimostrato il teorema, ~ utile aggiungere che reoiprocamente ogni orien. 
tamento conveniente del s ingramma (connesso) pub conseguirsi col procedimento 

descritto. 
]nvero per gli spigoli di S siano assegnati orientamenti  r ispettanti  le 

condizioni A! e B} di num. 20. 
Se non si hanno vertici d' ordine dispari si presenta il caso ovvio del 

circuito. 
Escluso quest(), si premetta  che ogni spigolo 6 divergenW per un ~tstremo 

e convergente per t 'a t t ro,  onde i] numero dell(* divergenze cguaglia quello 
delle convergenze. Poieh6 ogni vertice di second 'o :d ine  assorbe una diver- 

~'~} Cfr .  (~:~) di n u m .  9 ~, fo rm.  (1,~j di n u m .  17, 
~'~:~) R . i fc r in len t i  in M. DEHN und  P .  H I.:~(~AAI~J~ t~)~ pag .  173, ed in  D. KSNJ(~ ~'~), pag .  22, 
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genza ed urm eonvergenza, ne segue che dei vertici d' ordine dispari (primo 
o terzo) tanti son quelli in cui il numero delle divergenze supera di uno il 
numero delle eonvergenze, quanti  quelli  di comportamento opposto. 

A part i te  da uno dei vertici (d'ordine dispari) del primo ripe, si percorra  
an  cammino seguendo il verso indicate d~lle frecce, fineh~ s ' incont r i  un 
vertice del secondo ripe. Indi, se esistono ulteriovi vertici di primo ripe non 
ancora utilizzati come estremo, si r iprenda l 'operazione da uno di questi uti- 
lizzando nuovi spigoli e terminando con un nuovo vertice di secondo ripe; ecc. 
ecc. fine ad csaurimento dei vert ici  di primo ripe da assumersi  come estremo. 

Si b taeitamenta supposto ehe eiascuno dei p roeed imen t i  parziali sia 
ef fe t tuabi le ;  il ehe c~,rto 5, in quanto,  per  esser(, finite {1 nmnero degli  spi. 
goli, un tale procedimento deve axres~arsi, ma impedimento a proseguirlo non 
pub insorgere nb in un vertiee d 'o rd ine  pari, eom'5  ovvio n5 in un vert ice 
di terzo or(line di primo ripe od udlizzato come cstremo o non utilizzato 
el)pure di seeondo tip() gih utilizzato come estremo, sempre disponendosi di 
ahneno uno spigolo divergcnie.  ] casi di un vertice de] primo ripe d~ordine 
rye girl, utilizzato per un pa, ssaggio o d' ordine uno non s ' incontrano,  nessun 
nuovo spigole eonvorgendovi.  

Cell' intero pro(;edimento si saranno costruiti  d eammini. Se essi esauri- 
scone il s ingramma le scope 5 raggiunto ;  se non lo esauriscono, rimangono 
esclusi spigoli ordinabili,  seeondo l' indicazione delle frecce, in circuiti, cia- 
scuno dei quali  (pc1' l 'ipotesi di S connesso) passa per  uno almeno dei vertici 
di ordine ire e pub quindi  gggregarsi ad uno dei eammini gih traeciati, i 
quali cosi eompletati  r ispondono allo scope. 

Esaminata  ormai sotto ogni aspet to  la questione de l l 'o r ien tamento  del 
singramma, lo si supponga orientate, 

Si proeederh, a.llora all 'a,nn0tazione di questo, tenendo presente la restri- 
zione :¢) di num. 16 (e l ' 0 s s ,  al num. stesso}. Si apporr~ perci b ai vertici 
tcrminali  l' indieazione IV ed a eiaseun vert iee d ~ ordine due l' una o P ultra 
delle I o I I I a d  arbitrio. Riguardo ai vertici d' ordine ire 1' intervento delle 
frecce gi~ individua quello dci ire spigoli cni debba apporsi  l ' indicazione II, 
sempre per  la condizione B) di num. 20. Dope di che si passi all 'apposizione 
dei cicli in mode r ispondente alle norme conseguenti  alle indicazioni dei 
vertiei e gih, note (cfr. num. 15). 

Inf ine  l' at tr ibuzione ~ detle quote ai vertici e deile classi agli spigoli 
sprovvisti di ciclo si J?ub compiere in mode affatto arbitrario. 

0 S S E R V A Z l O N E .  - II eontenuto del pres¢~nte num. pub anche interpretarsi  
come un procedimento costrutt ivo di fasci (I) di curve grafiche (topologica- 
mente generiei). 

Percii) ta risoluzione del problema di costruire fa.sei ¢ di cui siano 
assegna, ti caratteri  topologici (numerativf od altrimem, i qua]itativi) si pui~ 
considerate  eonw virt,lalm(mte ragffiunta. 
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§ 6.  G e n e r a l i z z a z i o n i .  

28. La trattazione svolta nei §§ 2-5 si r iferisce a fasci ~ di circuiti  e d) 
di curve grafiche detti <( topologicamente generici ,>. 

I1 criterio assunto per la genericith dei fasci ¢ troverb~ la sua, giustifi- 
cazione nell '  applieazione al caso algebrico di cui si dir/~ nel seguente § 7. 

I1 eriterio per la genericith dei fasci ¢~ 6 stato peraltro assunto con 
qualehe maggiore ampiezza di quanto eorrisponda al caso dei fasci ~ dai 
quali  per eonveniente  aggruppamento di eircuiti  possano ricavarsi  fasci qb 
topologieamente generiei, e eib per non ant ic ipate  quelle eonsiderazioni sulla 
eselusione di circuiti  eritiei ehe a rigore trovane il loro posto piuttost, o nel]a 
teoria dei fasei (I) ehe in quella dei fasei ~. 

Un' impostazione delle trattazioni che avesse at tr ibuito maggiore genera- 
lit/~ ai fasci ~ e (I) aw'ebbe assunto sviluppo eccessivo senza r ispondente 
yantaggio. 

Tut tavia  neI presente § si vuole far cenno di talune genera.lizzazioni, 
con riguardo speciale a quelle che possono interessare il caso algebJ'ico. 

24. Si inizl il processo di generalizzazione dai fasci ~ privi di punti-base 
I§ 2~, nel senso di costruirl i  coll ' impiego di continui ~ ad estremi di tipi pifi 
generali di quelli introdotti  nel § 1. 

Assunto in ¢~ genericamente un circuito, esso vel'r/~ ancora supposto privo 
di punti  multipli  e di intersezioni con altri circuiti  di %o; faranno eceezione, 
in numero finito, certi circuiti  e questi si raggrupperauno in (( sistemi con- 
nessi completi )>, dicendosi connesso completo un sistema di eircuit i  

). , , . . . ,  ).,~ (a > 1) 

tale che eiascun circuito ),i (i > 1) intersechi almeno uno dei preeedenti~ ma 
non esista in q~ alcun ulteriore circuito secante qualche )'i { J ~  I, . . . ,  a). 

I punti  multipli  e le mufue intersezioni dei circuiti ),.j di un sistema 
eonnesso completo (centri critici per ¢~ producono una suddivisione dei eir- 
cuiti ),j in segmenti, i quali~ contafi due volte, possono ordinarsi in circuiti  

i~4 , . . . .  g.,., 

che, eventualmente a gruppi~ forniscono i contorni delle regioni determinate 
sulla v del sistema eonnesso compteto, e .qi suppone in maniera da evitare 
per  Z punti singolari (come taci tamente si b fatto al § 2 i. 

I circuiti  [~h intervengono in .~ come estremi di continui +, onde sarh, r 
l 'ordine  per il corr ispondente vertice del s ingramma S. 

S ' in tende  che possono intervenire come estremi di continui ,~ anche cir- 
euiti ~( privi di punti  multipli  e di intersezioni con altri circuiti  ,¢ togni volta 
con r ~ 2 t  e punti  isotati (con r-----1L 
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Si potrh, perb anche r inunziare  ad una precedente  restrizione ed ammet- 
tere la eventuale comparsa in Y, di singolarith in relazione alla scelta degli 
estremi per i continui ~b. 

Esemplificando, se, per un intreccio del tipo introdotto al num. 1, si 
suppone . che  ciascuno dei due cireuit i  parziali intervenga due volte come 
estremo di continui  ~p, la Z acquista un  punto singolare t he  in opportuni 
modelli pub presentarsi  come punto doppio eonieo per essa. 

E a tale singolarit/~ si perverr~t pure supponendo che un punto isolate 
sia assunto due volte come estremo di continui ~. 

Net due esempi si avrh risp. r ~ 4, r - - 2 .  
0SSERVAZIONE.- Un' ul teriore estensione potrebbe attuarsi  ammettendo 

ehe anche il circuito generico di ~0 possa presentare  punti  multipli  (almeno 
per taluno dei continui q~}; la )2 acquisterebbe allora linee mul t ip le ;  ma eib 
nun avrebbe importanza per la topologia intr inseca di ~,, nella quale tali 
singolaritfi, si possono eonsiderare come inesistenfi. Una eonsiderazione ana- 
loga potrebbe svolgersi per lince mult iple provenienti  da interse~ioni fra 
eireuit i  distinti. 

25. Si passi era  a generalizzare la nozione di fascio ~ dotato di punti- 
base, cow introduzione di punti.base multipli. 

Si faccia r iferimento ancora alla superfieie ~,, {non orientabile} su cui 
st)no traceiati  b eircuiti  

unilateri ,  privi di singolaritfi e a due a du¢~ non secantisi, essendo allora ~, 
la Superficie ehe si ottiene introducendo il modello di Y,° in cut i b circuiti  ~i 
sono sostituiti da al tret tanti  fort in punti  B~, indi sopprimendo tall fort 
(err. num. 13). 

Sulla ~v o si consideri anc0ra un fascio % di circuiti  privo di punti-base, 
ma si ammet ta  che i cireuiti  di ¢Po secanti un circuito ~i possano anche ta- 
gliarlo in un numero (finite) di punti  maggiore d i a n o ,  senza escludere t he  
dei  cireuit i  di % taluni (in numero finite) possano toccare ~i (intendendo con 
cib t he  nell' in terne di un punto eomune il circuito giaccia tutto da una 
banda di ~i), e ehe su ~ possano eventualmente  giacere centri  critici di %. 

Quando un cireuito di % descriva un continue ,~, il numero delle inter. 
sezioni con ~ si manterr'h costante finchb non intervenga un contatto, nel 
qual case tale nnmero aumenter/~ o diminuirh di due unith. 

Per  i singoli segmenti  di un sistema connesso complete il numero delle 
intersezioni con ~ ~ individuato dal comportamento dei circuiti  appartenent i  
a sistemi ,~ che in quello confluiscono, il ehe vincola mu tuamen te  i sistemi ~, 
ciascun segmento intervenendo sotto questo aspetto due volte. 

In opportuni modclli, a rami di circuiti  di ~o secanti ~ in pnnti  distinti 
corrispondono rami di circuiti  di ~ useenti  dql ])unto-base Bi con tangenii  

Annotli di Mettematica, S ~ r i e  I V ,  'l o m o .  X . X V .  13 
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distinte, a rami tangenti  rami con cuspide in B+, a rami incrociantisi in un 
punto di ~ rami ehe si toceano in B~ (onde ad un ordinario centre  eritico 
nodale su ~i un taenodo in Bd; infine ad un punto isolate giacente su ~ un 
punto isolate eoineidente con B~ e limite di eircuiti  con node nel punto-base 
B~, tendendo le tangenti  nodali a coincidere in una certa retta useente da B~. 

0 S S E R V A Z I O N E .  - Per  i fasci ~ descritti  nel presente num., rami di eir- 
cuiti di % gener icamente  useenti  da un punto.base B~, ivi si attraversano. 

Si possono considerare anehe fasei ~ in eui per qualehe Be tall rami 
invece ivi si toeehino. 

A cib si potrebbe giungere partendo da fasei % non gi/~ privi di punti- 
base, bensi con un punto-base (almeno) su qualche ~ .  ]~Ia pifi speditamente 
si possono presentare  i nuovi fasci come casi-limiti degli antichi, supponendo 
the  due punti.base siano venuti a coincidere in uno stesso B~. 

]~ perb da osservarsi the, se in B~ non intervengono eccezioni, la super. 
ficie ~, presenta ivi un punto singolare (come nell' esempio e lementare  del 
faseio ~ generato d~ un eerehio che ruoti attorno ad una sua tangent@ E 
questa eventualit~ ~ qni da eseludersi. 

Nei cam pih semplici interverrg in B~, come forma limite del eomporta- 
mento generico, od un punto isolato od un nodo (dovuto questo o ad un in- 
treccio o ad un incrocio). Esempi nel piano proiettivo sono il fascio di cerchi 
the  in un punto B si toeeano ed il faseio di coniche aventi in comune tre 
punti e la tangente in uno B di essi. Tali esemp~ possono essere utili per lo 
studio dei fasei ~ ehe nelFintorno di un punto.base abbiano eomportamento 
omeomorfo a quello ne l l ' in torno  di B. 

26. Ai fasci ~ intesi nel sense generalizzato dei precedenti  num. 24 e 25 
si possono estendere le proprietY, numerat ive  introdotte ai num. 8 e 13 per i 
fasci ~ top01ogieamente generici.  

Si supponga dapprima ~ privo di punti.base (come gi~ al num. 8). 
Introducasi  aneora su ciaseuno degli eventuali  g circuiti  "¢ un punto G 

e dieansi promiseuamente  punti Q i c centri  eritiei di ~ ed i g punti  G. 
0 g n u n a  detle t regioni R eoperte dai singoli eontinui ~ ha il eontorno 

eomposto di due parti su ciascuna delle quali giace almeno un punto Q, onde 
nella regione potrh segnars i  un segmento 0 unisecante  i circuiti  del relative 
continue q~ ed avente gli estremi in due punti  Q presi risp. sulle due parti 

del contorno. 
Si sar~ allora diste~o sulla E un poliedro le eui faece sono le regioni R 

eosi tagliate ed i eui vertiei sono i punti  Q. 
Ne sono spigoli i t segmenti  0, i g segmenti prodotti sui eireuiti  y dai 

rispettivi punti  G, infine i segmenti  in cui i circuiti  dei sistemi eonnessi 
completi (num. 24) vengono ripartit i  dai centri  critiei. 

Se con si (i---= 1,..., c) si indica il numero dei rami uscenti dai singoli 
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centri  critici (onde per un punto isolato sia. s~ = 0), sarh 2sl quello degli spi- 
goli dell' ultimo tipo in essi risp. concorrent i ;  ma in tal modo ogni spigolo 
di tale tipo verri~ nel computo eomplessivo conmto due volte. 

Da tutto quanto precede si deduce, colle consuete notazioni:  

onde : 

~21) 

c % : C  q - g ,  
c 

% = t + g + Y ' s ~ ,  

Z = 2  + ~(s~- -  1). 

Nella (21) r ientra  la (6) di num. 8, a, ppena si osservi ehe per un centre  
orifice ordinario nodale (risp. is~)lato) 5 s~ == 2 (risp. s l - - 0 ) .  

La (21} potrebbe del resto seriversi nella forma (6) qualora si eonvenisse 
the  un centre critico s-plo (con s ~ 2} equivalga ad s-1 ordinar~ cenlri cri. 
~ici nodali. 

OSSERVAZlO~E 1 ~. - C h e  un centre  critieo s-plo (con s ~ 2 )  peril  alla 
connessione Z di v contr ibute s - l ,  pub ritrovarsi nel mode seguente. 

Si seostino nell ' intorno del centre  critico gli s rami, cosl da produrre  (2) 
g ~ 

intersezioni distinte dei rami a due a due e da introdurre,  aeoanto alle re- 
gioni preesistenti  per l' intervento del relative sistema connesso complete, 

altre 

Nelle regioni provenienti  dalle ant iehe si mantenga l ' andamento  dei cir. 
euiti di % ma in eiaseuna delle nuove regioni si introduca un cont inue 
avente per estremi il eontorno ed un punto isolate. Allora nel nuovo faseio 

il cent re  eritieo s-plo verr~, sostituito da ( ~ ) c e n t r i  eritiei ordinarl  nodali e 

2 eentri  eritiei isolati, portando quindi per la (6) a Z il eontributo 

-- 1 ) =  

come appunto volevasi. 
O S S E t ~ V N Z I O N E  2 a. - Netla preeedente  Oss. si ~ taei tamente ammesso ehe 

gli s rami a due a due si attraversino. La restrizione perb non ha importanza 
perehg sotto l 'aspetto puramente  topologieo i semirami possono sempre abbi- 
narsi in modo ehe el6 avvenga, adattando allo seopo 1' interpretazione del 
sistema eonnesso eompleto. Ma ~ pur leeito r ispet tare 1' abbinamento ehe in 

~4) Per  i] piano proiettivo e per rette cfr. L. Bnllso~rl, {t), b) pag. 615. Ma ta pro. 
prieth subito si estende al case generale. 
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determinati  modelli sia consigliato da considerazioni proietti~e od analitiche. 
Pe r  esempio nel caso di un ordinario tacnodo si potr~t scostare uno dei rami 
in maria che nel l ' in torno bisechi l 'a l t ro  e nelta tunula cosi prodotta inserire 
iI continua ~ avente per estremi il contorno ed un punto isolato; ne seguir~ 
(per F intervento di due centri critici nodali e di uno isolato) il contr ibuto 
2 - -  1 ~ 1, come dev' essere. 

27. Pe r  un fascia ~ dotato di punti.base, si iutroduca al solito il fascia % 
privo di punti-base sulla Z o e si supponga dappr ima che nessun centro cri- 
tico di ~0 giaccia su alcun circuito ~ .  

In  tale caso vale integralmente la trattazione di num. 13 c percib dalla 
(21) di num. prec. si pub dedurre  la 

(22) Z ~ 2 - -  b + Z ~s~-  1), 
i : -1 

se pure non si voglia mantenere la (14}, interpretandola nel modo seguito al 
num. prec. per la (6). 

Qualora p a l  sopra un circuito ~ il fascia ~o possegga un centro critieo 
s-plo (con s ~ 2 ) ,  nel corrispondente punto-base Bi, per  opportuno modello, 
si hanna s rami che ivi si toccano {cfr. num. 25), il che potr~ esprimersi  
dicendo the  al punto-base B~ ~ infini tamente vicino un centro critico s-plo  
di ~ nella direzione della tangente comune. 

Se invece su ~ giace un centro critieo isolato di %,  si hanna, in oppor- 
tuna modello, circuiti  di ~p con nodo in B~ i quali  (num. 25) impieeolendosi 
tendon() ad un punto isolato ( ~  B~), mentre le t a n g e n t i  nodali tendono a 
coincidere in una retta uscente da B~; e eib potr/~ esprimersi  dicendo ehe 
a B~ ~ infini tamente vicino un centro critico isolato di ~ nella direzione di 
tale retta. 

Segue c h e l a  (22) potrh ri tenersi  ~alida anche in questi  casi, purch~ i] 
sommatorio the  in essa f igura si estenda anehe ai centri eritici inf ini tamente 
vicini a punti-base. 

OSSERVAZIO~E. - Meno agevole ~ disciplinare il calcolo di Z per  i fasci 
di cui ~ fatto cenno nel l 'Oss ,  al num. 25;  ma la quest ione non sara qui 

approfondita.  
Solo si osserverh come nel primo (risp. nel secondo) degli esempl ivi trat- 

tati il contr ibuto complessivamente portato dal punto B sia ~-: - - 2  (risp. --- 0). 
Ora a tale risultato si pub pervenire formalmente nel modo pifi semplice 

sommando algebricamente il contributo - - = -  1 di un singolo punto.base B 
con quello - -  - 1  (risp. ~ 1) di un singolo centro critico ordinario B isolato 

(risp. nodalel. 
Ma si pub ancora presentare  il fascia come (:aso limite di un fascia 

con punti-baue a eomportam(~nta generico, nel quah+ il eontril)uto dei (lu(= 
punti-base confluenti  in B semprc risulta ~ -  2, ma  durante  il passaggio 
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al limite nel primo esempio, in assenza di centri eritici nell' intorno, tale 
permane,  mentre  nel secondo esempio, a lgebricamente sommato col contributo 
----2 di due eentri  critiei nodali pure  confluenti  in B. d/~ luogo ad un con- 
tributo complessivo --~ 0. 

28. Si venga ora alla generalizzazione dei fasci (I) di curve grafiche. 
Oih nel l ' ipotes i  di ¢~ topologicamente generico, (1) si pub generalizzare 

ammettendo t' eventuale esistenza: 
I. Di circuiti  critici. 
II. Per  b :> 0, di curve grafiche dotate di punti multipli in punt'i.base, 

per il passaggio ivi di pifl cireuiti  eomponenti.  
III .  Di curve grafiche dotate di pifl punti  doppi (per b : / 0  fuori dei 

punti-base). 
Percib, introdotto ancora del s ingramma annotato S il modello nelip 

spazio proiettivo tridimensionale,  baster~t r inunziare  alle clausole a), ~), ~,), ~), 
e) di num. 16. 

Ma si pub girl supporre generalizzato ~ nel senso dei num. 24, 25. E 
tuttavia del s ingramma S potrrl, introdursi  un modell0 nello spazio proiettivo 
a tre dimensioni, col quale riferimento, mantenendo la massima generatit~t 
compatibile eoll 'indole della presente ricerca, basterrl, imporre che ogni piano 
del fascio F incontri S in un numero finito di punti. 

Se si volesse invece conservare la restrizione A) di num. 16 relativa 
all' assenza di circuiti  critici, oltre all' escludere [a)] contatti di piani di F 
con S, si dovrebbero evitare sistemi connessi completi che inducano doppio 
aw, ieinamento [estensioue di ~)] ed altresi imporre un determinato comporta- 
mento at piano di F passante per un vertice di S rispetto agli spigoti uscenti  
dal vertice in relazione al significato di questi [estensione di ?)]. 

S ' intende che tutto cib dovrebbe presupporre  annotazioni del s ingramma 
adeguate alta generatizzazione di % 

Percib, suppongasi dapprima ~ privo di punti-base. Indieati  allora con 
lettere i centri  critici pert inenti  ad uno stesso sistema connesso completo, 
questo dovrebbe sotto un certo aspetto earatterizzarsi mediante  una tabella 
formata da cicli di tet tere {con eventuali  ripetizioni) in relazione alla dispo- 
sizione dei eentri  eritici sui singoti eireuit i  del sistema (~); indi a ciascuno 
degli spigoli uscenti  dal vertice immagine del sistema dovrebbe apporsi, in 
prossimith del vertiee~ il eic]o relativo a l l 'o rd ine  col quale i centri critici 
compaiono sul circuito ~t~ da cui si diparte  il continuo ~ del quale lo spigolo 
offre I' immagine. 

(e~) Trattasi del criterio seguito per circuiti dotati di nodi nella eostruzione degli 
schemi di GAUSS ,, ; err. C. ]~. G:Auss, ~;erke, 8 {Leipzig 1900), paR. 271-286 (Nachlass); cfr. 

pure G. LaNDSl~r¢<~, Beitrdfle zur Topologie geschlossener l(urven mit Knote~pu~kte u~d 
zur Kroneckerschen Charakteristikentheorie [.:~laih. Ann., 70 (1911), l~ag. 563.579]. 
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Sia ora ¢p dotato di punti-base. Converr~, prese le mosse da %, int rodurre  
nel relativo s ingramma come nuovi vertici  (d' ordine due} le immagini dei 
eircuiti  ?* tangenti  a taluno dei eircuiti  ~i, da aggiungere alle immagini di 
eventuali  circuiti  "( privi di eentri  critici (nel che b implicita 1' ipotesi ehe 
i T* non appartengano a sistemi connessi compteti}. 

Con r iferimento poi a % nei cicli della tabelle ed in quelli prossimi ai 
rispettivi vertiei, converr~ inserire le indieazioni (mediante humeri) eoncer. 
nenti  punti .base;  e sui cicli (di numeri) apposti agli spigoli tener presente 
the  ora essi possono presentare  ripetizioni e di pifi the,  se uno degli estremi 

immagine di un  sistema counesso completo, il ciclo ~ implicito (onde se lo 
sono entrambi na~ce un controllo), ma, per an  vertice proveniente da un cir. 
cuito y* di ¢po, i cieli dei due spigoli in esso coneorrenti  sono dedueibili  
l 'uno dalt 'attro colla soppressione di due numer i  eguali, elementi  consecutivi 
del ciclo. 

L ~ apposizione di freece, quote e elassi non offre difficolt~ essenziali, 
purch~ si eonvenga the  l ' immagine di ogni eireuito critico si debba assmnerc  
come un vertice, in et{i concorrano di regola due spigoli o entrambi conver. 
genti o entrambi divergenti.  

Infine ~ da porsi in rilievo che, per ¢P non r ientrante  in sO (num. 18), 
fra gli estremi dei singoli continui potranno f igurare curve grafiche comunque 
composte di circuit i  critici e di punti  isolati. 

Per  uno studio pifi approfondito d ~ ogni singolo caso conereto, ulteriori  
suggerimenti  potranno trarsi dai gih noti sviluppi r if let tenti  i fasci ¢p e (I) 
topologicamente generici.  

§ 7. I1 c a s o  a l g e b r i c o .  

29. Si dica ora brevemente come la teoria dci fasci (b di curvo gra,fiche 
possa applicarsi  atlo studio dei fasci reali di curve algebriche sopra una 
superfieie algebrica reale. 

Si ricordi percib che (sotto l' aspetto proiettivo), in uno spazio S,. ad r 
dimensioni, un  ante algebrico dicesi reale quando sia mutato in sb dal co- 
niugio, m a c h e  se un ente algebrico ~ reale, b reale anche ogni suo trasfor- 
mato per trasformazioni birazionali reali, cio~ a coefficienti reali (in parti.  
colare ogni suo trasformato per collineazioni reali). 

Cio posto, in un S,, (con r >_ 3}, di una superficie algebriea reale ~2 
si assuma, un modello .proiettivo che, per semplicit'h di discorso, verrh sup. 
posto privo di singolarit'~ ad intorno realc, onde, preseindendo dalie even- 
tuali singolari~fi reali isolate, la parte reale di ~ (anche dopo cib sup- 
posta esisteutc) si pres~mterh come una suporfici(~ 2; {generahnente non 
connessa} uel scnso dei pr(~cedenti svihq)l)i ; poi avvertendo corn(, la tr:~tta- 
zione possa, cogli opportuni adattamcnti;  riferirsi anche a modelli dotati 
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di singolarit~l ad inferno reale, purch~, queste vengano oppor tunatamente  
interpretate  (~6). 

Un faseio {razionale) reale f di curve algebriche gin, cente sulta ~ (e sup- 
posto privo di parte fissa) si potrh, pensare segnato (sul modello assunto) da 
un faseio, reale di ipersuperf icie  di S,. ~cart~ndo le eventuali  intersezioni 
fisse); affermazione questa legata peraltro (~7~ all '  ammessa esistenza della 
parte reale di ~2. 

Ed anzi le curve rea,li di f saranno quelle seghate da, ipersuperf icie  reali. 
Le pat t i  reali delle curve reali di f (sempre a preseindere dall '  apporto 

di eventuali  singolarifft reali isolate del modello di ~2} saranno allora le 
cm've grafiche di un fascio • tracciato sulla E, da intendersi  perb talora 
ncl senso pifl generale introdotto nel precedente § 6. 

Quando q) sia topologieamente generico si dirh topologicamente generico 
lo stesso f. 

II fascio f si dir'~ algebricamente generico quando i suoi punti-base siano 
tutti semplici e distinti ed i punti  del suo gruppo Jacobiano [brevemente, 
colla nomenclatura  di A. CA¥~E¥ (~,8), i suoi centri critici] siano punti  doppI 
ordinari pert inenti  ad al tret tante distinte curve di f. 

Risul ta  allora ehe un fascio f algebricamente generico ~ pure topologi- 
camente generico. 

Ed invero in tale ipotesi saranno semplici e distinti in part icolare i 
punti-base reali {onde in ciascuno di essi le tangenti formano fascio) e sa- 
ranno ordinari  e pertinenti  a curve reali distinte i centri critici reali, cosic- 
ch6 per le parti  reali delle curve reali di f, ossia per le curve grafiche di (I), 
saranno soddisfatte le condizioni richieste dalla generieiti~ topotogica (fra le 
quali  l 'assenza in qb di circuit i  critici per  l 'assenza in f di curve rea, li con 
componenti  reali multiple). 

L' affermazione non si pub peraltro invertire, in quanto f pub r isul tare 
topologicamente ma non algebrieamente generico per  l' intervento di singola. 
ritfi, immaginario-coniugate d' indote superiore (~). 

30. Supposto f a lgebricamente generico, si indichi con b, risp. con c, il 
numero dei punti-base e dei centri  critici di f. 

Riprese allora precedenti  notazioni per  ¢ (num. 4, num. 12} ed indieato 

(e~) A tale proposito vedansi le considerazioni d'indole generale svolte in A. COMESSATTI, 
Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal p~tnto di vista r~ale [Math. 
Ann., 7,3 (1912), pug. 1-72, a pag. 43]; ed in A. COMnSSA'rT~, (~% a pug. 281-283. E si ponga 
mente anche a qualche passo de] presente lavoro (p. es. num. 24, Oss.) 

(.2~) Cfr. pereib A. COMnSSATTb (~)~ a pug, 8-9, 
t "2s) Cfr. A. CAYLEY, (tt). 
q~9) Sulle relazioni fra genericiih algebrica o topologi<:'l di fnel  ea~o do,1 ])iane proiot. 

ti~o <,fr. L. I~m'so'~'wl, f~), c), pag, 70~ p~g. 1.9~; g), ])ag. 792. 
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con b e con c i l  nf imero delle coppie di punt i -base e di centr i  crit ici  risp. 
immaginar io .eoniuga t i ,  r i su l ta  : 

(23) b == b + 25 

1(24) c - -  c + 2c - -  c' + d '  + 2c 
da cui sub i to :  
425) b ~ b, 

(26) c ~ c, 

(27) b -~ b [mod 2), 

(28) c -~ v (mod 2), 
onde anehe  : 
t29) c' - -  c" ~ c (rood 2t. 

Rieorda te  la {6), t 1 4 ) e  l 'Oss .  4 a. di num.  13, si ha  ehe per la part(, 

reale  ~ ~: 
{30) Z - -  d - -  d '  - -  b + 2. 

I ~ n (mod 2), 

(:~0) C, SEGRE~ [ntorno ad nn  carattere delle superficie e d~lle varietal, superiori atge. 
briche [Atti Ace. delle Scienze di Torino~ 31 (1896). pag. 485-501]. 

(~) Trattasi  p. es. delle 
Z ~  R.2 - - 2 h  

Re -~- I + 4 q  --~ 2 

per l~ quali (ed anclm put  il significato delle lettere) vedan.~i ~isp.: A. COMES.qATTI, Sul la  
con~essione delle superficie algebriche q, eali ~Annali di Matemafica (4). 5 (1927-28), pag. 299" 
.~17, a png. "~O0] o S. l~E~S(:Iln'rz, L'analysi.~ situs et la g¢~,omdlrie algdbt-iq~e~ Pari!~ 1924, a 

1)ag. 40. 

t rovasi  allora 
(33) 
onde anche  
(34) 

I = ( n - - 2 ) [ ( n - - l V  + 1 ]  

Ma, in t rodot to  ' per  la Q 1' invar ian te  1 di ZEUT:FIEN-SEGRE (so), ~ pure :  

(31) [ = c  -- b - - 4 p ,  

ore  sia p. il genere  del la  gener ica  curva  di [: 
Ed a l lora  dal le  (27) e 129) subito si d e d u c e :  

(32) Z ~ I (rood 2}, 

re lazione ques ta  implici ta  in a l t re  girl. note, s tabi l i te  peral t ro  con mezzi l)ifi 

elevati  (:~l). 
In  par t ico lure  hello spazio ordinar io  si in t roduca  la superf ic ie  genera.l~ 

nel proprio  ordine n. 
Uti l izzando un faseio generico di sezioni p iane  con 

(n - 1 ) ( n - -  2) 
b = n ,  c - - - n ( n - - 1 )  ~, P:=: 2 ' 
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e, se la  s u p e r f i c i e  ~ rea,]e, se ne  t r a e  (~) 

{35} Z ~ n (rood. 21. 
OSS~RVAZm~E.  - D a l l e  : 

b ~ b ~ O  

e d e l l a  (30), si t r e e  p u r e  la  l i m i t a z i o n e  

(36) - -  (b + c) ~ Z _~ c 

s o s t i t u i b i l e  p e r a l t r o  in c a s i  s i ngo l i  c o n  u n a  pif i  e s p r e s s i v a .  

31. S t a b i l i t o  cosi  il r a c c o r d o  f r a  l a  t e o r i a  de i  f a s c i  • d i  c u r v e  g r a f i c h e  

s o p r a  u n a  s u p e r f i c i e  v e q n e l l a  de i  f a sc i  f r e a l i  di c u r v e  a l g e b r i e h e  s o p r a  

u n a  s u p e r f i c i e  ~ a lgeb r i ca ,  r e a l e ,  si  p u b  b r e v e m e n ~ e  a c c e n n a r e  ai  p r o b l e m i  
c h e  ne  s c a t u r i s c o n o  p a r t e n d o  d a  a s s e g n a t e  p r o p r i e t f i  di  (I) ( r isp .  di  f ) ;  de l  e h e  

~i d i rh  ne l  p r e s e n t e  n u m .  (r isp.  ne l  s e g u e n t e ) ,  

D ia s i  (I) ( qu ind i  E) a m e n o  di  o m e o m o r f i s m i .  

Si  p u b  p o r r e  a l l o r a  il p r o b l e m a  d e l l ' e s i s t e n z a  di  u n  (( model lo  algebrico ~ (aa) 

(~) Alla (35) pub giungersi anche pi~t elementarmente efr, L. BRUSOTTI. SuU'ordine di 
connessione delle ~uperficie aIgebriche reali [Rend. Ist.  Lomb.~ (2)~ 78 (Seienze, 1944,45), 
pag. 360-366]. 

(aa) In  general% earatterizzato od astrattamenie od in uno spazio S~. un ente sotto l 'aspetto 
della Topologia~ si pub chiedere se esista un ente algebrico reale la cui parte reale sia tope. 
logicamente identificabile coll'ente assegnato (brevemente se ne esista un modello algebrico). 

A tale ordine di problemi si riferiseene esplieitamente i lavori seguenti: 
L. ]3RUSOT'rI~ a) Sull'esistenza di modelli algebrici per ogni sistema di k circuiti al 

finite Rend. R. Ist. Lomb.,  (2), 61 (1928)~ pag. 177-186]; b) Le curve gobbe algebriche reali 
come modeIli nella topologia proiettiva dell'alIacciamento [Atti del Congresso internazionate 
dei Matematiei {Bologna 1928)~ 4~ pag. 139-145]; c) Un teorema generale sull'esistenza di 
rnodelli algebrici per un sistema spaziale di k circuiti [Rend. t~. Ist. :Lomb., (2), 61, (I928), 
peg. 767-783]; d) Sul genere dei modelli algebrici di un sistema spaziale di k circuiti [An- 
nali R. Scuola :Norm: Sup. di Pisa (So. ]qs. e Mat.)~ (2). i (1932), peg. 61-77]; e) Sui  modelti 
atgebrici di un sistema di k fatde [Atii del 1 ~ Congresso detPUnione matematica italiana 
(Firenze 195~7), Bologna 1938, pag. 251-253); f) Le superficie algebriche reali come modelli in, 
questioni di isotoloia [Rend. R. Ist. Lomb., ('2t, 72 (Sclenze, 1938.39), peg. 111-127]; L. TORRE, 
Trecee di Art in e modelli algebrici [Ibid~ 7~ (Scienze, 19~041} peg. 501-514]. 

Si 10ossono Iserb intendere sotto take aspetto anche gli studi sulle Riemanniane algeb~'iche. 
Per  questi efr. specialmente: 

G. SEORE~ Le r~,ppresenta.zioni reali delle forme complesse e 91i enti iperalgebrici [Math. Ann., 
40 (1892), peg. 413467, specialmente a peg. 438, note (**)]; L. GaS~0R0WSI~I~ Die Herstellung 
geschlossener singularitdte~fre,',;r algebraischer Flgchen yon be~iebig hohem Zusammenhang 
[Journal ftir die r. u. a. Mathematik. 146 (I916)~ peg. 156-160]; J. ¥. Sz. Nh(~v, "~ber eine 
~'O, umliche Darstellung Riemannscher Fl6chen yon Gescblechte p mit p q-1 Symmet~:ielinie n 
[Jahresbericht der Deutschen Maihemaliker-Vereinigung, 26 (1917), pag. 109-113]; 1~. SEVER~ 
Conferenze di Geometrla algebrica~ raccolte da B. SF~G~E, (tit.~ Rome 19'27.1930), specialmente 
peg. 75-84; A. CO~eSS~T'r b Sulle viemanniane algebriche [.Rend. Circolo malematico di Pa. 
lermo, 53 (1929) p~g. "-)83.3(}9]. Nelle ultime due pubbllcazioni cltate ~ ricordato pure un corse 
nniversilario di F. SEVER~ (])adova 1910-Ill. 

An~ali di Ma~emat~ea, Sorie IV. Tome XX'V. 1.~ 
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eio/~ di un fascio f (su di una fl} tale ehe le parti reali delle curve reali di f 
formino un fa~cio omeomorfo a ~. 

Si potrh supporre q) topologicamente generieo b r ichiedere allora e h e f  
sic, a lgebr ieamente  generieo. 

Ma, si potranno anehe imporre ad f partieolari limitazioni, sottoponendo 
od ~], od f, od entrambi a condizioni sia invarianti  per tra,~formazioni bira- 
zionali reali (wive di elementi  eccezionali reali), sic a. eondizioni proiettive 
dn relazione a modelli assunti in un eerto S~), 

E del resto po~rh~ anche ap supporsi non individuato a meno di omeomof  
fismi ma solo dotato di certe proprieth topologiehe le quali debbano rispee- 
chiarsi helle patt i  reali  delle curve di f (:~). 

Pifi vasto problema, sarebbe quello di de terminate  (ahneno virtualmente) 
tutti i tipi a lgebrieamente  distinti di fasei f ehe offrano un modello algebrieo 
del faseio (I) assegnato a meno di omeomorfismi. 3'[a. un tale probleln~, clio 
state attuaIe degli studL pub reputarsi  di troppo ampia portata. 

Quando esso si timiti ai fasei di curve piane, pub giovare l 'osserva.  
'~ione (~) ehe, se esiste un modello fornito da. eurw~ d' ordine n, esistono 
modelli  per ogni or(line n' soddisfaeente al le:  

n t ~ r6 

n' - -  n (rood. 2). 

E considerazioni analoghe possono valere anche in eondizioni pifi ~ene. 
rali per fasei giacenti su di una qualsiasi ~2. 

8~. Sia era  assegnato f, sotto l 'aspetto puramente  algebrico o a, meno di 
trasformazioni birazionali (reali, 'anzi prive di elementi  eceezionali reali) o in 
un determinate  mode]lo proiettivo (in un certo S,.), s ' intenda perb sempre in 
sense qualitative (e ciob senza, in t rodurre  i moduli  da eui dipende l ' identifi-  
cazione del fascio). 

Se si fa r i fer imento al modello proiettivo, si pub chiarire  la, posizione 
del problema col supporre e h e f  si assuma gener icamente  in una (<famiglia~) 
di fasci, dicendosi famiglia di fasci un sistema atgebrico the,  pensato il fascio 
come elemento, risulti i rr iducibile e non eontenu/o in un sistema algebrico 
irr iducibile pifi ample (:~). 

(a4) Cosl nel piano pro ie t t ivo  si pu6 di ,1, assegnare  la cosiddetta  ~seco~da /brma 
ridotta ~, [cfr. L. ]:~RUSOTTI~ (t}, C)~ pag. 148-157] e r ichiedere  fasci f l,ali da dar  luogo alia 
seconda forma r idot ta  assegnata  [come in ]oc. clt.~ pag. ~20'2.901]. 

(85) Cfl'. L. BRUSOTTI, (t), C) pag. 198-202; una appl icazione in L. 'I")I~USOTTI, (l), g), pag. 
820; al tre  in L. Bm:soT'r  b (q~ e), pag. 3"24. Si parte da un fascio ol ienuto aggregando  al me. 
del lo  d ' o r d i n e  n una componente  fissa~ d :o rd ine  n ' - - n ,  realo ma pr iva  di punti  reali~ indi 
se ne t rae un model lo  p r ivo  di eomponente  fissa, 

(as) Si a t t r ibuisce  ciob al t¢rmine ,¢ famigl ia  ~ un signific,~to analogo a qne]]o usato p. e. 
per  le cu rve  a lgebr iche ;  cfr, ]~. SEVF, RI, Vorlesungen fiber algebraische Geometric (Leipzig 
und Ber l in ,  1921), A n h a n g  @. pag. 353.354. 
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Proposto dunque  f in uno dei modi indicati ,  il problema pih esaur iente  
sartL quello di de te rminare  tutti  i t ipi a meno di omeomorf ismi  per  il faseio (I) 
delle part i  reali  del te  curve di f. 

Converr~. perb supporre  f a lgebr icamente  generico, onde (I) r isul t i  
(num. 29) topologicamente .,enerieo. 

Il problema eosi presentato  offre tut tavia  diffieolt/~ non lievi anche nei 
casi pifi semplici ,  come gii~ p r o v a i l  ease delle curve plane, eve f si pensi  
gener icamente  assunto fra i fasci reali  di curve d' ordine n assegnato (~7). 

Giova quindi  sosti tuirlo con pioblemi  meglio accessibili,  p. es. tenendo 
presente  il solo aspetto numerativ 'o del la  quest ione.  

Allora {num. 30) lo studio di f induce  a tener  present i  i carat ter i  

(37) b, e, p, I, 
quello di • invece:  
(38) b, c, g, d', Z. 

] earatteri  t37) peral t ro possono r idursi  a tre sell, ad es. : 

faeendo use della (31). 
I c.aratteri (38) possono ridursi  a trc oppor tuna tamente  assunti ,  p. es. : 

140} b , v , Z ,  

permet tendo  le (t6) di r icavarne c' e d',  oppure  : 

[41) b, c', d'. 

essendo allora c e Z deducibi l i  median te  le (15), (30). 
Si assumano p. es. i carat ter i  (39) e (40); allora come eondizioni neces- 

'~;arie perch~ le pat t i  reali delle curve reali di un faseio f di carat ter i  (39) 
formino uu fascio e9 di carat ter i  (40), in virtfi delle (27), (28), (32), (25), (26), 
(36), si presentano le seguen t i :  

b --= b (rood 2), 
c ------ v (mod 2), 

(42) Z ------ I (rood 2), 
b ~ b ,  

- -  (b + c) ~ Z '~:  e, 

l 'u l t ima delle quali  (Oss. a aura. 30) even tua lmente  sosti tuibile con altra pifi 
espressiva. 

(sT) E f f e t t i vamen te  il p roblema b risotto nel la  sua interezza solo per  i casi e lementar i  

P e r  ~ . ~  esso ~ risotto sol tando nelPipotes l  che i punti-base siano tutti real i  (b~---9) 
in H. MO~RMA~N~ 0), con un metodo non fac i |mente  es tendlbi le  ai fasei per  cui sia b <~9. 
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Ma in generale ,tali condizioni non risultano sufficienti,  onde per ciascuna 
delle terne (401 soddisfacenti  alle (42), od a quelle pi~ espressive ehe possano 
sostituirley sorge un problema esisten~iale da, risolversi con metodo appro- 
priato al singolo easo ; partieolare interesse ha il ¢ caso di massimo ~ : 

b - - b y  c ~ c  

per opportuna seelta di Z (~s). 
OSSERVAZIO~CE. - Le eondizioni (42J (o quelle sempre d'indole numerativa 

ehe le sostituiscano) vincolano la struttura e la ~< annotazione )) del sin- 
gramma S rappresentante cp. 

:Ne vincola pifi propriamente la , quotazione ~ la diretta eonsiderazione 
del genere p della generiea curva di f, in relazione al teorema di H~n:sAc~: (~J 
per cut una curva reale di tal genere non pub possedere pifi d i / ) - +  1 circuiti. 

Potr~t bensi ann singola curva reale di f possedere pifi di p -t- t eircuiti 
ma quando cessi di essere irriducibile e quindi in rispondenza ad uno dei 
vertici del s ingramma immagine di incrocio. 

La restri~ione imposta dal teorema di ]~AI~I~ACK si rieondurr~ alia circe- 
stanza chey nel mode!lo proiettivo di num. 16, c iascun piano del faseio F 

(ss) P e r  il  fascio f di cur~-e p lane  a lgebr iche  d ' o r d i n e  assegnato n, si ha Z ~ - 1  e le (42) 
possono sosti tuirsi  [L. BRUSOTTIy (l)y g)~ pag. 793] colic condizioni  necessar ie  pitt e sp ress ive :  

i b~___c~,- I ~-~n (mcd 2) 

(42t* b < n ~ 
i b - - l ~ c ~ 3 ( n - - 1 )  ~y per  b > 0  
3 ~ c ~ 3 ( n - - l ) ~ ,  pe r  b = 0 .  

Cosl posto il problelna numera t iv% ha intanto r ispcsta  a f fe rmat iva  il quesi to sul case 
b.~-n ~, c .~ -3 (n - -1 )  ~ di massimo [L. BRUSOTTI, (~J. b); (~1' g)~ t)ag • 807] e pur  quello sul l 'es i -  
s tenza di fasci con numero  minimo di punti-base real i  (b-----0~ 1 risp, pe r  n part, dispart) e 
massimo c ~- 3(n --- 1) ~ dl centr i  cr i t ic i ;  anzi~ per  b -~ 0 si d imcstr~no accettabil i  tutt i  i va- 
lori di c compatibi l i  colle (~2)*. P e r  tutti  quest i  e per  u l tcr icr i  teoremi csistenziali  pifi ge. 

nera l i  di meno b reve  enuncia te  cfr. ancora L. BRUSO'rTI, (t), g). 
~ e l  case e lementa re  n - - 2 y  del le  coppie b, c soddisfacent i  al le (42)* sono notor iamente  

aceettabil i  soltanto le b==0~ c~---3; 5 - - -2 .  c~---1; b = 4 ~  cw~3 e non la b~--~2~ c--~3.  
P e r  il case n-~3~ la quest ione fu t rat ta ta  nella disser tazione di laurea  non pubbl ica ta  

di G. @ALL~S: Sui  fasc* reali di cubiche pia~e, Cagliar i  1926-27~ con r isposta a f f e rma t iva  
pe r  tui te  te coppie by c soddisfi~centi allc (42)*~ salvo per  l a b  ~ 7~ c ~-~ 12y la cut aceettabil i t~ 
r imane  dubbia;  pe r  ta lune  coppie di -¢alori cfr. anche J .  E. ~.VRI(~HT~ (~); I:L h~OHI~MANS, (~)~ 

L BRI,SOTT~, (t) f), g), h). 
I2  esis tenza del (~ case di massimo ,~ fu dimcstra ta  per  ogni famigl ia  di curare a lgebr iche 

sul la  quadr ica  a punti  iperbolici  (Z = 21 in L. Bauso'rTJ (-2). l l  p roblema analogo per  la  qua- 
dr iea  a punt i  cll i t t ici  ~Z==O), sulla quale  sono da cons iderare  solo fasci di in tersezioni  com- 
plete, d/~ r isul tato nega t iv°  per  n =-~ 2 ((.ollc .~olc topple  acccttabili  b :=. 2: c := 0; b ~-0~ c ~ 2); 
mcntre  per  n :-:: 4 l' esistenza de] ,, easc di massimo ~ si r ieonduec in proiezionc s tcreograf ica  
a quct la  det r icordato case dobbio per  i fasci di cubiche piane. 

(~) A. HARNACK Ueber die Vielth~iligk~it der ~benen algebraische~ Curven IMath. A n n . ,  

10 (1.876t, pag. 189.198]. 
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tagli il s ingramma S in p +-1 punti  al pifi; ma essa potr~ sempre tradursi  
in vincoli operanti  sul s ingramma astratto. 

Cosi, :in relazione alla distribuzione delle quote, verrh l imi ta ta  superior- 
mente  la classe per gli spigoli non affetti da ciclo. 

Pressochb immediata  ~ l 'applicazione di tali eriteri  ai casi p = O  e p-----1, 
in cui i possibili s ingrammi annotaii  e quotati si r iducono a tipi assai semplici. 

83. I fasci reali  di curve algebriche finora presi in esame, come ~ stato 
esplici tamente indicato (num. 29), sono razionali, ed in vista del loro studio 

stata qui preordinata  la teoria dei fasci di curve grafiehe. 
Tuttavia,  cogli opportuni adattamenti~ essa b applieabile anch~ ai fasci 

irrazionali.  
Invero un faseio f irrazionale reale di curve algebriche sopra una super. 

ficie algebriea roale ~2, considerate le curve come elementi  ed inteso il fascio 
come ente algebrico c~', potrfi, assimilarsi ad una eurva algebriea reale F, i 
eui punti siano immagini  delle curve di f, curve reali  avendo immagini  reali. 

Supposta F irr iducibile di genere 7:, la sua parte reale conster/~ di a 
circuit i  

c o n  

0 < a ~ + i ,  

come risulta dal teorema di HARd'ACt: [cfr. (so)], escludendosi il valore a ~ 0 
quando, come qui sempre si ~ supposto, sia ~2 dotata di parte  reale. 

In generale  tra i punti  di un circuito ~¢, tutti od alcuni saranno imma. 
gini" di curve reali dotate di parte  reale (ed an~i, nelle ipotesi attuali,  cib 
avverr~ per uno atmeno dei eircuiti  ~). 

Allora le parti  reali delle cu rve  eli f aventi  come immagini  i punti  di ~¢ 
eosti tuiranno un fascio c~j di curve grafiche, secondo la definizione introdotta 
nel presente lavoro; se f b algebricamente generico, ciascuno dei fasei q~ 
risulter/t~ topologicamente generieo. 

Ogni fascio ~j  sar~ rappresentabi le  con un s ingramma Sj annotato e quo- 
taro; m a l e  quotazioni di due distinti s ingrammi S.j dovranno considerarsi  
fra di loro affatto indipendenti .  

Sotto 1' aspetto cosi chiarito, le presenti  premesse topologiehe potranno 
utilizzarsi anehe in tale campo pifi ampio. 


