Problemi relativi alle caratteristiche
per sistemi di equazioni semilineari a derivate parziali (*).

Marra CiNQUiNt CiBRARIO (Pavia)

Sunte. — E considerato il sistema di tipo iperbolico di equazioni semilineari a derivate parzinli

{I} .EI'Ae‘j(w’ y}(_fpj(%? 3!) + Qz‘(wa y)%(m: 34’)) = fe(m’ Y zl(wo y): ey zm(ws y}) 3 ("; == 19 ey m) H
G

nella teovia delle curve caratieristiche del sistema (1), infese in senso generalizzato, sono dimo-
strati un teorema di wnicitd e un teovema di dipendenca continua dai dati, considerando come
soluzione (in senso generalizzato) del sistema (I) una m-pla di funzioni 2,(x. ), ..., 2,(%, y¥)
lipschitziane nel complesso delle variabili e soddisfacenti il sistema (I) quasi ovungue mel pro-
prio campo di definizione.

Introduzione.

Molti anni fa mi ero occupata, in successivi lavori, della teoria delle caratteri-
stiche per un sistema di tipo iperbolico di equazioni a derivate parziali in due varia-
bili indipendenti, sia nel caso in cui le equazioni stesse siano quasi lineari, sia nel
¢as0 in cui esse siano non lineari; la teoria era sviluppata, partendo da alcuni teoremi
di esistenza e di unieitd, ottenuti nell’indirizzo classico (1).

Successive ricerche, sia mie che di 8. CiNQUINI (%), sono state rivolte ad esten-
dere alle equazioni a derivate parziali Pordine di idee che C. CARATHEODORY (?)
aveva introdotto per le equazioni differenziali ordinarie; in particolare ho ottenuto,
sotto ipotesi molto ampie, teoremi di esistenza e di unicitd relativi al problema di

(*) Entrato in Redazione il 18 giugno 1975.

(') Una breve esposizione del risultati di tali ricerche & contenuta nel volume M. CinQuiN:
CiBRARIO, 8. CrxQuUINI [1] (i numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della
presente memoria), Cap. V, § 4, nn. 13-17, pp. 430-441; § 5, n. 20, pp. 444-449. Per le indica-
zioni bibliografiche dei lavori di M. CixQuiNi CiBRARIO sull’argomento rinviamo per brevitd
ai Le. di tale volume.

(?) Una esposizione di alcune di tali ricerche & contenuta nel volume citato in (1), Cap. 1V,
pp- 301-384, e anche, nel caso di due variabili indipendenti, Cap. V, § 2, n. 6, pp. 397-421.
Cir. anche M. Cinquint CiBrarIO [8]-[9], 8. CinquinT [1]-[8]; si fa presente al lettore che nella
bibliografia posta alla fine della presente Memoria sono ecitati soltanto i lavori di tali autori,
posteriori al volume citato in (1); per i lavori anteriori si rimanda per brevita alla bibliografia
posta alla fine dei Cap. IV ¢ V di fale volume.

(*) C. CaraTHEODORY [1], Cap. X1, pp. 665-688.
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CavucHY per il sistema di equazioni quasi lineari in - 1 variabili indipendenti

- a:‘ ceey Jr
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nel campo funzionale costituito dalle m-ple di funzioni 2:(%, Y1y ...) ¥r)y e s 2u(®, Y1,
..y ¥;), assolutamente continue in @, lipschitziane nel complesso delle variabili
(W15 ..., ¥,) e soddisfacenti il sistema stesso quasi ovunque nel proprio campo di
definizione; ho pure esteso i risultati a un sistema non lineare del tipo

0z,(x cees Yy .
o) OB I g ald e ), (=1, m).

Daltra parte 8. CiNQUINI ha dimostrato teoremi di unicitd relativi al problema
di CAucHY per i sistemi (a) e (b) sotto ipotesi e in campi funzionali pitt ampi di quelli
considerati da me.

Riprendendo i miei lavori citati in (1), relativi alla teoria delle caratteristiche
nel caso di due variabili indipendenti, ho pensato di sviluppare tale teoria nell’ordine
di idee dei lavori citati in (2); nel presente lavoro sono stabiliti un teorema di uni-
citd e un teorema di dipendenza continua dai dati per il sistema di tipo iperbolico
di equazioni semilineari a derivate parziali in due variabili indipendenti, gid ridotto
in forma caratterigtica

@ 3 Al @i, )+ edo, D, y) =
:fi(x7y3zl(@?/)rnﬂzm(x:?/))) (t=1,...,m),
dove
aa‘ y a AL ] .
pia, =220, ey =00, =1 m).

La natura dei problemi, studiati nel presente lavoro, ha richiesto ipotesi alquanto
pil restrittive, rispetto a quelle introdotte nelle ricerche, citate in (2). Nel § 1, dopo
aleune considerazioni introduttive, & dimostrato un teorema di unicitd, nel § 2 un
teorema di dipendenza continua dai dati.

§ 1.
1. — Preliminari,

\

a) Nel presente lavoro & intesa come soluzione (in senso generalizzato) del
sistema semilineare (I) in un campo 4 del piano {z, ¥) una m-pla di funzioni

(1) “l(@, Y) 5 2@, Y)s .oy 2nl, ) (@, ) in 4),
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le quali sono lipschitziane nel complesso delle variabili e soddisfano il sistema (I)
quasi ovunque nel campo 4 (4.

b) Le funzioni

(2) 0@, )y 042, Y)y -5 Oml®y )

gono, come & noto, le radici caratteristiche del sistema (I).
Le funzioni (2) siano continue nel loro campo di definizione, e inoltre valga una
delle seguenti ipotesi

1) Le m radici caratteristiche (2) siano a due a due distinte in ogni punto del
loro campo di definizione.

2) Se le radici caratteristiche (2) non sono tutte distinte, Uordine di molteplicitd
di ognuna di esse sia costante in tutto il loro campo di definizione. Indicate con

(3) 0@, Y); 02(%, Y)y «..s Oul®, Y)

le radici caratteristiche del sistema (1) o due a due distinte ¢ con vy, vsy...,vu ¢ loro
ordini di molteplicitd (vy -+ vy-+ ...+ vu==m), valgano le

0@, ) == (@, ¥) =..=0,® Y =o(»Yy),
(4) Qvl+1($7 y) = 9v1+2(ma Yy =..= Qv1+v,,(w7 Y) = 6,2, ¥) ,
Ot 1{®s Y) = Q2@ ¥) = . = 0,(@, Y) = 0,(2, ) .

Nel seguito, anche nel caso delle radici caratteristiche multiple, il sistema semi-
lineare & gcritto nella forma (I), tenendo presenti le posizioni (4).

¢) Una {(m -+ 1)-pla di funzioni
) y=m(), 2= Z;(w), (t=1,...,m),

definite in un intervallo (', 2"}, con 7, () di classe 0@ e Z,(x) lipschitziane in fale
intervallo, & detta curva caratieristica (in senso generalizzato) del sistema (I) corri-
spondente alla radice caratteristica oy(w, y) di molteplicita »,, se per ogni # di (2, #")
tutti 1 punti (z, mi@), Zi(2),..., Z,(x)) appartengono al campo di definizione delle
funzioni A2, ¥9), oz, ¥), f&, ¥; 21y ..., 2n) € inoltre la

(61) n,(®) = oy(@, m())

(*) I1 campo funzionale considerato & quindi meno ampio di quello introdotto nei lavori
citati in (?) relativi al problema di Cauchy; ¢id & nella natura dei problemi relativi alla teoria
delle caratteristiche, nella quale le variabili (z, y) hanno lo stesso ufficio.
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¢ soddisfatta per ogni « di («/,2"), e le
(6,) 2 Ay, 7]1(00))Za{(9’7) = filw, m(@); Zy(@), ...; Zn(®)) (i=1,..,%)
i=1

sono soddisfatte per quasi tutti gli « di (¢, 2") (%).

d) Si dice che la curva caratteristica (5) appartiene all’integrale (1) del si-
stema (I), se esiste un intervallo (24,,), con z' <z <<z, <x"), tale che I'arco di
curva ¥ = (x), (x4, ) appartiene al campo A e inoltre valgono le

(M) zi(wy 771(90))=Zi(90) s (i=1,...,m).

2. — Teorema di unicita.
Le funzioni Az, y), (1,j=1,..., m) siano definite nel campo
D, —ai<x<a,, — o<l Y+ oo, (a; >0, a,>0)

¢ stano i lipschitziane nel complesso delle variabili. Se A é il determinante, ¢ cud
elementi somo Az, y), (4,j=1,...,m), in tutto D_ sia

(8) A=1.

Le funziont oz, y), (i=1,...,m) siano definite nel campo D, e siano ivi con-
tinue nel complesso delle variabili; in ogni punto del campo D, esistano finite le deri-
vate opi(x,y)/oy, (t=1,...,m), le quali, in corrispondenza ad ogni y reale sono quass
continue in x 0 (— &y, a,), 6, in corrispondenza ad ogni « di (— a4, ay), S0NO0 continue
in y; esistano due funzioni M(x), L(x), quast continue, non negative e integrabili (%),
tali che, in corrispondenza a quasi tulli gli @ di (— ay, @,), Sia

(9) los(@, y)| < M(x) (t=1,...,m)

per tutlti gli y reali, e

(10) loi(@, y) — 0ulw, H| <L(x)|ly — 7| , (t=1,...,m)

per tutte le coppie (y, i) di numert reali, cost che, per quasi tutti gli x di (— ay, a,), é

(11) ,a&%”—;’_?’)l<L(m), G=1,...,m).

(®) Nella teoria sviluppata nei nostri lavori indicati in (*) le Z,(x) sono supposte di classe
CM in (z’,%"), e le (6,) sono supposte soddisfatte in ogni punto dellintervallo (z’, z").
(%) L’integrabilitd & intesa nel senso di Lebesgue.
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Le funzioni
(12) fl@, ¥5 205 ooy 2m) (t=1,...,m)

stano definite nel campo
Ot — <8<y, —00<<Y <+ 00, —00<L <400, .00y —00<L Zp<< +00,

e siano 1vi continue nel complesso delle variabili; esista una costanie L, tale che, in
corrispondenza ad ogni punto (x,y) del campo D, valgano le

(13) [Filo, 45 21y oeny @) — Fol@y Y5 Zryoeny Em)|<le l2s—2], (i=1,...,m)
i=1

per tulle le coppie di m-ple reali (z1y...y%m)y (B1s.vry Zn).

Valga Vipotesi 1) o pitt in generale 2) del n. 1b); sia v, Vordine di molteplicitd
della radice caratieristica oy(x,y), cosi che valgano le prime v, tra le (4), € per —a, <
< <a, sia

(5) ?/=771(90)7 2= Zx) , (i:l,...,m)
una curva caratteristica del sistema corrispondente a tale radice con n,(x) di classe CV

e Z,(x) lipschitziane in (— a,, a,).
La funzione di classe CV in (— a1, as)

(14) Y = (@) 4 (—am <z <a,)

soddisfi in tutto (— ay, a) Vequazione differenziale ordinaria

(15) 1,(%) = 02(@, 1a(®)) -
Valga inoltre la ()
(16) 7(0) =7,(0)=0.

Siano assegnate in (—ay, a,) le funzionsi continue by(x), i=1,...,m;j=1,..., m),
Gi»), (i=1,...,v), soddisfacenti in tutto (— a,, as) la

.................

(17) B 0

.................

(7) La condizione (16) evidentemente non & restrittiva; & imposto che le curve y = n,(w),
y = n,(x) si inerocino in un punto interno all’intervallo (—a,, a,).
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e inolire le
(18) 2 0:i(0)Z,(0) = G(0), (i=1,..,m).
=1
In tali ipotest non pud esistere pits di una m-pla di funzioni

(1) zlzzl(w, ?/)7 z2=z2(m, y)a sery Zm':”zm(my y) 1]

le quali sono definite in un opportuno campo A (%), sono ivi lipschitziane, soddisfono
in quasi tutto A il sistema

(@ Ay, y) (s, y) + 0ilw, ¥)gilw, ¥) =

LM

3

=fz-(m,y;zx(:v, y)7~--?zm($7y))s (t=1,...,m),

6 imoltre soddisfano le
(19) alo,m@) = 2@,  (i=1,..,m

identicamente in (— a1, ay), e net punti della curva (14) appartenenti al campo A sod-
disfano le
w

(20) 2 bisl@)2,(, 1a(@)) = Gila) (i=1,...,m),

i=1

cioé non pud esistere pit di un integrale del sistema (I) (in senso generalizzato), a cui
appartiene la curva caratieristica (5), ¢ che soddisfa-le v, condizioni (20) nei punti
della curva (14), appartenenti al campo A.

a) Poiché oy(x, y), oz, y) sono distinte in tutto il campo D_, si supponga,
per fissare le idee, che sia

(21) ox(@, ¥) < 0u(®, )
in tutto D_; allora, tenuto conto della (16), le curve
Y =), (—u<v<a); Vei Y = 1(@), (— @<z <ay)
si incrociano nell’origine e non possono avere altri punti in comune (?); ¢ dunque

(22) @) > ny(@) , (—a<e<0); Nu(@) <mal) , (0<w<ay) .

(%) Il campo 4 viene definito nel ecorso della dimostrazione (cfr. capoverso dj).
(®) Cfr. M. Cinquint CisRARIO [1], § 1, Teorema III, pp. 27-28, e [2], Teorema I, pp.
115-116.
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b) Indieate (qui e spesso nel seguito) con (X, Y) le coordinate correnti, sia
(X, ¥) (1 <r<p) una qualsiasi delle radici caratteristiche del sistema (I); in virth
dei noti teoremi di esistenza e di unicitd di C. CARATHEODORY (%), se (»,¥) & un
punto fissato del campo D_, 'equazione differenziale, scritta in forma integrale

X
(23) 9 X5 @, ) =y +|o.(t, g:t; 2, ) i

@

ammette un’unica soluzione, definita nell’intervallo — a; <X <a,; in particolare, in
virtlt delle (6,), (18), (16) (™), risulta

(24) n{X)=g(X;0,0), 72(X) = g5(X; 0, 0), (—a<X<ay).

Inoltre se & 1<s<pu, s+, le curve

Y=yg/(X; 29, Y=g.(X;2,9), (o <X <ay)
non hanno punti in comune nel campo
— <X <Ly, —ocoL Y < 4 o0
all’infuori del punto (z, y)(**). In tutto il campo
— < XLy, —0<ELAy, —o0 <Y <<too

esistono finite le derivate

09 X; @ .
(25 WA DD) — (0, y) exp (X 4, )],

09.( X5 @, y)

(25,) 5 =X LX; 4, 9)],
dove

X
(26) L(X; 2,9) fam Ll 00 g,

@

e tali derivate sono continue nel complesso delle variabili (X; o, ) (3.

(') C. CaraTHEODORY [1], Cap. X1, pp. 665-688; in particolare n. 582, pp. 672-674, n. 583,
pp. 674-675; poiché le 0,(X, ¥) sono supposte continue nel complesso delle variabili, g(X; », y)
& soluzione della equazione differenziale in senso classico.

(1) Nelle (8,), (15) va assunta X come coordinata corrente; la (6;) & soddisfatta per
—ypy<X<a,.

(*2) Cfr. Le. in (%).

(*3) C. CararHEoDORY [1], Cap. XI, nn. 589, 590, 591, pp. 682-687; M. VorraTo [1], ¢
anche E. J. Mc 8uaxz [1], Cap. V, n. 39, pp. 216-217; Cap. IX, n. 69, pp. 348-365. I risultati
eitati devono essere completati con considerazioni, che tengono conto delle ipotesi fatbe
sulle o.(z, ¥).
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¢) Tenute presenti le (24), si considerino le curve oy, o, di equazioni rispettive
(27) Y = g:(X; — a3, 7a(— @) , (—a <X <ay),
(27,) Y =g,(X; a,, 7a(@2)) (—a<X<ay),
uscenti dagli estremi della curva y,, e le curve o;, ¢, di equazioni

(27) Y =gy(X; —a, mi—ar), (—a<X<ay),
(274) Y = 9,(X; a9, ma(@2)) (—a<X<ay),

uscenti dagli estremi della curva ;.

Ay

/Bz

B,

Figura 1

Con semplici considerazioni si prova che le curve (27;) e (27,) hanno un punto
in comune di ascissa X,, con a,<C X; << a,, e ordinata Y, con ¥;<<nu(X)), Yi<n(Xy),
e analogamente che le curve (27,) e (27;) hanno un punto in comune di ascissa X,,
(—a < X,<a,) e ordinata Y, con Y,>n(X,), ¥,>n{X,). Indicate sempre con
(X, Y) le variabili, sia A il campo chiuso (cfr. fig. 1), limitato da archi delle
curve (27) e dai segmenti

X=—ay, nul—a)<Y<my(—ag; X=ua,, nla)<Y<nalay.
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Se {(z,¥) & un punto del campo A"y la curva
Y =g,(X; 9, (—m<X<a,)
incontra la curva y, in un unico punto di ascissa X = p(x,¥), e la curva
Y=g(X;29)), (—a <X <a,)

incontra la curva v, in un unico punto di ascissa X = y(w, ¥) (*4).
Tenuto conto delle (24), le funzioni y(x, y), y(,y) soddisfano le

(28,) 9:(v(@, 9); @, ) = m(y(z, %)) ,
(28,) n(x(@, 9); @, y) = 72 %@, v)) .
Le ipotesi fatte circa le funzioni oy{z,¥), o.(2,y) assicurano che le funzioni

plx, ¥), y(z,y) sono continue, assieme alle loro derivate prime nel campe A™; con
qualche calcolo, tenuto conto delle (25), si ottengono le

oy, y) _ — 03(@, y) exp [L(p(, 9); , y)]
on 0'1('90(907 )y mlyp(z, ) — ox( (@, ¥), m(p(e, ?/))) ’
op(@,y) _ exp [I(y(#, 9); @, 9)]
9 oy al(p(z, y), m{v(@, 1)) — o{wle, v), vz, )’
ox(x, ¥) — ~ o1(#, ¥) eXp [Il(X(my Y); @, y)]
ox o x(, 9)y a2 x (20, 9))) — o1(2(, ), el 2(2, )’
oy (@, ¥) — exp [II(X(w; Y); @, ?/)]
oy as( (@, y)y nal 2w, 9))) — o x(, ¥), mly(, )

d) Indicate ancora con (X, Y) le coordinate correnti, distinguiamo quattro
casi, tenendo presente la (21) e il fatto che le ¢,(X, Y), (r=1,..., 4) sono tutte
distinte.

1) Bia oy(X, Y) < 0y(X, ¥Y) < 0,(X, Y), (r=3,..., u) in tutto il campo —a; <
<X <@y, — co<< Y <+ oo; allora, se (x,9) & un punto qualsiasi del campo A™,
la curva ¥ =g¢,(X; w,y) (dove r & uno qualsiasi dei numeri 3, ..., u) incontra in
un punto di ascissa X = y.(z,y) la curva y,, come si pud vedere immediatamente;
nel presente easo il campo 4, in cui viene dimostrato il teorema di unicita, coincide

con il campo A™, definito nel eapoverso ¢) (cfr. fig. 1; il campo 4 =A™ & il campo (%)
A;A,CB,B,D).

(14) Cid segue da semplici considerazioni cirea ’andamento delle curve in questione e
anche dai risultati citati in (9).

(35} Nelle figure, per semplicith, le curve caratteristiche sono rappresentate da rebie;
inoltre nei campi 4" e A sono assunte come coordinate correnti (x, y).
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2) Esistono alcune tra le o(X, Y), (r =3, ..., p) minori di oy(X, Y) e sia
ox(X, Y) la massima tra esse; sia inoltre ¢.(X, Y¥) la minima tra le ¢, (X, ¥) mag-
giori di oy(X, Y); nel presente caso 2) sia & > 2; si considerino le curve

(300 Y = g X5 —ay, mul— “1)) y (~om<X<ay),
(30,) Y = gui(X; a2y mila2)) , (—a<X <),

delle quali la seconda incontra certamente in un punto M, ’arco della curva Y=
== 1),(X), eorrispondente a X > 0, la prima pud incontrarlo in un punto M, oppure
no; nel primo caso si indichi con M quello tra i punti M,, M, di ascissa minore, nel
gecondo si indichi eon M il punto M,. Indicate con (ma,ng(aa)) le coordinate del
punto M e supposto, p. es., che il punto M appartenga alla curva (30,), si consideri
Parco della curva

(31) Y= gl(X; a3y 3(a)) (—a<X<ay),

corrispondente a — a; <X <a,, il quale incontra certamente in un punto la curva
(30,) (). In modo analogo si considerino le curve

(324) Y = gu( X5 — a1, mu(— @) (—m<X<a,),
(32,) Y = gu(X; a2y mlas)) 5 (—o <X <ay),

delle quali la prima incontra in un punto N, Parco della curva Y ==#,(X), corri-
spondente a X < 0, la seconda puod incontrarlo in un punto N, oppure non incon-
trarlo; nel primo caso 8i indichi con N quello tra i punti N; e N,, che ha minore il
valore assoluto dell’ascissa, nel secondo si indichi con N il punto N,; siano (a,, 7,(a,))
le coordinate del punto N. Supposto, p. es., che N appartenga alla curva (32;) si con-
sideri Parco della curva

(33) Y= gl(X3 gy 772(“4)) y (—ar <X <a,),

corrigpondente ad a,<X <a,, il quale incontra in un punto K la curva (32,) (V7).
Il campo 4 & il campo, del cui contorno fanno parte gli archi considerati delle curve
(300), (30,), (31), {32;), (32,), {33) (cfr. fig. 2, campo A, NKB, MH).

3) Valgano le ipotesi del precedente capoverso, ma sia k= 2; in tale caso il
punte M coineide con il puntoM, e il punte N con il punto N,; considerati ancora
Parco della curva (31) corrispondente a — a, <X <a,, e I'arco della curva (33) cor-
rispondente ad a,<X <a,, essi incontrano rispettivamente le curve (27,) e (27,) nei
punti H e K; il campo 4 & limitato da archi delle curve di equazioni (27,), (27,),
(30,), (31), (32,), (33).

(16) Se M appartiene alla curva (30,), si considera I'arco della curva (31) corrispondente
ad a;< X <a,, il quale incontra in un punto H la curva (30,).

(17) Se N appartiene alla curva (32,), si considera P’arco della curva (33), corrispondente
a —a;< X<a,, il quale incontra in un punto K la curva (32,).



MaRrIA CiNQUINI CIBRARIO: Problemi relativi alle caratteristiche, ece. 187

By

H K
Lay 8y o x

A

Figura 2

4) Sia o(X, V)< o X, Y), (r=2,..., 4); sia o,(X, Y) la minima tra le
al{X, Y), (r=2, ..., u), e sia inoltre k> 2 (¥). Se la curva di equazione (30,) in-
contra in un punto M(ag,nz(ag)) Parco della curva Y =n,(X) corrispondente a
0 < X <a,, si considerano Parco della curva (31) corrispondente ad a, <X <a, ¢ il
punto K di coordinate (@, g:(as; ds,72(¢5))); se la curva (30,) non incontra la curva
Y = 5,(X), incontra certamente in un punto K™ la curva di equazione {27,). Analo-
gamente se la.curva di equazione (32,) incontra in un punto N(a., 7.(a,)) Parco della
curva Y = 9,(X) corrispondente a —a, <X <0, si considerano Yarco della curva
di equazione (33) corrispondente a —a; <X <a, e il punto H di coordinate (— a,,
G1(— @15 ag, Ma(@s))); se la curva di equazione (32,) non incontra la curva ¥ = n,(X),
incontra in un punte H™M la eurva di equazione (27,). Il campo A & limitato nella
parte corrispondente a Y>m(X), (—o<X <ay) da archi delle curve (30,), (31)
oppure (30,), (27,) (ciod dagli archi A, M e MK oppure A, K™ e K'B,), e nella parte
corrispondente a Y <ny(X), (—a, <X <a,) da archi delle curve (32,), (33) oppure
(82,), (27,) (cio® dagli archi HN e NB, oppure A,HY e HWB,) (****),

(38) Il caso k= 2 & stato considerato in 1).
(18vi=) i lascia al lettore di tracciare la figura.
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¢) In ognuno dei casi esaminati in d), il campo 4 appartiene al campo A™
(in 1) coincide con A™). Inoltre considerazioni, fatte direttamente caso per caso,
assicurano che, se (x, y) & un punto qualsiasi del campo 4, la curva ¥ =g.(X; =, ¥),
(r=2,..., p) incontra la curva ¥ = #;(X) in un punto X = y.(, ), dove y.(», y) &
definito dalla

(34) gr(pr, 9);5 2, y) = iy, v) , (r=2,...,0);

i punti (X, ¢,(X; », v)), corrispondenti a valori di X, compresi tra (=, y) e @, appar-
tengono al campo 4; tenuto conto della (28;) (cfr. capoverso ¢)) € y(, y) = p(z, ¥).
Inoltre, se (z, ) & un punto qualsiasi del campo A4, la curva ¥ = ¢,(X; 2, 9), (—ar <
<X <a,) incontra la curva Y = y(X) in un punto di ascissa X = y(w, y), definita
dalla (28,), e i punti (X, ¢:,(X; #,¥)) corrispondenti a valori di X, compresi tra
z(z,y) e x, appartengono al campo A.

f) Assunte di nuovo (x,y) come coordinate correnti nel campo A, si faceia
in esso il cambiamento di variabili

(35) u=p,9), 0= y(®, y) ((z,y) in 4m),

il quale, in base a quanto rilevato nel capoverso ¢), stabilisce una corrispondenza
biunivoca tra il campo A" del piano (z,y) e un campo 6™ del piano (u#, v) (%); nei
punti della curva y=m(x), (—a<wr<a,) &€ u=w, v=0, ¢ nei punti della curva
Y =1(®), (—a<w<a,) & u=0, v=u2.

In virtu delle (29), le funzioni y(x, ), y(, y) sono continue in A" assieme alle
loro derivate prime e risulta

36) J (u v) _ exp [L(z(= y); @, y)] exp [L(p(@, ¥); 2, y)][02(, ) — 01(z, y)]
v Yy [02(1/’('77} ?/)a "71(1/)(997 y))) - 01(-")][62(%('”7 ?/)’ 972(9{('777 y))) “0'1()] )

In tatto il campo A & dunque

uw v
(37) J ( ) #0,
r Yy
e dalle (35) si possono ottenere le
(35,) w=Euv),  y=nulu,0), (&) in &),

(**) I1 campo 617 del piano (u,v) & limitato dai segmenti u= —a,, 0 <v<a,; —a,<u <0,
V=ay; 0<U<a,, v=—ay; =0y, —a,;<v<0, e dagli archi di curva, definiti in forma
parametrica (assumendo y come parametro)

w=p(—a;,y), v=y(—da,Y), (mal—a) <y<m(—ay)),
w= (0, 9), v=y(a3,9), (mlay) <y <malay)) 5

dalle prime due equazioni si ricava o = o,(#), (—a,<u<0), e dalle altre due v= v,(u),
(0<w<a,), dove le funzioni v,(u), v,(v) sono decrescenti nei rispettivi intervalli di definizione.
Si lascia al lettore il tracciare la semplice figura.
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dove le funzioni &(u,v), %(u,v) sono continue assieme alle loro derivate prime nel
campo 6, ed &

§u,0)=u, 77(“) 0) = m(u), 0, v)=w, 7{0, v) = 1,(v} .

Al campo 4 appartenente al campo A™ le (38), (35,) fanno corrispondere biuni-
vocamente un campo § appartenente a 6™

g) Considerato Pintegrale (1) del sistema (I) soddisfacente le condizioni del
teorema, si ponga

(38) Cz('uﬂ v) = ZZ(E(uy v), 77(“7 77)) ; (1= 1,..,m).

Le funzioni #,(z, y), (i =1,..., m) sono, per ipotesi, lipschitziane nel complesso
delle variabili (z, ¥) in tutto il campo 4, e quindi sono differenziabili in quasi tutto
il campo A (29); in virtu delle (36), (37}, ad un insieme di misura nulla del campo A
le {35), (35,) fanno eorrispondere un insieme di misura nulla del campo d (21).

In quasi tutti i punti del campo ¢ esistono allora le derivate

ol s(u, v) ol (u, v)
ou ! w7’

le quali sono limitate nel campo J, ed inoltre valgono le

o (1w, 2, -
Z(al; ”)zzpf(é(u, ), (%, 7)) 5(;; v)+qi(...)ﬂg‘; 1,),
W ag(u, /U) an(u’ @)

P pi(g(% ), (1, v)) o0 + q.d-..) ™

Tenuto conto delle (29) e delle posizioni (4), il cambiamento di variabili (35}, (35,)
muta il sistema (I) nel sistema

_z“z‘j(uy v) “’“'au—_" = Fi(%’ 23 Ca(u; D)y ey Cm(ua 'U)) s (i = L., s

.g“z‘f(uy v %é}_gj:;’__@ = Fi(’iifg v &%, 9)y .0y ¥, «g)) ,
(39) i A R
a;(u’ ”)

ﬁaw(u, ) (a”é:f'(’%,“@ + Ri(u, v) o0 ) = Fz’(“’ 03 C1(ty )y ooy Cmluy /U)) y
(t=v+r+1,..,m),

(20) Cfr. H. RapEMACHER [1], Parte I, n. 3, Teorema I, p. 347.
(2') Cfr. H. RapeMacHER [1], Parte I, n. 7, pp. 354-355; n. 9, p. 359,

13 — Annali di Matematica
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dove si & posto

(40,) &5{ %y V) = Aii(E(’“) v), 7{4, @)) ’ (tj=1,...,m).

22, 4) + 042, Y) g (@, y)]
Yol @, ¥) + 042, ¥) {2y ¥) Jo=ttun), v=niu) !

(t=w+4nn+1,..,m,

(40,)  Ri(u,v) = [

] @, U5 21y ey Zm)
Flu, 230, ....0n) = .
(23 Gy oery | V(%5 ¥) + 0@, 1) W@,y Y) | o=stum), v=nwm) ’

(i=1,.,v3n+trtl,.., m,
(40,) ) ]

Fl@y Y5 81y eeny @m)
Plu,v:00,...,00) =
(893 G2y vees Gm) | %@y ¥) + 042, ¥) 2@y ) do=st00), v=ntu) ’

(i=v 41,9+ n).

Le funzioni a,(u,v), B{u,v) sono definite nel campo ¢, e le funzioni F,(u, v;
L1y .ees Cm) sODG definite per (u, o) nel campo 61 e per tutte le m-ple ({4, ..., {,) reali.
Le funzioni (38) soddisfano il sistema (39) quasi ovunque nel campo 6. Nelle (40,)
gono tenute presenti le posizioni (4); in virth di queste ultime possiamo porre

Rv1+vz+1(uﬂ v) = R1'1+Vz+2(u7 V) =...= RV1+V2+73(M’ v) = 84(u, v),
(A1) e e
R, i, 0) =R, _,  o(u,0)=..=R,(u,7) = 8,(u, ).

Inoltre, in virtlt delle ipotesi del teorema e di quanto & stato rilevato nei capo-
versi ¢), f), le funzioni a,(u, v), (4, j=1,...,m) sono lipschitziane nel complesso
delle variabili nel campo 61! (22),

Le condizioni (19), (20) divengono rispettivamente

(19y) Lilu, 0) = Zjlu) , (—a<u<a,) per j=1,...,m,

20) S0, =60),  (i=1,..,3).
i=1

1) Indicate con (X, Y) le coordinate correnti nel campo 4 e con (2, u) le cor-
rigpondenti ecordinate nel campo 4, cosi che

Z-:‘P(Xa Y), l":Z{Xa Y),

(®2) Le funzioni A,{(=x,y) sono lipschitziane nel complesso delle variabili nel campo D_;
le funzioni (35;) hanno derivate parziali prime continue nel campo chiuso 811 tenuto conto
anche della forma di tale campo (cfr. nota (*%)), ne segue che le funzioni a,(u,v), definite
dalle (40,), sono lipschitziane nel complesso delle variabili nel eampo 671,
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se (»,y) & un punto fissato in 4, e (u,v) il punto corrispondente di §, all’arco di
curva X = g,(X; =, y), ottenuto per valori di X, compresi tra y(z, y) e # corrisponde
in & il segmento y==v; 0 <A<u; all’arco della eurva Y = g,(X; #, ), ottenuto per
valori di X, compresi tra 9(x,y) e @, corrisponde in d il segmento A=u, 0 <pu<v;
in corrispondenza ad ogni intiero ¢ {eoni=w-tv,+1,...,m) (23}, all’arco della
eurva

(42) Y=g{X;29)

ottenuto per valori di X compresi tra ¢z, y) e # corrisponde in é un arco della
curva, definita dalle equazioni parametriche

(43) A= (X, g/X; %, ), p= (X, g/X; x,¥))

nel parametro X con X compreso tra ¢,(z,y) e x.
Dalle (43) segue

daA ‘
ax = "/’X(X9 g X; z, y))+ pr(..) 0o X5 2, 9)

d,
% = 72X, 9 X5 0, 9) + el )edXs 2, 9) 3

tenuto conto delle (29) (nelle quali si ponga (X, ¢.(X;,¥)) al posto di (z,y)) e
delle (4), si verifica immediatamente che di/dX =0, du/dX = 0; quindi dalle (43),
tenuto conto anche delle (35,), si oftiene 'equazione dell’arco di curva corrispondente
nel campo § all’arco considerato della curva (42) del campo 4 nella forma

(44) u=ydA; u,v)
o anche
(44" A=y s u,v) .

Al punto (p.(z, ¥), n{ydw,y))) della curva y, corrisponde il punto (y}(0; u, v), 0)
del segmento — a, <A< a,, g=0; per brevitd poniamo

(45) 7e(05 u, v) = @lu, v) ,

(®*) In conformitd alle notazioni usate finora si fanno assumere a ¢ i valori », +v,+1, ..., m;
tenuto conto delle (4) risulta

Giiv 1 X @, Y) = G pn (s 2 y) = .. =
= Gty t0 (X5 B W) oy G 11X 2, 9) = Gy 12X @, 9) = o = gl X5 2, 9) .
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cosi che y(p,(u,v); u,v) =0. La funzione y,(1; u,v) & continua assieme alla sua
derivata prima rispetto a 1, e risulta

d'}h(l U, ¥)

(46) aa

R( 7')’(’1 U, ))

i) Nelle prime » tra le (39) si ponga A al posto di » e si integri tra zero e u;
8i ottengono cosi le

Ef n &Y d}.—f 303 Gl Oy ooy Enlla ) AR, (E=1, ey

e con una integrazione per parti (***®)

(47,) sy ) imo 0)£,(0, v) +

”'M§

+Z faa“(z v) dl+f (25 93 Tl 0,y oory Ll 0)) dA (E=1,...,7).

Le (47,) per quasi tutti i valori v, tali che alle rette »— cost. appartengano punti
del campo &, valgono per ogni u, con (u,v) appartenente al campo 6. Posto nelle
successive v, equazioni (39) u al posto di v, integrando tra zero e v, si ottengono le

z it ) PG [, 13 5l ) o Gl ) =it ),
0

e con una integrazione per parti, tenendo conto delle (19,),

§

m va .
(47,) 2 ii(ty ©) Ciu, v 2% ty 0)Z;(u) + .gl J"L]é%di) Ciluy p) dp +

ji=1

—I—‘{F,-(u, s Gty g0)y oo Cnlty 1)) dpa (t=w-+1,..,n+ ).
[}

Le (47,), in corrispondenza a quasi tutti gli 4, (— a, <u <a,) valgono per ogni v,
tale che il punto (u,%) appartenga al campo 6.

(#*s) Le funzioni a,;(u,v) sono lipschitziane nel complesso delle variabili nel campo o2
(cfr. nota (2%)); & quindi lecita ’integrazione per parti; osservazione analoga a proposito (pitl
avanti) delle (47,).
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Poiché le funzioni 2;(A, u) = 2:(6(4, u), n(A, p)) sono lipschitziane nel complesso
delle variabili (4, u) nel campo 9§ (*), esistono m costanti K;, (j=1,..., m), tali che

(48) 1Ci(4, l"’)—é-j(z, ﬂ)l<K:{M~'ZI+ I;“_'/Zl} ’ (G=1,...,m)

per ogni coppia di punti (4, g), (4, &) del campo o.

Tenuto conto delle (40,), le funzioni Ry, p), (¢ =9+ »,-+1,..., m) sono con-
tinne e mai nulle in tutto il campo §'V; esistono guindi due costanti positive k e M,
tali che in tutto il eampo 6 sia

(49) E<|Ri(4, )| < M™, f=v+v+1,..,m);
in virtt delle (46) e (48) risulta allora

(80) 124, vilAs5 wy 0)) — 5o Ay yol A5 4, 0) | <E(1 4+ M)A — 4],
G=1,...,m;i=wn+v+1,...,m).

In quasi tutti i punti della curva p= y.(4; u,v) appartenenti al campo 6 esiste
dunqgue la derivata

djl 12-; y ;
é:( 7701(}' “”D))’ G=1,.,m;i=v v+ 1,...,m).

Se 4 & uno tra i numeri » +v,+ 1,..., m, posto w= ¢,(u, v), equazione della
curva p=p,(1; 4, v), tenuto conto della (45), pud essere scritta nella forma

(44") p=yd{l; w, 0), (—a<w<ay) .

Si prova facilmente (2°) che, in corrispondenza a quasi tutti i valori w di (—ay, a,),
per quasi tutti i valori di A, compresi tra w e u &

dc?’(}" yi(l; U, ’l))) _ 865(17 Vi(l§ U, 17))
di o oA

aéi(}'y ’)/1(27 u7 'U))

(51) =

+ Ry(2, yilA; u, v))

’

(2%} Per ipotesi le funzioni z,{x,y), (j=1,..., m) sono lipschitziane nel complesso delle
variabili nel campo A; poiché le funzioni (35;) hanno derivate parziali continue nel campo
chiugo 6% (a cui appartiene ), tenuto anche conto della configurazione del campo ¢ (che
sarebbe agevole disegnare), segue che le funzioni (38) sono lipschitziane nel complesso dells
variabili (u, v) nel campo &; si fa presente che nel seguito del presente capoverso sono assunte
(A, p) come coordinate correnti nel campo d, mentre (%, v) & un punto fissato del campo stesso
(cfr. anche capoverso h)).

(35} Al variare di w in (—ay, a,) le curve (44") coprono tutto il campo ¢ (nel senso che
per ogni punto di 6 ne passa una e una gola); allora le

(*) A= }', H:%(l; w, 0)5
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e inoltre vale la i-esima tra le equazioni (39), nella quale si assumano come coordi-
nate correnti A, u, e si ponga u=y,1; u,v); tale equazione pud dunque esgere
scritta nella forma

< az; (A5 u,
gaw(% vilZ; u, v)) 42, yd(ﬂ. L) = Fi(4, 7.(4; wy0); L4,y vilds u, ), ..oy ul-2)) -

Integrando rispetto a A tra ¢;(u,v) e u si ottiene la

3 [ el yuths wy o) Bl ) g

nMs

q:t(u,v)

:sz(;‘) '}’i(M ty 0); Ei( Ay vl A5 uy V))y ey Cm()) ar,

@i(u,w)

€ con una integrazione per parti (%), tenendo conto delle (19,),

W10 S autu o)liw v) = 3 au(pdu, v), 0)Zigtu, v) +

< d i\ /vy lﬂ., s
+z a; ( Vd; (2 ’U))Cj(;u, ’}/1(2., U, 'U))d}.—{—

wl(u )
K3

+ J\FZ(Z7 Vt(l7 U,y 17); Cl(l’ %(1, U,y U)); ey Cm()) dl, (@ = 171+ O + 1, ,m) .

@4(u,v)

Le (47) valgono in quasi tutto il campo d; considerazioni di tipo elementare per-
mettono di provare che il secondo membro di ognuna delle (47) & funzione continua

fanno corrispondere al campo ¢ del piano (1, #) un campo T del piano (1, w); la corrispondenza
6 biunivoca, e, poiché vale la (46), ed & R,(4, u) # 0 (cfr. le (40,)), si prova immediatamente

A
che & 8y,(4; w, 0)/éw = 0; & quindi J(l ‘u) # 0, e (efr. nota (*')) ad un insieme di misura
w

nulla del campo ¢ corrisponde biunivocamente un insieme di misura nulla del campo T';
quindi le derivate 8;(4, u)/0A, 8L;(4, p)/op, (j =1, ..., m), nelle quali si ponga p = @,(1; w, 0),
esistono in quasi tutti i punti del campo 7, e soddisfano I’equazione i-esima tra le (39);
ne segue che per quasi tutti i valori w, (—a, <w<a,) tali derivate esistono in quasi tutti
i punti della curva (44”), vale la (51) (dove si tenga conto che p,(i; u, v) = y,(4; ¢y (u,v), 0)
e si applichi un noto teorema di derivazione delle funzioni composte; efr. G. Scorza Dra-
GoNI [1]), ed & soddisfatta la i-esima tra le (39).

(2%) Essendo le a,;(4, ) lipschitziane nel complesso delle variabili nel campo 61!, consi-
derazioni del tutto analoghe a quelle sviluppate per stabilire le (50) permettono di provare
che, fissato il punto (u, v) in &, le funzioni a,;(4, y,(4; %, v)) sono lipschitziane in A nell’inter-
vallo (g,(%, v), #); & quindi lecita ’integrazione per parti.
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nel complesso delle variabili (¢, v) in ogni punto del ecampo & (¥'), e, poiche il primo
membro di ognuna delle (47) & pure funzione continua nel complesso delle variabili
{(u, v}, le (47) valgono in tutto il campo d.

j) Dal sistema delle m equazioni algebriche (47) lineari nelle {,(u,v), (j=
=1,...,m), tenuto eonto della (8) e delle (40,), e indicato con a;(u, ) il comple-

(2"} Le ipotesi fatte, assieme alle (40,), (40;), assicurano la continuitd nel complesso delle
variabili (u, ) dei singoli termini, che compaiono a secondo membro delle (47), tranne per
quanto riguarda i fermini rispettivi

% v k3
da,(4,v) da;(u, 1) da (2, pAA; w, v))
f_‘a_a—z’“’ v)di, fﬁ—é’;(% w)ydu , f(—dl——@(l, yilds u, v}y di.
0 0 Pi(u,9)

Ora si ha, per esempio, supposto, per fissare le idee, che il punto (u,v) sia interno al
campo 0,

u+h %
da (A, v+ k) da(A,v) | .
1]

0

u+h %
< g f da; kv + k) £ vt B dl; n 'fafaﬁ(l, v+ kY —ay,ll, U)IQ(A, v+ kydil+
oA oA
0 0

ua 5 (4,
. UW [E5(h, v + k)—Cj(/l,v)]dﬂ‘ .
0

Tenuto conto che

F oy, © + B)—agy (A, v)]
o4

C,‘(l,v—i—k}di{<

0
<0, v + k) — a0, 0)] [£(0, v + k)| + |as5(A, v + ) — ay5(w, 0)] 55w, v + F)| +

dz (4,0 + )
di

+ ‘f’aii(zw v _l” k) _aij(zw U)l ‘ i >
0

e che le a;,(u, v), {;(%, v) sono lipschitziane nel campo J, segue immediatamente la continuita
in (u,v) di
k3

aaég'(’a': ?))
f 4, v) dd

[
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mento algebrico delle a;;(u,v) nel determinante A si ottengono le

(62) ) =3l v { 3000, 1)2,0,) +

Baw z , 0)

+Z

(A, o) dA+ f (13 8l ) e Eally ) a2} +

v1+7

+5" a, u,w){zam(u,mz +2fa“” U ) (g ) s+

i=v;+1

[, 5 s s ) dpa} +

+ 3w n] S w020 )+
d=vy+vy+1

+3 f el Y05 5 O) (5, (05w, v)) 2+

[0 05 00 50, 9t 0, sl s, 00) 1,
Pilusv) (j=1,...,m).
k) Le funzioni Z;(0,v), (j =1,..., m) soddisfano le (20,); inoltre soddisfano le

wm

(202) ZCL”(O /U C] 0 v :z w O O +E f “"'WW 71”’) dfu—l—

_{_J‘Fi(oy # ¢i(0, W)y ooy Zn(0, #)) du (t=wv+1,..,m),
0
ottenute dalle {47,) per u=0, e le

(20,) Zaw (0, ) Za”(%(o ), 0} Z{@:(0, v)) +

+3 f Lty 05 000 ¢, i 0, o)) an+

—}—fFi(/'l, yiA; 0,9); GlAy vilA; 0,0)), oy L)) A, (E=9 94 1,...,m).
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La (17), tenuto conto del cambiamento di variabili (35), (35,) e delle (40,), diviene

.................

(174) #0,

.................

avendo posto, per uniformitd di notazioni, b;(v)=a,{0,v), per ¢==1-+1,..,m,
j==1,..., m. Indicato allora con §,(v) il eomplemento algebrico di b,{v) nel deter-
minante (17,), diviso per il determinante stesso, dal sistema delle m equazioni alge-
briche (20,), (20,), (20,) nelle incognite #,(0, v) si ottengono le

) 50,0 =3 pulo)) £ "5 put) {3 aut0, 92,00+

3 [P 0, )+ (B0, 00, o a0, 1) ]
0 0

+ %, Bas(v) {ﬁldis(%(ﬁ, v), 0)Z,(9:(0, v)) +

P=vy v+l

0
+ ﬁl J‘dais(za ‘):Zzﬁl; 0, 7?)) Cs(l, yi(ﬂ; 0, ?)))d)l, +

2£0,2)
0

—}—fﬂ’i(l, Y43 0,0)5 LAy palA5 0, 0))y oey Lnlenn)) dl} .

,(0,0)

Le (53) valgono in un opportuno intervallo — a, <v<a, (con 0<a,<a,, 0<a,<
<a,), tale che i punti (0, v) appartengano al campo 9.

) Sia ora
(1%) 2 =2 (@, ), (i=1,...,m)

una m-pla di funzioni lipschitziane nel campo A, ivi soddisfacenti il sistema (I) quasi
ovungue, e soddisfacente le

(19%) Z w, (@) = Z (), (i=1,...,m), per —a,<w<a,,
ele
(20% S @), ) = G@), (=1,

=1

nei punti della curva y=1,(x) appartenenti al campo A.



198 MArta CiNQUINI OIBRARIO: Problemi relativi alle caratteristiche, ece.

Posto
(38*) Cf("h )= T(‘S(uw ), 7](”’, ’IJ)) 3 (0= 1L ..,m),
le funzioni j(w,v), (i=1,..., m) soddisfano relazioni del tutto analoghe alle (52),
(83); sottraendo tali relazioni (che, per brevitd, sono omesse) dalle corrispondenti
relazioni (52), (563) e ponendo
(54) Uiw, v) = {i(u, v) — Cf(ua v), (i=1,...,m),

si ottengono le

0a,,

(55) Ui, 0)= Sl uw){éais(o,@)vs(o,vw 3 [*2D 06,001+
o

+f {Fz(;‘" 23 Cul4,y )y ey Culdy ”))_Fz(}‘a v; L34, 0), .05 Ghl4, ’U))] d}‘} +
0

v+, i < .
-+ z %ig(thy 0) {Z f%%%i U, (u, p) du+

=241 8=1
0

+f{Fz(u7 5 Cul®y 1)y ooy Sty /“)) "_Fi(“a 5 G5y )y ooy Cnlu, ﬂ))] dﬂ} +
0

L m ud (A5 u,
+ 3 wpuo]d [Ledb2in g 00 0)0+
i=vi+vy+1 §=1
v @y(us0)
+f[F( s 7ilAs 2y 9)5 G2 Yilds Uy 0))y ey Cnlens)) —
Pi(u,0)

—F {2y yild; w, 0); (A 7ul A5 4, 0)), ooy Enl2))] dl}, (i=1,...,m).

e n va 43 b
56) U0, 0) =3 Buw {zfﬂ%@m(o,mfm

t=py+1 §=1

”jf"f[Fi(Oy ws G0, 1)y ...y En(0, H)) —Fi(O, w3 §3H0, p)y ..y 400,y l‘*))] d,u} +
0

0
m i da is }L’ {45 0,
+ 3 ﬁi,-(m{z [ LB rdBi 0 g4, 0 0, 07) a2+

i=v+v+1 s=1
0,7)
v

+f[FZ(Z, (43 )) Cl( y Yilds 77’)7"-7Cm(---))"—
94{0,5)

—F (4 yi(4; 0, 0)); $3(4, 74(45 0, 0)y ooy Li(0))] dﬂ}, (j=1,...,m).
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8i indichino con H, H;, H, costanti non negative, tali che in tutto il campo
chiuso e limitato 8™ gia

(57) laii(uy U)l "{;H 4 ‘O‘ia(uy ’l))] <H1 b “3u [ 2 4 (17.7 = 17 seny m) ’

costanti certo esistenti, per la continuitd delle funzioni & primo membro delle (57)
nel campo chiugo e limitato o',

Poiché le funzioni a;,(u, v) sono lipschitziane in 6 (efr. nota (%)), si indichi con 4
la loro costante di Lipsechitz; dalle (13) e (40;) segue che le funzioni F(u, v; 81y ...y Ln)

sono lipschitziane nel complesso delle (Jy,..., () 81 indichi con A4; la costante di
Lipschitz eorrispondente.
Posto

(58) A+ Ay =L,

tenuto conto delle (46), (49), dalle (55), (56) si ottengono le (28)

©9) Ui, v){<H1{v1H§xUs<o, oyl [ 3]0, om|+
§=1
'I""sz 2 u’ﬂidﬂl+
—{—(L2+AM£H).$ Jﬁ“ U2y yild; u,v))l } (j=1,...,m).
e A u,v) o=t
(60) U0, v)|< {szz f 3 v ,dul +
(L AM) (3 yild; 0, )) | @2 } (=1, m).
je= V1+1',J—1

m
m) Si indichi con U(w) il massimo di Y |Ugu, )] sul segmento della retta
g==1

(28) Tenuto conto delle (46) e (49) risulta
gaij(}”’ ?z(&; u, 77)) —az‘g‘( Z; Vz(jh w, ’I)))} <
SA{A— A + 25 0, 0) —y,(As v, )} <AQ + MP)A—],
e quindi
da {2, v,{d; w, )

h <AL+ MWy,
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v = cost. appartenente al campo J; allora dalle (60) si ottengono le

61)  |TL0,v)| {szz

U(O.u ldﬂl+

Lyt Ay S

i=vy+ry+1

0
J.U(%‘(.}G 0, 77))01/’L }} ’ (G=1,..,m).

i(0,8)

Posto p=y(A; 0,v) e tenuto conto che y,(p,(0,v); 0,¢) =0, y(0; 0,v)=v e che
inoltre (cfr. le (46), (49))

d d 1
’é%:Ri(lyﬂ)y } i

risulta

fvy(zom] UU(M—dﬂi ]fvmmdui,

(0,0}

e sostituendo nelle (61)

1040, » ]<H2{v2

}dﬂt +
+ (Ta+ AMS) 0 — 9, — ) | [7 du[} =1,
0

Sommando per j=1,..., m e applicando il Lemma di Gronwall si ottiene suc-
cessivamente

s

“
]
Pt

1U,(0, v)| <mH, {vzl}z

3w, #)ldﬂ‘"l-
4]

(62) + (Ly+ AM ) (m— vy — ) k ‘ fU(l/') dﬂ‘} s
0

fexp [mH v, Lylv— p|] U(,u)dy} .

[\

(U0, v)| <mHy(m —v;— v, }(Ly + AMNE

I

i=1

Dalle (59), tenuto conto delle (62) e del modo, nel quale & stata definita la fun-
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zione U(v), si ottengono le

10 (u, v)| < H, {'mHH2 vi(m — vy — Ly -+ AMYE exp [mH, Lyv,0,]

UU dﬂlm},vl Uf;mmm}}wﬂz

=1

fU(ﬂ)dﬂ}Jr

%

+ (L + AM™) +Z . ] f U(Vi('h Uy ’U))dl }} ’ (i=1,..,m),
i=v+ry+1
@iu,p)
dove v, & il massimo di [»] nel campo &.
In modo analogo a quanto fatto pil sopra, posto u=y,(4; «, ), e tenuto conto
che y.(p{u, v); u,v) =0, y{(u; u,v) =0, si ottiene subito

U(y2; u, v))dl[ = UU(M)%@I@UUW dy{,
@y(u,0) 0 1]

e quindi

(63) |Us(u, v)| < H, {”1L2 U4, v)

3

dove K & una costante, di cui & facile serivere I’espressione esplicita ().
Sommando le (63) per j=1,..., m, 8i ottengono le

1| 5] !”W) .

In gquest’ultima disugnaglianza si pensi 4 come variabile indipendente e » come
un parametro; applicando il Lemma di Gronwall, e indicando con « il maggiore dei
numeri a,, a, risulta

dAl—{—Klf dﬂ]} G=1,..,m),

kg

2

i=1

Uiu,v)

Ui(2, v)

<mH, {"’1 L,

k4

fv(/u)dﬂ[-

0

(64) S U, v)| <mH, K exp [mH, v, L]

J=1

In corrispondenza ad ogni valore v, che sia ordinata di punti del campo 6, la (64)
vale per ogni u, tale che il punto (u, ) appartenga al campo J, e quindi vale, in

(*°) Risulta K = (m—v,—v)(Ly + AMNYE{mHH,v, exp (mH,L,vyv,] + 1) + v, L,
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particolare, nel punto, in cui » |U(u, v)| raggiunge il suo massimo U(v); & dunque
=1
U(o) <, K exp [nHyn Lyal| [ U(p) d,u] ,

g

da cui, come & noto, segue subito U(v)=0 per ogni valore di @, che sia ordinata
di punti del campo ¢; quindi & identicamente in tutto 9§

E{Uj(%,?))iz(); Ca‘(ua?’):@:(u’”\h (j=1,...,m),
i=1
vale a dire in tutto A4 & identicamente

Zj(wa?/):z;‘(myy)y (.7.217--'7’”7’)7
ed & quindi provato il teorema di unicita.

OSSERVAZIONE. — Nell'enunciato del teorema di unicitd le funzioni f,(z, ¥; 21, ..., 2)
sono supposte lipschitziane nel complesso delle variabili (2,...,2,), con costante Iy
indipendente da (#,y) (cf. la (13)}; I'ipotesi pud essere resa alquanto pilt ampia, nel
senso che & sufficiente supporre che, comunque siano le costanti ¥ >0, >0,
(j=1,..., m), esiste una costante L{", tale che per ogni « di (—a.,a,), per ogni y
con |y|<Y®, e per tutte le coppie di m-ple reali (21,...,2n), (Z1;..., Zs); soddisfa-
centi le |z,|<Q9, <P, (j=1,...,m), valgono le

m
o, y5 21y 00y 2m) —fid®y Y5 %y eeny ?vm)KL(PZ }zi_éil s (t=1,...,m).
=1

3. — Un caso particolare.
Per —a, <w<a, sia

biy{r) =0, =1,..,7m,j=1,...,m;iz=]j); bw)==1, (i=1,...,v),
Le condizioni (17), (18) divengono piu semplicemente

Av,+1,v,+1(m7 772(99)) A1'1+1,m(m7 772(417))

Av1+1,m(wy 772(50)) v Am,m(w; nz(m))
in tutto l'intervallo —a; <w<a,, ©
Zi(o):Gi(0)7 (t=1,...,m),

e la (20} diviene

(207) 2:(w, (@) == G(@) , (t=1,..,m),
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vale a dire nei punti della caratberistica ¥y == 7,{x) sono prefissati i valori di », tra
le funzioni {1); il teorema di unicitd assicura che non pud esistere pitt di un integrale
(in senso generalizzato) del sistema (I), tale che ad esso appartenga la curva carat-
teristica (B) e che nei punti della curva y==7n,(2) soddisfi le condizioni (20).

§ 2.

4. — Teorema di dipendenza continua dai dati.

Valgano le ipotesi del teorema di unicitd (n. 2); assieme alla curva caratleristica (5)
del sistema corrispondente alla radice caratteristica oy(x, y), sia assegnata la curva carat-
teristica dello stesso sistema

(5%) y=n2), 5= Zﬂ;(m)a veey By == Z;(m) ’ (—am<x<a,),

dove le funzioni Z;(x), (i=1,...,m) sono lipschitziane in (— a1, a,); siano assegnate
le funzioni G (x), (i=1,...,v), continue in (—a;, as) ¢ soddisfacenti le

(18%) S 0,0 Z50) = GH0),  (i=1,.0ym).
=1

3

Nel campo A (definito nel n. 2 d)) siano definite le due m-ple di funzioni

1 2 =2(&,Y)y s %m = 22, ¥) 5

(1*) zlzzf(w, Y), ---azm—_—z;(ma Y,

lipschitziane nel campo A, e costituenti due soluzioni (in senso generalizzato) del si-
stema (I); assteme alle (19), (20) valgano le

(19%) zf(% "71(93)) == Zf(ib‘) y (t=1,...,m),

por —a, <w<a,, €
(20%) D biyl@) 2} (2, (@) = Gf (@) , (f=1,...,m),
iz1

net punti della curva (14) appartenenti al campo A. Allora, dato un numero & positivo
arbitrario, st pud determinare un numero positivo o in modo che, per

63)  |Z{a)—Zr @) <o, (i=1,..,m);  |Gd2)—6X@)| <o, ((=1,..,m)

in tutto (— ay, a,), risulti
m

(66) > lew, y) — & (w, y)| < e
i=1

in tutto il campo A.
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o) Mediante il cambiamento di variabili stabilito dalle (35), (35,) (efr. n. 2 f)),
si definiscono nel campo & del piano (u, v) le funzioni

(38) Lilw, ) = zl(§(u, ), (w, 'U)) y (t=1,...,m),
(38*) Z:(uy v) == zf(S(u, /U)} 97(“, ’U)) 3 (?’ = 13 ey M)

Le funzioni [,(u, v) soddisfano le relazioni (52), (53) (cfr. n. 2j), k)), e le {F(w, v)
relazioni del tutto analoghe. Posto

(54) U(u, v) = Ci(u, v) — {F{u, v), (i=1,...,m)
¢ inoltre

(67) D (u)=Z(u)— Z;(u), (t=1,...,,m),
(68) Yiv) = Gv) — G} (v), (i=1,...,m),

sottraendo dalle (52), (53) le relazioni analoghe relative alle funzioni (38*) si tro-
vano, nel caso attuale, le

(69) zzx (1, 0 {g 0:4(0,9) U (0, v) +

£ 3 fa U,y dz+f[F (203 Gy 0), ...y Lnldy 0)) —
gl
0

—F A, 0; G4, 0), ..., G4, v))]dl}—}— z oig( Uy © {z aes(u, 0)D(u)+

i=v+1

- ”a is b
+2 f~——-~a &()“ D0, )+
s=10 1]

+f[Fz(uy w5 Galty 1)y ooy Cmltty 4“)) ‘“Fe'(% 5 CEly )y oony Gy M))] d,“} -+
0

Ms

a/is((pi(ua V), 0)¢S(¢i(u5 /U)) -+

+ % o;i(ty 0) {

§e=py v+ 1 =1

< ud is /1 Z ].
+8§1 a ( 77d§. 5 Uy ?7)) Us(ﬂ, R VERTA Q)))dl_[_

@lu,v)

+ f[F (4, yalds uy 0);5 LAy yil A5 4y 0))y oevy Sl 2y yi(4; U, 7’)))‘“
Piluv)

_Fi(aﬂ VA3 ”)§£§(27 Vi(}ﬁ Uy 0))y oy Enl4, vi(A; u, 'U)))] d}‘} ’ (j=1,...,m).
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(70) IM%M=§&MWM@#%?&M%%aﬁ%%@@+

i=r+1 S=1

Bazs 1)

+Z

U0, p) du +f[FZ(03 ws G0, 1)y -y CulO, M)) -
ht

i=y;+v+1 gl

“‘“Fz‘(oy w5 550, 1)y ey Enl0, ﬂ))] dﬂ} -+ % Bii(v) {% “z‘s((Pi(Oy ), 0)@5(?91‘(07 'U)) +

0
+ % fdais(ly '}’dz;ﬂ; 0, v)) U2y yilA; 0,0)) dA +

+J [F (}H vi(4; 0,2); Ci(4, ( 0,9)), -y Ll 4, 74(2; 0, ”)))—

2(0,2)
—F (4, yil2; 0); L34, 725 0,9))y vy T4, v4(45 0, 9)))] di}, (i=1,..,m).

by Dalle (69), (70), ragionando come nel n. 21), seguono subito le

(M) |y 0) ;m%ﬁ%

§=1
uw
ki3
|3
§=1
0

(L, 4 AM™)

Gy +v2+1

Ay, L, U4, v) d/l, + m{m—v)Ho + v, L,

fzj wlm)m4} (G=1,...,m).
(24,0}

(72) [U3(0, v)| <H, {v16+ m(m—y,)Ho + v,

15f§ﬂ&&u%{+

0
(Lt ANy S f%l&%wdwwn

d}uH, (g=1,...,m).

P=vy+ve+1 s=1
20,)
m
Indicato, come nel n. 2m), con U(v) il massimo di » |U,(u, v)| nel segmento
§=1

della retta v = cost. appartenente al campo 4, dalle (72) si oftengono le

i

(73) [U (0, v)| < H, {v o+ m(m-—v)Ho + v, L ,u)l 1—|~
A (Ly + AM™Y fU di‘} (j=1,...,m).
i= vl+v2+1 o

14 — Awnnali di Mofematica
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sostituendo nelle (73

% [Ui(0, v)| <mH, {”10+ m(m —v ) Ho -+ v, L

j=1

Ragionando come nel n. 2 m), posto p = y,(4; 0, ), si trova

fU(y (4,0, v) dl{<kUU(,u d,;{

7:(0,7)

), € poi sommando per j=1,..., m, risulta

o+

L (i) (T AMmm} f Ulu)dp ]} ,
(]

da cui per il Lemma di Gronwall

| <m15[2{(w1 + m(m — ) H) o exp [mHyv, L,v|] +

%|U0'u

f=1
(1 — vy — v)(Ty AM[”)k‘ f exp [mH, v, Lo — ] Ulp) dﬂk} .
0

In virth di guest’ultima relazione, tenendo conto del modo, nel guale & stata

introdotta la funzione U(v), dalle (71) si ottengono le

I<H, {BG + g (i — vy — v ) HH (L + AMOY |

(74) |Us(u, v)
fexp [mHyv, Lol — |1 Ulu d,uzﬁ—vl Uil v) dll—]—
) [0 @ 4 (T A2 ﬁﬂ fv(m; woyaill,  G=1,m,
e oilu,)
dove

B = my, HHy(v, + m(m —»,) H) exp [mH, v, Lyv,| + mH(m —»,) ,

e v, indica il massimo di |»| nel campo 9.
Come nel n. 2 m), posto u=y,(1; 4, v), si trova

fU s %,m)dﬁ,}@}fmmdﬁ! (=t vt 1,..., m)

Piu,v)
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Sostituendo nelle (74), e sommando queste ultime per j=1,..., m, risulta

f > [ mld}.j + K} f U(mdyl},

dove K ¢ la costante introdotta nel n. 2 m). Dalla (78), in cui si intenda % come
variabile indipendente e v come parametro, si ottiene, per il Lemma di Gronwall

(75) f U, v)| <mH, {Ba+ v, L

2 sy v l<mH1{Ba—}—KlfU Yau

}GXP {mH,y,L,a],

dove « ¢ il maggiore dei due numeri a,, a,; da questa segue immediatamente (cfr.
n. 2 m))

UWw) <mH1{Bc + Kl f Ulw) dy‘} exp [mH,n Lol ,
0

da cui, applicando ancora il Lemma di Gronwall e ponendo C = exp{mH;» Ly,
si ottiene

U(v) <mH,BC exp [mH,KCuv,lo .

Allora per ogni v, che sia ordinata di punti del campo 9, risulta

Uw)<e,se & o< exp{—mH, KCv].

.t
mH,CB

Tenuto conto delle (54) e del modo, nel quale & stata definita la funzione U(v),
in tutto & & anche

m

2 18w, 0) — G, v)| < e,

j=1

e quindi, in virtl delle (38), (38%), e del cambiamento di variabili (35), (35,), risulta
in tutto A

m
Ezz$,y}-—z 7y){<89
i=1

se e

£
o< mi, 0B exp[—mH, KCuv,)] .
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5. — Complementi.

a) Vale una osservazione del tutto analoga a quells faita alla fine del n. 2.

b) Anche per il teorema di dipendenza continua dai dati si pud enunciare facil-

mente il risultato particolare, contenuto nel n. 3. La (18%) diviene, in questo caso,
Z7(0) = G7(0), (i=1,...,m) e la (20%)

zi(mr 772(90)) = Gf(x) y (t=1,...,m).
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