
Problemi relativi alle caratteristiche 
per sistemi di equazioni semilineari a derivate parziali (*). 

)IAI~IA CI~q l2~I  CIB~A~IO (Puvi~) 

S u n t o .  - J~ eonsiderato il sistema di tipo iperbolico di equaziong semilineari a derivate parziali 

(I) ~ A~(x ,  y ) ( p / x ,  y) + e~(x, y)q~(x, y)) = ]~(x, y; z~(x, y) . . . . .  z~(x, y ) ) ,  (~ = 1 . . . . .  m) ; 

nella feoria delle curve ca,ratteristiehe del sistema (I), i~tese in senso genera~izzato, sono dimo- 
strati un teorema di unici~h e nn teorema di dipendenza continua dai dati, considerando come 
soluzione (in se~so 9eneralizzato) del slstema (I) una m-pla d~ ]unzioni z~(x, y) . . . . .  z~(x, y) 
lipschitziane nel eomplesso detle variabili e soddis]acenti il  sistema (I) quasi ovun~ue nel pro- 
prio cameo di de]inizione. 

I n t r o d u z i o n e .  

Molti ~nni f~ mi  ero occupat~,  in successivi l~vori, dell~ teori~ delle car~tteri-  
stiche per  un s is tema di t ipo iperbolieo di equazioni ~ deriv~te pgrziMi in due vgria-  

bfli indipendenti ,  si~ nel c~so in eui le equazioni stesse si~no quasi lineari, sia nel 
caso in cui esse si~no non lineari; la teor ia  er~ svilupp~t~, pa r t endo  d~ Meuni teoremi  
di esistenza e di unieit~, o t tenut i  nell ' indirizzo cl~ssico (1). 

Successive ricerche, si~ m i e  t he  di S. CI~QUI~I (~), sono s ta te  r ivolte  ad esten- 

dere ~lle equ~zioni ~ der iva te  p~rziMi l 'ordine di idee che C. CARATtt~ODOI~Y (~) 
avev~ in t rodot to  per  le equ~zioni differenziMi ordin~rie; in par t icolare  ho ot tenuto ,  

sot to ipotesi mol to  ~mpie, teoremi  di esistenza e di unieit~ relat ivi  M problem~ di 

(*) Entrato in Redazione il 18 giugno 1975. 
(1) Una breve esposizione dei risultati di tall ricerche g contenuta nel volume M. CINQUINI 

CIB~AmO, S. CI~qUINI [1] (i humeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della 
presente memoria), Cap. V, § 4, nn. 13-17, pp. 430-441; § 5, n. 20, pp. 444-449. Per le indica- 
zioni bibliografiche dei lavori di M. CI~qVlNI CIBnAm0 sull'argomento rinviamo per brevit~ 
ai 1.c. di tale volume. 

(3) Una esposizione di alcune di tali ricerche g contenuta nel volume eitato in (1), Cap. IV, 
pp. 301-384, e anche, nel caso 4i due variabili indipendenti, Cap. V, § 2, n. 6, pp. 397-421. 
Cfr. anche M. Ci~quI~-I CIBnAnlO [3]-[9], S. CI~QIgI~I [1]-[8]; si fa presente M lettore che nella 
bibliografia posta alla fine della presente Memoria sono citati soltanto i Iavori di tall au~ori, 
posteriori al volume eitato in (1); per i lavori anteriori si rimanda per brevit~ alla bibliografia 
posta alla fine dei Cap. IV e V di tale volume. 

(s) C. CA~AT~OD0nY [1], Cap. XI,  pp. 665-688. 
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CAvc~IY per il sistema dJ equaziotii quasi lineari in r + 1 variabili itidipendenti 

j=~ '" '  ~ x  + 

k=l 8y~ 

nel campo funzionale costituito dalle m-ple di funzioni z~(x, Yl, . . . ,  Y.), . . . ,  z~(x, y~, 
. . . , y , ) ,  assolutamente cotitinue in x, lipschitzi~ne tiel complesso delle variabili 
(y~, . . . ,  y.) e soddisfacenti il sistema stesso quasi ovulique nel proprio caznpo di 
definizione; ho pure esteso i risultati  a un sistema lion lineare del tipo 

(b) 8z~(x, Yl, . . . ,  Y.) 
~x = ] ~ ( x , y ~ , . . . , y , ; z l ( . . . ) , . . . , z m (  .... )), (i-=- l , . . . , m ) .  

D'al t ra  parte S. CI~QUI~¢I ha  dimostrato teoremi di unicitg rel~tivi al problema 
di CAIIcE¥ per i sistemi (a) e (b) sotto ipotesi e in c~mpi funzionali pifi umpi di quelli 
considerati du me. 

t~ipretidetido i miei lavori eitati  in (1), relativi all~ teoria delle earatteristiehe 
nel caso di due vuriabili indipetidenti, ho pensato di svilupp~re tale teoria tiell'ordine 
di idee dei lavori citati  in (2); nel presente lavoro SOllO stabiliti tin teorema di utii- 
cit£ e un teorema di dipendenz~ continua dM d~ti per il sistema-di tipo iperbolico 
di equaziotii semilitie~ri a deriva.te p~rzi~li in due va.riabili indipelidetiti, gi~ ridotto 
zti forma earatteristica 

(i) 

dove 

A, (x ,  y)(pj (x ,  y) + ei(x, y)qj(x ,  y))  : 
i = 1  

: ],(x, y;  z1(x, y), . . . ,  z,~(x, y ) ) ,  (i ~- 1, . . . ,  m) , 

~z~(x, y) 3zj(x, y) 
p~(x, y ) - -  ~x ' q~(x, y ) - -  ~y , (i = 1 , . . . ,  m) .  

La  t iatura dei problemi, studiati  tiel preselite lavoro, ha  richiesto ipotesi alqualito 
pifi restrittive, rispetto a qtielle introdotte  nelle ricerche, eitate in (2). l~el § 1, dopo 
alcune considerazioni introduttive,  6 dimostrato un teorema di unicit~, l id  § 2 un 
teorema di dipendetiza continua dai duti. 

§ 1 .  

1 .  - P r e l i m i n a r i .  

a) •el presetite lavoro 6 intesa come soluzione (in senso generalizzato) del 
sistema semilitieare (I) in un campo d del piatio (x, y) una m-pL~ di funzioni 

(1) zl(x, y ) ,  z2(x, y), . . . ,  z~(x, y) ,  ((x, y) in A) ,  
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le quali sono lipschitzi~ne nel complesso delle v~ri~bili e soddisfano il sistema (I) 
qua, si ovunqae  nel eumpo A (~). 

b) Le funzioni 

(~) qgx,  y), q~(x, y), . . . ,  e=(x, y) 

sono, come @ noto, le r~dici c~r~%eristiche de1 sistem~ (I). 
Le ~unzioni (2) siano continue nel loro c~mpo di definizione, e inoltre valg~ un~ 

delle seguenti ipotesi 

1) Z e m  radici varatteristiche (2) siano a due a due distinte in ogni punto del 
loro campo di de]inizione. 

2) Se le radiei caratteristiehe (2) non sono tutte distinte, t'ordine di molteplieitd 

di ognuna di esse sia eostante in tutto i~ loro campo di de]inizione. Indicate con 

(3) al(x, y), as(x, y), ..., a~(x, y) 

le radici caratteristiche del sistema (I) a due a due distinte e con v~,v2, . . . ,v~ i loro 

ordini di moltel~licit5 (v~ ~- ~ ~ ... ~- v+~-~ m), valgano le 

(~) 

@l(x, y) = @2(x, y) . . . . .  @~(x, y) = al(x , y) ,  

@~+t(x, y) = ~,~+2(x, y) . . . . .  @~,+~,(x, y) = a2(x , y) , 

e~_..+~(x, y) = ~_~.+2(x, y) . . . . .  q~(x, y) = a,(x, y) . 

~-el seguito, ~nche nel c~so delle radici car~tteristiche multiple, il sistem~ semi- 
lineare ~ scrit to nell~ formu (I), tenendo presenti le posizioni (4). 

c) Una  (m-{-1)-pl~ di Iunzioni 

(5) y = ~l(X), z~ = Z~(x), (i -= 1 , . . . ,  m) ,  

definite in un intervalto (x', x"), con ~t(x) di clusse C (1) c Zi(x) lipschitziane in tale 
intervallo, ~ det tu curva earatteristica (in senso generalizzato) del sistema. (I) corri- 
spondente all~ radice c~r~tteristicn al(x, y) di moIteplicit~ ri ,  se per ogni x di (x', x") 
t u t t i  i punt i  (X,~l(X), Z~(x), . . . ,  Z+(x)) appartengono al campo di definizione delle 
funzioni Ai~(x, y), @i(x, y), ]~(x, y; zl, . . . ,  z~) e inoltre lu 

! 

(61) nl(x) -= al(x, ~71(x)) 

(4) I1 campo funzionale considerato ~ quindi meno ampio di quello introdotto nei lavori 
citati in (3) relativi al problen~la di Cauchy; ci6 6 nella natura dei problemi relativi alia teoria 
delle caratteristiche, nclla quale le variabili (x, y) hanno lo stesso umcio. 
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soddis fu%a pe r  ogni  x di (x' ,x"),  e lc 

(6~) ~ A,~(~, V~(~))Z;(~) = l,(x, n~(x); Z~(x), . . . ,  Z = ( x ) ) ,  (i = 1, . . . ,  ,1) 
i = l  

sono sodd i s fu t t e  pe r  quasi  t a t t i  gli x di (x' ,  x") (5). 

d) Si dice che l~ cu rv~  ca r a t t e r i s t i c~  (5) u p p ~ r t i e n e  a l l ' in tegr~le  (1) de1 si- 
s t e m ~  (I),  se es is te  un  in te rvu l lo  (x~,x~), con x ' < x ~ x ~ < ~ x " ) ,  ~ l e  che r a r c o  di 
cu rv~  y ~ ( x ) ,  (x~, x~) a p p ~ r t i e n e  ~1 c a m p o  A e ino l t re  v~lgono le 

(7) z i ( x ,  v ~ ( x ) )  = Z , ( x )  , (i  = 1 ,  . . . ,  ~ )  . 

2. - T e o r e m a  di  u n i c i t h .  

Le ]unzioni A~j(x, y), ( i , j=-1~ ..., m) siano de]inite nel campo 

.D~: - - a ~ < x < a s ,  - -  ~ y ~ -  ~ ,  ( a ~ O ,  a 2 ~ O )  

e siano ivi lipschitziaue nel complesso detle variabili. Se A ~ il determinante, i cui 
elementi sono A~¢(x~ y)~ ( i , j -~  1~ ...,  m), in tutto ~ sia 

(8) A = 1 .  

Le ]uuzioni ~ ( x , y ) ,  (i-~ 1,...~ m) siano de]inite nel campo YD¢~ e siano ivi con- 
tinue nel complesso delle variabili; in ogni punto del campo D~ esistano ]inite le deri- 
rate 3~(x, y)/~y~ (i : 1, ..., m), le quali, in corrispondenza ad ogni y reale sono quasi 
continue in x in ( - -a l ,  as), e, in corrispondenza ad ogni x di (--a~, as), sono continue 
in y; esistano due ]unzioni M(x),  Z(x), quasi continue, non negative e integrabili (6), 
tali che, in corrispondenza a quasi tutti gli x di (--a~, a~), sia 

(9) ]o~(x,y)[<M(x),  ( i = 1 ,  . . . ,  m) 

per tutti gli y reali, e 

(lo) I ~ ( x , y ) - ~ i ( x , ~ ) ] < Z ( x ) l y - ~ l ,  ( i -=  1, . . . ,  m) 

per tutte le coppie (y, Y) eli humeri  reali, cos~ the, per quasi tutti gli x di (-- al, a~), 

(11) II o~'(x'y) <L(x) ( i = l , . . . , m ) .  
~y I 

(5) Nella teoria sviluppata nei nostri lavori indicati in (1) le Zi(x ) sono supposte di classe 
C (1) in (x', x"), e le (6s) sono suppostc soddisfatte iv  ogni punic dell'intervallo (x', x"). 

(6) L'integrabilit~ ~ intesa nel senso di Lebesguc. 
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Le ]unzioni 

(12) ]~(x, y; zl, . . . ,  z~) , 

siano definite nel campo 

(i =- 1 , . . . ,  m) 

C~: --a~<x<~a~, - - ~  y ~ - ~ c ~ ,  - - ~ < z ~ <  ~ ,  . . . ,  - - ~ < z ~ < - ~ ,  

e siano ivi continue nel complesso delle variabili; esista una costante L1 tale che, in 
eorrispondenza ad ogni punto (x, y) del campo D¢~, valgano le 

m 

(13) l/~(x, y; Zl, . . . ,  z~)--]~(x, y; ~,, . . . ,  ~)1 <<.L1 ~ [zj-- ~ l ,  (i =- 1, ..., m) 

per tutte le coppie di m-ple reali (z~, .. . ,  z~), (Zl, ...,z,~). 
Valga l'ipotesi 1) o pii~ in generale 2) det n. 1 b); sia v~ l'ordine di molteplieit~ 

della radice caratteristiea a~(x, y), cos~ che valgano le prime Vl tra le (4), e per - -a l<  
~ x  ~a2 sia 

(5) y = V,(x), z~ = Z~(x), (i = 1, . . . ,  m) 

una curva caratteristica del sistema eorrispondentc a tale radice con ~(x)  di classe C (~) 
e Zi(x) lipschitziane in (--a~, as). 

La ]unzione di classe C (~) in (--al ,  as) 

(14) y = V~(x), ( -  al < x  <as) 

soddis]i in tutto (--a~, as) l'equazione di]]erenziale ordinaria 

(15) 

Valga inoltre la (7) 

(16) 

V~'(~) = ~(x, ~(~)) .  

vl(O)=v~(O)=O. 

Siano assegnate in ( - - a l ,  as) le ]unzioni continue bi~(x), ( i =  1, .. . ,  ~; j =  1, . . . ,  m), 

Gi(x)~ (i = 1, .. . ,  ~),  soddis]acenti in tutto (-- a~, as) la 

bl~(x) ... b~m(x) 
. . . . . . .  . . . .  . . . . . .  

b~ll(x) . . ,  b~,~(x) 

(17) A~l+~.~(x) ... A~l+~,m(x) ~: 0 

. . . . . . . . .  • . . . .  . . .  

A ~ A x )  ... A~.m(x) 

(7) L~ condizione (16) evidentemente non ~ restrittiva; ~ imposto che le curve y = ~l(x), 
y =  V2(x) si incrocino in un punto interno all'intervallo ( - -a  1, a2). 
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e inoltre le 

(18) ~ b,(O)Z~(o) = O~(o), 
J = l  

(i = 1 , . . . ,  vl) • 

I n  tall ipotesi non pub esistere 1)lit di una m-pla di ]unzioni 

(1) z~ ~- z~(x, y), zs -= z~(x, y), . . . ,  z~ -= z~(x, y ) ,  

te quali sono de/inite in un  opportuno eampo A (s)~ sono ivi lipschitziane, soddis]ano 
in quasi tutto zJ il sistema 

(I) ~. A~j(x, y)(pj(x, y) + ~(x,  y)q~(x, y)) = 
J = l  

-= f~(x, y; z1(x, y), .. . ,  z,~(x, y)) , 

e inoltre soddis]ano le 

(19) z~(x, v,(x)) = Z,(x)  , (i = 1, . . . ,  m)  

(i = 1, ..., m) ,  

identicamente in (-- a~, as) , e nei punt i  della curva (14) appartenenti al eampo A sod- 
dis]ano Ze 

(20) ~ b~(x)z~(x,  w ( x ) )  = ~ ( x )  , (i = 1 , . . . ,  ~)  , 
J = l  

vio~ non pub esistere piit di un  integrale del sistema (I) (in senso generalizzato), a cui 
appartiene la eurva varatteristiea (5), e the soddis/a.le ~ condizioni (20) nei punt i  
della eurva (14), algpartenenti al cam19o A. 

a) Poich~ 6~(x, y), as(x, y) sono d i s t in te  in  t u t t o  il c a m p o  D ~ ,  si supponga~, 
p e r  f issare  le idee,  ehe  si~ 

(21) al(x, y) < ~rs(x, y) 

in t u t t o  D~ ;  a l lora ,  t e n u t o  con to  del la  (16), le cu rve  

?1: Y :  ~l(x),  ( - - a l < x < a ~ )  ; ?s:  y = ~ s ( x ) ,  (--al<~x<--.as) 

si inc roc iano  n e l r o r i g i n e  e n o n  possono  a v e r e  a l t r i  p u n t i  in  c o m u n e  (9); 6 d u n q u e  

(22) Vi(x)>v~(x),  ( - a l < x < O )  ; Vl(x)<vs(x) ,  (O<x-<<a~). 

(8) I1 campo A viene definito nel corso della dimostrazione (cfr. capoverso d)). 
(9) Cfr. M. CINQUINI CIB~A~IO [1], § 1, Teorema I I I ,  pp. 27-28, e [2], Teorema I,  pp. 

115-116. 
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b) Indica te  (qui e spesso nel seguito) con (X, ~) le coordinate correnti ,  sia 
~,(X, 1 v) (1 ~<r ~</~) un~ qu~lsi~si delle r~dici c~r~tteristiche det sistem~ (I); in virtfi  
dei noti  t eoremi  di esistenza e di unicit£ di C. CA~ATIJ~ODO~¥ (~o), se (x, y) ~ un  
punto  fissuto del cumpo D~, Pequuzione differenzial% scrit ta in form~ integrule 

X 

(23) g.(X ; x, y) -~ y -~J a.(t, g.(t; x, Y)) dt 

~mmet te  un~unic~ soluzione, definita nelPintervallo ~ a l < X< a ~ ;  in particolar% in 
virtfi  delle (6~), (15)~ (16)(~),  risult~ 

(24) ~ ( X )  -~ gl(X; O, 0) ,  ~.~(X) -~ g~(X; O, 0) ,  (-- a~ < X  <a~). 

Inol t re  se ~ l <s </J, s V=r~ le curve 

:Y = g.(X; x, y ) ,  :Y = g~(X; x, y ) ,  (-- a~ < X ~< a~) 

non h~nno punt i  in comune nel c~mpo 

alPinfuori del pun to  (x, y)(~) .  In  t u t t o  il campo 

esistono finite te deriv~te 

(251) 
~g~(X; x, y) 

~x -- a~(x, y) exp [L(X;  X, y ) ] ,  

(25~) ~g~(X; x, y) _ exp [L(X;  x, y) ] ,  
~y 

dove 

(26) 

X 

I , (X;  x, y) = f ~a~(t, g~(t; x, y)) dt O~g , 

e ta.li der ivate  sono cont inue nel complesso delle v~ri~bili (X; x~ y)(~8). 

(io) C. C~AT~ODORY [1], Cap. XI, pp. 665-688; in particolarc n. 582, pp. 672-674, n. 583, 
pp. 674-675; poieh~ le a~(X, Y) sono supposte continue nel complesso delle variabili, g~(X; x, y) 

soluziono della equazlone differenziale in senso classico. 
(11) Nelte (61), (15) va assunta X come eoordinata corrente; la (61) ~ soddisfatta per 

- - a l e X i a  2 . 
(12) Cfr. 1.e. in (~). 
(18) C. C~It~ODORY [1], Cap. XI, nn. 589, 590, 591, lap. 682-687; M. VOLrXTO [1], e 

anche E. J. Mc SHANE [1], Cap. V, n. 39, pp. 2t6-217; Cap. IX, n. 69, pp. 348-365. I risultati 
citati devono essere eompletati con eonsiderazioni, che tengono conto delle ipotesi fatte 
sulle a~(x, y). 
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c) Tenure loresenti le (24), si considerino le curve al, as di equazioni r ispet t ive 

(271) 

(27~) 

:Y = gl(X; -- a~, V~(-- a l ) ) ,  ( - - a l < X < a s ) ,  

useenti  dagli estremi della curv~ 7s, e le curve ~8, a4 di equazioni 

(273) 

(27,) 

:Y = gs(X; - - a l , V l ( - - a l ) ) ,  ( - - a 1 < X < a s ) ,  

uscenti  dagli estremi della cm'va Yl. 

/ 

h~ 

T 
Y 

~2 

,8, 

a2 ~ 

Figura 1 

Con semplici considcrazioni si p rova  che le curve (271) e (27~) hanno un  ])unto 
in comune di ~scissa/71, con a l <  X I <  a, ,  e ordinata  Y1 con Y I <  ~I(X1), 171< ~(X1), 
e analogamente  che le curve  (273) e (273) hanno un punto  in comune di ~scissa Xs, 
(-- a l <  X~<  as) e ord ina ta  Y~ con :Ys > ~h(X~), Ys > ~I(X~). Ind ica te  sempre con 
(X, IT) le vari~bili, sia A EI~ il campo chiuso (cfr. fig. 1), l imitato da ~rehi delle 
curve  (27) e dui segmenti  

X = - a~, ~ ( -  a~) < Y < ~ ( -  a~) ; X = a~, ~(a~) < Y < ~ ( a ~ ) .  
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Se (x, y) ~ nn  pun to  de1 campo A m, la curva  

:Y=g2(X;x,y) ,  (--a~<<.X<a~) 

incontru 1~ cnrv~ ~ in un unico pun~o di uscissa X ~ ~(x, y), e 1~ eurva 

: Y :  g~(X; x, y),  (--a~<X<a~) 

incontra  la cur.ca ~,~ in un  nnico punto  di ascissa X = Z(x, y) (xa). 
Tenuto  conto delle (2~), le fnnzioni ~f(x, y), Z(x, Y) soddisfano le 

(281) 

(2s~) 

g~(~(x, y); x,  y) = ,~(v(x, v)),  

g~(z(x, y); x, y) = ~7~(z(x, y)).  

Le ipo~esi fa t t e  circa le funzioni (r~(x,y), (~(x, y) assicur~no che le funzioni 
~(x, y), Z(x, y) sono con~imle, assieme aUe loro deriva~e pr ime nel c~mpo Am; con 
quulche calcolo, t enu to  conto delle (25), si ot tengono le 

(29) 

~ ( x ,  y)  _ 
~x 

~y~(x, y) _ _  

- ~ ( x ,  v) e,~p [I~(~(x, y); ~, v)] 
a~(~p(x, y), ~ (  ~p(x, y) ) ) - a2(~p(x, y), q?~( ~f(x, y) ) ) ' 

e~p [1o(v(~, v); ~, v)] 
~v ~,(~(x, v), ~(~(~, v ) ) ) -  ~(~(~, v), ,7~(~o(x, v)))' 

~z(x, y) _ - ~ ( x ,  y) exp [I~(x(x, y); x, y)] 
~x a2(z(x, y), v~(z(x, y))) - a~(z(x, y), ~h(z(x, y ) ) ) '  

~X(x, Y) __ e~p [±~(z(x, v); ~, v)] 
~y z~(z(x, y), v~(z(x, v)) ) -  ~(z(x, y), w ( z ( x ,  y)))" 

d) Indicate  aneor~ con (X, Y) le coordinnte correnti ,  distinguiamo quuttro 
casi, t enendo presente  la (21) e i l  f~tto che le (r~(X, ~Y), ( r = l ,  ...,#) sono t u t t e  
dist inte.  

t )  Sis (6(X, Y ) < a 2 ( X ,  17) < cry(X, Y), ( r=3,  . . . , # )  in t u t t o  il campo - - a l <  
<X<a~, - - c ~ <  : Y < +  c~; allor% se (x,y) ~ a n  punto  qualsiasi del campo A m, 

la c n r w  :Y=g~(X; x,y) (dove r b uno quulsiasi dei humeri  3 , . . . , # )  incontra in 
un  punto  di ascissa X = yJ~(x, y) la cltrva 7~, come  si pub vedere immedia tamente ;  
nel presente  cuso il campo A, in cui viene dimostr~to il t eorema di unieit~, coincide 
con il c~mpo A m, definito nel capoverso c) (cfr. fig. 1; il ca.mpo A ~ A  m ~ il campo (15) 
A1A~CBIB2D). 

(~4) Ci5 segue da sempliei considerazioni circa l'andamento delle curve in questione e 
anche dai risultati citati in (o). 

(1~) Nelle figure, per semplieit~, Ie curve caratteristiche sono rappresentate da rette; 
inoltre nei campi A (1) e A sono assunte come coordinate correnti (x, y). 
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2) Esistono alcune t ra  le a,(X, 17), (r------3, ..., #) minori di al(X, :Y) e sia 
a~,(X, Y) la massima t ra  esse; sia inoltre ak(X, 1 z) la minima t ra  le cry(X, ~) mag- 
giori di al(X, ~Y); nel ])resente caso 2) sia k > 2; si considerino le curve 

(301) ~ = g~(X; -- al, ~1(-- a l ) ) ,  (-- al < X  <a~),  

(3o~) y = g~(X; a~, vl(a~)) , ( -  al < X  <a~) , 

delle quali la seconda incontra cer tamente in un ])unto M~ l'arco della curva 17_-- 
= ~(X) ,  corris])ondente a X > 0, la pr ima ])ub incontrarlo in un punto M2 o])])ure 
no; nel ])rimo caso si indichi con M quello t ra  i ])anti M1, M2 di ascissa minore, nel 
secondo si indichi con M il ])unto 1!/1. Indicate  con (x3, ~(aa)) le coordinate del 
])unto M e su])])osto, ]). es., che i] ])unto M a])])artenga alla curva (30~), si consideri 
l~arco della curva 

(31) ~------ g~(X; a3, w(aa)),  (-- a~<X<~a~), 

corrispondente a - -a l  <<.X <<.aa, il quale incon£ra certamente in un ])unto la eurva 
(301) (x~). I n  modo analogo si considerino le curve 

(32~) y = g~(X; - al, v l ( -  a l ) ) ,  ( -  a l < x  < a ~ ) ,  

(32~) Y ~- g~(X; a~, ,21(a~)), (-- a~ ~<X <a2) ,  

delle quali la ])rima incontra in un ])unto N1 l'arco della curva Y-~ ~(X) ,  corri- 
s])ondente a X < 0, la seconda ])ub incontrarlo in un ])unto Ns o])])ure non incon- 
trarlo;  nel ])rimo caso si indichi con N quello t ra  i ])unti N1 e N~, che ha minore il 
valore assoluto dell'ascissa, nel secondo si indichi con N i l  ])unto N1; siano (a,, w(a,)) 
le coordinate del ])unto N. Su])])osto, 13. es., ehe iv a])])~rtenga a~lla curva (321) si con- 
sideri l 'arco della curva 

(33) Y : g,(X; a4, Vs(a~)) , (-- a~ <~X <a~) , 

corris])ondente ad a~<X<~a~, il quale incontr~ in a n  ])unto K la curva (322)(17). 
I1 cam])o A 6 il carol)o, del cui contorno fanno parte  gli arehi considerati delle curve 
(301), (302), (31), (32~), (322), (33) (cfr. fig. 2, cam])o A~NKB1Mt t ) .  

3) Valgano le i])otesi del ])recedente ca])overso, ma  sia k = 2; in tale caso il 
])unto M coincide con il ])untoM1 e il ])unto iV con il launto iv1; considerati ancora 
l 'arco della curva (31) corris])ondente a - - a l < X < a 3 ,  e l 'arco della curva (33) cor- 
ris])ondente ~d a~ < X  <as ,  essi incontrano r ispet t ivamente le curve (27a) e (27~) nei 
])anti H e K ;  il cam])o A ~ l imitato da arehi delle curve di equazioni (273), (27,), 
(30s), (31), (321), (33). 

(~6) Se M appartiene alla curva (301) , si considera t'areo della curva (31) eorrispondente 
ad as<.<X<a2, il quale ineontra in un punto H la eurva (302). 

(1:) Se 2v" appartiene alla eurva (32~), si eonsidera l'areo della eurva (38), eorrispondente 
a - - a l < X < a  4, il quale incontra in un punto K la eurva (321). 
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Figura 2 

4) Sis al(X, : Y ) < a , ( X ,  Y), ( r = 2 , . . . , # ) ;  sis a~(X, :Y) ls min ims  tr~ le 
a,(X, Y) ,  ( r =  2, ..., #), e sis inoltre k >  2 (18). Se ls eurvs  di equszione (301) in- 

contr~ in un  9un to  M(a3,*12(a3)) l ' srco dells curv~ Y==~2(X) eorrisgondente s 
0 < X < a , ,  si eonsider~no l ' sreo dells curvs  (31) corrisponde.nte sd  h3 < X  < a ,  e il 
pun to  K di coordinate  (a,, gi(a,; as, ~(a~)));  se 1s cu rvs  (301) non ineont rs  ls curv~ 
:Y-~ ~2(X), incont rs  ce r t smen te  in un  pun to  K m is curv~ di equszione (27~). Anslo- 
gsmen te  se l s . curvs  di equszione (32~) incont rs  in un  pun to  N(a4, ~(a4)) l 'srco dells 
curvs  Y = ~ ( X ) c o r r i s g o n d e n t e  s ~ a l ~ X < O ,  si considersno l 'sreo dells curvs  
di equszione (33) corr isgondente ~ - -a l  < X < a ,  e i l  punto  H di eoordinste  ( - - a l ,  
g l ( - -a l ;  a4, ~,(a~))); se ls  cu rvs  di equa~zione (321) non incont rs  is  eurvs  Y ~ ~2(X), 
incont r s  in un  pun to  H m Is cv_rvs di equszione (27~). I1 esmpo z] ~ limit~to nells 
p s r t e  corr ispondente  s : Y ~ h ( X ) ,  ( - - a ~ X < a ~ )  d s  srchi  delle cwrve (301), (31) 
oppure  (30~), (272) (cio~ d~gli srchi  A i M  e M K  oppure A~K m e KmB2), e hells p~rte 
corr isgondente ~ :Y<~(X) ,  ( - - a l < X < a ~ )  d s  srchi delle curve  (32~), (33) oppure 
(32~), (271) (cio~ dsgli srehi  H ~  e ~B1 oppure A~H m e HmB~)(~s~,). 

(~s) II caso k = 2 ~ stato considerato in 1). 
(~sb~) Si Iascia al lettore di tracciare la figura. 
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e) In  ognuno dei casi esaminat i  in d), il campo d appar t iene  al campo A:I~ 
(in 1) coincide con d~l~). Inol t re  considerazioni~ fa t t e  d i re t tamente  euso per caso, 
assicurano che, se (x, y) ~ un  pnnto  qualsiasi del camloo A, l~ curva  :Y-=g~(X; x, y)~ 
(r--~2, . . . ,  #) ineontra  la curva :Y= ~I(X) in nn  punto  X----~(x~ y)~ dove ~ (x ,  y) 

definito dall~ 

(3~) g~(~o~(x,y); x , y ) = ~ ( F ~ ( x , y ) ) ,  ( r = 2 ,  . . . ,  #) ; 

i pnnt i  (X~ g , (X;  x, y)),  corr ispondenti  a valori di X~ compresi t ra  ~0(x, y) e x, appar- 
tengono a] eampo A ; t enu to  conto della (281) (cfr. eapoverso c)) ~ F~(x, y) ~-- ~o(x~ y). 
Inol tre ,  se (x, y) ~ un punto  qualsiasi del campo A, la c~rva X7-= gl (X;  x, y), (--a1<~ 

<<.X<~a~) incontra  la curva  Y :  ~(X) in a n  punto  4i aseissa X :  )~(x, y), definita 
dall~ (28~)~ e i pnn~i (X ,  g~(X; x, y)) corr ispondenti  a valori  di X ,  compresi t ra  
g(x, y) e x,  appar tengono al campo A. 

]) Assunte di nuovo (x, y) come coordinate  corrent i  he1 campo A~I~ si faccia 
in esso il eambiamento  di variabili  

(35) u = yJ(x, y ) ,  v -= Z(x, y) ((x, y) in Arl~), 

il quale, in base a quanto ri levato nel eapoverso c)~ stabilisce una  corrispondenza 
biunivoca t r a i l  campo A Ell de1 piano (x~ y) e un campo 5 m del piano (u, v) (~9); nei 
punt i  della curva y = ~ l ( x ) ,  (--a~<~x<~a2) ~ u = x ~  v = 0 ~  e nei punt i  della curva  
y = ~ ( x ) ,  ( - - a l < x < a 2 )  ~ u = O ,  v = x .  

I n  v i r th  4elle (29)~ le funzioni y(x~ y), g(x~ y) sono cont inue in d m assieme alle 
loro der ivate  pr ime e risulta 

(36) a -- [a~(~(x, y), vl(v(x, y))) - -  al(...)JEa~(X(x, y), W(Z(x,  y))) - -  a~(...)] " 

In  t n t t o  il campo A m ~ dnnqne 

(37) J 

e dalle (35) si possono o t tenere  le 

(: 

(351) x = ~(u, v) ,  y = ~(u, v) ,  ((u, v) in din),  

(19) I1 campo ~11 del piano (u, v) ~ limitato dai segmenti u = - - a l ,  O<~v<<.a2; --al<~U<<.O, 
v =  as; O<~u<<.a~, v = - - a l ;  u =  a s, --al<~v<<.O, e dagli archi di curva, definiti in forms 
parametrica (assumendo y come paramctro) 

u =  ~(--al ,  y ) , v =  g ( - - a l , y ) ,  (~2(--al)<<.y<~l(--al)) , 
q~ = yJ(a 2, y) , v = z(a~, y) , ( Vl(a2) <~ y <<. ~(a2) ) ; 

dalle prime due equazioni si ricava v : v l ( u ) ,  (--al<~u<~O), e d~lle altre due v : v 2 ( u ) ,  
(0 ~< u ~< a2), dove le funzioni vl(u), v2(u ) sono decrescenti nei rispettivi intervalli di definizione. 
Si lascia al lettore il tracciare la semplice figura. 
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dove le funzioni  ~(u,v), "q(u, v) sono continue ussieme ulle loro deriv~te pr ime nel 
c~mpo ~m, ed 

8 ( u , O ) = u ,  V ( u , o ) = v l ( u ) ,  ~ ( o , v ) = v ,  v(O,v)=V~(v).  

A1 c~mpo A upp~r tenente  ~l campo zJ m le (35), (351) f~nno corrispondere biuni- 
voc~mente  nn campo (~ ~pp~rtenente  ~ ~m. 

g) Consider~to l ' integr~]e (1) del sistem~ (I) soddisf~cente le condizioni del 
teorem~, si ponga 

(38) ~(u, ~) = z,(~(u, v), v(u, ~)), (i = 1, ..., ~ ) .  

Le funzioni zdx, y), ( i =  1, ..., m) sono, per  ipotesi, lipschitziune nel complesso 
delle v~riabili (x, y) in t u t t o  il cumpo A, e q~indi sono differenzi~bili in quasi t u t to  
il cumpo A (~o); in virtfi delle (36), (37), ud un  insieme di misur~ nallu del c~mpo 
le (35), (35~) f~nno corrispondere un  insieme di m i s u ~  n~ll~ del cumpo ~ (~1). 

I n  quasi t u t t i  i punt i  del campo ~ esistono ullor~ le derivute 

~$,(u, v) ~ , (u ,  v) 

le quu]i sono l imitute nel c~mpo 3, ed inolt~e v~lgono le 

~(u, v) ~(u, v) ~,(~, v) _ p,(~(u, v), ~(u, v)) ~--:~- + q,(...) ~u 

~(U,~v v) _ p,(~(u, v), V(u, v) ) ~(u,~___~v) ÷ qd... ) ~(u,~________~v) 

Tennto  conto delle (29) e delle posizioni (4), il cumbi~mento di v~riabili (35), (35~) 
mat~  il sistem~ (I) nel sistema 

(39) 

J = l  ~U 

m 

5=1 0V 

a,,(u, v) \ 
5=1 

- Fdu,  v; ~(u, v), ..., $~(u, v)), 

--- + R,(u, ~) ~ - !  

(i = 1~ .. . ,  ~'1) , 

- F , (u ,  v; ~l(u, v), . . . ,  ~ ( u ,  v) ) ,  

(i = ~'1 + 1, . . . ,  ~'1 + ~ ) ,  

= F , (u ,  v; ~(~,  ~), . . . ,  ~,,(u, v) ) ,  

(i = vl ÷ ~'~ + ],  ..., m) , 

(~o) Cfr. H. :R~DEMACHEI¢ [ 1 ] ,  Parte I, n. 3, Teorem~ I, p. 347. 
(21) Cfr. H. RA1):aMACI~E~ [1], Parte I, n. 7, pp. 354-355; n. 9, p. 359. 

13 - A n n a l i  eli Matemat ica  
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dove si ~ 10osto 

(40~) 

(~0~) 

a , (u ,  v) = A~(#(u ,  v), V(u, v ) ) ,  (i, ~ = a, . . . ,  m ) .  

t ~ ( x ,  y) + ~(x ,  y ) ~ ( x ,  y)]~=~(,~.~),~=~(~,~) ' 

( i = ~ + ~ + l , . . . , m ) ,  

(~o~) 

[ ~ ( x ,  y) + e~(x, y)%(x, yi ~=~(~,~),~=~(,~.~) ' 

(i ---- 1, . . . ,  vl; ~1+ ~2+ 1, . . . ,  m ) ,  

[ ~ ( x ,  y) + ~(x,  y)z~(x, Yi ~=~(~,~),~=~(~.~) ' 

(i = ~'1 + 1, ... ,  ~,~ + ~,~). 

Le funzioni a~j(u, v), R~(u, v) sono definite nel eampo ~m, e le funzioni F~(u, v; 
$t, . . . ,  ~ )  sono definite per (u, v) nel campo ( ~  e per t u t t e  le m-ple (~1, . . . ,  ~ )  reali. 
Le funzioni (38) soddisfano il sistema (39) quasi ovunque  nel campo 8. Nelle (40~) 
sono tenure  presenti  le posizioni (4); in virtfi di queste ul t ime ])ossiamo porte  

(41) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . ° . .  , .  . . . . . . . .  , .  . . . .  , o . . o o  

Inoltre ,  in virtfl  delle ipotesi del teoremg e di quanto g stnto rilev~to nei capo- 
versi e), 1), le fanzioni a,~(u,v), (i, j = l ,  . . . ,  m) sono lipsehitziane nel complesso 
delle variabili nel eampo 6 m (s~). 

Le eondizioni (19), (20) divengono r ispet t ivamente  

(191) 

(2Ol) 

$j(u, O) = Zj(u) ,  (--al<~u<a~) per j = 1, . . . ,  m ,  

b~j(v) ¢~(0, v) = G,(v), (i "~ 1, . . . ,  vl).  

h) Ind ica te  con (X, Y) Ie coordinate  eorrenti  nel eampo A e con (2, #) le eor- 
r ispondent i  coordinate  nel campo 8, cosi che 

~. = v,(x,  y ) ,  # = z (X,  ~ ) ,  

(22) Le funzioni Ass(x, y) sono lipschitziane nel complesso delle variabiti nel eampo D~; 
le funzioni (35t) hanno derivate parziali prime continue nel eampo chiuso 8~1~; tenuto conto 
~nehe della form~ di tale eampo (cfr. nots (t9)), ne segue ehe le funzioni a~(u, v), definite 
dalle (401), sono lipsehitzi~ne nel complesso delle vari~bili nel eampo 6 ~1~. 
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se (x, y) ~ un  pun to  fissuto in /], e (u, v) il p u n t o  corr ispondente  di (~ a, l l 'arco di 
cu rva  X = gl(X; x, y), o t t enu to  per  valori  di X~ compres i  t r a  Z(x, y) e x eorrisponde 
in (3 il segmento  # =  v; 0 < ~ < u ;  a l l 'a rco della curva Y =  gz(X; x, y), ot tenu to  per  
valor i  di X~ compresi  t r a  F(x~ y) e x, corr isponde in (~ it segmento  2 =  u, 0<~#~<v; 
in corr ispondenz~ ad ogni int iero i (con i = v~ + v ~ +  1~ . . . ,  m) (~a), alFa,reo della 
c t x r v a  

(42) Y = gi(X; x, y) 

ot tenu to  per  valor i  di X compresi  t r a  F~.(x~ y) e x corr isponde in 5 un  arco della 
curva,  defini ta dalle equazioni pa rame t r i che  

(43) = yJ(X, g,(X; x, y ) ) ,  tt = z ( X ,  g~(X; x, y)) 

nel p a r a m e t r o  X con X compreso t r a  y~(x, y) e x. 
Dalle  (43) segue 

d~ 
d--X = ~fx(X, g~(X; x, y) ) ÷ Wr(. . . )~(X; x, y ) ,  

@ - x~(x ,  g~(x; x, y)) + z ~ ( . . . ) ~ ( x ;  x, y) ; 
d X  

t enu to  eonto delle (29) (nelle quali si ponga (X, g~(X; x, y)) al posto di (x, y)) e 
delle (4), si Yerifiea i m m e d i a t a m e n t e  che d k / d X #  O, d # / d X #  0; quindi dalle (43), 
t enu to  conto anche delle (35,)~ si o t t iene  Fequazione deWarco di curva  corr ispondente 

nel campo (~ aWarco considerato della curva  (42) del campo A nella fo rma  

(ha) g = 7~(2; u, v) 

o anche 

(4~') ). = r*(/~; u, v) .  

A1 pun to  (~f~(x, y), ~(y~(x,  y))) della curva  7~ corris19onde il pun to  (y*(0; u, v), 0) 

del segmento  - -  a~ ~< 2 < a~, /t = 0; per  b rev i t£  pon iamo 

(~5) r~(0; u, ~) = ~,(u, ~) ,  

(~3) In conformit£ alle notazioni usate finor~ si fanno assumere ~ i i valori v 1-1-v~ + 1 .. . . .  m; 
tenuto conto delle (4) risulta 

gh+v~+l(X; x, y) = g~l+~:+2(X; x, y) . . . . .  

= g~,+~,,+~(X; x, y) .....  gm_~,÷.1(X; x, y) = g,~_~,+2(X; x, y) . . . . .  g~,(X; x, y) . 
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cosi che y~(~(u, v); u, v) = O. La  funzione y~(X; u, v) ~ cont inua assieme alia sua 
der ivata  pr ima r ispet to  a ~, e r isulta 

(46) 
dyd2;  u, v) 

a~ - ~(~'  ~'~(~; u, v ) ) .  

i) :Nelle pr ime vl t ra  le (39) si ponga ,~ al posto di u e si integri  t ra  zero e u; 
si ot tengono cosi le 

~=~ a . ( , a . , v ) ~ & Z =  ~(~,v; ~1(2, v), 
0 0 

. . . ,  ~ ( ~ ,  v)) a~ ,  ( i = 1 ,  ..., vl),  

e con una  integrazione per par t i  (23~) 

(471) 
J=l ~=1 

u 

- ~ j = l  3 ~Z ~)) ; i (Z '  7)) d Z - ~  i (a 'V;  $ 1 ( Z ' v ) ' " " $ m ( a ' v ) ) d Z '  

o o 

(i = 1, . . . ,  ~,~). 

Le (~7~) per quasi t u t t i  i valori v, tali  che alle r e t i e  v :  cost. appar tengano punt i  
del campo 8, valgono per ogni u, con (u, v) appar tenen te  al campo & Posto nelle 
successive us equazioni (39) /~ al posto di v, in tegrando t ra  zero e v, si ot tengono le 

v 

a , (u ,  #1 - -  a ~ =  du, ~; ¢~(u, ~), 
0 0 

...,, ~(u, ~))d~, (i = v~ ÷ 1, . . . ,  v~), 

e con nna  integrazione per part i ,  tenendo conto delle (191), 

(473) 

v 

~, a,(u,  v) ~,(u, ~) = y. a,(u,  o)Z~(u) + '~ ~a~,(~, ~) ;~(u, I*) a# ÷ 
~'=1 j= l  

0 

+ f ~ ( ~ ,  ~; ~(u, ~), ..., ¢~(~, ~1) ~ ,  (i=~,1+~,...,v1+~2). 
0 

Le (473), in eorrispondenza a quasi t u t t i  gli u, ( - -a l  <--.u<--.a2) valgono per ogni v, 
tale che il punto  (u, v) appar tenga  al campo & 

(23bi~) Le funzioni aij(u, v) sono lipschitziane nel complesso delle vari~bili nel campo (Sin 
(cfr. nota (2~)); ~ quindi lecit~ l'integr~zione per parti; osserwzione ~naloga a proposito (pi~t 
avanti) delle (473). 
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Poichg  le funz ioni  z~(2, #) = z~(~(2, #),  ~(2, #)) sono l ipsch i t z iane  nel  complesso  
delle va r i ab i l i  (2, #) nel  c a m p o  (3 (~), e s i s tono  m cos t an t i  K~, ( j =  1, . . . ,  m),  ta l l  che 

(48) I;~(~, ~ ) -  ~(~, Z)I <K~([~--~l + I~--Zt}, ( j =  1,.. . ,  ~) 

pe r  ogni  copp ia  di  p u n t i  (2, #) ,  (~, fi) del  c a m p o  5. 
T e n u t o  con to  delle (~0=), le Iunz ion i  R~(2,#) ,  ( i - = r ~ q - v ~ @ l ,  . . . ,  m) sono con- 

t i nue  e m~i  nul le  in t u t t o  il c a m p o  (~[1~; es is tono qu ind i  due  cos t~nt i  pos i t i ve  k e M m, 

t~li  che in  t u t t o  il c a m p o  5 ~I~ si~ 

(49) 1 / k < ] R , ( 2 , # ) I < M  ~ ,  ( i = v ~ @ r ~ @  l , . . . , m ) ;  

in v i r t f l  delle (46) e (48) r i su l tu  ~l lora  

(50) IC~(2, 7,(2; u, v)) - -  C~(~, ~',(2; u, v)) I <K~(1  + Mm)12 - -  ~ l ,  

(j = l ,  . . . ,  m;  i = v~ + v~ + l ,  . . . ,  m) . 

I n  quus i  t u t t i  i p u n t i  dell~ curv~ # = y,(2;  u, v) u p p a r t e n e n t i  ~1 c~mpo  b es is te  

d u n q u e  1~ de r iv~ t~  

~;(~, r,(~; u, v)) 
(i = ] ,  . . . ,  m;  i = ~ + ~ 2 +  1 , . . . , m ) .  

Se i ~ uno  t m  i h u m e r i  r~q -~2@ 1, . . . ,  m, pos to  w =  q~,(u, v), l ' equ~z ione  dell~ 
c u r v u  # =  y,(2;  u, v), t e n u t o  con to  dell~ (45), pub  essere  sc r i t t~  nell~ f o r m ~  

(~') # = 7~(~; w, 0 ) ,  ( - - a ~ < w < a ~ ) .  

Si p rov~  fuc i lmen te  (25) the ,  in co r r i spondenzu  a quasi  t u t t i  i v~lor i  w di  ( - -a~,  a2), 

pe r  quas i  t u t t i  i v~lor i  di 2, compre s i  t r u  w e u 

= ~;~(z, r,(~; u, v)) (5~) d;~(~, r,(Z; u, ,)) ~(~ '  r~(Z; % v)) ~ R,(~, r,(Z; % v)) 
d~ ~ ~/~ ' 

(24) Per  ipotesi le funzioni zj(x, y), (j = 1 . . . . .  m) sono lipschitziane nel complcsso delle 
variabili  nel campo A; poich~ le funzioni (351) hanno derivate parziali continue nel campo 
ehiuso ~E1] (a cui appartiene ~), tenuto anche eonto della coniigurazione del campo ~ (che 
s~rebbe ~gevole disegnare), segue che le funzioni (38) sono lipsehitziane nel complesso dello 
variabili  (u, v) nel campo ~; si f~ presente che nel seguito del 10resente capoverso sono assunte 
(2, #) come coordinate correnti nel campo ~, mentre (u, v) ~ un punto fissato del campo stesso 
(eft. anche capoverso h)). 

(25) A1 v~riare di w in ( - - a l ,  a2) le curve (44") coprono tut to il campo ~ (nel senso che 
per ogni punto di ~ ne passa una e una sola); allora le 

(*) ~ = ~,, ~ = r,()~; w, o) ,  
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e inol t rc  vale  la i -es ima t r a  le equazioni  (39), nel la  quale  si a s s u m a n o  come coordi-  

na t e  cor ren t i  +%, #, e si p o n g a  / t = y i ( 2 ;  u,v); ta le  equaz ione  pub  d u n q u e  essere 

scr i t t~  nel la  f o r m a  

~.(~, :~(~; ~, v)) 
5 = 1  

aSj(~, r~(~; u, v)) = ~ ( ~ ,  r~(z; u, v); ~(~, r~(~,; u, v)), ~=(...)) 
d~ " " '  " 

I n t e g r a n d o  r i spe t to  a 2 t r a  ~,(u, v) e u si o t t i ene  la 

a£ 

f ai~()~, ~'i()~; u, v))d~'~(2., ~',(~; u, v)) d~ : 

¢pt(u,v) 
~t 

=fF,(;~, r,(~; u, v); $~(~, ri(Z; u, v)), ..., ~(. . .))  dZ, 
~(u.v) 

e con u n a  in tegraz ione  per  pa r t i  (~), t e n e n d o  conto  delle (19~), 

(47i) ~.+, v/;~(., v/= ~ +~(~i(., ~/, 0)z~(~¢u, ~//+ 
J = l  ~ = 1  

+~:~: f ~"(~' ~(~;a~ ~' ~)) ~(~' ~(~; ~' ~)) ~ + ~(u.v) 

+ f~ i (2 ,  ~,i(z; u, v); ~-~(2, ~'i()~; u, v)), ..., ~-~(...)) a~,  
~(u,v) 

(i -=- vl-~ v~ ~- 1~ . . . ,m).  

Lc  (47) va lgono  in quasi  t u t t o  il c a m p o  5 ; cons ideraz ioni  di t ipo  e l emen ta re  per-  

m e t t o n o  di p r o v a r e  che il secondo m e m b r o  di o g n u n a  de]le (47) ~ funz ione  con t inua  

fanno corrispondere al eampo 6 del piano (2,/~) un eampo T del piano (2, w); la eorrispondenza 
biunivoea, e, poich~ vale la (46), ed ~ B~(,%, #) # 0 (cfr. le (402)), si prova immediatamente 

nulla del eampo d eorrisponde biunivoeamente un insieme di misura nulla del eampo T; 
quindi le derivate O~j(Z, #)/0)l, O~j(),/~)/~/~, (j = 1 . . . . .  m), nelle quali si ponga # = ~i(,~; w, 0), 
esistono in quasi tutt i  i punti del eampo T, e soddisfano l'equazione i-esima tra le (39); 
ne segue ehe per quasi tutt i  i valori w, (--al~w<~a2) tali derivate esistono in quasi tutti  
i punti della eurva (44"), vale la (51) (dove si tenga eonto the yi(~; ~, v) = y~(2; ~du, v), 0) 
e si appliehi nn noto teorema di derivazione delle funzioni eomposte; eft. G. Sco~zA DRA- 
GONI [1]), ed g soddisfatta la i-esima tra le (39). 

(2~) Essendo le a~(2, #) lipsehitziane nel eomplesso delle variabili nel eampo dc~l, eensi- 
derazioni del tutto analoghe a quelle sviluppate per stabilire le (50) permetteno di provare 
ehe, fissato il punto (u, v) in d, le funzioni ai~(2, Yi(,~; u, v)) sono lipsehitziane in +% nell'inter- 
vallo (~pi(u, v), u); g quindi leeita l'integrazione per parti. 
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nel comptesso delle variabili (u, v) in ogni pun to  del campo ~ (~7), e, poich6 il pr imo 
membro  di ognun~ detle (47) 6 pure  fnnzione cont inua nel complesso deIle variabili  
(u, v), le (47) valgono in turbo il c~mpo ~. 

j) Dal sistema delle m equ,~zioni algebriche (47) lineari nelle ~(u,  v), ( j -~  
1, ..., m), t enuto  conto della (8) e delle (40~)~ e indicato con o~(u, v) il comple- 

(~7) Le ipotesi fatte, assieme alle (40~), (40a), assieurano lu eontinuit~ nel complesso delle 
variabili (q~, v) dei singoli termini, che eomp~iono a seeondo membro delle (47), tranne per 
quanto riguarda i termini rispe~tivi 

r ~ai~()., v) ~ ~ai¢(~, f dais(), ~()~; u, v)) 
' d o~ el~ 

0 0 q~(u,v) 

;~ (~ ,  r ~ ( ~ ;  u ,  v))  d ~ .  

Ora si ha, per esempio, supposto, per fissare le idee, che il punto (~, v) sia interno al 
campo ~, 

oa~j(Z,ozv + k) ¢~()~, v + k~ a,t - - j  ~ ~j(;~, v) dZ < 

0 0 

u + h  u f ~cti'(~'v-}-k')~'(~"vq-~)d*~~ + f ~[aij()'v+k)-a~i()''v)]:A~'vo2 k k) d2 + 

0 0 

~t 

( ~al~(~, v) 

0 

- -  [¢~(Z, v + k) - -  ~j(Z,  v)]  dZ . 

Tenuto conto the 

~t 

lai¢(O, v q- It)--a~j(O, v)l [~(0, v q~ k)] -~- ]aij(Z, v q- k)--ai¢(u, v) I I~(u, v q-/~)[ -k 

÷ ÷ v)lL ÷ k) 
d~ 

0 

e che le ai~(u, v), ~(u, v) sono lipschitziane nel campo 6, segue immediat~mente 1~ continuit£ 
in (u, v) di 

0 
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m e n t o  a lgebrico  del le  a~(u, v) nel  d e t e r m i n u n t e  A si o t t e n g o n o  le 

(5~) z~(u, v) = y. a~(u, v) a .(o,  v)¢~(0, v) + 
i=1 

~b ~t 

s=ld 
0 0 

0 

o 

¢~(u,v) 

~-f~i(Z,  ~i(Z; U, V); el(Z, ~l(~;  U, ~3)), , , , ,  ~n(Z, ~ i (a ;  U, ~)))) d]~, 

~'("') (~ = 1, . . . ,  m ) .  

k) Le  f u n z i o n i  $~(0, v)~ (j = 1, . . . ,  m) s o d d i s f a n o  le (20~); ino l tre  sodd i s f~no  le 

(20~) 

V 

~n m 

~ ~.(o, ~)~(o, ~) = ~ ~,(o, o)z~,(o)+ ~ ( a~.(o, 
0 

V 

+ f F d o ,  ~; ;,(o, ~), ..., ~(o, ~1) d~, ( i=  ~ +  L. . . ,v , ) ,  
0 

o t t e n u t e  dulle  (47~) per u = O, e ]e 

(2o~) ~ ~,~(o, ,,) ¢~(o, v) = ~ ~(%(o, ~), o)z~(~,(o, ~)) + 
5=1 ~=1 

0 

~(O,v) 
o 

+ f ~ ( ~ ,  7~(z; o, v); ¢~(~, 7~(~; o, v)), ..., ¢~(...1) a~, 
~dO,v) 

(i ---- ~ - i -  ~ ÷  ] ,  . . . ,  m ) .  
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La (17), tenuto  conto del cambiamento di variabili (35), (35d e delle (401), diviene 

(17~) 

b~(v) . . .  b l m ( V  ) 
. . , , , , ° . . . . . . . . . .  

b~,l(V) ... bv~,m(v) 

b~+~,~(v) . . .  b~+~,,~(v) 
o . ° ° , . . ° ° ° . ° . . o . .  

bm,~(v) ... b~,~,(v) 

: / :0 ,  

uvendo posto, per uniformit~ di notazioni, b~j(v)-~a,~(O,v), per i =  ~1~- l , . . . ,  m, 
j ~ 1, . . . ,  m. Indicato allora con fl~j(v) il complemento algebrico di b,~(v) nel deter- 
min~nte (171), diviso per il determin~nte stesso, dal sistem~ delle m equuzioni alge- 
briehe (201), (20~), (20~) nelle incognite z~(0, v) si ottengono le 

(53) C~(0, v) = ~ ~,j(vl~,(v) + ~ ~,,(v)/~:~,(0, 81z~(01 + 
$,=I i=v~.+l (S=I 

,(o, ~; C~(o, ~), ..., C~(o, ~))d~ + 
0 0 

0 

0 

~(o.v) 

Le (53) v~lgono in un opportuno interv~llo -- al<v<~a ~ '  ' (con 0 < a  1' ~ al, 0<a'2 < 
<~a~), tale ehe i punti  (0, v) appa.rtengano al campo ~. 

l) Sia or~ 

(1") z ,  = z*(x ,  y ) ,  ( i  = 1,  . . . ,  m) 

una  m-pla di funzioni lipschitziane nel campo gl, ivi soddisfaeenti il sistema (I) quasi 
ovunq~e, e soddisfacente le 

(19") z* (x ,  v l ( x ) )  = Z , ( x ) ,  ( i  = 1,  . . . ,  m ) ,  p e r  - a l  < x  < a , ,  

e le 

(20*) ~ blj(x)z~(x, ~?~(x)) ~- G j x ) ,  (i ~- 1 , . . . ,  rl) 

nei punt i  della enrva y = ~(x) appartenenti  al eampo A. 
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Posto  

(3s*) ;~(,~, v) = z~(~(u, v), ~(~, , ) ) ,  ( i =  1, ..., m) , 

le funzioni ~(u, v), ti ~- 1, . . . ,  m) soddisf~no relazioni del tut to  a~n~loghe a~lle (52), 
(53); sottraendo tall relazioni (che, per brevitY, sono omesse) dalle corrispondenti 
relazioni (52), (53) e ponendo 

(54) y,(u,  v) = ~(u,  v) - $*(u, v) ,  (i = ~, ..., m) ,  

si ottengono le 

(55) try(u, v) = ~ i  y-" ~(u, v) a~(o, v) ~'~(o, v) +~,  .1 -~ ~(~, v) d;~ + 
0 

0 
v 

0 q~ 

0 

+ ~ ~.(u,v) j 

+ f [ F , ( ~ ,  r~(~; u, v); ~(Z, r~(;~; u, v)), ..., ¢~(...1)- 
~(~,v) 

--F~(Z,~(X;u,v);¢f(~,~(Z;u,v)),...,¢:,(...))]d~}, (j = ~ , . . . ,  m) .  

(56) U~(0, v ) =  ~'~'* ~ i , (~) ){~ f ~C~is(O' #) 
0 

v 

+f [~ (o ,  z; :~(o, e), ..., :~(o, z ) ) - ~ ( o ,  ,;  :~(o, ~) ,  . . . ,  ::(o, ~))] ee} + 
0 

0 

i=~+v:+l (s=l d~ 
~p~(O,v) 

v 

~-f[~i(~, ~i(Z; O, V)); ~I(Z, ~2i(a ; 0, V), . . . ,  era(...)) - -  

- - ~ ( 2 ,  y~(,~; O, v)); ¢~(~t, ~(.~; O,v),...,~*(...))]d~.}, (~ = 1 ,  ... ,  m ) .  
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Si indichino con H,  H , ,  H= costant i  non negative,  ~ali che in t u t t o  il campo 
chiuso e l imitato 5m sia 

(57) la,(u,v)t<H, l~,(u, v)l < ~ , ,  j/~,(,)l < ~ , ,  ( ~ , / =  ~ , . . . ,  m) ,  

costant i  certo esistenti,  per  la continuitg delle funzioni ~ primo membro delle (57) 
nel c~mpo chiuso e l imituto 5m. 

Poich~ le funzioni a~j(u, v) sono lipschitziane in 5m (cfr. nora  {~2)), si indic.hi con A 
]a loro costante  di Lipschi tz;  d~lle (13) e (40a) segue che le funzioni F~(u, v; ~ ,  . . . ,  ~ )  
sono lipschitziune nel complesso delle (~ ,  . . . ,  ~ ) ;  si indichi con A~ 1~ cost~nte di 
Lipschitz corrispondente.  

Pos~o 

(58) A + A1 = L~, 

t enu to  conto delle (46), (49), dalle (55), (56) si o t tengono le (~8) 

(59) 

0 

+v2L2 .i ~[U~(u,#) d / * ~ = l  + 
0 

+ (L~+AMm) ~ ~ U~(2,~,(Z; ~, , 
i=v~,+v~+l s = l  

¢~du,v) 
(1-- 1, . . . ,  m) .  

(6o) fs=1i ÷ 
0 

0 

~q(o,v) 
, (j = 1, . . . ,  m ) .  

m) Si indichi con U(v) il massimo di ~ I U~(u,v)l sul segmento dell~ ret t~ 

(28) Tenuto conto delle (46) e (49) risulta 

J%(~, r~(~; ~, ~)) -a~j(~,  r~(~; ~, ~))1 < 
< A{I'~ -- ~I + IY~(~; ~, v) --  yd,~; u,, v)I } < A(1 + 3/E1~)[,~ --  ~[, 

e quindi 

t da~j(2, yi(~; ~e, v)) <A(I  + M m) . 
d~ 
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v = cost,, upp~rtenente al c~mpo ~; ullora d~lle (60) si ottengono le 

(61) 
0 

+ (L2 + AMtll 

t+ 
0 

~ ( O , v )  

, ( j  = 1 ,  . . . ,  m )  . 

Posto #---- y~(~; 0, v) e tenuto  conto che y,(%(0, v); 0, v ) =  0, ~,(0; 0, v ) =  v e che 
inoltre (cfr. le (46), (49)) 

rislllt~ 

0 v 

d). 

~,(0,v) 0 0 

e sostituendo nelle (61) 

f8~1 v~(o,~) a~ + 
0 

v 

L [11 

0 

, (j = 1, ..., ~ ) .  

Sommando per j - ~  1, . . . ,  m e ~pplicando il Lemma di GronwM1 si ott iene suc- 
cessiv~Inente 

(62) 

s~ [UJ(O' v)]<'<mH2[v~L~l f J~ l Uj(o, #) dgI + 
0 v 

+(L~+AM[l~)(m--vl--v~)kfu(#)d/~},  
0 

v 

0 

DMle (59), tenuto  conto delle (62) e del rood% nel qua~le 6 s ta ta  definitu la fun- 
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zione U(v)~ si ottengono le 

1Uj(u, v)I< H~ {mHH~ v,(m - - v l - -  r~)(L~ + A M  m) k exp [mH=Lz V=Vo]" 

0 0 0 

, ( j  = 1 ,  . . . ,  r ~ ) ,  

dove Vo 6 il massimo di Iv l nel campo & 
In  modo analogo a quanto fa t to  pifi sopra~ posto ju = ?~(2; u, v), e tennto (;onto 

che y~(q~(u, v); ~a, v) = O, y~(u; u, v) = v, si ot t iene subito 

~q(u,v) 0 0 

e quindi 

(63) 

v 

0 0 

( j=  1,..., m), 

dove K ~ un~ costunte, di cui ~ facile scrivere l'eslaressione esplicita (29). 
Sommando le (63) per j = 1, . . . ,  m, si ottengono le 

0 0 

In  quest 'u l t ima disugu~glianz~ si pensi u come variabile indipendente e v come 
un parametro;  applicando il L e m m a  di Gronwall, e indicundo con e i l  maggiore dei 
nnmcri  al, as risulta 

v 

0 

In corrispondenz~ ~d ogni va~lore v, che sia ordinat~ di punt i  del camlao ~, la (64) 
vale per ogni u, tale che il punto (u, v) apla~rtenga al campo 3, e quindi val% in 

(29) Risulta K = (m -- ~1-- v2)(L2 + AM EI~) lc(mHH2 vl exp [mH2L ~ v~v0] + i) + ~flS~. 
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par~icotare, nel punto,  in cni ~ I U~(u, v) t raggiunge il suo massimo U(v) ; ~ dunque 
~'=1 

U(v) < m H ~ K e x p  [ m H ~ L ~ ]  f u(#)  d# , 
0 

da cui, come g noto, segue subito U ( v ) =  0 per ogni v~lore di v, che siu ordinata. 
di pnnt i  del campo (~; qnindi g identiegmente in t u t t o  

~ l~(u,v)]= 0 ; $~(u,v)=~*(u,v), ( i =  1, ..., ~ ) ,  
~ = 1  

vale u dire in t u t t o  A & ident icamente 

z~(x, y) = z~.(x, y) , ( j  = 1 , . . . ,  m)  , 

ed ~ quindi provato  il teorem~ di unicit~. 

OSSE~VAZIO~E. - Nell 'enunciato del teorema di unici¢~ le funzioni f~(x, y; z~, . . . ,  z~) 

sono supposte  lipschitziune nel complesso delle v~riabili (z~, ..., z~), con costante L1 
indipendente da (x, y) (cf. la (13)) ; Fipotesi pub essere res~ alquanto pifi ampia,  nel 
senso che ~ sufficiente supporre che, comunque si~no le cosCunti -1¥(°)> 0, ~9~(°~ > 0, 
(j----1, ..., m)~ esiste una  cost ante  Z~ °), tale che per  ogni x di (--a~,a~),  per ogni y 
con lyl<:Y m), e per t u t t e  le coppie di m-ple reali (zl, . . . ,  z~), (51, . . . ,  ~,),  soddisfa- 
eenti  le izjl<t)~ °), lS, t <.(2~°', ( j =  1, ..., m), va.lgono le 

I1,(x, y i z , . . . , z ~ ) - l , ( x , y ; ~ , . . . , - ~ , , ~ - i  ~:lz~ e~I, . . . .  , 

3 .  - U n  e a s o  p a r t i c o l a r e .  

Per  -- a~ < x  <a~ sis 

b~(x) ~ 0 ,  ( i = l , . . . , ~ l , j - ~ l , . . . , m i i ¢ j ) ;  b~(x) = 1 ,  ( i =  l ,  . . . ,  vl), 

I~e condizioni (17), (18) divengono pifi semplicemente 

A~,+~,~,+l(x, ~ (x ) ) . . .  A,.,+~,~(x, ~2(x)) 
o , , , , , . , , , . , . ° . , , , . o , , , o . , , , , , , , .  

A~+.~(~, v,(~)). . .  ~o,~(x, w(x)) 
0 ,  

in tu t to  Finterva]lo - -  al < x < a2 , e 

e lu (20) diviene 

(20') 

z , ( o )  = ~ ( o ) ,  

z , (x ,  w ( x ) )  = e , ( x )  , 

(i = 1, . . . ,  ~1) , 

(i ~ 17 .. ~ "~'1) 
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v~le a dire nei 9unt i  della c~r~tteristiea, y----~(x) sono prefiss~ti i v~lori di v~ tr~ 
le lunzioni (1) ; il teoremu di unicit~ assicura, che non pub esistere pifl di an  integrale 
(in senso generalizzato) del sistem~ (I), tale che ud esso uppurtengu 1~ cm'v~ carat- 
teristica (5) e che nei punt i  dellu curv~ y ~ ~(x) soddisfi le condizioni (20'). 

§2 .  

4. - Teorcma di dipendenza continua dai dati. 

Valgano le ipotesi del teorema di unieith (n. 2) ; assieme alla curva caratteristiea (5) 
del sistema eorrispondente alla radiee caratteristiea a~(x, y), sia assegnata la curva carat- 
teristica dello stesso sistema 

(5*) * (-- a~ < x  <a~), y - - - ~ ( x ) ,  z~ - -  Z*~(x), . . . ,  z~---- Z~(x)  , 

dove le ]unzioni Z~(x), (i ~ 1, . . . ,  m) sono lipschitziane in (--a~, as); siano assegnate 
le ]unzioni G*(x), (i--= 1, ...,v~), continue in (--a~, as) e soddis]acenti le 

(18") ~ b~j(0)Z~*(0) = G~(0), (i : 1, . . . ,  v~). 
J = l  

Nel campo A (de]inito nel n. 2 d)) siano definite le due m-ple di ]unzioni 

(1) 

(1 . )  

zl = z(x, y ) , . . . ,  z~ = z,,(x, y) ; 

zl = z~(x, y ) ,  . . . ,  z~ = z*(x ,  y) , 

lipschitziane nel campo A, e eostituenti due soluzioni (in senso generalizzato) del si- 
sterna (I); assieme alle (19), (20) valgano le 

(19") z~(x, w ( x ) )  = Z , ( x )  , (i = 1 , . . . ,  ~ )  , 

per - - a l ~ x , ~ a ~  e 

(20*) ~ b~(x)z~(x, ns(x)) : G*(x), (i = 1 , . . . ,  el), 
j = l  

nei punti  della eurva (14) appartenenti al eampo zi. Allora, dato un numero ~ positivo 
arbitrario, si pub determinare un numero positivo a in modo che~ per 

(65) 1Z~(x)- -Z*(x) i<a,  ( i =  l ,  . . . ,  m); IG~(x)--G*(x)i<a,  ( i = 1 , . . . , v l )  

in tutto (-- al, a2), risulti 
m 

(66) ~ Iz~(x, y) -z~(x, y)l < 
i = 1  

in tutto il campo A. 
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a) Mediunte il cambi~mento di v~riabili stabili¢o dulle (35), (351) (cfr. n. 2 1)), 
si definiscono nel c~mpo (~ del piuno (u, v) le funzioni 

(38) ~i(u,v)-~z,(~(u,v),~(u,v)), ( i=l, . . . ,m),  

(38*) ~*(u, v) = z~(~(u, ~), ~(u, ~)) ,  (i = ~, . . . ,  m ) .  

Le funzioni ~(u,  v) soddisfano le relazioni (52), (53) (cfr. n. 2 j ) ,  k)), e le ~*(u, v) 
relazioni del ~utto ~naloghe. Posto 

(5~) V,(u, ~) = $~(u, v) - ~ ( u ,  v ) ,  (i = 1, . . . ,  m) 

e inolSre 

(67) O,(u) ~- Z,(u) -- Z*(u) ,  (i -~ 1 , . . . ,  m ) ,  

(6S) T~(v) = ¢~(v) --  a*(v) ,  (i = 1, . . . ,  vl) ,  

sot t raendo dalle (52), (53) le rel~zioni analoghe relative alle funzioni (38*) si tro- 
v~no, nel c~so ~t~u~le, le 

(69) C~(u, v) = ~ ~,(u,  v) a,(O, v) Us(O, v) + 
i = 1  

f ~,4_ ~, ~) f 
0 0 

-Fd~, v; ~(~, v), ..., ~(~, ~))] az + Z ~-(~, v) ~ a,(% o)~(u) + 
i=~1+1 S=I 

0 

+ fcF,(% ~; :1(~, e), ..., ¢o(~, , ) ) -  r , (~ ,  ~ ¢:(% e), ..., : :(~, e))] e#} + 
0 

i= l+ ~+I s=l 

~t 

e~(u,v) 

+ f [ f~(z ,  7,(a; u, v); ~l(a, ~,(z; u, v)), ..., ¢~(z, ~,(a; u, ~ ) ) ) -  
e,(u,~) 

- f~(a, r~(a; u, v); 2*(z, ~(a; u, v)), ..., ¢~*(a, ~,(a; u, v)))] a~}, (j = 1 ,  ... ,  m) . 
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Vz+V~ f ~ 
(70) X 

4,=1 i=v:t+ 1 (g=l 

+ u /o ,  #1 a~ + [_u,(o, ~; C~(o, #1, ..., C,~(o, ,~)) - 
8=1, , .  ~/a~ 

0 0 

--f , (O,~;C;(O,~), . . . ,¢:(O,~))]d~ + ~ /3,(~) ~,(~,(O,~),O)~d~,(O,v))+ 
i=v,+v2+l 

0 

+ s = l  ~ f dais(~' ri(z; 0' ~))! Us(~' ri(z; O' 

~do,v) 
o 
t" 

+ J  [f,(~,  >(~; o, v); C~(z, ~,(~; o, v)), ..., 5~(~, >(;~; o, v ) l ) -  
~o~(o,v) 

- ~,(~, ~,(~; ~1; C~(~, ~(z;  o, v)), ..., C*(~, >(~; o, v)))] az},  (i = 1, ..., ~1 .  

b) Dalle (69), (70), ragionando come nel n. 2/), segnono sllbito le 

(71) IUj(u,~:)l<H~ vlH IV,(O,v)l+ 

0 0 

+ (L= +AMr~,,=,,,+~,+I ~ f,=~ ] U,(A, y~(it; u, v,)ld/t } , ( , - -1 ,  ..., , ) .  
9du,v) 

v 

{ Lf t l (72) [Uj(0, v)l<H~ via+ m(m--r l )Ha+ v~L~ U~(0, ~) d~t + 
0 

0 

9dO,v) 

Indieato, come nel n. 2 m), con U(v) il rna~ssimo eli ~ !U,(u, v) I nel seg~aento 
s = l  

della retta, v = cost. appartenente al eampo d, dalle (72) si ottengono le 

(Ta) 
0 

0 

~q(0,v) 

14 - Annali di Matematica 
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l~a,giona~ndo come net n. 2 m), 1)osto # = y~(~; 0, v), si t rova  

0 9 

q~(O,v) 0 

sosti tuendo helle (73), e poi sommando per j =  1, . . . ,  m, risultu 

o 

J = I  J ~ = l  
0 

0 

da cui per il L e m m a  di Gronw~ll 

o { 

q) 

0 

In  virtfl  di qnes t 'u l t ima relazione, tenendo conto del modo, nel quale ~ s ta ta  
in t rodo t ta  la funzione U(v), dalle (71) si ot tengono le 

(74) IUj(u, v ) [ < H ~ { B a +  m v ~ ( m - - v ~ - - v 2 ) H H 2 ( L ~ + A M m ) k  . 

0 0 

0 q~,Cu,v) 

, ( j  = :], . . . ,  m )  , 

dove 

e % indies il m~ssimo di Iv] nel c~mpo 6. 
Come nel n. 2 m), posto /t = y~(2; u, v), si t rova  

q~ v 

Ss~(u,v) 0 

(i = ~i + ~2 + 1, ..., m ) .  
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Sostit l lendo nelle (74), e sommando  queste ult i lne per  j = 1, .. . ,  m, risult~ 

0 0 

dove K 6 1~ cos tante  i n t r o d o t ~  nel n. 2 m). Dulls  (75), in cni si in tends  u come 
vuriubile indipendente  e v come par~met ro ,  si ott iene,  per  il L e m m ~  di Gronw~ll 

0 

exp [mHl viL~o~] , 

dove ~ ~ il msggiore  dei due numer i  a~, a~; d~ ques ts  segue i m m e d i s t a m e n t e  (cfr. 

n. 2 1) 
V 

0 

d~ cui, ~pplicsndo sncora  il L e m m ~  di Gronwsll  e ponendo C ~ exp [mH, v~L~o:], 
si o t t iene 

U(v) <~ mHI BC exp [mH~KCvo] a . 

Alloru per  ogni v, ehe siu ordinut~ di punt i  del c~mpo ~, rislflta 

U(v) < s, se ~ a <  mH~CB exp [- -mH~KCvo] .  

Tenuto  conto delle (54) e del modo, nel qusle ~ stut~ defini ts  1~ funzione U(v), 
in t u t t o  ~ ~ ~nche 

t = 1  

e quindi, in virtfl  delle (38), (38*), e del c a m b i s m e n t o  di vsr isbi l i  (35), (351), r isul ta  
in t u t t o  A 

lz (x, y) -z ';(x,  y)t < 
~=1 

se 

a < m i l l  CB exp [ - -  mH1KCvo] . 
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5. - E o m p l e m e n t i .  

a) V~le unn osservazione del t u t t o  anutog~ n q~elln fat t~ nlls fine del n. 2. 

b) Anche per i] teoremu di dipendenz~ continu~ dai d~ti si pub enunciare f~cil- 

menfe il ris~lt~to purticolaxe, contenuto nel n. 3. L~ (18") diviene, in questo ca so, 

z~ (o )  = ~ ( o ) ,  (i = ~, . . . ,  ~ )  e ]~ (~o*) 

z~(x, w(x))  = ~ ( x ) ,  (i = ~ , . . . ,  ~ ) .  
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