
Sulla convergenza delle soluzioni 
di disequazioni variazionali (*) (**). 

LVC~O BoccA~DO (~) (L'Aquilu) - PAo~o I ~ I A ~ C E ~  (~) (Firenze) 

S u n t o .  - Si  eonsidera una successione (An)~ di operatori lineari ellittici det seeo~do ordine in  
]orma variazionale G-eonvergente ad un operatore A dello stesso tipo. S i  danno delle con- 
dizioni sul eonvesso K di H~(~) (o di H~(~)) a]]ineh~, qualungq~e sia ~ e  JSe(f2), la sncces- 
sione (q~)n delte solnzionl deUe dlsequazioni variazio~ali 

eonvenga in L~(Q) alla eorrispo~dente sol~zione della dise~nazione variazionale per A .  
JSa prova si basa su di q~na caratterizzazione della G.convergenza di ]unzioni eonvesse. 

Summary. - I n  this paper a sequence (A~) n o] variational second order linear elliptic operators 
G-~nvergent to an operator A o] the same type is considered. We give sn]]ieient conditions 
on the convex set K o] H~(Q) (or H~(~)) in order that, ]or any ]ixed ~JS~(f2) ,  the se- 
quence (q~n)n o] sohttions to the variational inequalities 

converge in L2(Y2) to the solution o] the corresponding variational ineq,~tality ]or A.  The proo] 
essentially depends upon a characterization o] the G-convergence for convex ]unctions. 

1 .  - I n t r o d u z i o n e .  

L~ G-convergenzu di opera, tor i  lineuri ellittici del secondo ordine fo rmu]mente  

~uto~ggiunti  ~ stut~ in t rodot t~  d~ SPAG~OLO [23]. 
Secondo SPAG~OLO si dice che nna  suecessione di oper~tori  

(a,°)A/ 

(*) Entrata in Redazione il 14 maggie 1975. 
(**) L~voro eseguito nell'ambito del Gruppo N~zion~le per t'An~lisi Funzionale e Appli- 

c~zioni del C.N.R. 
(1) Istituto M~tematico dell'UniversitY, Via Roma 33, 67100 L'Aquila. 
(") Isfituto Mafematico dell'UniversitY, Viule Morgagni 67/A, 50134 Firenze. 
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G-converge ad nn  opera ,  ore A dello stesso t ipo se, ]per ogni 9 con quadra to  somma- 
bile in ~n aperto l imituto t9 di R ~, la soluzione wri~zionale  u . ,  cio~ u.eHo~(Y2), 
del problema di Dirichlet  

(2) A . u .  = ~ in ~ ,  un = 0 su a/2, 

converge in L~(/2) all~ soluzionc u del problema 

(3) A u  = ~ in Y2, u = 0 su 0~2. 

lqel luvoro di SPAo~oLo ed in qu~nto segue gli opera, tori A .  sono snpposti equi- 
un i formemente  ellittici, nel senso che esistono due costnnti  posi t ive ~, A per cui 

(4) Z~,<Z~(~')(x)~,~<A~:~, v~e~ ~, w q.o. in 

Si pub dimostr~re (si vedu il teorem~ 4.1) che quest~ nozione equivMe allu simul- 
t~neu convergenzu degli autovalori  e degli sp~zi di autofnnzioni.  

L~ definizione d~t~ 9115 essere riformnl~t~ nel modo seguente:  Pe r  ogni 
9eL*(~9), il minimo di 

in(v) - f g v  dx (5) 

converge ul minimo di 

(6) /(v) - f g v  dx , 
Q 

dove j~ ed J sono gli integrali  di Dirichlet  

t ~ ( v )  = y (A~v,v) = _ ~., . 

1 1 ( ~  ~V ~) 

ed il minimo ~ preso al var iare  di v in H~(tg). 

Cib ~ conseguenz~ del fa%o che le solnzioni un ed u dei problemi (2) e (3) sono 
le minim~nti  dei funzionali  (5) e (6) ed i vulori minimi valgono r ispet t iv~mente  

min (5) --~ -- ~ u~ dx ,  rain (6) = -- ~ Fu d x .  

~2 12 

Perci6 1~ convergenz~ dei va.lori minimi 6 1~ convergenza debole in L~(~) di (u~)~. 
M~ cib implic~ 1~ convergenz~ for te  in L~(tg) dato che, per  l~ (4), 1~ successione (u~)n 

l imitat~ in Ho~(Q). 
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Questa osservazione 6 il punt, o di 10artenza per una  definizione 9ifi generale di 
G-convergenza (si veda [14]). Supponiamo che ]~ e4 / siano funzioni: (a) definite 
sn di uno spazio di B~na, ch riflessivo e separabile V a valori in R W {@ oo}; 
(b) convesse e semicontinue inferiormente;  (c) eqnilimitate superiormente in un punto 
fissato ed equilimitate inferiormente da un~ funzione convessa crescente alPinfinito 
pih rapidamcnte  di ogni fnnzionale lincare. In  qneste ipotesi ]~ G-converge ad ] se 
e solo se 

lira l~(v*) = ]*(v*) 

per ogni v*, elemento del dn~le topologico di V, dove/*  ed ]* sono le funzioni coniu- 
gate di ]~ ed /, cio6 

- -  l * ( v * )  = rain {/(v) - -  <v*, v>},  
V 

e analogamentc 1" per ogni n. 
Dimostriamo nel 9aragr~fo 2 che la nozione di G-convergenz~ di funzioni convesse 

ha  a n  uspetto differenzi~le analogo ull~ G-convergenza degli operatori A~ della (1). 
Precisament% se ]~ ed ] sono Innzioni s t re t tamente  eonvesse e differenziabili secondo 
Gatea]]x, normulizzute in modo che turin ]~ = mvin 1, a!lora /~ G-converge ad ] s e e  

solamente se, per ogni v*, lu soluzione del 9roblema 

Vt~(~n) = v * ,  

converge debolmente alla soluzione u de] problema 

W(u) = v * .  

In  questo lavoro usiamo le funzioni convesse per lo studio di diseqnazioni varia- 
zionati. Inf3£ti,  come 6 noto, cercare la solnzione della disequazione variazionale 

ueK: <Au--%v--u>>O, VveK, 

6 equivalente a risolvere il 9roblemu di minimo 

/(v) + SK(v) = min imo,  

dove ~K, funzione indicatrice di K,  vale 0 se v ~ K e q- oo al tr imenti .  Qui K 6 
nn  convesso chiuso di nno spazio di Bgnach riflessivo e A 6 il gradiente d i / .  

Consideriamo il problem~: Data una successione (A~). di operatori lineari ellittiei 
in forma variazionale come in (1) G-convergente ad un operatore A dello stesso tipo; 
dato un aperto limitato ~ di R=; per quali convessi chiusi K di H~(Y2) la successione (u~). 
delle soluzioni delIe disequazioni variazionali 

u ~ e K :  <A,u~- -% v--u,~>>~O, V v e K ,  
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converge in Lz(~) alla soIuzione u della disequazione variazionale 

u e K :  ( A u - - % v - - u } > O ,  V v e K ,  

quaIunque sia ~ e L~(~)? 

~ a t u r ~ l m e n t e  ci si ]pub porre  lo stesso p rob l ems  per  convessi  K di H~([2), 
unzich6 Ho~(~), pu r  di sost i tuire gli oper~tori  A~ con A ~ G ,  essendo c, detle 
funzioni misurabi l i  e ~a]i che esistano due costunti  posi t ive  y . ,  y, indipendent i  du n, 

per  cui 

yo<c~(x)<y, q.o. in ~ .  

I n  [15] si 6 p rova to  che il r i sul ta to  6 vero per  il convesso 

~:~= {Ve~o~(~): ~>v s .  E}, 

essendo E un sot toins ieme compa t to  di ~ e f2c  R.  

I n  [1], [2] si d~ nna  r i spos ta  a f f e r m a t i w  per  il convesso 

K.=  {v eH0~(~): v>~ in ~}.  

Le tecniche us~te nei luvori menzionat i  non  sembr~no poters i  applic~re ul con- 
vesso K~ se 1~ dimensione ~" dello sp~zio 6 maggiore  di 1. 

I n  questo lavoro ci p ropon iamo tr~ l ' a l t ro  di p r o w r e  che i] p rob lema  posto hn 
r ispostu posi t ivu per  il convesso K~. I1 metodo  usuto 6 upp]icabile ~nche ~i con- 
vessi K~ e 

dove  E 6 a n  comp~t to  di ~ .  

Le p rove  di t~]i r isultuti ,  esposte  nel puragr~fo 4, si b~s~no su di unu ca rnt te-  
rizzuzione della G-convergenz~ di funzioni convesse come app~re  nel teorem~ 3.1. 

Tale c~rutterizzuzione si ricolleg~ ad  nn t ipo 4i convergenzu in t rodot t~  e stu- 
d iuta  d~ Mosco  [17]. I no l t r e  m e t t e  in luce il legame t r a  1'~ G-convergenz~ e l~ con- 
vergenz~ di lunziona~li de] t ipo delP~ren r ecen temen te  in t rodot t~  d~ DE GIoRGI [6]. 

t~ingruziamo i Professor i  Ennio DE GIo~GI e Giorgio TALENTI con i quuli 
abb iamo  discnsso i r isul tut i  di questo lnvoro. 

2.  - R i c h i a m i  e r i s u l t a t i  p r e l i m l n a r l .  

Sia V ~no sp~zio di B~n~ch rea, le ri]tessivo e separabile, V* il suo duple topolo- 
gico e (v*, v} ~-v*(v) il v~lore the  v*E V* assume in v~  V. 
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Indichiamo con @o(V) la classe delle funzioni vonvesse semieontinue inferiormente 
su V a valori in (-- c~, q- oo] _= R u { +  oo}, non identicamente q- oo. 

Indichiamo invece con @(~, %, M) 1s famiglia di funzioni di C0(V) 

e(o~, %, M ) =  { I t  eo(V): l(v)>a(v), Vve V; I (%)<M} ,  

doYe ~ 6 uns  funzione di @o(V) con t~ propriet~ che ~ ( v ) -  (v*, v)  ussume minimo 
in V per  ogni v* in V*; cib equivsle  s dire ehe gli insiemi di livello di a, cio6 gli insiemi 

{v ~ V: a ( v ) -  (v*, v ) < a }  

sono l imit~ti  qns lunque sisno v* ff V* e a ff R.  
Lu coniugata l* di ] t  C0(V) 6 la funzione definita su V* da 

(7) 1'(~,*) = sup {(v*, v) - ¢(~,)}, ~* t V * .  
V 

l~isulta ]*eCo(V*) e ( ]*)*=f.  Se inol tre  1~ C(g, %, M) allora per ogni v * t V *  1" 6 
finita e cont inua e l 'es t remo superiore dells (7) 6 ~n msssimo ([14], proposizione l(ii)). 

Si dice ehe I t  Co(V) 6 sottodiHerenziabile in q~ se esiste v*e  V* per  ctti 

(s) /(v) >l(u) + @*, v -  u ) ,  Vv t V .  

~](u) 6 l ' insieme dei v* per cni vale 1s (8). 
Se ~](u)=/= 0 deve essere ] ( u ) <  + oo men t re  viceverss  non necessaa'iamente ] 6 

sottodifferenzisbile nei pnnt i  dove 6 finita. Vale comunque il seguente risnltato di 

B I ~ O k N D S T E D - I : ~ 0 C K A ~ E L L A I ~  [ 3 ] :  

TE01CE~A 2 . 1 . -  Sia f tCo(V) .  Per ogni v per cui ] ( v ) < + ~  si pub determinare 
una suecessione (v~)~ convergente in norma a v in modo che ] sia sottodifferenziabile 

in  v~, per ogni n e 

l im ] ~ ( v ~ )  = ] ( v )  . 

Per  maggiori  det tsgl i  sui r isul tat i  sopra esposti e sults teor is  delle funzioni con- 
vesse si pub consul tsre  M0~EAU [16]. l~ichiamiamo ors  1s definizione di G-eonver- 
genza di funzioni convesse data  in [14] e slcuni r isul tat i  di eni faremo uso in seguito. 

DEFINIZlO~E 2.2. -- Se (]~)~tC(~,vo, M), diremo che ]~ 6 G-convergente ud ] 
(] = G-Lira ]~) se qualunque sia la successione (]~)~ es t ra t ta  ds  (]~),~ si ha 

k h ~ k  

10 - .Anna l i  eli M a t e m a t i c a  
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dove  si ~ pos to  

A/2~ - -  sup {g e eo(17): g(v) </.~(v),  vv e v,  Vh >1 k} .  
h~k 

TEOR]~A 2.3. - Se (],)~c e(o~, %, M), ~2 G-converge ad ] s e e  solo se 

l i ra  ]*(v*) = ]*(v*) , Vv* e V* .  

T E O R E ~  2A. - Da ogni sueeessione (f2)2cC(o~,vo, M) ~ possibile estrarre una 
sottosuccessione G.convergente. 

TE0~E:~A 2.5. -- Sia (]2)2c C(o~, %, M) ed ]~- G-Lim i t .  Comunque si seeIga u2 

minimizzante ]2 s~ V, la suceessione (u2)2 ~ limitata e ogni sottosuccessione debolmente 
eonvergente tende ad un punto di minimo della ]. Se inoltre ] ha ~n nnico punto di 
minimo u, la successione (~2)2 converge debolmente ad ~. 

TEO~V,N~A 2.6. - Sia (]2)2C C(o:, Vo~ M) e g una funzione di Co(V) con la £ropriet5 
ehe l i ra  g(v2) ~- g(vo) < -{- oo per ogni successione (v~)~ convergente debolmente a Co. 

Se (]~)~ ~ nna successione G-convergent% anehe ( ] ~  g)2 ~ G-eonvergente e 

G-Lira  (f~ + g) ----- G-Lira ]~ + g.  

Le d imos t r az ion i  dei  t eo r emi  2.3, 2.4 e 2.5 sono i n  [14]; quel l~  del  t e o r e m u  2.6 

in [15]. 
P r o v i u m o  o r s  a n  r i s u l t a t o  ehe i n v e r t e  il teorema~ 2.5. 

T E O ~ ] ~  2.7. - Siano (f~)2 ed ] ]unzioni di e(o¢, %, M) .  Supponiamo the ] sia 
strettamente convessa e che per ogni n m~n ]2 = m~n ]. Per ogni v* indichiamo con u,(v*) 
un  vettore che realizza il minimo di 

(9) f2(v) - -  ( v* ,  v~  , 

e con u(v*) l'unico vettore che realizza il minimo di 

(lo) /(v) - (v*, v ) .  

Se per ogni v* e V* (u~(v*))2 converge debolmente a u(v*) allora (]2)2 G-converge ad ]. 

DI~OST~AzI0~E. - Sia g =  G-Zim],~,, dove  (],~)~ ~ u n n  quuls ias i  sot tosucces-  

s ione di (~2)2 G-convergen t% certo es i s ten te  per  il  t eo rem~ 2.4. 

Cominc i amo  col p r o r a t e  che 

(11) al(u) c ~g(u) ,  Vu e V .  
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A ta i  fine possiamo supporre che 81(u ) =~ 0. Se v* ~ ~l(u), per 1~ (8) u minimizza 
lu funzione di v 

l(v) - @*,  @ .  

Perci6, se per ogni k indichiamo con u~ un  vet tore minimizzunte 

t . , ( v )  - iv*, @, 

per le ipotesi del teorema (u~¢)~ converge debolmente ud u. D~to ehe 

g ( v ) -  (v*, v} = G-Lim (]~}v) -- (v*, v}),  
k 

per il teorema 2.5 u minimizza g(v) -- (v*, v} e quindi v* ~ ~g(u). Ci6 provu l~ (11). 
Per un  teorema di R0CKA~E]~LA~ [19]~ la (11) implic~ ehe esiste unu costante e 

per cui 

(12) g(v) = 1(v) -~ c, Vv e V .  

Applicando ora il teorem~ 2.3 con v*~--0 e usan4o l 'ipotesi di norm~lizzazione 
mvin]~ =ravin I si ott iene m i n g : m ~ n  I che per lu (12) implic~ g(v)=1(v)  per 

ogni v e V. 
Dall 'arbitrariet~ della sottosuccessione (1~)~ segue la tesi. • 

OSS~RViZIO~E 2.8. -- Come conseguenz~ del teoremn 2.5, l ' ipotesi di convergenz~ 
dei vet tor i  minimizzanti  nel teoremu sopra provato ~ condizione necessaria e sulii- 
ciente per la G-convergenzu. 

Inoltre,  usando l 'equicontinuit~ locale della successione (~)~ ([15], proposizione 1), 
si pub provare con una  dimostrazione essenzialmente identicu a quella sopra esposta 
che il teoremu 2.7 continua u vulere se per ogni n si sostituisce v* con v* e si sup- 

s pone c h e l a  successione (vn)n siu convergente u v* nella topologi~ forte di V*. 
Notiamo infine ehe ci si pub sempre rieondurre all~ condizione ravin 1~ : turin ] 

pur  di sostituire 1~ ed I r ispet t ivamente con 

1~(v) = ]~(v) - -  rain 1~, y(v) : 1(v) - -  rain 1. • 
V V 

:Nel cuso in cui f .  ed I sono differenzi~bili secondo G~teaux su V, cio~ se per ogni 
u e V 3],~(u) e ~1(u) si riducono ull 'ordinario gradiente V1~(u) e V1(u), dul teoremu 2.7 

si o t t iene:  

COROLLARIO 2.9. -- Supponiamo ehe 1, ed I siano lunzioni di C(o~, vo, M) di]1eren- 
ziabili seeondo Gateaux, m~n Is = m~n I e d  I strettamente eonvessa. 
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I n  tali ipotesi ]----- G-Lim ]~ s e e  soltanto se, indieando con u .  una soluzione del 
proble~na 

(13) u .  6 V: V~(u~) = v*, 

la suceessione (u.)~ converge nella topologia debole di V alla soluzione di 

(1~) u e  V: V](u) = v*, 

~er ogni v* e V*. 

I r isul ta t i  o t tenut i  si 9ossono r i formulare  facendo uso della nozione di convergenza 
di insiemi di KU~ATOWSKI ([11], § 25, %~): 

DEFINIZIO~E 2.10. -- Sia X ~no spazio topologico e (C~)~ una  successione di in- 
siemi di X.  Di remo ehe C. converge a C se: 

(i) Pe r  ogni v e C esiste nna  suceessione (v.)~ convergente  a v, con v~ E C. 
per  ogni n. 

(ii) Pe r  ogni sottosuccessione (C~)~ di (C~)~, se v~ e C~. pe r  ogni k e se v~ con- 
verge ~ v, a]lora v e C. 

Dai  t eo remi  2.5 e 2.7 si o t t iene:  

CO~OLLA~IO 2.11. -- Siano (].). ed ] ]unzioni di C(~, vo, M) con ] strettamente con- 
vessa e m ~ n / .  = ravin/. ¢ = G-Lira ] .  s e e  soltanto se per ogni v* e V* 8¢*(v*) con- 

verge nella to•ologia debole di V a 8]*@*) seeondo la de]inizione 2.10. 

Sempre  dai  t eoremi  2.5 e 2.7 e tenendo presente  t ' o s se rwz ione  2.8 si ha :  

C0t~OLL~aI0 2.12. - Supponiamo chv ]. ed / siano ]unzioni di C(~, Vo, M),  ] stretta- 
mente convessa e rn~n ]~ = m~n ]. (]~)~ ~ G-vonvergente ad ] se e soltanto 8e il gra]ico 

di 8~,  eio~ l'insieme 

{(v, v*) e V x V*: v* e 8/~(v)}, 

converge in V × V*, con la topologia prodotto della topologia debole d i v  e della topologia 
]orte di V*, all'insieme 

{(v, v*) e V x  V*: v* e 81(v)} 

grafico di 8]. 

3. - U n a  c a r a t t e r i z z a z i o n e  del la  G-convergenza  di funz ion i  conves se .  

Ci p ropon iamo in questo para.grafo di p rovare  il seguente  t eorema.  
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TE01CE)[A 3.1. -- Sia  (]~).c C(~, Co, M) .  ]~ G-converge ad ] s e e  soltanto se valgono 

le eondizioni  : 

(i) Per  ogni v ~ V esiste una  successione {v.). convergente debolmente a v tale the 

l im ].(v.)  = I(v) . 

(ii) _Per ogni v ~ V e per  ogni suceessione (v,),~ convergente debolmente a v r isul ta  

l im inf ].(v.) > ](v) . 

I1 teoremu 3.1 ~ eonseguenza dei teoremi 3.5 e 3.6 che seguono. 

OSSERW~ZIONE 3.2. -- Si pub lorov~re come in ([17], lemma 1.10) the  le condi- 
zioni (i) e {ii) 4el teoremu 3.1 eu~atterizzano ]a convergenza, nella tol0ologi~ debole 
di V X R ,  degli el0igrufici delle funzioni, eio~ degli insiemi 

epi ]~ = {(v, a) e V X R:  ].(v) < a}, 

seeondo la definizione 2.10. 
Faeendo uso delle proposizioni 1 e 2 di [15] si potrebbe formulare il teorema 3.1 

dicendo che epi ] .  converge seeondo la definizione 2.10 ad epi ] nella topologia de- 
. * 

bole di V X R  s e e  soltanto se epl ]~ converge, secondo la stessa definizione 2.10, ad 
e!0i 1" nella topologia forte di V* × R .  Risultat i  di questo tiloo sono stat i  o t tenut i  
da  }~osco [18] e J o L ¥  [10]. 

Altri r isultati  concernenti convergenze del tii0o di (i) e (ii) sono stat i  o t tenut i  
da ZOLEZZI [27] senza il0otesi di convessit£. ,, 

OSSEgVAZlONE 3.3. -- Successioni verificanti le (i) e (ii) sono state  prese in eonsi- 
derazione in [2] e [15] nello studio della stabilit~ della G-convergenza risl)etto alla 
somma. Iqei casi citati  non si fa !oerb l'i!ootesi di l imitatezza 

].(v)>a(v), Vve V, 

richiesta dal teorem~ 3.1. ~ quindi opportuno notare come 
(]~)~c C(~, %, M) 1s tesi del teorem~ 3.1 sis gener~lmente false: 

Si consideri per ogni n is  funzione di nna  vari~bile re~le 

senza l 'ipotesi 

Iv" } / .(v) = m a x  ~ , ~o , v e R ,  

dove o¢o ~ un nnmero re~le neg~tivo. 
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l~isulta 

~o = sup A t~, 
n h ~ n  

ment re  la funzione ident icumente  nulla verifica le (i) e (ii). ., 

:Nella prova  del teorema 3.5 faremo uso t r a  l 'a l t ro det fa t to  ben noto  c h e l a  topo- 
logia debole r i s t re t t a  ad un  l imitato di uno spazio di Banach  con dnale separabile 

metrizzabile (si veda ad esempio [9], theorem V.5.2). Anehe allo scopo di chiarire 
le notazioni~ poniamo cib sot to fo rma di lemma,  

L E n A  3.4. - Sia d: V X V - *  R la ]unzione dejinita da 

¢o 

=~2 Kv~, v - u > l ,  (15) d(u, v) -k * 
/¢=1 

V* dove ( k)~ ~ una sucvessione densa detl'insieme {v*e V*: IIv*liv, = 1}. s i  ha the v~ con- 
verge debolmente a v s e e  soltanto se la suvcessione (%)~ ~ limitata e lira d(v, % ) =  O. 

TEO~E~A 3 . 5 . -  Se (J~)~cC(~,Vo, M) e J = G - L i m  f ,  altora vaIgono le (i) e (ii) 
del teorema 3.1. 

DZ~OST~AZIO~E. - P o s t o  g a =  /~ ] . ,  r isulta 
n ~ h  

g ~ ( v ) < f J v ) ,  V v e  V, V n > h .  

Pe r  la semicontinuit~ inferiore di g~, se (%). converge debolmente  a v si ha  

g~(v) < lim inf g~(%) < lim inf ]~(%), Vh. 

Per  h t enden te  a + co si o t t iene la (ii). 

Proviumo ora la (i) nei punt i  u dove ] ~ sottodifferenziubile. Supponiamo pereib 
che esista v*e  V* tale che 

(16) i(v) > i(u) -F (v*, v - u }  , Vv e V . 

L~ (16) ~ equivMente ad affermure chc la funzione di v 

f(v) - (v*, v> 

assume minimo in u. 

Con le notazioni  del lemma 3.4 eonsideriamo la funzione d(u, v), che, come fun- 
zione di v, g eonvessa, nulla in u e posi t iva se v :A u. Inol t re  per la disuguaglianza 
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tr iangolare 

lira d(u, v~) -~ d(u, Vo) 

ogniqualvol ta  v~ converge debolmente  a vo. 
Pe r  il t eo rema  2.6 si ha che 

G-Lim {]~(v) -  (v*, v) ~- d(u, v)} = ] ( v ) -  (v*, v) ~- d(u, v) . 

Dato che la funzione di v 

](v) - (v*, v) + d(u, v) 

assume minimo unico in u, per  il t eorema 2.5, se u~ ~ un  ve t to re  che realizza il 

minimo di 

/n(v) - (v*, v)  + ~(u, ~) , 

u~ converge nella topologia debole a u e 

lira { ] . ( u . ) -  (v*, u.} + d(u, u.)} = ] ( u ) -  (v*, u} . 

Cib, per il l emma 3.4, implica che lim f.(u.)--~ l(u). La (i) vale quindi in t u t t i  i 
pun t i  dove ] ~ sottodifferenziabile.  

Sulaponiamo ora che v sia un  qualsiasi punto  di V tale che ](v)< + ~ .  
I1 t eorema 2.1 garantisce res is tenza  di una  successione (v(~))~, con ] sottodifferenzia- 

bile in v (k) per ogni k~ tale che 

1 (17) lIv(~)-vllv< ~ l/(v(~))-/(v)I < 1 

Per  qu~nto sopra provato ,  per ogni k esiste una  successione (v~)). convergente 

debolmente  a v (~) ta le  che 

l im ]n(v~ ~) = / ( v ( ~ )  , Vk. 

quindi possibile de te rmina te  un  intero n(k) in dipendenza di k per cui 

1 1 
( is) d(v~: ~,, v (~,) < ~ ,  t/,(v(~ ~,) - l (v'~,) l  < ~ ,  vn > n (~ ) .  

P u r d i  cambiare n(k) con n'(k)-~ max (n(k); n ( k -  1) ~-1}, possiamo supporre (n(k))~ 
crescente.  
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Qualunque sia l ' intero h>n(1)  esiste q~indi un  unico k, che indichiamo con k~, 
f 

per cui n(k~) < h < n(k~ + 1). Poniamo vh~ ~ v (k~). Con tale scelta dalle (17) e (18) 
si ott iene 

, 2 2 
lh(vD-/(v) l  < 

Dato che (k~)~ g una successione di interi  crescente con h~ si conclude che 

(19) l ira  d(v~, v) = 0 ; l i m  ]a(v~) = ] ( v ) .  
h h 

Per la seconda delle (19) risulta dcfinit ivamente 

V~h e {w: t~(W) < j~(V) "Jr- 1} C {w: ¢(w) </(v) + 1}. 

Essendo l 'insieme {w: a ( w ) < J ( v ) +  1} l imitato,  anche la successione (v'~)~ g l imitata  
l 

e quindi, per la prima delle (19) e per il lemma 3.4, v a converge debolmente a v. 
Cib prova 18 (i) per ogni punto e per cui ] (v )< + c~. Ma dato che la (i) 

ovvia conseguenza della (ii) se v ~ tale ehe J (v )=  + c~ il teorema g eompleta- 
mente  provato, u 

TEO~V, MA 3.6. - Sia (]~)~ una sueeessione di C(e, Vo, M).  Supponiamo ehe esistano 

una Junzione ]: V - - > R u  {+  ~} ed un insieme K0c V tali ehe: 

(j) Per ogni v per eui /(v) < + co esiste una sueeessione (v~), eonvergente in norma 
a v, con ( v . ) . c K , ,  tale ehe 

lira = ] ( v )  . 

(jj) Per ogni v EKo esiste una suecessione (v~)~ convergente debolmente a v per eui 

l im ]~(v.) = l(v) . 

(jjj) _Per ogni v ~ V e per ogni suecessione (v~)~ convergente debolmente a v si ha che 

l im inf ],(v,) > ](v) . 
~t 

I n  queste ipotesi ] E C(~, vo, M), (],). b G-convergente e G-Lira ] .  = ]. 
9t 

OSS]~VAZI0~E 3.7. - L'ipotesi del teorema 3.6 pifi complessa da vcrificare nelle 
applicazioni proposte nel p~ragrafo 4 ~ la (jj). 

~] chiuro che scegliendo Ko (~ piccolo >) la verifica della (jj) 6 facilitata. La  (j) ira- 
pone dei l imiti  a cib; essa 6 infat t i  t an to  pifi res t r i t t iva quanto pifi Ko ~ (~ piccolo ~. 
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Se Ko;b(v : / (v )<  ÷ c¢ ) l a  (j) 6 una eondizione intermedia t ra  la semieontinuit£ 
e t a  continuit~ in norma della funzione f. Pifi orecisamente, se ] 6 semicontinua, 
esiste un  insieme K0 per cui vale la (j), mentre  ogni insieme Ko, con K: 0 o {v: ](v) < ÷ c~), 
verifiea la (j) se la restrizione di ] all ' insieme (v: ] (v)< ÷ co} 6 aria funzione con- 
t inua.  Quest 'ul t imo caso si verifica ad esempio se ] 6 una funzione di C0(V) finita 
per ogni v e  V ([20], corollary 7C). 

Infine, se si seeglie Ko-~ V (nella (jj) del teorema 3.6 6 equivalente scegliere 
Ko-~ V oppure Ko-~ {v :] (v )< ÷ oo} d~to che la (jj) 6 conseguenza della (jjj) per 
ogni v per cui ] (v )= q- 0%) la (j) di per s6 non impone alcuna restrizione alla fun- 
zione ]. Con tale scelta dai teoremi 3.5 e 3.6 si ott iene il teorema 3.1. 

Hot iamo anche ehe per Ko = V si pub dare una  dimostrazione diversa da quella 
sopra proposta usando il lemma 1 e le proposizioni 1 e 2 di [15]. • 

I)I~0STEAZI0~E ])EL TEORE~A 3.6. -- Per il teorema 2.4 di eompattezza esiste 
unn suecessione (].~)~ es t ra t t a  du (1.). G-eonvergente. 

Sia g :  G-Lim 1.~. Per  il teorema 3.5 qnalunque sia v e V si p~b determinare  

una  successione (v~)~ eon~ergente debolmente a v per cui 

(20) l im ].~(v~) = g(v) . 

Ponendo w ~ : v ~  per ogni n per cui n~<n<n~+x e tenendo presente la (jjj), 
dalla (20) si ot t iene 

(21) g(v)=lim]~(v~)>~liminf]~(w~)>~l(v) ,  Vve  V .  
k n 

Inoltre,  se v eK0 e (v~)~ 6 1~ sueeessione convergente debolmente a v per cui 
vale la (jj), per il teorema 3.5 si ott iene 

(22) l(v) -= l im ]~(v~) = l im 1.~ (v~) > g(v) ,  Vv e Ko.  
n k 

Sia ora v tale ehe [(v)< ÷ oo e (v~)~ la successione di Ko per eui vale la (j). 
Per la (22) e per la semicontinuit~ inferiore d i g  si ott iene 

(23) ](v) = l i m ] ( v ~ ) > l i m i n f g ( v ~ ) > g ( v ) ,  Vv e {v: ](v) < ÷ oo}. 

Ovviamente ](v)>~g(v) per ogni v per cui ] (v )=  ÷ c~. Percib dalle (21) e (23) 
segue che ](v)~-g(v) per ogni v e V. 

Qmndi G-Lira 1 ~ =  [. Ma d~to che ] non dipende dalla sottosuceessione scelta 

ne segue che G-Lim lv = ]. • 
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4. - Convergenza delle soluzioni di disequazioni. 

Si~ (A.).  unu successione di operutori definiti sullo sp~zio di Sobolev H~(12), 
con 12 aperto limitato di R ~, del tipo 

dove _(n) ~ e e~ sono funzioni misurabili e l i m i ~ t e  in 12 e ~1i che esistano cost~nti 
positive ~, A, ? indigendenti  d~ n per cui 

( 2 5 )  2 Z ~ Z a ~ . ) ( x ) ~ < A  ~ , ~ ,  V ~ e R  ~, q.o. in 12; 

o<c~(x)<~, q.o. i n / 2 .  

Secondo I~ definizione di SPA~O:~O [23] (cfr. [7], [14], [21]) (A~),~ G-converge 
ad  A, oper~tore differenzi~le del tipo di (24) verific~nte Ie (25), se 

(26) lira [ [ A ~  --  A - ~  UL~(a) ~- 0 ,  
n 

per ogni ~eZ~(12). 
I1 nesso fru 1~ (26) e la definizione 2.2 ~ stuto messo in evidenz~ nell~ introdu- 

zione. Per m~ggiore chiurezza riprecisi~mo cib nel teoremu 4.1. :Nello stesso teoremu 
mostr iamo come, nelle ipotesi sopru esposte, si possa: c~ratterizzure la G-convergenza 
in termini  di autovulori e di sp~zi di uutofunzioni. A t~l fne ,  indichiamo per ogni n 
con (2~))~ la successione non decrescente degli autovalori di Am cont~ti con 1~ dovutu 

, (k)). molteplicit~ c con (u, ~ 1~ successione delle relutive auto]unzioni (nu~)llL~(~)=: 1). 
Indichiumo inoltre con ()~(~))~ e (u(k))~ le successioni degli autovulori e a, utofunzioni di A. 

TEOICEMA 4.1. - Ze seguenti proposizioni sono equivalenti: 

(a) ],(v) ~- (A ,v ,  v} G-converge, nel senso della de]inizione 2.2, a ](v) ~ (Av, v}. 

(b) lira HA-~tcp-- A-lviIL~(~) - -- O, V~oeL~(/2). 

(e) lira i[A; 1 -  -1 

(d) Valgono simultaneamente le (i) e (ii): 

(i) lira 2~)=  2 (k), Vk; (*) 

(*) La (i) ~ equivalente a lim 1/2~)= I/2 (~) uniformemente ~l variare di k. 
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(ii) se ~(~) ha molteplicit~ v (~(~-~)< ~(~):  ,~(~+~-1)< ),(~+~)), la suceessione di spazi 
di dimensione v generati per ogni n dalle autofunzioni ~ (~) ~,.(~+~-~) converge 
in L~(f2) nel senso della de/inizione 2.10 allo sl~azio delle autofi~nzioni di A 
relativo a ~(~). 

DEKOSTI%AZI0!~E. - Tenendo loresente l~osservazione fa t ta  nell ' introduzione l~equi - 
vatenza di (a) e (b) segue dal teorema 2.3 (cfr. [14], proloosizione 12). 

P rov iamo le seguenti  implicazioni: (b) ~ (c) ~ (d) =~ (b). 

(b) ~ (c): La  (e) signified: 

(27) t im I[A~lq~--A-~[I~(a)-- 0 ,  uni formemente  per  It~tI~(a)<l. 

Cib, per l 'cquicontinuit~ degli ol0cr~tori A~I:  H-1(~2) -+H~(~9) (H-1(~9) ~ il duale 
topologico di Ho~(~9)) e per  ]a compat tezza  dell ' insieme {q: ItqIl~o(~)<l} in H-~(~) ,  
equivalente  alla (b). 

(c) ~ (d): La (i) ~ provata  in ([9], lemm~ XI.9.5).  
Sia k fissato e supponiamo che ~(~) abbia  molteplici t£ ~,>~1 (~(~-~)<2(~)-= 

)~(~+~-~) < 7(~+~)). Sia S lo sp~zio delle autofunzioni di A relat ive a 2 (~) e S~ lo spa- 
zio lineare di dimensione ~, gener~to dalle autofunzioni t ra  loro ortogonali ~ ) ,  .. . ,  
u(~+~-~) Occorre p r o w r e  che 

(28) L im sup S~ ~ {v: ~v~ ~ S~ ,  v~ v, (S~)~ so~tosuccessione di (S~)~} c S ; 

(29) L i m i n f S , : { v : ~ v ~ e S ~ , v ,  ~¢Z)~v}2S .  

Come conseguenza delle (25) e della. (i), per ogni r =  0, 1, .. . ,  v - - l ,  la sucees- 
~u (k+r)) ~ l imitata  in H1(~9) e quindi re la t ivamente  compat ta  in L2(~9). 2ercib sione ~ n n 

per ogni r esiste una  successione (~j(k+~h estra~ta da (u~+r))~ convergente in L2(/2) x~nt, )h 

ad una  funzione ureH~(~) .  Poich6 

n h  - -  - - n  h " , ~ n  h n h / 

passando al l imite per h - + / -  oo, tenendo conto della ipotesi (c) e della, (i) si ha 
che u , e  S. Da  cib, con un  procedimento di~gonale si deduce che esiste una  suc- 
cessione crescente di interi, che indichiamo ancora con (nh)h, per cui 

(30) lira llu(~ +*) -  u, llL,(o ) ~- O, r :  O, 1, ..., v - 1,  

e u 1, . . . , % _ i  ~ una base di S. 
D~ cib, per 1~ line~rit~ degli oper~tori An, segue fucilmente 1~ (28). Per  1~ stessa 

r~gione Pinsieme Lim sup S~ nella (28) contiene uno spazio l ine,re  di dimensione ~. 
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Dato che S 6 uno spuzio line,re di dimensione ~, gli insiemi della (28) coincidono. 
Supponiamo ora che v ~ Liminf S. .  Cib signific~ ehe si pub determin~re un nu- 

mero e0::> 0 ed un~ successione (S,~)~ estr~tt~ du (S~), per cni 

M~ allor~ v ~ Lim sup S.~. l~ipeten4o per lu successione (S.~)~ il discorso precedente- 
mente iutto, si ot~iene Lim snp S~,-~ S e quindi v ~ S. Cib prov~ 1~ (ii). 

(d) ~ (b): ~ noto che per ogni n 

1 
(31) lira = 0 ~ • 

Usundo la monotoni~ della suceessione (~)) ,  con un urgomento ~nulogo u quello 
del teorem~ di Dini si 9rova ehe il limite della (31) 6 uni£orme ~1 v~riare d in .  

Per il teorema di r~ppresentazione spettrale di ol)er~tori comioatti si hu che, 
in L~(/}) 

D~to che qualunque si~ 1% si h~ 

(33) ~ (% ~(r~' -- ;J~z) ] < 

ne segue che ]e serie ehe eomg~iono nellu (32) convergono in Z~(~2) uniformemente 
al v~riure d i n .  Percib, d~to che, in L~(/2) 

(% U (k) ) L,( ,~ ) 
A - ~  = ~ u ~ V~ e Z~(/2), 

per avere l~ tesi bustn 9rovare che per ogni k, qu~hnqne sia ~o e L*(tg), converge 
zero 1~ quuntit~ 

~KI ~x(k+r) ", ~ ~--1 tb~(k+r)\ 

(34) X~ (% ~n JL(a) +~) ~(~+,, u(~ _ ~ (% j~ (o! u(~+" 
~=0 . ' n  ~ = 0  )~(~+r) L~(9) ~ 

dove ~ 6 la molteplicit~ di A (k) (A(k-~)< ~(~)~- A(k+~-~)< A(k+~)). La (34) si pub maggio- 
r~re con la sommu delle due quantit~ (35) e (36) 

~-~l 1 1 l 

n'(k+r)% 2 ~.(k+r) (36/ ;7~) ,~0 (% ~ JL (~)~. - ~ ( f ,  u(~+')l~,(~)u ('~+~) 
~'=0 
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Lu (35) converge u zero per 1~ (i). l~im~ne d~ provare che anche la (36) tende 
u zero per n - - > +  co. A rule seopo ricordiamo ehe 1~ successione ~-,(~+~)~ 
r = 0, 1, . . . ,  v - -1 ,  6 re la t ivamente  eompa~tu in Z~(D); percib, ponendo per semplicit~ 

v--1 
~,(~+r)~ ~,(k+~) 

r = 0  

esiste una sottosuccessione (v~)~ di (v~)~ convergente in L~(~) ad una  fanzione v. 
P u t  di pass~re ad  ~n~ ulteriore sottosuccessione, per la (ii) possiamo s~pporre che 
siano verificate le (30), dove Uo,...,u~_~, ~ lln~ base de]lo sp~zio gener~o  da 
u (~), . . . , u  (~+~-~). Si t rova  cosl che 

= ~ (% u,)v(.)u,, 
r = 0  

e qnindi anche 

~(~+~)) , ~(~+r) 
~'=0 

A1 v~ri~re della successione (%~)~ sceltu si h~ che tn t t~  l~ successione (v~). con- 
verge ~ v e q~indi lu tesi. • 

OSSERVAZI0~E 4.2. -- Se A (k) ~ an  uutovMore semplice di A, cio~ se v = 1, la (ii) 
del teoremu 4.1 eq~ivule ~ dire ehe, u meno del segno, lu suecessione (u~¢))~ converge 
in Z~(~) ~ u (~). Ci5 ~ qu~nto si verificu per 1~ s~ccessione delle prime a~tofunzioni, 
dato che il primo autovalore ~ semplice (si veda [5]). 

Se 1~ dimensione £V dello spuzio ~ 1 t a t t i  gli uutovMori sono sempliei e, per 1~ 
" (~)~ in L~(~) ~ equi- limitatezz~ ~ priori in Ho~(~), la convergenzu della successione (u. ~ 

v~lente ~11~ convergenza di (u~)). in Co(~). Per N = 1 l 'implicazione (b) ~ (d) si 
Crova in [22]. 

Consideriamo or~ le disequazioni variazionali 

(37) ~ e K :  <A~u~--% v--u~>>O, Vv~K,  

(38) u oK:  <Au--% v--u>>O, V v c K ,  

dove (A~)~ ~ un~ suceessione di oper~tori differenziMi come in (24) verificunte le (25), 
G-convergente ud ~n opera.%ore A dello stesso tipo, ~ e Z~(f2) e K un convesso chiuso 
di H~(~). Se K ~ un  convesso chiuso di H~(f2), ~nzich~ H~(~2), supponiamo ehe, oltre 
alle ipotesi fat te ,  esistu un~ costante positiv~ ~o tale che 

(39) yo<c~(x), ~o<c(x),  q.o. in ~ ,  Vn. 

noto (si ved~ [12], [25]) che il problem~ (38) (ed unche il problem~ (37)per 
ogni n) ummet te  gnu ~nicu soluzione. ~Telle nostre ipotesi, dato che a ~ =  aj~, 
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i, j =  1 , . . . , N ,  tale soluzione si o~tiene molto semplicemente risolvendo su K il 
problema di minimo 

(ao) ½<Av, v> -- <% v} = min imo.  

Nella dimostrazione del teorema 4.3 faeciamo llso di ta le  euratterizzazione. Pr ima 
di cib, vogliamo dare t re  esempi di convessi che soddisfano le ipotesi del teorema 4.3. 

Consideriamo i seguenti convessi chinsi di Hol(D): 

(41) K t =  {veH~(D): v>~o su E}, 

dove E 6 un so~toinsieme eompatto di D e ~ a C°(~2)(3 H~(sg); 

(42) K 2 =  {veH~(~9): v > y  in D}, 

dove ~ e C°(t~)n H~(D), ~0.<.0 sulla l rontiera di ~9. 
I1 significato della disnguaglianza v > ~o 6 definito in modo na$nrale Senendo pre- 

sente che H~(tg) 6 il completamento di C1(s9) netla norma H~(Y2) (si veda ad 
esempio [13]). 

Nel caso e h e l a  lrontieru di Y2 sia locMmente lipschiSZian~ consideriamo anche il 
convesso chiuso di H~(D): 

(43) K~= {ve/ / ' (9):  v>~o su B}, 

dove E 6 nn sottoinsieme eompatto di s~ e F e C°(~)~  H~(D). 
Tali insieini godono della seguente propriet~ (K sta per K~, i-----1, 27 3): 

(44) 

Esiste un ins@me Ko denso (]ortemente) in K tale ehe, se A ,  G-converge 
ad A~ 13er ogni v ~ Ko si pub determinate in K una successione (v.)~ con- 
vergente nelIa topologia &bole di HI(Y2) a v per cui 

l im <A~%, %> = <Av, v>. 

La prova 6 nel teorema 4.5. La  (44) 6 un'ipotesi fondamentMe nel teorema seguente. 

TEOlgEMA 4.3. -- Sia (A,)~ una suecessione di operatori come in (24), veri]icante 
le (25) e G-convergente ad un operatore A dello stesso tipo. Sia K un sottoinsieme con- 
vesso e chiuso di Hol(f2), o di Hi(f2) se valgono le (39). 

Supponiamo the per K valga la (44). Altora la soluzione della disequazione varia- 
zionale (37) converge nella topologia debole di Hi(Y2) aUa soluzione della disequazione 
variazionale (38) qualunque sia qz~ L~(t?). 

DII~0STRAZlONE. -- Dato c h e l a  soluzione u di (38) risolve sn K il problema di 
minimo (40) (anatogamente u~ per ogni n), per i teoremi 2.5 e 2.7 provm'e la tesi 
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eqllivale a dimostrare che 

G-converge a 

In(V) = <A.v, ~> + a~(v), 

/(v) = <Av, v> + ~K(v) , 

v e H~(£2), 

v e II~(9), 

dove d.~(v), funzione indicatrice di K,  vale O se v e K  e + oo se v~K.  
Cib segue da] teorema 3.6. Infa t t i ,  per 1~ (44), ]e ipotesi (j) e (jj) di quel teo- 

rema sono verificate essendo ls forma quadrat ica <Av, v> continua in HI(~) .  
La  (jjj) si prova osservando che, dato che <A~v, v> G-converge ad <Av, v> se- 

condo la definizione 2.2 in H~(~) oltre che in Hlo(.Q) (si veda [24], theorem 10), 
per la (ii) del teorema 3.1, per ogni veH~(~2) e per ogni successione % conver- 
gente debolmente a v si ha  che 

(45) lira inf <A,,%, v~} > <Av, v} . 

Inoltre,  essendo K chiuso nella topologia debole, 

(46) 

DMle (45) e (46) segue che 

l i m i n f  8K(%) > 8K(v). 
f l  

l im in f  { <A~v,, v~} + 3K(v~)} > <Av, v} -£- 3K(v) 

cio6 la (jjj) del teorema 3.6. Cib colnpleta la prova. • 

OSSE]~VAZI0~E 4.4. -- I1 minimo di <Av, v) al variare di v in K1 o K~, nel caso 
che l 'ostacolo %o sia llguale a 1 sn E, 6 la eapaeit5 di E rispetto ad  A e la funzione 
minimante  6 il potenziale eapaeitario (si veda r ispet t ivamente [13] e [4], [8]). Dul 
teorema precedente si ott iene che, se A~ G-converge ad A, la capacit~ di E rela- 
t iva  ad Am tende alla capacit~ di E relat iva ad A ed il potenziMe capacitario di E 
relativo ad A .  converge in Hi(Q) debole al potenziMe capacitario di E relativo 
~d A. • 

Rimane  da  provare il seguente: 

TEOI%EMA 4.5. -- Za  (44) vale per gli insiemi K1, K2 e Ka. 

DI)i0Sml%AZIO~E. - K = KI:  Poniamo in questo caso 

Ko = {v e Go~(~9): v > ~ su F } .  
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Ko g denso in K~. Sia (A~), una suceessione di operatori G-convergente ad A. 
Per ogni v e Ko indichiamo con (%)~ la successione delle soluzioni dei problemi di 
Dirichlet 

Dato che A~ G-converge ad A, % converge a v debolmente in H~(D) e fortemente 
in L~(Sg). Inoltre, per il teorema di regolarit~ hSIderiana ([26], thgorgme 7.2), la suc- 
cessione (v~)~ g equicontinua su E~ eosl che, per il teorema di Ascoli-Arzal£, % con- 
verge a v uniformemente su E. Quindi definitivamente % >  ~p su E, ciog % e K~. 

Inoltre ovviamente 

lim (A,~v.~, %) = lim (Av ,  v,~) = (Av ,  v)  . 

K =  K~: In questo caso poniamo 

Ko = {v e C1(~) n Hot(D): v > ~ in D}. 

Ko ~ denso in K~. Fissato v in Ko, sia (w~)~ ls successione delle soluzioni dei pro- 
blemi di Dirichlet 

Si ha che 

(47) 

w .  E 1t~(~?): A ~ w .  = A v .  

tim mis {x e D :  w,,(x) < ~o(x)} = 0 .  

Infatti~ supponiamo per assurdo che esistano una costante positiva eo e una sotto- 
successione (w~,)~ di (w~)~ tall che 

(~s) mis {xe ~ :  w~(x )<~o(x ) }>eo ,  Vh. 

Scegliamo allora un compatto F c f2 tale che 

mis (D --/~) < so. 

Dato che per il teorema di regolarit& hSlderiana w~ converge a v uniformemente 
su /~ risnlta definitivamente 

(x e Q: w.~(x) < ~o(x)} c ~ -  F 

in contraddizione con la (48). 
Percib, posto 

~(x)  = max {w~(x); ~(x}}, xef2 ,  Vn, 
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dalla (47) si deduce fac i lmente  che v~, converge debolmente  a v e che 

lira (A~v~, v~) = <Av, v )  . 

Ino l t r e  v~ ~ K~ per  ogni ~. 

K = K 3 : I 1  sot to ins ieme di K3 

Ko = (~, e ¢1 (D) :  ~ > ~ su  /~} 

denso in K~. Se v e Ko indichiamo con v~ la solnzione del problem~ 

v~ --  v E H~(Q) : A~,v~ = A v .  

Per  u n  r isul ta to  di DE GIO~I-S~AG~OLO ([7], t eo remu 2.4), v~ converge debolmente  
v e <A~v~, v~> converge ~ <Av, v) .  Inol t re ,  per  il t eo rema  di regolari t~ in H~(~) 

([26], th6or~me 7.3), v~ converge un i fo rmemen te  ~ v sn E.  Quindi v ~ e K 3  deft- 

n i t ivamente .  I 

OSSE~VAZlONE 4.6. -- Gli stessi r isul ta t i  vMgono se i convessi sono definiti da 

ostacoli  ~0~ ehe convergono a ~ sin in HI(.Q) debole che un i fo rmemente .  Ino l t re  l~ 

tesi del t eo rema 4.3 continuu a vMcre se si sostituisce ? con (~)~  c (H~(f2)) * e si 

suppone che (~)~ converga a ~ in (H~(f2)) *. • 

(~OI~IPLEME1NTO AL T]EO]~EMA 4.3. - -  I n  casi par t icolar i  ~ possibile dare  una  dimo- 

strazione d i re t ta  del t eo rema  4.3; ad esempio, se K c Hlo(f~) e se la successione (v,,)~ 

soddisfacente 1~ condizione (44) ~ definite, per  ogni v ~  Ko, da 

(49) v~ ~ H~(f2) : A~v~ = Av .  

I n  tul  caso infat t i ,  per  il l e m m a  di Minty,  la soluzione u~ della disequazione 

variazionale (37) verifica ~nche 

( A ~ v - - ~ ,  v - - u ~ ) > O ,  V v ~ K .  

I n  loarticolare, scelto v ~ K o  e posto v~ come in (49), si ha  

<Av -- qJ, v~ -- u,> > O. 

Ind icando  con uo ii t imite nell~ topologi~ debole di H~(f2) dJ una  quulsiasi succes- 

sione convcrgente  e s t ra t t a  da (u~)~, o t t en iamo 

(50) < A v - -  9,  v - -  Uo> > O. 

1 1  - A n n a l i  di Matemat ica  
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L~ (50) yule  per  ogni  v e Ko e quindi ,  per  1~ densi t~ di Ka in K ,  per  ogni  v e K .  

Mu a l lo r~  utilizza.ndo ~ncor~ fl l emm~ di Min ty ,  ne  segue che u~ ~ 1~ soluzione 

dell~ d isequazione vur iuzionale  (38), che 8 qu~nto  si volev~ dimostr~re .  

L ' ipo tes i  (49) ~ verificut~ dal  convesso K~, come 8 mos t r~ to  nell~ p rov~  del  

t eo remu  4.5. 

Cogl iamo ] 'occas ione per  r ingr~zi~re il Prof .  J~cques  Louis  LIONS che ci h~ gen-  

t i lmen te  segnula to  lu semplice d imos t raz ione  su espostu.  
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