
Sur les anneaux  tels que tout produit de copies 
d'un module quasi-injectif  soit un  module  quasi injectif. 

C. TISSE~O~ (Lyon) 

- II (*). 

R @ s u m @ .  - On dtudie daus cet article les anneaux noethdriens eommutati]s tels que tout prodult 
de copies d°uu module quasi injecti] soit nu module ~uasi-injecti], un tel anneau est produit 
]ini d'anneaux loeaux vdrifiant eertaines propridtds. On dtudie dgalement des anneaux noe- 
thdriens eommutati]s un pen plus gdngraux: les Cl-anneaux, qui sont earactdrisds eomme 
~tant des produits ]inis d'auneaux locaux A i ,  1 <~i <~n tels q~te tout iddal 9I" d~ eompldtd 
t~(Al)'adique Ai  de A~ vdri]ie ~ ' =  (~'(3Ai) .~ I. On donne des exemples de tels anneaux. 

Ce travail Iait suite ~ l'article [4]. Iei tout les anneuux consid6r6s sont supposes 
noeth~riens et commutatifs. On dira qu'un anneau A est complet s'il est complet 
pour la topologie d~fiaie par son radical de Jaeobson i~(A). Nous 4tudions duns te 
paragruphe 3 les anneaux A tels que tout produit de copies d'un A-module 
quasi-injeetif soit un module quusi-injectif (un tel module eat dit H-qu~si-injectif). 
Ces anneuux sont appel4s des Q-anneuux. Nous les caruct4risons duns le th4or~me 3.3 
comme ~tant des produits finis d'anneaux locaux de dimension de Krull inf4rieure 
ou ~gale ~ i qui v@rifient eertaines propri~t~s. 

Nous eonsid4rons duns le parugraphe 2 des anneuux un peu plus g4n@raux dont 
l'4tude eat n4cessaire pour caraet~riser les Q-anncaux; ce sont les Cl-~nneaux, d~finis 
de la fagon suivante: si E est Fenveloppe injective d'une somme directe d'un module 
simple de chaque type, A est un Cl-anneau si tout sous-module quusi-injectff de E 
eat H-quasi-injeetif. Nous montrons que si A est un Cl-anneau, pour tout  sous- 
module 2V de E on u 2g ----r~(1A(2V)) (th4or~me 2.2). (Ici l~(2V) d4signe l'annula- 
teur de h r et rS(lA(2V)) -~ {x e E 1Ya e ~A(2g)aX ~- 0}). Nous caract6risons lea Cl-anneaux 
comme 6taut des produits finis d'anneaux locaux A~ tels que pour tout id6ul a du 
compl6t6 . ~  de A~ on ait a =  (a (3 A~)fl~ (Corollaire 2.6). Pour montrer eela nous 
utilisons le fair qu'un anneau A est produit fini d'anneaux locaux si et seulement 
si tout id6al premier de A est contenu duns un seul id6ul maximal (proposition 2.5), 
cette dernigre condition est toujours v6rifi6e pour an Cl-anneuu. 

Nous donnons d~ns le paragraphe 4 des exemples de Q-anneaux et de Cl-anneaux. 
Nous montrons en partieulier qu'un anncau de valuation (non n6cessairement noeth6- 
rien) est un Cl-anneuu, mais nous donnons un exemple d 'nn a, nneau de valuation 
de hauteur 2 qui n'est pus un Q-anneau (4.7). 

(*) Entrata in Redazione il 12 febbraio 1975. 
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1. - Pr@liminaires. 

Commenpons par  rappeller  quelques r6sultats de MAm~s [3]. Soit A un anneau 
noeth6rien et  poit  p u n  id6al premier  de A,  soit . ~  le compl6t6 de l ' anneau local A~, 

on a lea r6sultats  suivants:  

1.1. I J E ~ E .  

a) pour tout x e E 4 ( A / p  ) il  existe n tel que p'x----0; 

b) les modules EA(A/p  ) et E~v(-~o/O.A~) coincident; 

e) les anneaux ~ et EndA(E~(A/O)) sont isomorphes. 

Ceci r~snlte des th~or~mes 3.4, 3.6 et  3.7 de [3]. 
Rappellons aussi le r~sultat  suivant  qui r4sulte du th~or~me 4.2 de [3]. 

1.2. L ] ~ E .  - Soit A un anneau local et eomplet pour la topologie dd]inie par son 

radical nt, alors pour tout sous-modu~e iV de E~(A/ra) ~ E on a 2¢ ~ rE(l~(2~)). 
D~apr~s ([4], II.2.4: e t  II .2.6) ,  un  Cl-anne~u noeth~rien est semi-local et  par  

suite duns l '~tude des Cl -anneaux noeth4~iens on pen t  se l imiter  an  cas des anneaux 
semi-locaux. Soit done A un anneuu semi-local de radical  i~ e t  ayan t  pour  id4aux 

m ax imaux  m~, ...~m~. Soit E--~ @ E~(A/m~) le cog~n4rateur minimal  de Mod A et 
i = 1  

soit -~ le compl4t~ de A. On a l e  r4sul tat  suivant :  

1.3. L E ~ E :  

1) Le A-module E est un -~-module et, comme A 'm°dule  E est le eog6ndrateur 
~rdnimal de Mod _~ ; 

2) Les anneaux _4 et End~ E sont isomorphes. 

1. - On mont re  imm6dia tement  avec 1.1 (a) que tou t  616ment de E est annul6 
par  une puissance de ~ et on pent  consid6rer E comme un A-module de la fapon 
suivante:  soit x e E annul6 par  ~n et  soit a e A tel  que a soit l imite d 'une  suite de 
Cauchy (am) de A, il existe p tel  que pour  q > p  on air a~ --  a ~  ~ .  et  a~x = a ~ x .  On 
pose alors ax ~ arx et on v6rifie imm6dia tement  que ceci d6fil!it su r /~  une s t ructure  
de ~-module .  De plus, pour  ee t te  s t ructure ,  les sous-~-modules de E co~'ncident 
avec ses sons-A-modules. Montrons que E est le cog6n6rateur minimal  de Mod. ~ .  
D~apr~s 1.1.b) le module E~(A/m~) est uu  -~m~ module injectif  et  comme ~ est iso- 

morphe  ~ I I  ~m, ([1] chapi t re  3~ § 2, proposit ion 18) on ~6rifie ais~ment que E est 
4 - 1  

an  ~-module  injectif  et  que la s t ruc ture  de fl~-module de E ainsi obtenue est celle 
rappel6e ci-dessus. Comme fl~ est un  anneau de Zuriski, les id6aux max imaux  de 
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sont m~, . . . ,m~ et  on ~ . ~ [ ~  ~_A/m,  doric A e t  ~ ont  lea mSmes modules simples 
e~ E est  le cog~ndratem" minimal  de Mod ~ .  

2. - On vdrifie imm~diatement  que les anneaux End~(E) et 1-I End,~(EAA/m~)) 
n i = l  

sont isomorphes.  Comme ~ est isomorphe ~ 17[ ~m, l ' isomorphisme de ~ avec End~(E) 
r~sulte de 1.1.c). ~=~ 

Remurquons  que tou t  sous-A-modtfle de E est  un  sous-_~-module de E done aussi 
un  sous-A-module caructdrist ique de E puisque ~ ~ EndAE) .  E n  purticulier,  t ou t  
sous-A-module de :E est qu~si-injeetif. E n  fair on peu t  obtenh" des r~su]t~ts plus 
precis donnds d~ns lu proposi t ion 2.1 du  numdro suivant .  

2.  - C l - a n n e a u x  s e m i - l o c a u x .  

2.1. PROPOSITION. -- Soit A Un anneau semi-local, soient 111~, . . . ,rn~ les id~aux 

m a x i m a u x  de A e t  soit .~ le compldtd de A ,  ators pour  tout sous-moduIe 2¢ de 

F = ® E A A / m 3  o n  a iV = r~(l~(N)). 

° f i  
On a .~ = rI-~m~, s i  on identifie un  gl6ment a de A ~ son image (a~) d~ns ~m, 

~ = 1  ~ 1  

~lors pour  x ~ x~ ~- ... -4- x~ ~ E o~ x~ ~ E ~(A[m~) on ~ 1~ relat ion ax -~ alx~ ~ ... ~ a~x~. 

On peu t  t rouver  des idempotents  or thogon~ux (e~) de -~ tels que ~m~ ~ ~e~ pour  

l < i < n  et  -~-----G~e~, on a de plus e~E,~(A[m~)~ 0 pour  j=/=i et  e~E~t(A/m~)-~ 

= E,dA/mi)  = e~E. ~, 
Soit h r u n  sous-module de E,  alors £V = ® e~£V et il rdsulte des d~finitions que 

i = l  

12~,(e ~ N) = 13(N) e~. Soit x = x~ ~-. . . -[-  x~ e E ~vec x~ e E~(A/m~) tel  que 13(N)x = O, 

montrons  que x e N .  Pour  tou t  i, l < i < n ,  on a 12(N)e~x~= 0 done 12~(e~2g)x~= 0 
et  x~ ~ rz~(~[m~)(12~,(e~N)). D'aprgs 1.1 le module E~(A/m~) coincide avec l 'enveloppe 
inject ive du  corps rgsiduel de 1'anneau local eomplet  .~e~ et  on a donc x~ ~ e ~  
d'aprgs 1.2. Ceci mont re  que x e £V et  t e rmine  la d~monstrat ion.  

La  proposit ion pr4cddente va nous pe rmet t r e  de ddmontrer  l ' impor tan t  rdsultat  
suiv~n~: 

2.2. T~0m~)~E.  - Soit A un anneau semi-local, alors les conditions suivantes sont 

dquivalentes : 

a) A est un  Cl-anneau; 

b) pour  tout sous-module 2¢ de E on a N ~ rE(IA(N)) ; 

C) pour tout iddal a' du compldtd _~ de A on a a'----- (a 'n  A)_~. 

Montrons que a ) ~  b). La ddmons~r~tion se f~it en plusieurs points.  
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1 .  - Soit m u n  id6ul p remier  d ' n n  unnea,u A e t  soit N u n  sons-module de Ea(A/m), 
soit la(N) -= Q~ (~.. .  (~ Qs une d6composit ion pr imuire  r6duite  de l~(N) da,ns A. Alors 

pour  i = 1, . . . ,  s la ra,cine de Q~ est  eontenue duns m.  

D ' ubo rd  si a e A  et b 6 m  soar  tels  que ba~= 0 a,lors a~Y--~ 0 ([3] l e m m e  3.2) 
e t a  ~ l~(N), ee qui m o n t r e  que ~ (N)  est  sa.tur6 pour  m.  Soit i fix6 et  soit p~ Iu racine 

de Q~. Comme  p~ s Ass(A/l~(27)) il exis te  a ~ A - - / ~ ( ~ )  te l  que p~a, c la(~ ~) ~lors pour  
t ou t  x e p ~  on a xael~(~) uvee a¢/~(~Y) done x ~ m  car  l~(N) est  sutur6 pour  m,  

uinsi p~ c m.  

2. - Soit m et n deux id6a,ux maxima,ux dist incts  d ' un  anneuu A e t  ~Y un  sons- 
module  de Ea(A/m), si t ou t  id6ul p remier  de A est  contenu duns un  seal  id6ul ma,ximul 

a,lors (/A(N))~= A~. 

Si l~(SV) = ~ Qi est  une d6eomposi t ion pr imuire  r6duite de l~(X), lu racine de Q~ 
i = 1  

est contenue duns m pour  1 < i  < s  done cet te  r~eine n ' e s t  pa,s contenue da,ns n et on 
u done (Q~)a=A, pour  l < i < s ~  done uussi ( /~(N))~= A a. 

3. - Soit A un  Cl-unne~u semi-local d'id6a, ux  m a x i m a u x  ml ,  . . . ,m~,. D 'upr6s  
([4], I I I . B .  corolluire 4.2) tou t  id6ul p remier  de A est  contenu duns u n s e u l  id6al 

7~ 

maximal .  Soit N u n  sous-mod~le de E = @ Ea(A/m~)~ comme N est  euruct6ristique, 
i = l  

est  somme de ses composuntes  non nulles sur les Ea(A/m~) et~ qui t te  ~ changer  

la num6rota,t ion des m~ on pen t  supposer  que N =  @ N~ a,vee 0 =¢N~ c Ea(A/m~). 
~ = 1  

Soit j te l  que ~" p + 1 ~3 < n  et  soit 0 ~=x~Ea(A/m~), mont rons  que /a(N)x@ 0. 

On a IA(N)= ~] la(N~) et il r6sulte de 2) et  du choix des m~ que (IA(N))mj= A~t, 
i = l  

done G(N)¢ In~. Comme A n n ( x ) c m j  on a, /a(N)¢ Ann(x) et  la(N)x ~:0. 
Sol t, ma,intenant  x=x~+. . . - } -x ,  eE  a,vee x~EEa(A/m~) tel  que la(N)x=O. 

D'apr6s  ce qui pr6c6de on ~ x~+~ . . . . .  x , , =  0 et  x ~  ® Ea(A/m~) = Ea(N). Comme 
i = 1  

A est  un Cl-unnea,u, on a N = r~(z~)(l~(N) ) et  uinsi x ~ N,  ee qui p rouve  que N = 

= r~(l~(~)) et  on ~ done a) => b). 
L' implica,t ion b ) ~  a) est  t r iviale.  Montrons  que b ) ~  4). 
D'a,bord E est un  ~ - m o d u l e  et il est  facile de v6rifier que pour  tou t  id6a,1 de A 

on a r~(a)=-r~(~), d'apr6s ([4] I I . l . 1 ) ,  on a, ulors i) ~-=  12(r~(~)):= 17(rz(a)). 
Soit a '  un id6a,1 de fl~, en uppl iquant  l ' hypoth6se  b) ~ N-= r~(a') et  en utili- 

sant  la, formule  i) on u l e s  relat ions suivuntes:  

ce qui d6montre  c). 
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Montrons que e ) ~  b). 
Soit N nn  sons-module de E~ comme lA(N ) = 12(N ) ~ A il r4sutte de (c) que 

(1A(N))"~-12(N) et  eomme pour  tou t  ideal a de A on a r~(a)-----rg(~), il r4snlte de 
2.1 que N - ~  r~(l~(N))-~-rz(lA(N) ). Ceci mont re  b) et  aeh~ve la d4monstrat ion.  

2.3. Cozo~I~A~E. - Soit A un Cl-anneau de eompl~td ~ alors la eorrespondanee 
a --> a est une bijeetion entre les id~aux de A et les id~aux de ~ et eette bijeetion conserve 
tes iddaux premiers. 

L'~nneau A est un  ~nnea, u de Zariski pour  la ~opologie ~R-udique et  pour  tou t  
ideal a de A on a a = a f ~ A .  I l r ~ s u l t e  de 2.2 que pour  tou t  ideal a' de_~ on a 
a'----- (a'(~ A) ̂  e t a - >  ~ est une  bi ject ion entre  l 'ensemble des id~aux de A et  Fen- 
semble des id~aux de ~ dont  a ' - > a ' n A  est 1~ bijeetion rSeiproque. S i a  e t  
sont d e u x i d S a u x  de A e t  si c----a~ on a ~ a ~  ([1] ehapi t re  3~ §3~ n. 4, corol- 
l~ire 1) et avee cet te  relat ion on vSrifie imm~dia tement  que pour  tou t  ideal premier  p 
de A Fid~al ~ est premier  duns A. Comme pour  tou t  ideal premier  p' de ~ l'id~al 
p'(~ A est premier  duns A,  le corollaire est dSmontr~. 

2.4. CO~OL]~AI~E. -- Soit A un Cl-anneau rdduit (i.e. sans 616ments nilpotents) 

alors ~ est rdduit. 

Tout  ideal premier  minimal  de A s'~crit ~ pour  un idSal premier  minimal  p de A 

(2.3), comme 0 est  l ' intersect ion des id4aux premiers min imanx de A ceci mont re  
que 0 est uussi Fintersect ion des i d ~ u x  premiers min imaux  de _~ et  ainsi ~ est r4dnit .  

On w main tenan t  d4montrer  qu 'un Cl-anneau se dScompose en un  produi t  fini 
d 'nnneuux tocaux. On pen t  d4duire faci lement ce r~sult~t du  fuit  que ~ est produi t  
fini d '~nneuux locaux at de ce que a - >  a e s t  une bijection entre  les id~aux de A 
at les id~uux de ~ (2.3). Nous proe~dons ici d 'une  fugon diff4rente en d(~montrant 
l 'existence d 'nne  relic d~composition comme un corolI~ire dn  r~sultat  plus g~n~,r~l 

s u i w n t :  

2.5. Pt~OPOS:ITION. - Soft A u n  anneau noeth6rien~ alors A est produit ]ini d'anneaux 
loeaux si et seulement si tout id6al premier de ~ est eo~tenu duns un seul iddal maximal. 

:La condition est ~videmment  n4cessaire. Montrons qu'elle est suffisante. Remar-  
quons d '~bord que Fensemble des id4uux premiers min imaux de l 'annean noeth4- 
rien A est fini, donc si tou t  ideal premier  de A est contenn duns un  seul idea1 maximal  
il n ' y  ~ qu 'un  nombre  fini d ' id~aux maximaux.  On mont re  main tenan t  que la con- 

di t ion est  suffisante en plusienrs ~tapes. 

1 .  - Soit m un id6al m~xima,1 d 'un  anneau A e t  soit p un id6al premier  eontenu  

On a d ' abord  F : E~m(Am/mArn) ([3] page 522) et  on peut  eonsid~rer F eomme 

le eog~n~ratellr minimal  de Mod Am, ee qui donne la relat ion p a r e :  l~m(rs(pAra)). 
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On v6rifie faei lement que r~(p) = r f (pA, t ) .  Soit ma in tenan t  a ~ A tel  que arf(p) = 0, 

on a aussi (a/l) r,.(p) -= 0 et (a/l) r~(pAm) = 0 done a/1 ~ OAm e t a  e p. Ceci mont re  
que l~( r f (p) )cO,  e t  comme l ' au t re  inclusion est toujours  vraie on a p = la(r~(p)). 

2. - Soient m~, 1.<.i<~n les idSaux m a x i m a u x  de A, pour  l< i<~n  posons E,---- 
: E , ( A / m , )  et  ~ , :  l~t(E,). Soit Spec A l 'ensembte des id~aux premiers  de A et  
pour  un  id6al a de A soit V(a) l ' ensemble  des p e Spec A tels que a ¢ p. Montrons 
que (V(5,)) l<~i<.<n est une  par t i t ion  de Spec A. 

D 'abord  pour  tou t  i, V(5~)¢0  car b,=/=A. Montrons ma in t enan t  que Spec A -=  

-= [J V(5,). Soit p E SpecA et  soit m,  l 'unique idgal maximal  contenant  p. D'apr~s 1 

et  l ' inclusion 0 ¢ p on peut  4erire les relations suivantes p = 1Ar~(p ) 0 14(rE,(O)) : I)~ 

qui mon t r en t  que p eV(~,) et  SpecA- - - -0  V(b,). I1 reste ~ d4montrer  que pour  
i = 1  

i C j  on a V(b~) (3 V(bj) ~ 0. Supposons qu'i l  existe p eV(5~) t3 V(Sj) pour  deux 
indices i et j .  Soit m~-= n l 'unique id4al maximal  contenant  p. On a l e s  relations:  
l ~ ( E , ) - = 5 , c p c n .  Supposons que n ¢ m ~  alors d'apr~s la pa t t ie  2 de la d6mon- 
s t ra t ion de a) ==> b) du th6or~me 2.2 on a (l~(E~)),-= A~t et  IA(E,) ¢ n, ce qui est 
absurde,  done n ~ m ~ .  De l~ mSme fapon on mont re  que u---=m~ d'ofi m~----m~ 

et  V ( ~ i ) :  V(t~). 

3. - On mont re  ma in tenan t  que A est produi t  fini d ' anneaux  locaux. 
D'apr~s la proposi t ion 15 du chapi t re  2 de (1) il existe une  famille finie (a~)l<~< . 

d ' id6aux de A telle que A soit somme directe des a~, done A est produi t  des anneaux  
a~ car A est commutat i f .  On v6rifie faci lement que les id6aux max imaux  de A sont 
de la forme u x I I  aJ oil n e s t  un  id6al maximal  de l ' anneau a~. Comme A a n id6aux 

maximaux,  chaque a~ a au plus a n  id6al maximal  done chaque a~ est un annau local 
et la proposit ion est d6montr6e. 

2.6. C01¢0LLAIt~E. - -  S o i t  A u n  anneau noethdrien commutati], les assertions sui- 
vantes sont dquivalentes: 

a) A est un Cl-anneau; 

b) A est produit f ini d'anneaux locaux A~, l <i  <~n tels que pour l <~i<~n tout 
idgal a du compldtd A~ de A~ pour la topologie ~R(Ai)-adique vdri]ie la rela- 
tion a -= (a (5 A j ' .  

a) ~ b). Si A est un  Cl-anne~u noeth4rien commuta t i I  alors A est un  ~Imeau 
semi-local. Comme tou t  id4~l premier  de A est con tenu  dans un  seul id6al maxi-  
mal ([4] I I I .B .  corollaire 4.2) il r6sulte de 2.5 que A cst produi t  fini d ' anneaux  lo- 
caux A,.  Chaque A, est  nn C1 anne~u et  v4rifie la condit ion de b) d'apr~s 2.2. 

b) ~ a). Les anneaux A~ de l 'assert ion b) sont des Cl -anneaux d'apr6s 2.2 done A 
est un  Cl-anneau d'apr~s ([4] II.2.1.) 
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•ous terminons  ce paragraphe  avec quelques r6sultats  sur les Cl-a, nneaux  loeaux 
int6gres. 

2.7. P]~oPoslTI0~. - Soit A un anneau local int~gre de dimension 1, tes assertions 
suivantes sont dquivalentes : 

a) A est un Q-anneau; 

b) A est un Cl-anneau; 

c) le compldtd 2[ de A pour la topologie ~R(A)-adique est int~gre. 

L'implicat ion a ) ~  b) est claire. L~implication b)=> e) r6sulte de 2.3. Montrons 
q u e c ) ~ a ) .  D~apr~s le th6or~me 3.1 de ([4] I I I .B)  an  Cl -anneaa  local intbgre de 
dimension 1 est un  Q-anneaa et  il saffit de mont re r  que A est a n  Cl-anneaa.  Soit m 
le radical  de A et  E = Ea(A/m).  Soit N u n  sous module quasi-injectif de E. Mon- 
t rons que N----rE(14(N)). Si 1A(N ) = a # 0 alors Fanneau  A/a est ar t in ien donc est 
an  Q-anneau ([4] II .2.1.)  e t  le A/a-module qaasi-injectif  e t  fidble 2V est injectif  doric 
coincide avec son enveloppe inject ive sur A/a qui n 'es t  aut re  que r~(a)= rs(ta(N)). 
Si In(N)= 0 montrons  que 13(N)= 0. Sinon il existe n tel  que {~t)~= ~ ' c  t3(N ) 
donc m " c l 3 ( N  ) 53 A = lA(N ) et  ceci contredi t  l ~ ( N ) =  0. On a doric 13(N ) = 0 et  
N = rE(13(N) ) = E (2.1). Dans tons les cas on a doric N-~rE(1A(N)) et  A est 
un  Cl-anneaa~ ce qui t e rmine  la d6monstra t ion de la proposit ion.  

2 . 8 .  I = ) ] ~ O P O S I T I O N .  - -  ~oit A un anneau local int~gre~ les assertions suivantes sont 
dquivalentes : 

a) A est un Cl-anneau; 

b) pour tout x ~ ~ iI existe y ~ ~ tel que y soit inversible dans 2[ et yx ~ A.  

a) ~ b). Si A est a n  Cl -anneau  local int~gre Mors 2[ est  int~gre (2.3). Soit x E 2[ 
e t  posons a =--2[x (~ A, on ~ ~ = 2[x (2.2) donc l ' id6al a e s t  pr incipal  ([1] chapi t re  3, 
§ 3, n. 5 corollaire 3). Posons a = Aa,  on a alors ~x-----2[a et  il existe un616ment 
inversible y de ~ te l  que yx ~ a ~ A.  

b) ~ a). Toa t  id6al de 2[ est  ferm6 darts 2[ dollC c o m p l e t e t  s i a '  est  un  id6al de 2[ 
on a ( a ' ( 3 A ) " c a ' .  Soit z e a ' ,  mont roas  q~le x e ( a ' n A ) " .  Par  hypoth~se il ex- 
iste y e 2[ te l  que yx  e A e t  y est inversible dans 2[. Soit (a,),~ o une  sai te  de Caachy 
de A telle que lira an ~ y-L On ~ a = yx ~ a' ¢3 A,  done pour  tou t  n a~a ~ a'(~ A 

et  x ~ y-Xa = l im a.a ~ (a' n A)  ̂ . On ~ donc a'---- (a' n A) ̂  et  A est un  Cl -anneau  
~---> + oo  

&apr~s 2.2. 

2.9. COROLZAII~E. - -  Soit A un Cl-anneau local, alors pour tout iddal premier p 
de A l'anneaux 2[ QA (Ao/OA~) est un corps. 

Soit p un  id6al premier  de A, notons k le corps A~/pAr et  soient x - + x ] l  et  y-->~ 
les applications c~noniques de A dans A~ et  de A~ sur k respect ivemnt .  Tout  616- 
merit non nul  de k s~6crit sous la forme (a/--i)(1/--b) avec a 6 p e t  b 6 p. Soit x e 2[ ~ k, 
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x # O ,  on v6rifie facilement que x peut  s'6crire x =  a'Q1/'-b avee a ' e - ~ - - p ~  et 
b e A -- p. On mont re  main tenan t  que x = a' ® lib est inversible. 

Identif ions A/O avec A/O et soil i: A/p---> ALP l 'appticat ion canonique.  En  ap- 
p l iquant  le rdsul tat  de 2.8 an Cl-anneau local int6gre Alp on voit  qu'il  existe e e .~ 
et  a e A  tels que a'c~---=p_~ et a ' c - - a e ~ .  Ceci mont re  d ' abord  que a 6 p ,  en- 
suite si on pose a 'e - -a  = p ' ~  p on a p '  Q I - ~ - 0 ,  et  tea relat ions suivantes x(e @ 
Qb--~) == a'c ~)l/--a-~ a Ql/--a ---- 1 (Di  mon t ren t  que c ~)b-~ est l ' inverse de x duns 

l ' annean ~ Qa k, d'ofi le corollMre. 
On ne sail pus si ce t te  derni6re propri6t6 est ear~ct6ristique des Cl-anneaux 

locaux (noeth6riens). 

3. - Q:anneaux  s e m i - l o c a u x .  

Duns ee paragraphe  nous pr6eisons ee que deviennent  les r6sultats pr6c6dents 

lorsqae A est un  Q-anneau. 
Commenpons par  rappeler  qu 'on dig que l ' anneau A v6rifie la condit ion Co si 

pour  gout id6al premier  minimM et  non maximM p de A tou t  module injeetif  e t  ind6- 
eomposable F tel  que Ass F = {p} n 'a  pus de sons-module qu~si-injec~if propre  non 
hal  ([4] I I I ,  B,2.2). D6montrons main tenan t  deux lemmes. 

3.1. LESLIE. - Pour un anneau noeth~rien A l e s  condition, s suivantes sont dqui- 
valents : 

a) A vdrifie la condition Co; 

b) tout iddal premier minimal et non maximal de A est duns la ddcomposition 
primaire de 0 duns A. 

1. - Commenpons par  fMre une  remarque.  Soil p u n  id6al premier  minimal  e t  
non maximal  de A. Tout  injeetif  ind6composable ~ tel  que {p} = Ass 1~ est iso- 
morphe  ~ E(A/p) ([3] proposit ion 3.1). Le sous-module quasi-injectif ~Vp---- rE(~/v)(p ) 
de E(A/O) est le corps des fractions de AlP ([3] th6or~me 3.4) done N ,  n 'a  pus de 
sous-module quasi-injeetif propre  non nul  comme on Ie v6rifie ais6ment e t  ~ est 
le plus pe t i t  sous-modale quasi-injeetif non nul  de E(A/O). Aut rement  dit  A v6rifie 
lu condition Co si et seulement si pour  tou t  id6al premier  minimal  et non maximal  p 

de A on a E(A/O)----Np i.e. OE(A/O)~-O. 

2. - Montrons ma in t enan t  que a ) ~  b). 

a) ~ b). Soil p nn  id6al premier  minimal  e t  non maximal  de A, d'apr~s a) e t l a  
remarque  pr6e6dente on a pE(A/p) = 0 d'ofl p = l~(E(A/p)), or l~(t~(A/p)) = n p(~) 

o/1 p(') est la n-i~me puissance symbolique de p ([3] th6or~mle 3.4), doric p coincide 
avec le satur6 de 0 pour  p duns A e t  p e s t  le seul id6M p-primaire d'o~l b). 
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b) ~ a). Si un id6~l premier minimal  et non m~ximul p est duns lu d6composi- 
t ion primuire de 0 duns A ulors p e s t  le s~tur6 de 0 pollr p duns A e t  p c s t  le seul 
id6al p-primMre. On u alors OE(A/O) ~ 0 d'~pr~s lc lemme 3.2 de [3] et  I'implic~- 
t ion b) ~ a) r6sulte de lu rem~rque pr6c6dente. 

3.2. LEgiblE. - Soit A un anneau semi-local tel que dimKA ~-1,  si A vdri]ie Co 
alors : 

1) pour tout iddal maximal  m l 'anneau A~. vdri]ie Co; 

2) le compldtd ~ de A vdri]ie Co. 

1. - L~ premiere ussertion r6sulte imm6diutcment  de 1~ curuct6risution b) de 3.1 
et du fuit qu 'unc d6composition primnire de 0 duns A m s 'obtient  en loculis~nt une 
d6composition primuire de 0 d~ns A e t  cn e n l c w p t  de lu d6composition ainsi obtenue 
les termes 6guux ~ A m ([1] chupitre 4, § 2, n. 4, proposition 6). 

2 .  - Les id6nux muxim~ux de _~ sont exuctement  les i d6~ux m oh m est un  id6ul 
muximal  de A e t  on a m = m (~ A car A est un  anne~u de Z~riski, donc s i p '  est 
un  id6~l premier minim~l et  non ma:xim~l de ~ ,  p'(~ A est un id6al premier minimu,1 
et  non muximal  de A. Comme A v6rifie Co it existe un  id6ul a de A tel que p'(~ A (~ 
N a - ~ p ' ~ a ~ O .  On ~ donc aussi ~ ' ( ~ = p ' ( ~ = 0  duns fl~ e~ p' figure duns lu 
d6composition primuire de 0 d~ns A;  ee qni prouve 2). 

3.3. T ~ - ~ o ~ E .  - Soit A u n  anneau semi-local, les assertions suivantes sont dqui- 

valentes : 

a) A est un Q-anneau; 

b) A vdri]ie les conditions suivantes: 

i) tout iddal premier minimal  et non maximal  de A est duns la ddcomposi 

tion primaire de 0; 

ii) dimK A < 1 ;  

iii) pour tout iddal a du com~ldtd ~ de A on a a ~ (a (~ A)^; 

c) A est produit  ]ini d'anneaux locaux A~, 1 <i  ~n~ tels que pour 1 <i  < n  chaque 

anneau A~ vdri/ie l~analogue des conditions i)~ ii), iii). 

a) ~ b). Si A est nn  Q-unneau alors A v6rifie les conditions i) et ii) d'apr~s le 
lemme 3.1 ci-dessns et 1~ proposition 2.3 de ([4] I i I .B . ) ,  de plus A est un Cl-~nneau 
donc v6rific iii) d'upr~s 2.2. 

b) ~ e). L~ condition iii) montre que A est un  Cl-anneuu (2.2) donc d'apr~s 2.6, 
A est produit  fini d 'anneanx locuux A, qui v6rifient l 'analogue de la condition iii). 
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Si dim~ A 4 1  il est clair clue pour l<~i<~n on a ausi dimK A~<I.  Enfin, si m~ est le 

radical de A~ pour l<i<<n,  on pent consid6rer A~ comme le localis~ de A :  1-IA~ 

en l'id4al maximal m~ × H Aj et, d'aprSs 3.1 et 3.2, chaque anneau A~ v~rifie 1'ana- 

logue de la condition i) de b). L'implication b) => e) est donc d4mont%e. 

v) ~ a). Comme un produit fini de Q-anneaux est un Q-anueau ([4] II.2.1), il 
suffit de montrer que c haque anneau local A~ est un Q-anneau. Soit i fix~ A~ est 
un Cl-anneau (2.2) de dimension 41.  Si d i m ~ A ~ :  0 alors A~ est artinien doric 
est un Q-anneau ([4] II.2.1). Sinon si dim K A~ = 1 on remarque que pour tout  id6al 
premier p de A~ tel qne p ~em~ ~ }R(A~) le module E~,(AJp) coincide avec le corps 
des fractions de A~/O d~apr~s 1~ rem~rque I de la d~monstration de 3.1; A~ est alors 
un Q-anneau d'apr~s le th4or~me 3.1 de ([4] III.B.) et la d4monstration du th6or~me 
est termin4e. 

3.4. CO~OLLaIlcE. - Soit A u n  Q-anneau alors le eompIdtg 2~ de A est un Q-anneau. 

I1 suffit de montrer qne si A v~rifie les conditions i) ~ iii) de 3.3 alors ,~ v~rifie 
des conditions analogues. L~ scnle condition qui n'est pas trivialement v~rifi~e est 
la condition i) mais elle r4sulte du lemmc 3.2 et le corollaire est d4montrC 

4. - Remarques  et exemples.  

Soit A un anneau semi-local de dimension 1 et r6duit~ soit ~ le radical de A e t  
soit ~ le compl6t6 91-adique de A. 

1. - Si A est nn anneau complet alors d'aprgs 3.3, A est un Q-anneau. 

2. - Si A n'est pus eomplet il r6sulte de ee qui pr6c~de que ~ est un Q-anneau 
dgs que ~ est r6duit. Ceci se produit par exemple lorsque l 'anneau A est excellent 
([2], 7.8.2) cependant m6me duns ce eas il pent arriver que A ne soit pus an Q-an- 
neau comme le montre l'exemple suivant. 

3. - Soit B l 'anneau C[X, I7] et soit p = X ( X ~ d  - J[~) -4- X ~ -- :y2, l'id6al prin- 
cipal p B  est premier duns B; l'id6al M = X B  d- :YB est maximal duns B et Fan- 
neau A ~ ( B / p B ) M / p B  est local, int6gre et de dimension 1. Le eompl6t6 ~ de A 
pour la topologie s~R(A)-adique s'identifie an compl6t6 de B / p B  pour la topologie 
M/pB-adiqne ,  i.e. ~ .~/p~ off. ~ -~ C~X, :Y~. l 'anneau A est excellent d'aprgs [2] 
(7.8.3 ii) et iii)). Z'anneau ~ =/~[p/'~ n'est pus intggre car duns ~ on pent 6crire 
les relations 

p = ( X - - l )  lZ2-~ X~(X-[ - 1 ) =  (X--1)(~Y2--X~(X--]  - 1)(1-~- X-}- X~Ur- ...)) . 
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I1 r6snlte donc de 2.7 que A n 'es t  pas un  Q-unneau bien que ~ soit un  Q-unneun d'upr~s 
lu remurque  pr6c~dente. En  purticulier  le corolluire 3.4 n ' a d m e n t  pus de r6ciproque. 

4. - Donnons main tenunt  un  exemple de Q-anneau local int~gre et  de dimension i 
qui n~est pus un  anneuu de valuat ion discrete. Soit K un  corps de caract6rist ique 
diff6rente de 2 e t  soit p ---- X 2 --  I73 c K[X,  ~] = B. Le polyn6me p est premier  duns 

B e t  est  m~me un 61~ment premier  de l 'unneuu K[X~ ~ ([1] chapi t re  3, § 2, exer- 
eice 2). Prenons  pour  A le loculis6 ell (XB + YB)[pB de B/pB. L'unneuu  A est  
local int~gre et  de dimension 1 et  le compl6t6 ~(A)-adique  de A s' identifie ~ ~[p~ 
off J~ ~ K ~X, :Y~. Comme p est premier  d~ns ~ l 'unneau .~ ~ /~ /p /~  est int~gre et  

A est  un  Q-unneun d'upr~s 2.7. 
I1 res te  ~ voir  que A n 'es t  pas un  ~nneuu de valuat ion diserSte. Pour  celu on 

mont re  que A n 'es t  pas int4gralement  clos. Soient x et  y les images canoniques 
de X e t  :g duns A. Duns le corps des fr~etions de A on u lu relat ion x~/y ~ -  y = 0 
qui mont re  que x/y est ent ier  sur A, de plus x/y ~ A eomme on peu t  te mon t re r  

uis6ment et  par  cons4quent A n 'es t  p~s int6gralement  clos. 

5. - Duns les exemples pr6c6dents les unneuux consid6r6s sont tels que tou te  
ehulne d ' id4aux premiers a au plus deux 616ments. Nous montrons  main tenunt  que 
tou t  unneuu de valuat ion est  un  Cl-unneau,  ceei mont re  qu'il  existe des Cl-unneuux 
(ell g6n4rul non noeth4riens) dont  les ehuines d ' id6aux premiers  ont  un  nombre  urbi- 
t r a i rement  gr~nd, voire une infinit6, d~414ments. Le fuit qu 'un  anneau  de valuat ion 
soit un  C1 anneau  r6sutteru de lu proposit ion plus g6ndrule suivunte:  

4.6. PROPOSITIOn. - Soit A u n  anneau (on ne suppose pas ~ue A est eommutati] 
ni que A est noethdrien) tel que Fensemble des idgaux d~ gauche soit totaIement ordonnd, 
alors tout A-module quasi-injeeti] dont le socl~ est essentiel est H-quasi-injeoti]. 

Soit M un A-module qu~si-injeetif dont  le socle est  essentiel, montrons  que 

M-~ rmM)(l(M)). On u toujours  MCrmM)(l(M)). Soit y e E ( M )  te l  que l (M)y ~ O, 
montrons  que y e M .  Si l ( M ) ~  Ann (y) ulors Aft(M} ~ A y  a un soele non nul  e t  
il existe un  id4ul a de A tel  que aft(M) soit simple. Comme l ( M ) :  [7 Ann(x) on 

0¢eM 

voit  uis6ment qu'i l  existe  x e M tel  que Ann(x) = l(M) ~ Ann(y).  Si t(M) c# Ann(y) 
ulors il existe x ~ M tel  que Ann(x) c Ann(y) car sinon on uuruit les relations l(M) 
#CAnn(y)c [7 Ann(x),  ce qui est absurde.  Duns togs les eas il existe x e M  tel  que 

Ann(x) c Ann(y)~ on u ulors un  morphisme u:  E(M) -->E(M) te l  que u(x) ~ y. Comme 
M est quasi-injeetif on u u(M) c M et  y -~ u(x) ~ M ee qui t e rmine  lu d6monstrution.  

On mont re  main tenunt  qu 'un unneau qui v6rifie les hypotheses  de 4.6 n~est pus 

n6eessuirement nn  Q-anneuu. 

4.7. U~, anneau de valuation qui n~est pas un Q-anneau. 

D6signons par  G le groupe addit i f  Z x Z ordonn6 lexicogruphiquement.  On sait 
quhl  existe un  anneau de valuat ion uyunt  G pour  groupe des ordres (cf. [1] chupitre 6, 
§ 3, n. 4, exemple  6). On peut  par  exemple construire  A de lu fugon suivunte:  
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Soit k un  corps commuta¢i f  e t  K - ~  k(X,  Y)  le corps des f ract ions  rationnelles 

deux  ind~termin6es X et  :Y snr /¢. Soit C la sous-k-alg~bre de K engendr6e pa r  
t 'uni t6  de K et  pa r  les 61~ments X ~ ~q pour  (p, q)>(0,  1). Alors K coincide avec 

le corps des fr~ctions de C car k[X, 17] c C. On d~finit ma iu t enun t  une va lua t ion  
sur C. 1)our x = ~ a ~ X  ~ Yq ~ C -- {0} on pose v(x) = rain {(p, q): a ~  ve 0} (le mini- 

m u m  6t~nt c~lcul4 dans G), et v ( 0 ) =  ~- oo. On v6rifie alors imm4d ia t emen t  que 

pour  tou t  x, y ~  C on a v(xy) -~  v(x) ~ v(y) et  v(xq-  y )>in f (v (x ) ,  v(y)), donc v e s t  
une valuut ion de C qui se prolonge en une va]uat ion du corps des f ract ions K de C 
encore not4e v. Si A est  l ' auneau  de la ru ina t ion  v de K,  i.e. A =  { x ~ K :  v(x)>0} 

alors A est  nn  unneau de va lua t ion  dont  le groupe des ordres est  4v idemment  G. 

On va montrer que A n'est pus  un Q-anneau. 

On 6tudie m~in tenan t  A u n  peu  plus en d~t~il. 
l~emarquons que (0, 1) est  le plus pe t i t  ~16ment de l ' ensemble  G+ des 414ments 

positifs de G, et que pour  tou t  (p, q )>(0 ,  1) on X ~ Y q e A .  l~emarquons 4gulement 
que la re la t ion v ( x y ) ~  v(x)-~ v(y) mont re  ~is~ment que pour  des ~14ments a e t  b 

de A on u Aa c Ab si et  seulement  si v(a)>v(b); en par t icul ier  Aa ~ Ab si et seule- 
m e n t  si v(a)--~ v(b). Soit m a i n t c n a n t  a e A, si a n ' e s t  pus invcrsible  duns A alors 

v(a) ~ (p, q) ~ (0, 0), i.e. (p, q) > (0, 1) et  v(a) ~ v ( X  ~ Yq) donc A a  -~ A X  ~ YL  Ceci 
mon t r e  que les id6aux pr inc ipaux propres  de A sont exac t emen t  les id~anx A X  ~ Yq 

pour  (p, q) > (0, ] ). 
D4terminons  les id~aux non pr inc ipaux.  Soit b V= A u n  id4~l non principal .  1)o - 

sons D - ~ { p > 0 ,  ~ q ~ Z :  (p, q)ev(b)}. I2ensemble  D est non vide donc poss~de un  

plus pe t i t  614ment n > 0 .  E n  fa i t  n >  0, e~r si n---- 0, i l  existe q ~ Z  te l  que (0, q) ~v(b) 

et en supposunt  q min imal  pour  cet te  relation, on mon t re  uis4ment que b ~ A Yq, 

ce qui contredi t  l 'hypoth~se  f~ite sur ~. On a done n > 0, et  on ~ alors a e b si et  
seulement  si il existe q e Z  te l  que v(a)>(n,  q ) : v ( X " Y q ) ,  c 'est-~-dire si et  seule- 

m e n t  si a ~ A X ~ Y q ;  doric ~ LJ A X ' Y  ~. Comme pour  q, q ~ > 0 ,  on a A X ' Y q c  
ae,g 

c A ( X ~ / Y ¢ ) ,  on a aussi "~= LJ A(X~/Y~) .  

Posons a = LJ A ( X / Y q ) ,  on mont re  a is4ment  que LJ A ( X ~ / Y  ~) = a ~ et  ce qui pr~- 
q ~ l  q ~ l  

e~de m on t r e  que a e a  ~ si et  seulement  si v ( a ) :  (p~ q) avec p > n .  On peu t  main-  

t enan t  6erire 1~ suite de t o u s l e s  id4~ux de A:  

X 
A 3 A Y ~  ... ~ A Y ~  ... ~ a ~ ... ~ A -V~q~... ~ A X ~ . . .  ~ A X Y ~  

~ . . . o a 2 ~ . . . ~ A X ~ Y ~ 3 . . .  ot~ q > l .  

Remarquons  que l ' id6al a est  p remier  car pour  a, b ~ A avec  v ( a ) =  (p, q) et  

v(b)~- (r, s) on ~ v ( a b ) ~ ( p - ~ r , q ~ s )  e t  si a b ~ a  on a p ~ r > l  donc p > l  ou 
q > l  et  a ~ a  ou b~a .  I1 est clair que m : A Y  et a sont  les seuls id6aux premiers  

non nuls de A. 
Soit E =  E~(A/m)  le cog~n~rateur min imal  de 3 IodA,  et posons F : r E ( a ) ,  on 
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va  m~in tenan t  d6montrer  en plusieurs 6tapes que le module  M = rE(a ~) • (r~(a~)/F) 

est un module quasi-injecti] qui n'est pas H-quasi-injeeti/, ce qui p rouve ra  que A n ' e s t  

pas  nn  Q-anneau.  
D ' a b o r d  A est  un C l -anneau  ([4] IV.4.6) donc les correspondances  a--~r~(a) et  

Q ~ l~(Q) sont  des bijections r6ciproques entre  id6aux de A et sous-modules  quasi- 

injectifs  de E ([4] II.2.6). 

1-er point. On ~ E =  [.J rE(a ") et  rz(a ~)-~ [.J r z (XY~) .  
n>fl n ~ l  

Le module  Q---= (.J r~(a") est  ~n  sous-modnle quasi- inject if  de E et  on a l.~(Q)-= 

: ~ l~(rE(a")) : ~ a ~ -  - -  0, doric Q = r~(14(Q) ) -~ r z ( O ) :  E.  Pour  d6montrer  la se- 

conde formule  on rem~rque  d ' abo rd  que a : :  ~ A X Y  ~ ce qui se v6rifie imm6dia-  
~ 1  

t e m e n t  et  on fa i t  pour  le module  quasi-injectif  Q = [.J r E ( X Y  ~) un ra i sonnement  

analogue au pr6e6dent.  ~>~ 

2-~me point. Pour  tou t  x ~ E /B ,  x :/: O, il existe n :> 0 te l  que Ann(x) - -  a% Soit  

x e E / F ,  x:/:O, il exis te  y e E - - ~ _  ~ te l  que x = y + F .  On a a C A n n ( y )  donc 
Ann(y) ~ a e~ il existe n > l  te l  que a~+~cAnn(y) ~ a ~. Montrons  que a ~ =  Ann(x).  

Pou r  a e A ~  la re la t ion a x : O  6quivant  ~ a y ~ F ,  i.e. ~ a a ¢ A n n ( y ) .  L' id6al  prin-  
cipal Aa est de la forme A X  q ~ doric il existe un 616ment inversiblc u e A te l  qac  

a = X ~ Yqu et on v6rifie alors a is6ment  que aa ---- aX~ Yqu -~ a ~+~ Yqu ~ a~+lu : a ~+~. 
On ~ done  a =  X~Yqu~Ann(x )  si et  seulement  si a~+~cAnn(y) i.e. p > n ;  soit en- 

core a e a ~ d 'oh  le r6sultat .  

3-~me point.  On ~ E / F  = E~(P) oh P - ~  r~(a~)/F. 

Montrons  d '~bord  que J~/F est  injectif.  Soit p :  E --~ E / F  l 'appl ie~t ion canonique.  

Soit ]:a ' - ->E/F un morph i sme  non nul  d 'un  id6al a ' v e 0  de A dans E/F.  Dis- 
t inguons deux cus. Si a '  est  pr incipal  alors a '  est  project i f  et ] se r e l ive  en g: a ' - -~E 

qui se prolonge en h: A - - ~ E  te l  qae  poh prolonge ]. Si a '  n ' e s t  pas  pr incipal ,  il 

existe n tel  que a'.--- a ~. Commc a~== ~J A ( X ' / Y  ~) il existe m0 tel  que ](X~/Y"°):/:O. 
m ~ l  

D'~pr6s  le cas off a '  est  pr incipal  la res t r ic t ion de ] ~ A ( X ~ / Y  ~) se prolonge ~, A e t  

il exis te  x~ e E / F  te l  que ](X~/Y~) ~ (X~/X~) x .  Soit alors mo fix6 e t  m > too, on a 

X n X ~ X ~ X,~ X * 

Consid6rons a =  ( X ' * / Y ~ ) ( x , , - - x o ) e E / F  , si a ~:0, Mors d 'apr~s le second point  il 

exis te  n > 0  tel  que A n n ( a ) :  a ~, mais  ceci est  absurde  car on a pa r  ailleurs 
~ - ~ o a  -~ 0, done a ---- 0 et  on v6rifie alors a is6ment  que ] se prolonge £ A pa r  a--->ax~. 

I1 res te  ~ d6mont re r  que P e s t  essentiel  dans ElF,  or, si y ~ - F ~ E / F - - { 0 }  il 
ex is te  n te l  que yerz(a~+l)--r~(a~),  si n = t ,  on a y ~ - F e P  et  si n > l  on v6rifie 
a is~ment  que X ' - ~ y  ~ r~(a ~) -- F,  i.e. X~-~(y ~- F) e P --  {0} ce qui mon t r e  que P est  

essentiel  dans  F.  
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4-~me point. Le module  M----r~(a ~) O P  est  quusi-injectif .  

P o u r  m on t r e r  que M est  quasi-injectif  il suffit de v4rifier que pour  t ou t  morphis lne  

] : / E - +  E/17 e t  tou t  morph i sme  g: E / 2 ~ - + E  on ~ ](rE(a2)) c P et  g(P) c rz(a~). Soient 
done ]: E - > E / F  et  g: E[F--'~E. Soit x~r~(a2), Mors d'~pr~s le l e r  poin t  il existe m 

te l  que x e r ~ ( X ~  ~) et  on ~ Mors A X Y  ~ c Ann(x) c Ann / (x ) ,  or ](x) e E / ~  donc 
Ann](x)  est  de la fo rme  a ~ si ](x) V=O~ mais  A X Y ~ c  a ~ impl ique  n - ~  1~ on ~ done 

a =  Ann](x)  et  il est  fucile de voir  que ceci signifie que ](x)e t); done ](r~(a~)) c P.  
Soit m M n t e n a n t  x e P on ~ a ~ c a c Ann(x) c Ann  g(x) done g(x) e r~(a ~) et  g(P) c 

c rE(a~ ). Ceci d4mont re  que M est  qu~si-injectif  e t  pour  ~chever  1~ d~monstr~t ion 
il res te  ~ m o n t r e r  que M n~est p~s / / -quasi- inject i f .  

5-~me point. M n~est p~s / / -qu~si- injeet if .  

D ~ p r ~ s  ([4] 1.2.3.1)~ le module  M es t / / -qu~s i - in jea t i f  si et  seulement  si Id(M ) e I  M 
(nota t ion de [4] 1.2.1). On ~ /~(M)  : / a ( r~ (a~) )  (~/a(P) = a ~ (~ a = a ~. Montrons que 

a~= la(M)6IM,  pour  celu il f~ut t rouve r  un  id6M b D a ~ et  un  morph i sme  ]: I~ -> M 
tel  que ](a ~) = O, qui ne se prolonge pus ~ A. Soit x e r~(a ~) - -  F ,  Mors Ann(x + 17) = a 

at  soit ]: A X  --)-Pc M d6fini p~r ](X) = x + 1~. On ~ d '~bord  a ~ c A X  et  ](a ~) ---- 0, 

en  effat si a e a  ~ Mors a-~X~+~Yqu ~vec s>O, q e Z  at u iuvers ibla  duns A~ done 
](a)= X~+~Xqu(x+~) ,  comma  A n n ( x + / ~ ) =  a on ~ ](a)----0 et  ](a ~) = 0. I1 t a s te  

m o n t r e r  que ] ne  se prolonge pus ~ A. E n  effet si ] se prolonge ~ A, il existe 
y e r~(a ~) -- F tel que x + / v  = X(y  + ~)  ee qui est  absurde  e~r on u Mors Ann(y) = a 

et  x + F = O .  
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