
A proposito di uu teorema di unicit t per gli integral i  
delle eqm ,zioni differenziali del primo ordine. 

:Nora di GIUSEPPE ~WIRNER (a Padova).  

Sunto. - L'A. indica alcune es~ensioni di un teorema di SCORZA DRAGONI sull 'unicit& degli 
integrali di wn'equazione differenziale: attenua un'ipotesi di continuit4 uniforme fat ta 
da questi, sostitue~dola con una di continuit~ uniforme generatizzata. 

In questa Nora indico dei criteri  di unicit~ per il problema dei valori 
iniziali per un 'equazione  differenziale del tipo y' : f ( ~ ,  y). Essi mirano ad 
estendere un teorema di SCORZA D~A(~O~I (~), a t tenuando r ipotes i ,  1~ fatta, 
di continuit~ uniforme deila, f(x,  y) rispetto a y. I teoremi the  indico sono 
due. L ' ipotes i  di continuith uniforme viene sostituita con una condizione di 
continuittt uniforme generalizzata nel senso che il modulo di continuittt di 
f(~, y), rispetto a y, pub non essere una funzione l imitata di ~. 

A proposito del secondo teoremu indico un esempio per  mostrare the  se 
non sono soddisfatie tutte le ipotesi in esso contemplate il teorema cade 
in difetto. 

I criteri t he  indico aumentano il contenuto concreto dell~osservazione 
generale con cui termina, la ~Iemoria eitata di SCoRzA DRAG01~I (~). 

I. TEO:aEMA I. - Sia f(x,  y) una funzione reale di variabili  reali definita 
nella striscia 

e ivi misurabi le  rispetto a x, e continua rispetto a y. 
Esista una funzione non negativa .M(xl sommabile nel l ' interval lo 

i : O ~ x ~ x ~  
per la quale sia sempre:  

I v) t 
La f(x, y) soddisfaccia alle diseguaglianze 

f(x,  y~) - -  f(x, y~) ~ ¢p(~c)~0(y, --  y~) 

{1) if(w, y,) - -  f(x., Y~)I ~ +(x,, l Y, - -  Y~ t) 

(0 ~ x <__ xi ; Yi > Y~), 

(O~x<__x , ;  y , ~ y , ) ,  

(~) G. SCORZA DRAGONr: SttZle condivioni suffieienti per l'unicitge degli intograli di 
un'equazion~ differenziale, [~ Rendicont i  del Circolo ~¢Iatem. di Palermo ,, (1930), pp. 4:30448]~ 
pp. 4334.q9. 

(.z) Loc. eit. (t), pug. 4~8. 

Anncdi di Mats~at ica ,  S e r i e  I V .  T o m o  X X I V .  20 



154 G. ZWm~R: A proposifo di un teorema di unicit~ 

dove ¢pix) b definita in i e sommabile in ogni intervalto del tipo 8 ~ x ~ ,  
(0 ~ 8 ( a ~ ) ;  to(u) i~ funmione continua e positiva per ogni u ~ 0 e +(x, l ut} 

non negativa, sommabile rispetto a x in ogni intervallo del tipo ? ~ ~___ m~, 
(0 ( ? / ~  ~ )  e non decreseente rispetto a u. 

Supponiamo inoltre che, fissato a piaeere un numero ~ ~ 0, si possano 
determinare i numer i  positivi 8, ~, ~, v in modo che sia 

o>++ 
a t~ 

+ - J t o ( u ) '  
a l  Y 

per tutte le eoppie di pnnti a~, a. 2 (a~ t a~) del segmento ~ ~ x : ~  ~¢1. 
Nel~e ipotesi poste e,~iMe (una ed) una  sola soluzione y(x)-che verifica la 

(2) y(x) --: y° + f f ( t ,  y(t))dt ([ Y01 < + c~ .  
o 

Infatti ,  supponiamo, se possibile, che yo(~c) e y~(~) sieno due integrali 
della (2) e poniamo 

u(~) = yotX) - -  y,(~). 

Fissato a piaeere e >  0, determiniamo i numer i  positivi 8, p, ~, v in 
modo ehe sia 

(3) 2 f M(x) <_ ~,, ~. x)dx + x, ~)d~ 
o o p 

O 

t$1 

Dimostriamo allora ehe risulta, in tutto 0 _ _ ~ $ ~ ,  

I u(x) J ~ v. 

Infatti ,  essendo, quasi ovunque, in O ~ x ~ x  l 

l u'(x+)I = I Yo'(w) - -  y,'(~) t ~ If( x, Yo(~c~) - -  f(x, y,(~c)) l ~ 2M(x), 
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si trae, tenuto conto della prima delle (3), per 0 ~ ~ 8, 

x 

0 0 

Da qui, dalla ipotesi della no~: decrescenza della funzione ~(w, !u l), ri- 
spetto ad u, e dalla (1), si ha, per 0 ~ x ~  ~, 

I u'(.~) t <- +(~, ~), 

e percib ne segue, tenendo presente l ' ipotesi  fatta sulla ~(x, l ul) e la so. 
eonda delle (3), 

0 

Dopo di ehe, in base a l l 'u l t imo teorema enuuciato nel lavoro rieordato 
di Sc0RzA DRA(~O~I, resta dimostrato quanto volevamo provare (*). 

0SS]~R.VAZlO~E. - Nella ipotesi ehe la funzione ,~(x, ¢~) sia sommabile in 
tutto l ' interval lo 0 ~ x ~  ~ si pub. ferme restando tutte le altre eondizioni 
poste, sostituire la seconda delle (3) con la 

/ .  

o 

2. TEOREMA II. - Sia f(x, y) una funzione reale di variabil i  reali defi- 
ni ta nella striscia 0 ~ x ~ x~, - -  ~ ~ y < + - ~  e si eonsideri l 'equazione 

(4) y ' - -  f(~, y). 

Inoltre  y(x) e Y~x) verifichino la t4) quasi ovunque in 0 ~ c ~ x t .  Sieno 
assolutAmente continue in 0 ~ x ~ xi e sia inoltre y(0) - -  Y(0) ---~ y., (fY, I ~ + ~ ) .  

Per  ogni eoppia di punti (~, y(x)), (x, Y{x)) supponiamo verificate le dise- 
guaglianze 

f(~, v(*)) - f(x, r(~)) _< ~(x),,,tv(~) - r(x)) se v(x) > r(~),  

f(x, r(x)) - f ( x ,  y (x ) )  ~ ~(~)~(r(x) - v(x)) se r(x~ > v(~), 

If(x, y(x~)) - -  f(,x, Y(x)) t ~ +,(x, jy (~)- -  Y(x)t ) (y(x) ~_Y(x)),  

dove ~¢(x) e o)(u) hanno il significato chiarito nel teorema precedente e 
+~(~, l ut) ~ non negativa e continua rispetto ad u, misurabile rispetto a x 
e +l(x, l y(x~) - -  Yix)I) sia sommabile in 0 _~ a~ ~ w,. 

(3) I1 numero  8~ the  lo SOORZA DRAGONI considera  iv i  pub essero posto~ nel  caso nostro~ 
uguale  a zero~ perch~ noi ci l imi t iamo a dimostrare  dire t tamonto l 'un ic i th  dolle soluzioni 
del la  (2) (da cui, come ~ noto~ hel le  nostre  ipotesi at tual i  segue la d ipendenza  con t inua ;  
cfr. G. CARATH]~ODORY, Vortesungen ~ e r  feeble F u n k t i o n e n  [IJeipzig~ Teubner,  1918], p. 678). 
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Supponiamo inoltre che in corr ispondenza ad un numero  ~ ~ 0 arbitra- 
r iamente  prefissato, si possano de terminare  due humer i  positivi ~ e v in 
mode da aversi 

of~,(~, l y(x)-- Y(x)!)dx~ < v, 

(x)Ox g ~(ui - " 

a l  v 

I n  tali  ipotesi riesce allora : 

y(x) = y (x)  
in  tutto 0 _~_ x ~ x~ . 

Questo teorema si dimostra,  evidentemente ,  con ra~ionamenti  analoghi a 
quelli  s~olti nel teorema precedente.  

1 u 
- --= : = -  non ~ possibile Oss:~vAzIo~'~. Se si pone ~(x) x '  o)(u)= u, ~ x 

in generale soddisfare alle cendizioni  del  teorema precedente.  Ma viene anche 

m e n o i l  teorema di unieit~ (si consideri  l 'esempio fornito dal l 'equazione y'=: -Y: 
\ 

esempio che se si vuole si modifiea faci lmente in mode da ot tenerne un 'a l t ro  

in cui il secondo membro del l ' equazione  sia l imitato),  se non si fanno delle 

ipo tes i  supplet ive sulla f(~c, y) come la cont inui th  uniforme rispetto ad y (4). 

(4) A. I~OSENBLATT: Sull'unicit~t della soluzione di u~, sistema di equazioni differen. 
ziali ordi,~arie, [~¢ ~endieoni i  de]la R. Accademia dei IAncei *, serie VI ,  vol. V I I I  (2 ~ se. 
mestre, 1928), pp. 41-45]; G. SooRz4 DJta(~ox~, loc. cit. ('), pp. 449-447. 


