
Sur l'emploi de relations globules duns quelques 
probl~mes physiques. 

P a r  ~N ~. THEODORESCO (h, Buearest) .  

PREMII~RE PARTIE 

Les probl~mes d'~quilibre relatifs aux milieux continus ont toujours 

attir~ l 'at tention des chereheurs autant par leur beaut~ que par les diffi- 
cult ,s  qui s 'y  pr~sentent, et qui semblent diff~rer d' un cas ~ F autre. 

En effet, malgr~ leurs origines communes, les divers syst~mes d'~qua- 

tions aux ddriv~es partielles auxquels on ram~ne l '~tude du ph~nombne, 

posent des probl~mes assez varies. 
D'autre part, l 'int~gration de ees syst~mes introduit des conditions 

g~nantes h l '~gard des donn~es, ce qui restreint souvent sensiblement le 

degr~ de g~n~ralit~ des solutions. 
En m~me temps~ un ph~nom~ne d' ~quilibre n'~tant pas local mais 

global, e' est-h-dire int4ressant toute portion d~taeh~e par la pens6e duns te 

milieu considerS, il ne saurait ~tre exprim~ darts route sa g~n~ralit¢ h 1' aide 

des ~quations aux d~riv~es partielles. 
Les difficult~s que nous venons d ,~num~rer se rencontrent dans toute 

question physique, et out ~t~ remarqu~es depuis longtemps. 
Elles sont dues en premier lieu ~ notre fagon d'envisager les ph~no- 

m~nes, au passage h la limite auquel on ram~ue toujours les m~thodes de 

calcul. 
I1 existe pourtant, h 1 ,heure actuelle, bien des tendances vers une autre 

interpr6tation des faits ~ 1' aide de relations globales, comme eelles de ~[. M. G. 
BOULI(~A~D (~) pour le probI~me (ie ~ E U ~ ,  E v ~ s  (2) pour le probl~me 
de DIR~C~[LE~, OSEE~ (~) pour les ~quations des fluides visqueux. 

(t) G. BOULIGAND~ Sur  quelques p~vbldmes de la dynamique des fluides, P a r i s  1930. 
(-~),G. C. :EvANs, F~+ndamental points of  potential theory, (,, Rice Ins t .  P a m p h l e t  ,~ 

vol.  7~ 19"20). 
(3) C. W .  OSEEN, Neure Methoden und Ergebnisse in  der Hydrodynamik, Leipz ig  1927. 

Ar~nali d~ Matem, atica, Serie IV; Tomo XI. 42 
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I. Nous  nous proposons de montrer comment on peut  envisa,ger le probl~me 

d' dquilibre d' u n  milieu continu en partc~nt des dffuations gdndrales sous forme 

fflobale, c'est-~,-dire en expriman, t les thdor~mes gdndraux de la rdsultante gd- 

ndrale et du moment rdsultant et comment on peut  remonter par  une voie 

naturelle de la distribution des fbrces massiques donndes ~ eelle des 

tensions, vitesses, suivant  le cas, en n ' in t roduisant  qu' un  hombre 

restrictions. 

trai terons d ' abord  ]e cas du plan, par  une m~thode qu 'on  peut 

~t lu ddrivde ardolaire due h ~J[. D. POMPEIU, sous la forme g~n~rale 

que nous lui avons donn~e dans notre Th~se ('). 

Toutefois, les raisonnements  qui vont suivre, n ' ex igen t  pas une dtude 

pr~liminaire de cette notion. 

Ddsignons - -  suivant les notations classiques - -  par  X(x,  y), Y(:~, y) les 

forces massiques donn~es en chaque point int~rieur d ' un  milieu continu et 

exprimSes par  deux fonctions born~es et intdgrables au sens de M. LEBESGUE. 

Soient X~, Y~, X~, Y~, les efforts s 'exer~ant  sur deux ~l~ments nor- 

maux respect ivement  aux axes ox, oy; on suppose seulement qu ' i l s  sont 

continus en chaque point dn milieu plan envisage. 

On suit que les ~quations d ~ q u i l i b r e  int~rieur sont: 

,f 6" 

le contour ~l 4tant simple, reetifiable~ dou~ d' une tangente unique et int~rieur 

au milieu envisage. 
La  troisi~me de ces ~quations peut ~tre transform~e si 1' o n  fait appel 

ta notion de de~ivde extgrieure (,z) de M. CAR~A~<. Consid~rons une forme dif- 

f~rentielle lin~aire ~ deux variables 

o) ~--- Pd~ -+- Qdy. 

S' i l  existe une fonction R(x, y ) b o r n d e  et int~grabie, teile que l 'on  ait 

(~) N. T~ODOaESCO, La ddr~vde ardolagre et ses applications a la Physique Mathdma. 
tique. (Paris ,  Gau th ie r  Vi]lars ,  ¢931). 

('2) Voi r  h ce su je t :  E. CARTAN, Le~ons sur los invariants intdgraux~ p. 69. 
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pour tout "l I imitant un domaine 8 int6rieur 

que o ) '~ -Rdxdy  est la ddrivde extdrieure de la forme o). 

Soit maintenant  ),(x, y) une fonction admettant  des 
du premier ordre continues. 

(3) 

h, une r6gion du plan, on dit 

d6riv6es part iel les 

On peut  d6montrer  qu ' on  aura  aussi, en ver tu de (2): 

• + + Q 

Rappelons la d6monstrat ion de cette importante propri6t6 de la d6riv~e 
ext6rieure. 

6tant un nombre positif  donn6, on peut  diviser le domaine ~ en un 

nombre fini de r6gions; par  exemple, par des parall61es aux axes, telles que 

dans chacune d 'e l les  il existe un point Xo, Yo pour lequel  on ait h la lois: 

i~'( x, Y~ - -  ~(Xo, Yo) t < ~, [P('% Y)--  P (%,  Yo) J < ~, t Q(x, Y) - -  Q(~o, Yo) I < ~ 

• , y 6tant un point quelconque de la r6gion ou du contour, X0, P0, Q0, 

o ~ ~ o' les valeurs des fonctions au point xo, Yo. 

On pourra  done 6crire dans toute r6gion partielle envisagde 

P - -  Po + s~ Q - - Q o + s  2 

Soit ~ une de ees r~gions. Calcnlons la diffdrence 

Yi 8i 

~'i 8i 

+ / [ ( , V  _ _  X0 cGX\ _ _  ~;c ~ 

7i  

8¢ 

avec i ~ 1 <  ~MAili, M 6rant un nombre fixe ind~pendant de 8~, hi 6rant le 
diam6tre de 6~, l~ la longueur de y~. 



en dBsignnnt par M' et N deux nombres fixes independants de Fi et par xi 
I'nire de  cette portion. 

En ajoutant terme if, terme les diverses contributions des 6i et en re- 
marquant que le premier membre de 1' in6galit6 obtenue est une constante 
independante de E, qu'on peut d'ailleurs prendre aussi petite que 1'011 vou- 
dra, on obtient facilement l'identit6 (3). 

Revenons maintennnt nux Bqnations d' Bquilibre. La  troisibme peut s' 4crire : 

Appliquons a chaoun des deux termes de la  difference du premier 
membre, l'operatioa indiquee par f3), tout en y tenant compte des deux 
autres equations d'Bquilibre et en remarquaiit que ies fonctions .z: et g sont 
bien des fonctions A. I1 vient: 

pour tout 6 et, par consttquent, & cause de la continuit6 des deux fonctions, 

concl~mion identique it celle qu'on dBduirait pas l'application de la formule 
de GBEEN, si cela avait tit6 possible. 

Dans oes conditions, les equations d7Bquilibre se reduisent A, deux 
seulemen t : 

'41 
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2. App l iquons  ces cons id6ra t ions  .~ l '~ tude  d ' u n  probl~me par t i eu l io r  
conce rnan t  un mi l ieu  dans  leque l  

X i = - -  Y . ~ .  

Supposons que l' on connaisse le long du contour C rectifiable simple el 

fe~m~d limitant un  domaine D, une relation lindaire de la forme: 

(5) a(s)X,(s) + b(s)Yds) = e(s) 

a(s), b(s), c(s) dtant des fonctions continues donndes. 

Dans  ces condi t ions,  nous  a l lons  dOterminer  les fonct ions  Xi(x, y), Y~(x, y). 

c' e s t @ d i r e  la  d i s t r ibu t ion  des  efforts ,  ~ l' a ide des  6qua t ions  foncf ionnel les  (4), 

en supposan t  ,~ connue  (constante  pa r  exemple) .  

Posons :  

X,  - -  iY ,  = f(z), o ( X  - -  i ¥ )  = 2~(z) ,  z = ~ + iy. 

Les  6qua t ions  (4) se r~duisent  alors h la re la t ion  un ique  

(v = x + iy). 

Nous  avons montr~ dans  le t ravai l  pr6cit6, que  cela  expr ime  le fait  que  

la fone t ion  ~(v) est p r e sque  pa r tou t  la ddriv6e ar6olai re  de f(v), ce qui  

en t ra ine  la conna i s sance  de routes  les fonct ions  f (v) jouissant  de cet te  propri~t6. 

Introduisons la fonction 

(7) g(~) = - 1 f f~ !~!  d~ 
~JJ v - - ~  

D 

-= ~ + i~ grant un  point  intdrieur ~ D. 

L a  fonetion g(~) est continue dans ee domaine et satisfait  ~ une condition 

de HSlder de la forme: 

(8) t g(~') - -  g(~)l 

A cet effet ,  r e m a r q u o n s  que  si 

un  eerc le  P de cen t re  ~ et de r ayon  

in t6r ieur  ~ D, on peu t  n~gl iger  la 

fonc t ion  g~(~) d~finie par  

gl(~) = - -  - 

( 0 < ~ < 1 ) .  

est  in t6r ieur  /~ D et que  1' on d6cr ive  

fini  r, assez pet i t  pour  qu'  il soit  auss i  

con t r ibu t ion  du  doma ine  D - - A ,  ear  la 

! {l' ~(~) dco =.U v--~ 

admet  des  d6riv6es par t ie l les  du  p remie r  ordre  con t inues  au  point  ~ et, 
sat isfai t ,  fi, p lus  for te  raison, /~ une  condi t ion  de H(iLDEn. 
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Considdrons  done i ' exp re s s ion  

go(El = - -  ~ (i" ~(V!-d,,. 
~J.f v - -~  

5 

Soit  ~' un  point  in t6r ieur  .a 1'. Posons  I t ' - - ~ . i  ~ h. On au ra :  

g o C ~  - -  g ° ( ~  = - ~- i ' i  ~(~)(;  - ;')- do). 
~JJ ( v -  ~)(v-- ~'1 

t, 

Notons  v -  ~ -~  £e i° en p renan t  pour  axe des  x la d i rec t ion  "~' ~ .  

Soit  M une  borne  supdr ieu rc  de ] ~(v) l dans  D. On au ra :  

A 

M h  "dO " dp 

o o 

P o s o n s  ~ ~ ht et ca lcu lons  l ' i n t6gra le  re la t ive  ~ ~. 

La  prSsence  du  pSle t ~ 1 pour  0 = 0 n' est pas  gSnante.  

On t rouve  comme r~sul ta t  aprbs une  int~grat ion par  rappor t  fi 0 

1 
7~N + 27: log 

On en d6duit  
1. 

J go(~'} - -  g~(~) i < M N h  + 2Mh log ~ .  

1 
Supposons  h < 1. L ' e x p r e s s i o n  h ~-~ log g t endan t  vers  zSro avec h, on peut,  

:¢ 6tant  donn~, d6 te rminer  une  va leur  de h < 1, tel le  que  l ' on  ait 

{N--~--born(~ et positif} 

et pa r  cons6quen t :  

l d, h 1 - ~ l o g ) ; < t  off h l o g h ~ h  ~" 

I g,(~') - -  q0(~) ] < Kh',. 

L a  fonction g(~) est une intdgrale particuli~re de l' dquation fonctionnelle {6). 
Calcnlons~ en effe L l ' e x p r e s s i o n  

lo r sque  le point  ~ d6cri t  le contour '~,  in tSr ieur  "~. D. 

D6cr ivons  deux  contours  vois ins  ~,' et y" r e spec t ivemen t  intCrieur et 
extCrieur  h ¥; d~signons pa r  ~' le domaine  in tdr ieur  ~, y', pa r  5" le domaine  
compr i s  en t re  y" et C et pa r  d l e  domaine  compr i s  en t re  y' et "l". 
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On aura:  D --  ~' + ~" +- d, 

.~(~) 
La fonetion ----:. 6taut born@ et int6grable en chaque point des domaines "h, 

trois dimensions r6sultant de la variat ion de v dans ~' et $", et de ~ le long 

de % le changement  d 'o rdre  d ' int6grat ion peut  ~tre effectu6 C)- 

Quant au terme concernant  d, il est facile de voir qu ' i l  tendra vers 

z6ro qund les deux contours tendent vers % 

En effet, d6calons autour  de ~ un rectangle eurviligne, ~t l ' a ide  de deux 

normales men6es h l ' une  des courbes 7' ou 7". 

On peut  s ' a r ranger  pour qu :on puisse le regarder  eomme un v6ritable 

rectangle lorsque les courbes sont assez voisines. Soit a u n e  borne inf6rieure 

de } v - - ~ l  lorsque v d 6 c r i t  le domaine qui reste, aprbs avoir enter6 le 

rectangle d0, en question. 

On aura : 

d--do d--do 

M 6rant comme ei-dessus une borne sup~rieure d e  [~(v)[, a > O, ct fixe. 

Quant  ~ la contr ibut ion de do, eu prenant  des axes au point ~ et en 

d6signant par  b et h les c6t6s d ' u u  rectangle renfermant  compl~tement d., 
on aura h caleuler une int~grale de la forme 

h b h b h 

l y j  . . . . .  ax ' 
" " d x  hm ~ dy t lim ] log b + $ b'~ + y2 
d .V~i~y 2 ~ o J  J ~/x~-y~ ~ o j  ~ ~ l/-~-~ dy 

h h 

< , i=  ,ti°  ° ÷  ?+ < lira/,o  log y dy 

--~ hlogb(1 + ¥2} -- h l o g h  + h 

eu prenant  h ~ b c e  qui est ~videmment possible, b 6tant une eonstante. 

Or, on volt que pour h suff isamment petit, on peut rendre cette quantit6 

aussi petite que l 'on  veut, ee qui montre que lorsque les deux courbes 

tendent  vers % le  terme relat if  h d tendra vers z6ro. 

(i) .~ c o n d i t i o n  de  n 6 g l i g e r  un e n s e m b l e  tie m e s u r e  uu l l e  c o n v e n a b l e .  V o i r  H .  I~EBES- 
GUE, Sur  l ' in tdgrat ion des fonctions discontinues, <~ A n n a l e s  Ee .  N o r m .  >>, 1910, p. 430. 
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Les autres termes vont donner success ivement :  

- -  2"ir~ ~('v)de 

En plus, e 6rant donn4 arbi trairement,  on peut choJsir le contour ~" de ma. 

ni6re que l 'on  air: 

',j, < , .  

~° " O  " " Dans ces conditions, on d~iduit ais~ment 1 megahte  

et par cons6quent:  

Cela montre que g!~) est 

fonctionnelle (6). 

I 1 " 

en effet une int~grale particuli~re de l '6quat ion 

3. I . t 4 g r a t i o ,  de l ' 4 q , a t i o n  (6). -- En retranchant  (91 de t6) on obtient:  

jit( )- = 0 

pour tout y. Or, la fonction [(z) - -g ( z )  est continue;  par cons6quent, en vertu 

du th6or6me de ~[OREnA, elle est holomorphe.  
Posons 

f (z~ - -  g (~)  = h ( z t .  

Le problbme revient ~ la d6termination d ~une fonction holomorphe par 

un probl~me d' HILBERT (~). En effet posons:  

h(z) = ho(x, y) -t- ih,(.% yp; glz) -~ go(x, yi + igi(x, y} ; 

la condition aux limites impos6e peut s' 0 t r i te :  

a(s)ho{S) t b(s)hj(s) = e(s) - [a(s)go(S) -t- b(s)gds)]~ 

le second membre fitant parfai tement  connu car g(~) est continue da,ns tout 

le plan. 

(i) Voir pro' exemple H. V I L L A T ~  Lemons sur l'Hydrodgnamique, p. 226. 
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Cela nous fera eonnattre h(zi et par suite f(zi. On a.ura~ l ' int~grale unique 

it deux constantes pros sous la forme: 

(10) X,(~, ~ ) - -  iY,(~,_ ~ ) = h ( ~ ) - - - ~  /] _i ~ @  
D 

En conclusion, sans passer par  les dquations aux  ddrivdes parlielles, un  
probl~me d' dquilibre se trouve rdsolu par  une mdthode simple et rapide. 

4. Un probl~me r e l a t i f  ~ une plaque plane. - -  Le cas dont nous nous 
sommes occup~ nous permet  de trai ter  le probl~me suivant:  

Etant  donnde une distribution de forces massiques X, Y borndes et intd- 
grables, ddterminer la distribution des tensions (el des d@lacements) darts une 
plaque dlaslique D, connaissant le long du contour C, simple, ferm¢ et recti- 
fiable deux relations lindaires de la forme: 

t l t j  A(s)u(s) + B(s)v(s) - C(s) 
a(s)O(s) + b(s)Oo(s) = C(s) 

oh A(s), B{s), C(s}, a(s), b{s), c(s) sont des fonctions continues donndes sur C; 
u(x, y), v(x, y) ddsignent les d@lacements dans la plaque; on suppose l 'exi. 
stence el la continuitd de leurs ddrivdes parlielles du premier ordre ; on pose: 

0 = ~  ~ ,  0~ -  • ( l + i ) 0 - - 0 ~  0x ~y ' 

On salt, en ver tu de la loi de HOOKE, que dans une plaque ~lastique, 
o n  a :  

~u 

i N , - - - - ) , 0 - -  2 ~  

T = - -  ~ ? ? ÷ ~ .  

Introduisons ces w l e u r s  darts les ~quations g6n~rales d '~quil ibre.  
I1 vient : 

Posons : 
k p 
-----~; - -  - - ~ v  

et remarquons les termes qui se d~truisent par integration, 

Ant~ali di Matem, atica, Serie 1V, Tomo XI,  ~3 
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I1 v ient  : 

• . : :  2 v X d z  

Mult ipl ions  la premi6re  re la t ion par  i et a joutons-y m e m b r e  ~ m e m b r e  

la seconde,  ce qni  donne :  

i Y ) d v  

y 

d' off l' on t i re  en posan t :  

O~ q- i02 -=~ t(z}, v(X q-  i Y }  -= :~(z), z = • + iy ,  

0r ,  cet te  6quat ion  est du type  (6), et pa r  cons6quent  l ' i n t6gra t ion  e n e s t  

effectude,  p u i s q u ' o n  connai t  une  re la t ion  l indaire  ent re  0~ et 02 sur  C. 

O n  aur t% : 

i f l ' , , (x  ~ i Y) 

D 

P o u r  al ler  p lus  loin, r e m a r q u o n s  q u ' u n e  fois O~ et O~ d6termin6s,  la 

r echerche  de u,  v est ramen6e  a l ' i n t6gra t ion  du  sys t6me:  

~ x d - ~ y ' ~ - l + . ~ '  ~x @ • 

Supposons  ~=~=- 1. Nous  avons montr4  dans  un  au t re  t ravai l  (t I que  si 0t 

et 92 sa t i s font  h une  condi t ion  de HOLI~R, ce sys t6me admet  une  int6grale  

par t icu l i~re  donnde pax la fonct ion  
0i 

i'i % + - -  

1 1 ÷ ~ d w  
uo q -  ivo = ~ ! J w -  z 

D 

w d6cr ivant  le domaine  D, z ~ - - - x -1 - i y .  

Posons  U ~ - ~ u - - u  o, V ~ v - - v  o. On a u r a :  

ce qui  e x p r i m e  que la fonct ion  H ( z )  -= V +  i U  est ho lomorphe  dans  D. 

(i) Tht~se op. cit., p. 75. 
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En  ve r tu  de la premiOre re la t ion  an contour ,  In r e c h e r c h e  de H(zi est 

r a m e n 6 e  h un  p rob lbme  d~I~IILBEt~% car"  

A U  + B V =  C - -  (Au o -+ Bye). 

On c o n n a t t r a  u, v p a r  la f o r m u l e :  

01 
t ~"~'O~+i~+,id¢ ° 

v - l - i u - =  I t ( z ) - - . v ~ j j  w -- z 
D 

'~ d e u x  cons tantes ,  i n t rodu i t e s  p a r  H(z), pr6s. 

Le  p rob l6mc  que  nous  venons  de t r a i t e r  d i f f6re  du  p rob l6me  q u ' o n  se 

pose h a b i t u e l l e m e n t  en 61asticit~ q u a n d  on se donne  u, ,v  sur  C. On sait  

d ' a i l l e u r s  que  dans  ce probl6me-l~,  le p a r a m 6 t r e  ~ poss6de des va leu r s  criti-  

ques  s i tu6es ~t gauche  de - - 1  sur  F a x e  r6el. 

Darts le cas du  p rob l6me  que  nous  nous  sommes pos G il n ' y  a que  le point  

- -  t qui  soit  c r i t ique .  P o u r  ce t te  v a l e u r  de ~, X et Y ne p e u v e n t  p lus  ~tre 

a rb i t ra i res .  En effet ,  supposons  en p a r t i c u l i e r  q u ' i t s  soient  d6r ivables .  Le  

p rob l6me  r ev i en t  h l ' i n t 6 g r a t i o n  de 

qui  n ' e s t  poss ible  que  si 

ao~ ~_. 2vX. ao~ __ 2v Y 
~x ~ ay 

~x ~Y 

Si ce t te  r e l a t i on  est v6rifide, on a u r a  0~ '~ une  cons tan te  pr6s, mais  

de av au - - 0 , ,  on ne  pen t  pas d6du i re  u. v, d ' u n e  fa¢on un ique .  On volt  ~x ~y - 
donc que  - - 1  est  une  va l eu r  cr i t ique .  

5. U n  p r o b l 6 m e  c o n c e r n a n t  ies p e t i t s  m o u v e m e n t s  s t a t i o n n a i r e s  d' un 

f luide v i s q u e u x .  - -  On suppose  u n  vase  dans  l equc l  il y a u n  f lu ide  vis- 

q u e u x  en m o u v e m e n t  ten t  et p e r m a n e n t  et tel  que  les v i tesses  ne d6penden t  

que  des coordonn6es  x, y. Le  long du  c o n t o u r  de c h a q u e  sect ion p l ane  on 

conna i t  les va leu r s  de la p ress ion  p e t  une  re la t ion  de la fo rme 

t12) a(s)u(s) -,- b(st~,(s)=e(s) 

en t re  les composan tes  de la v i tesse :  a(s), b(s), c(s) 6rant cont inues .  

Cela dtant, on peut se proposer de ddterminer la distribution des vitesses u, v, 
supposdes ddrivabtes une lois el & ddrivdes partielles continues, el de la pres- 
sion p supposde continue. 
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On sait, que darts le eas d ' un  tel fluide 

,2 ~u 

~ ~v 

N~ -=p  - -  ~1 ~ ~ (~ ---- coefficient de viscositY} 

T = - -  F ~ @/ 

~u ~v ~ + ~-----0 

l ' in t roduet ion de ces valeurs dans les 6quations d '6quil ibre (ou du mou- 

vement) va nous donner:  

- -  ~ ) a y  - -  p d z  - -  zt~ j ~ a x  -t- ~ dy 
2 . / -  

/~u--~?-"l-~qtz, y) et qu 'on  remarque les termes qui se d'ofi, si l ' on  pose I~I~ ~ ~x/ 

d6truisent par int6gration: 

f~p A-iqi(d.~ + idy) -~ i f]~(X_ -t- i Y id~, 

I1 suffit de poser: 

p ~ iq := f ( z ) ;  , o ( X + i Y l = 2 ~ ( z ) :  z - = x A - i y  

pour arriver h l '6quat ion fonctionnelle:  

I(o d~crivant le domaine D), qu 'on  sait intdgrer facilelnent. 

On aura d' ailteurs 

p + iq --= h(~) - -  ~ j j  ~ do~ := h(~) + g(~). 
D 

Le d6termination de h(~) se fair facilement. 

On aura h ( z ) =  h,o(z , y)A-ih~(x,  y) et sur le contour 

p(s) = h j s )  + go(s). 

La eonnaissance de ho(s ) entraine celle de h(z) par un probl6me de D~n~c~L~. 
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p et q satisfaisant h une condition de H6LDER. il sera trbs facile de 

d6terminer u et v par le systbme: 

~v ~u _ _  q ~)u A -  5v 
ax ~y ~' ~x ~ ---- O. 

La fonction g(~) correspondante admettant  des d~riv~es partielles du 

premier ordre continues,  on aura 

v + iu = H(~)+ ~ (f  q--~ do) ~-- H(~) + Gt~}. 
D 

eosons //(z)i= H0(% y)+ iH,(z, y) et remarquons  qu'on a: 

a(s)Ho(s) -4- b(s)H~(s) = c(s) - -  a(s)eo(s) - -  b(s)e((s). 

Le problbme relatif  ~ H(z) est donc un nouveau problbme d'HILBERT. 

Dans tout ce qui pr6cbde on a suppos6 ~ :4 :0 ;  le cas off l x ~ 0  eat 
singulier. 

Supposons, comme duns l ' au t re  exemple, l ' ex is tence  des ddriv6es par- 
tielles pour  X et L 

~X ~Y~-- 0. Ensui te  on remarque l '6quat ion  I1 faut d' abord que ~Y ~x 

~u ~v 
ax 4 - ~  ~ 0 ne d6termine pas uniquement  u et v. 

Ces deux exemples montrent  que les restrictions impos4es par  l ' emploi  

des 6quations aux d6riv4es partielles duns les problbmes relatifs aux milieux 

continus, ne ~ienuent  pus "h la nature  intrinsbque de ces questions. 

La mgthode que nous venons d ~employer s ' impose d'elle-m~me et suit, 

pour  ainsi dire, la voie logique et naturelle du ph6nombne exprim6 par les 

relations globules initiales. 

DEUXI~ME PARTIE 

6. Le eas de l ' e space  offre une grande analogie avec celui du plan, 

bien qu ' i l  fasse intervenir  eer ta ines  transformations de m6thode et quelques 

restrict ions clans la g6n6ralit~ des surfaces et des conditions aux limites. 

Montrons d ' abord  que les 6quations g6n6rales" se r~duisent /~ trois, sous 

des conditions semblables ~ celles que nous venous d ' imposer  clans le plan. 
Supposons que les forces massiques X, Y, Z soient born6es et int6grables 

et que les composantes des efforts:  X , ,  Y~, Z, ,  X~, ¥.2, Z~, X3, Y~, Z~ 
soient continues. 
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Les th6or~mes g~n6raux dounent pour route surface ferm~e ~, doude d' un 

chain l) continu de normales, l imitant  un domaine (,), les relations suivantes:  

(13) • • , o . . . . . .  * , , • • 

e ~  O D  

, . , , • • ° . . . . . .  • , • ° • * • • • ° , ° * , 

Dans les conditions oh nous nous sommes plac6s, il est 6vident que 

l 'appl icat ion de la formule de GnEE5 ~ est impossible. 

Faisons appel h la ddrivde extdrieure, qui est d6finie dans l 'espace par 

ls  relation : 

O "  o ~  

o~ P, Q, R sont continues, H born6e et int:~grable. 

I1 est facile, de prouver que, X(x~ y, z}, 6taut une fonction qui admet des 

ddriv~es partielles du premier ordre continues, oil a, en vertu de t14), la 

relation : 

~" ~ R ~)d(~. (15} + + + + ? + 
c*Y 

0r, les ~quations du moment r6sultant s '6crivent facilement sous la forme: 

U ( 5  

, . . . .  • . . . . . . .  , . . . . .  , . . . .  

• . . . .  ° . . . . . .  * . , . • , . . . . . .  

Mais on a, en vertu des 6quations de la r6sultante g6n6rale, tenu compte du 

fait que tes fonetions x, y, z, sont des fonctions X et de la relation (15): 

et par cons6quent: 
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ce qui entraine, h cause de la continuit6 de ces deux fonctions, l ' identi t6 

~r 3 ~ Z 2 

et par permutations,  tes a,nalogues. 

L ' in t roduc t ion  des notations consacr6es:  

X t : . L ¥ , ;  Y~.~  N.,; Z3 : N ~ 

conduit  aux 6quations g6n4rMes sous la [orme s u i w n t e :  

J 

eT~ + ~tT, -t- yN~)d~ - -  Zd(,). 
¢o 

Nous aJlons montrer  duns la suite comment on peut  les util iser dans 

divers cas tir6s des applications. 
La m6thode qui sera employ6e exige quelques d6veloppements pr61i- 

minaires. 

7. E t u d e  d ' u n  s y s t 6 m e  d ' d q u a t i o n s  a u x  ddrivdes par t i e l l e s .  - -  Soient 
~ ,  ',~2~ '~3, ~4 des fonctions continues ~dmettant des d6riv6es partielles du 

premier  ordre continues clans un domaine V. 

Formons les combinaisons lin6aires 

(17) 

! ~z q 2x ~y 

Par  1' introduction du symbolisme des matrices, on peut les enyisager comme 
un op6rateur, ce qui est reeommandable  au point de rue  de la simplicit6 et 

conduit, en plus~ ~ une s4rie de formules fondamentales qui 6tablisseat cola- 
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me l ' a  montre~ M. GR. C. MOrSeL I~}. une analogie tri~s remarquable  avec les 

formules de CAVe.g, ou de )I. I). POMPEIU relatives h la d6riv6e ar6olaire. 
I1 n 'es t  peu~6 t r e  pas inutile de rappeler  les points essentiels du calcul 

symbolique (~), dont il sera question duns la suite. 

On d6signera l ' ensemble  des qua,tre fonctions ,,~,, +~., ,~,  +~ par une 
seule lettre et on l ' appel lera  demiveetem,. I;ne matrice telle que 

I "(~ "(3.2 "(3~ "(34 

sera d6sign6e par une seule lettre ?. 

Le demiveeteur  

sera le produit  de ~ par  ,(. 

On 6crira 

1 
~ = N ~'~k~ ( i =  1, 2, 3, 44 

k=l  

='~+.  

Soient y at k deux matrices. 

pourru 6crire 0--= ~t~ avec ~-=--).~'; eela veut dire que 

k 

Si l 'on  a: q~-=---?+ et ensuite 0 = ) , 7 ,  on 

j = l  

L~ matrice unit~ sera d~sign~e par  e 

: 1 0 0 0 1  

I o ~ o o  I 
~ - - i o  o 1 o i 

0 0 0 1 

L ' in t roduct ion  de e s ' impose pour 1' homog6ndit6 

ventious admises, par l ' in t roduct ion des matr ices:  

(i, k -=  1, 2, 3, 4). 

des formules. Ces con- 

io 1 o o i to o 1 o i i o o  o ~i 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 - - 1  0 

\ • 

i o o ~  ol t O l O O  , o o o  

(t) V o i r  G m  C. MOtSIL, <~ C. ~ .  de l 'Aead4mie  dos Sciences  de P a r i s  2, t. 191, p. .984 

et p. 1192. 
(e) g o i r  GR. C. MoiSXL et N. TtIEODORESCO, Sur  u~te extension clans l'espace de la 

thdorie des fonctions analytiques, (,, ~[a thema t i ca  ,>, Tome V, Cluj). 
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le syst6me (17) peu t  s '6cr i re  

' # a g~) 

Cela me~ ell 6vidence une  op6rat ion symbol ique  

vec tcur  ~, condui t  au  demivec teu r  W. 

Posons  

a a_l  - a 

done rcmplagons  (17) pa r  

(18) D~ ----- ~'. 

qui, appl iqude au  demi- 

On peut  envisager  D comme un produi t  scalaire  des vec teurs  symbo- 

l iques  a ~ a et 7o0 7y, ~ .  ~)x ~ ~y~ ~z 
Admet tons  pour  u n  ins tan t  que ~ ait  des ddrivees partielles du second 

ordre continues. 
Cela nous  pe rme t t r a  de d6mont re r  q A o n  a:  

119) 

ce q u ' o n  peut  6crire~ 

am 

ay 
aq;~ 
ez 

'~ F ~ide des 

ay - - ~ -  

az + - ~ -  

mat r ices  : 

i o l  o o~ i o o ~  oj io o o 1 i 
__ 1 0  0 0  __ 0 0 0 - - 1  __ 0 0 1 0  

o ,  =ilOO lOO i 
too ~oI O l O O  1 o o o  

sous la forme 

Posons  

(20) 
On a donc:  

ou bien~ 

D - -  y .  ~ + Yv gy + Y~ az" 

D i )  = ~ s )  = eA 

.4.t~ali di Mcsten~a~oa, Ser i e  IV~ Tomo X I .  I t  
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on m~me temps, on el;t t i re :  

(21~ 

et 

(21'i 
t . . . . . . . . . . . .  YxYu d- ;+~/7x - :  ~'u7~ -4- YzYu --- YzYx ~- Y~Y~ -~ O. 

Si ~u~, u s .  uz} est un vecteur ,  le produi t  scalai re  symbolique,  sera 

d6sormais  d6sign6 par  

I1 est '~, r e t en i r  1' ident i t6  

t22) 
off 

De m¢me 

(22') 

Cela 6rant, on peut  

(u~)(v'~) + (v~)(uy) "-- 2e(uv) 

(UV) : ~  ~x~)x  -]- U y V y  "4- UzV z . 

(u~:)(~/} + (v$)(u~)~-- 2e(uv). 

6tablir  que lques  ident i t6s  fondamenta les  (~) eoneernan t  

les op6ra teurs  in t rodui t s  

{A) On a pour  route surface fermde ~, l imi tant  un  domaine o~ intdrieur 

/ ~ V :  

(23) )~iny)~d~ +/f[ 'D~do)  -~- 0 
ff fl) 

oi~ n e s t  le vecteur unitd de la normale ~ ~. 
En pa r t i cu l i e r  si D~ = 0, il s' ensui t  que :  

Ces deux  re la t ions  g6n6ral isent  les formules  de CAUC]~Y et de I~IEMANS[ qui  

se t rouvent  h la base de la th6orie des fonct ions 

iB} Les  composantes de ~ peuvent  se reprdsenter par  lal formule 

, ! ['((MP'~;)(%v+'~} ~ M d Z i q -  1 f f j ' ( ~ ' - f . ~  D+~do). 

o/1 la surface  2 est suppos6e dou6e en chaque  point  d ' u n e  normale  uniqu% 

P 6rant un  point  de f~ 

Q) GR. G. MOISIL, ioe. cir. 
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t2(~} 

(27) 

de m~me 

(2s) 

et 

tC) On a l e s  relations: 

.!iinY) d~ = O 
, j  

(D) Si l' on suppose D~ = 0: 

J J MP "~ 

5- 

si P e s t  ext6rieur '~ 

1 ['f(iP-~)(n~r,~) t 0 si P est ext6rieur fi 

dzM = t e si P est int6rieur h 

4~:Jo/ ~ . ~  - -  i e si P e s t  intPrieur ~ ~. 
5" 

Darts ces deux derni~res formules les r61es des ~, et ~,+ peuvent  ~tre intervertis.  

Supposons maintenant q~.t' on consid~re les relations (17) comme un syst~me 

d' dquations ddfinissant les fonctions ¢,i et bornons-nous au syst~me homog~ne 

129) b +  = O. 

Les intdgrales de ce sysl~me peuvent ~tre reprdsentdes, en vertu de (25), par la 

formule 

1 j f ( M P " ) ( ~ ' ~ ) + M d ~  M 130) + p =  ~ i:t_.~, ~ 

lorsqu' on en connait les valeurs sur ~. 
Cela montre, en plus. que ces int~grales sont analytiques, auquel  cas en 

vcr tu  de la relation DD = eA, qui s ' y  appl ique l~gitimement, elles sont des 

fonctions har~wniques. 
Pour  ~tre r igoureux, il nous resterai t  h montrer  que r~ciproquement,  

tout ~ exprim~ pal' une formule telle que (30) est une int6grale du systSme (29). 

Or cela est tr~s facile. 
Supposons donn6 un demivecteur  arbitraire, dont ies composantes 

W i ( i ~  1, 2, 3, 4) soient des fonctious simplement continues sur la surface. 

Une expression de la forme:  

• 1 f/" (l}~P.v)(%t ~) 
+p = U j J  ~ ~ '~d~u 



344 N. T~EODORESCO: Snr l'emploi de relatious gtoboles 

reprOsonte dans le domaine Q des fonetions anaiytiques d+, P. ( 'omm. les 

211.1 ° 
t'onetions 

M3Oa 

Catculons D,~ par d6rivations, ou mieux ealculons 

OlI a t l r a  : 

Or, d 'apr~s la formule (28), l ' int6grale relative ~ a (int~rieure "a Z) est 

nul le;  donc A - - 0 ,  et par consequent D+ = 0 aussi:  

[1 est bon de remarquer  que + ainsi obtenu est une int6grale de D + . ~ 0  

dans ~ ouvert, et qu 'on  ne saurait  rien dire de la fa¢on dont il se corn- 

porte sur £. 

8 Extens ion  du ~hdor~me de Morera. - -  Compl6tons ces r6sultats par 

un th6or~me dont l ' importance au point de rue  de F int6gration du syst~me 

se fera voir dans la suite. 
On sait quels services rend le th6or6me de MORERA en Th6orie des 

Fonctions. ~ous  F avons d 'a i l leurs  employ6 dans la premiere partie de ce 

travail. 
On peut dire quoit sert ~ partager la classe des fonctions continues 

P +  iQ en deux parties, en discernaut les fonctions holomorphes d ~une part 

et les autres de Fau t re  part. En d 'au t res  termes - -  et c 'est  ici le point ,in- 

t6ressant pour nous - -  il caract~rise les int6grales du syst~me de CAvcH¥. 

La  proposition, dont il sera question, est appel~e k g6n~raliser ~, ee point 

de r u e  le th~or~me de )]~ORERA, 

Elle s '~nonce comme suit:  

Soit un  demivecteur ,~ de composantes continues dans un doma, ine V. 

Si pour route surface fermde z, dou& d 'un  champ continu de normales 

intdrieure & V, on a la rela+tion : 



darts quelques probl&nes ph?lsiq'tws a45 

les [bnctions ,b~ sont analyliques e,~t tout point  de V el satisfont  au systO~e {~} 

D+ . - o .  

Soit v, une surface int~rieure h V, ferrule, douse en chaque point d ' une  

normale unique et soit ~ le domaine qu' elle limite. Calculons Fint~grale 

q:P r r : ~  
~2 

A cet effet, d~icrivons la plus grande sphere % eentr6e au point P e t  de 

rayon ,a~ telle que pour  g positif arbi t rairement  donn~, on a, it 

t ~ p , - - ~ , , l ~ '  pour P P ' < p .  

D~signons par m,, le domaine sph6rique limitd par %. Le rayon ~ une 
lois fizd, on peut  partager  le domaine en un hombre fini de r(~gions telles 

que dans chaeune d' elles il existe an moins un point Q tel que ] ~Q, - -  +Q[ ~ $~a, 

quel que soit le point Q' dans la portion envisag~e ou sur la surface qui la 

timite. 
C 'est  une propri4t~ qui r~sulte de la eontinuit~ des fonctions +~, eompte 

tenu du fait que p e s t  d6termin6 et fixe pour % donn~e. 

On peut, en partieulier,  r~a]iser cette subdivision fi l'a~ide d?un hombre 

fini de cubes de diam~lre infdrieur O, ,~ parmi lesquels il en existe qui sont 

dcorn6s soit par  Y, soit par %, ear il est clair que si la propri6t6 existe 

pour un cube d ~un diam~tre r 0, elle est d ' au tan t  plus valable pour un 

diam6tre inf6rieur. 

Calculons 

&O 

qni peut s '6erire 

if0 

en vertu de la formule (28) 

On a donc 

~-o 

(i) Ce n ' e s t  qu '  u n  eas p a r t i e u l i e r  d ' u n  th(~or6me que nous  averts  6ta.bli pour  les sys- 
t6mes  d'  4quat ions  du  t ype  e l l ip t ique  env i sag6s  pat" 5I. GR. C. MOlSlL. ¥ o i r  ~N ~. TH~ODO- 
RnSCO~ S u r  les syst&~,es de  D i r a c  d u  type  e l l ip t ique .  (~ I~.. Linee i  ),, vol. X I I I ,  193!. 
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Soit  ¢% an  des  oul)es de la subdiv is ion .  Soit  Q 

i'~<~ . . . .  ~M] / ~P:~ que l  que  soil M dans  <'b~ ou sur  % .  

fourn i t  la r e l a t i on  

: l i P  +- --- PQ"  ~- M Q  ~ - -  2 P Q . ~ i [ ?  cos 
ou b i e n  

\TO.! t .>Z/t ~ 
~IVOO 

) < =  MQ 2COS~. 
PQ 

Or, MQ < PQ, puisque d'une part Q est ext6rieur 
d i a m b t r e s  des  cubes  (%, sen t  i n f6 r i eu r s  h ,¢ I~). 

Donc  

__MQ~I et IZ]<3. 
PQ 

le po in t  tel que 

L,, t r i ang l e  A l P ?  

t~  : I"  M Q P )  

• ~ %,  et d ' a u t r e  pa r t  les 

On p e u t  a lors  0crir% en  ver tu  du th6or~me des  a e c r o i s s e m e n t s  f in is  

O i l  a d ' a i l l e u r s  F identitO s u i v a n t e  

__MP __ /"Q + __v avee  v = M P  -+- * ~  I ~ - - 1 .  
Mp:~ pQ:~ MPa \ p ? l  

En v e r t u  de la  r e l a t i o n  c i -dessus  

(0 <_ o-<" tl. 

Oela 6tabli ,  c a l cu lons  

U D C~ h 

OD ~h 

--t- 1 + xO ~ 

~D, 

--~ ih 4" ih' -d- it['. 

q%~- +0d~v 

M0 (Q Cette prdcaution n 'es |  pas essentiello. H suffit de remarqlmr qne - ~  es~ toujours 

born6, quand on se donne %. 
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La premi6re de ces 
sous la forme: 

int6grales est nulle par hypoth6se, pouvant ~tre 6erite 

(~q-i) &', " , l  

G h 

D' autre  part  

• ' IY/P'~ 3~lh iC/~¢ -/" ~' 3~oh l,,, I , ,  +M--~? d ~ M <  144 ¥ .i,._ . 8 6 4  

°h ~h 

en d6signant par m h le volume du cube et par lh son c5t6; en effet M P ~  p 
et dans ~%, [ ~ a - - ~ Q t <  ~p:L En plus, MQ ~ diam6tre de m~ = t~ \;3. 

De m~me 

1 i , / ' ] ~ 3 ) , 1  MQ y d o v < t 4 4 s ) . ¥  j j  

°h ~h 

6~,. 144 ~v 3~o)~ 
Cal' 

I1 s 'ensui t  que 

L e  In,toO r a i s o n n e n l e n t  

I ~-Q I < : 1 + 3 = 4 "  I 

]L, t < 576 ~V3e'8%. 

appliqu6 aux portions 6corn4es donnera  faci lement  

IL~I J 576 \,3(8ink + Shlh)e 

Sh 6taut Fa i re  de la portion de E + % qui traverse le cube m~. 
En ajoutant  ces in6galit4s, on volt que: 

] W~ - 4T:~v I ~ 576 ~ 3(8P- + IS)~ 

l 6tant une limite sup6rieure des ta et S d6signant l 'a ire  de V A--%. 

Or, le premier  membre 6rant une constante ind6pendante du hombre 
et de la division faite, tandis que le second membr% par le choix convenable 
de ~, peut ~tre rendu aussi petit que l 'on veut, il en r6sulte qu ~oll a ri- 
goureusement  

et par cons6quent 

1 f [ ' ( iP ,  r)t,,u~) 

z 
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Or, cela exprime d ' une  part que ies [onctions '~i sont analytiques au 

point P, et d ' au t r e  part par l 'appl icat ion dc l '6quat ion (31) que l ) + = ( ) ,  

done que le demivecteur ,~ est une int6grale de ce syst6me. 

9. Sur le syst6me qui s ' i n t rodu i t  dans la ddterminat ion des vitesses en 

fonction des t o u r b i l l o n s .  - -  La d6termination des vitesses en fonction des 

tourbillons conduit au syst6me bien connu 

avee la supposition 

a,e ~v __ 2~ etc. auq_ av a,w ay az tx ~ + ~ z ` = O  

qui restreint la g4n6ralit6 des donn6es. 

Nous nous proposons de remplacer cette condition par  une ctutre p lus  

gdndrale de la forme: 

] J  

pour  ton.re ~ trac& dans le milieu tourbillonnaire, en supposant route[his que 

les ~, "6 ~ soient continus et qu ' i l s  satisfassent & des conditions de H6lder 

telles que : 

] ~(P) - -  ~(P') ] ~ k P P  '~ (0 ~ ~ ~ 1). 

I1 n 'es t  pas difficile de construire des exemples qui mettent en 6vidence 

le fair qu 'une  condition int6grale de la forme (92} est plus large que eelle 

qui exprime que la divergence est nulle. 

En effet, soient a, b, c, trois fonetions born6es et int6grables dans un 

domaine V. 

Posons 
. . , 6 f i t  

a ' =  a(x', y', z'), le point . . . .  .t:~ y ,  z' d6crivant un domaine fl int6rieur h, V et r 

d6signant le rayon vecteur 

+' = ¥ {x - -  x') ~ q- (y - -  y')~ ~- (z -- z') ~ . 

On sait que les potentiels A, B, C, sont continus dans ~ et qu ' i ls  y 

admettent  des d6riv6es partielles du premier ordre mais que les d6riv@s 

seeondes n' existent pas sans conditions suppl6mentaires. 
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On a pout' toute surface s s ' appuyant  

STOKES, donc pour toute surface ferm~e 

a v e c  

sur un contour 7 la formule de 

mais les fonctions P n~admettent pas de d~riv~es partielles et, par conse'- 

quent, la divergence ne peut pas 6ire construite. 

Cela ~tant, abortions le probl~me relatif  aux tourbillons, en supposant 

que la paroi est une surface r~guli~re telle que le problgme de NEUMAtV~ 

soit possible, c' est&-dire : 

1. ° En tout point de Z il existe un plan tangent  d~termin~. 

2. ° Autour de ehaque point de E on peut d~crire une sphere de rayon 

asez petit mais ddtermin~, de telle fagon qu 'une  parall~le /* la normale ~ E 

puisse rencontrer  la surface /~ 1' int~rieur de la sphere en un seal point. 

3. ° L ' ang le  aigu 0 que font les normales ~ E en deux points satisfait 

• ~ la condition 
0 ~ ar o 

a := ind~pendant des deux points, ro ~ distance des 

~tre animde, g la rigueur, d ' u n  mouvement connu. 

La condition ~ la paroi est de la forme : 

~ v e c  

Posons 

~u + ~v + y~v = f 

deux points. E peut 

j? o=o 
y~ 

1 j'j'j'~' L fi '[ '[  d(o ; R - -  L t'i7~ din. P-~2~J.U7 din; Q:=2~JJJr --2~JJJr 
fl 0 0 

Nous montrerons qu'on a: 

~x " ~y 
~R 1 j'j'~ -~ ~ + y~ do). 

En effet, tra¢ons dans ~2 une surface ferm6e ~ l imitant  un domaine m. 
On sait que P, Q, R, admettent  des dO'ivdes partielles des deux premiers 

Annr~li di  Matev~atiea.  ~ e r i e  I V ,  Tomo X I .  ~5 
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ordres et qu 'on  a 
a P  ~ - -  2~ etc. 

si, bien entendu, on suppose l 'exis tence de la condition de HOLDER impos6e. 

Entourons z de deux autres surfaces assez voisines z~ et % respective- 

ment int6rieure et ext6rieure, d6signons par ¢%, ~% et ¢%, les domaines:  

int6rieur /~ %, compris entre ~ et E et compris entre ~ et z~. 

Calculons 

U (a 

O n  aura:  

Dans les domaines o h e t  t%, on peut intervert ir  l 'ordre  d ' int6gration,  ce qui 

va donner snccessivement pour les contributions de ces domaines 

Or 

1 " "  ' ~ dz]do) .  

j . l j  ax r 
~* r0 

matgr6 la pr6sence du p61e r =  0 ('). 

Done 

si l ' on  pose 
~(x,, y, z ) - "  1 t'l'l'd~ 

~JJJ ~ "  
t~ 

Maintenant,  si l 'on  fait appet de nouveau "h la d6riv6e 

M. CAR+A~, la forme 

ext6rieure de 

a, d 'apr6s t 'hypothbse faite, la d6riv6e ext6rieure nulle. D 'au t re  part  la 

fonction ), admet des d6riv~es partielles continues. 

I1 s 'ensui t  que la r6gle de d6rivabilit6 d' un produit s ' y  applique. 

I1 vient done:  

~1 tOl 

(t) @OURSAT, tome III, p. 27"2. 
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Un caleul analogue relatif  h M.~, va donner 

Enfin remarquons que la contribution du domaine ~%, peut ~tre n~glig~e 
par  le choix eouvenable des deux surfaces % et %. 

En m~me temps, puisque "k est continue, les intdgrales relatives k a~ 

et % different  par  une quantitd qui tend vers z~ro lorsque celles-ci tendent 
vers ~; elles se d~truisent donc mutuellelne~t, de fa(~on qu 'on  aura ri- 
goureusement  : 

t / ' t :  " / '  d~D 

z z ~ 
# * / * 2  

u 

Par  consequent  

u 

quel que soit % d ~oh le r~sultat annonc~. 
Posons 

z 

H est un potentiel  de simple couche, donc 
tout l ' e space  (~, exclue). 

Posons encore : 

une fonction harmonique dans 

U~ ~y ~z ' V~ ~z ~x ' '~v~ ~x ~x 

On aura facilement 

~ -  ~v + - / ; -  = 0 

~x 2 ~y~ ~x 

Or, la fonction H ~tant harmonique, div (grad H ) = :  O, ce qui permettra,  

d' apr~s les propri~t~s classiques, d ' en  mettre le gradient sous 1~ forme d ' un  

t, ourbillon, par  les formules ~// ~v0 ~v0 ~ x -  ~y ~z' en prenant  par  exemple 

uo - ~  ~ j ~ j . ~ . ~y~, - -  ~y--, . ~ dto.., etc. 



352 N. THI~3ODORESCO: S u r  l' empto i  de relatio~,s globules 

II s' ensui t  que :  

~y ~z 

~(u~ ~ Uo) + ~(v~ - -  Vo) -t ~(n,~ - -  "Wo) __ O. 
~x "dy Oz 

Ret r anchons  ces re la t ions  du syst~me propos6,  en posan t  

d u o - - u ~ = U ,  v + v  o - % = V ,  w + n , , , - - n  h =  t/l: 

I1 v i end ra  
OU ~V 9 W  

~YW ~Vaz_0 etc. cx:-- +~y-  +~Cz  ==0" 

Posons  enco re  
U = ~o V ~ ~o Oo 

~x ' ~y ~ oz 

La  dernii~re dqua t ion  du  systb~me dev ien t  

h O = O .  
Or. on a:  

dO 

Ce qui  ram~ne  le p robl~me h nn  probl~me de N E U ~ A ~  re la t i f  h la 

fonc t ion  0 (~). 

La  condi t ion  de possibi l i t6  est r empl i e  p u i s q n ' e l l e  se r6dui t  k 

On en d6dui t  r a p i d e m e n t  les va leurs  de u, v, n, 

= -  : J .  - ' " " - ~  . ~ - ~ . ~  cho .  

10. I n t e g r a t i o n  du  sys t~me D~ = 0. -- Supposons  q u ' o n  conna isse  sur  E 

les va leurs  de ~ et une  re la t ion  de la fo rme 

avec 

. / f  f d ~  = O. 

!9 La rgduction du probl~me des tourbillons h nn probt~me de ~EUMANN a 6t~ r6atisde 
pour ]a premibre fois par STEKLOFF. 

R6cemment~ M. G. BOUL1GAND a envisag6 le m~me probl~me h u n  point de rue global, 
ce qui permet de eonsidgrer des surfaces E extr~mement g6n~rates. 
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In t6g re r  le syst(~me r ev i en t  h t r a i t e r  le p robl~me des tourb i l lons  en 

supposan t  

ca r  la eonna i s s anee  des  va l eu r s  de +~, sur  v d6 te rmine  d i r e e t e m e n t  ee t te  

fone t ion  q u i -  on l ' a  vu  - -  dolt  Otre h a r m o n i q u e .  L ' i n t 6 g r a l e  se ra  de la 

fo rme  (34}, H ~tant iei 

z 

Cela suppose  b ien  e n t e n d u  l ' e x i s t e n c e  et la cont inui t~  de d+~ 
d~ ' 

Or la su r face  E a 6t6 chois ie  tel le  q u ' u n  po ten t ie l  de double  t o u c h e  

adme t t e  des d6riv6es no rma le s  cont inues ,  ou b ien  que  ~, ob tenu  pa r  un  pro- 

blbme de D~R~C~LET, en admet t e  aussi  {~}. 

11. E t u d e  d ' u n  d e m i v e c t e u r .  Soien t  q~,, q;~, W3, ~4 q u a t r e  fone t ions  

born~es  et in t~grables  dans  Q; d6f in issons  le d e m i v e c t e u r  X p a r  l~ f o r m u l e :  

436} 

[} 

Les  composan te s  de X, ~tant des combina i sons  l in6ai res  des d~riv~es du 

p r e m i e r  o rd re  de d ivers  po ten t i e l s  newtoniens ,  seront  des fonc t ions  cont inues .  

En  plus,  on peu t  mon t re r ,  en v e r t u  de ce r t a ines  in~galit~s de KoR~7 (2) 

que  les X~ sa t i s font  h des condi t ions  de HSLDER. Tragons  duns ~ une  su r face  

r~gul i~re  % l imi tan t  un  doma i n e  to. 

Calcu lous  

I = ff(nPv)x.d  . 
f f  

A eet effet ,  r6p6tons  le r a i s o n n e m e n t  [ait duns le cas du  plan,  en 

e n t o u r a n t  ~ de d e u x  au t res  su r faces  % et %,  l im i t an t  les d o m a i n e s  to,, 0) 2, ¢%, 

don t  il a 6t6 ques t ion  b d i f f~ren tes  repr ises .  

Duns les domaines  to, et % ,  la fonc t iou  __1 re s t an t  tou jours  born6e., on 
Mp.~ 

~i) Consulter 'hce sujef le mgmoire de STEKLOFt ~ (<< Annales de la Facult6 des Sciences 
de Toulouse % t. II). 

(") ~roir pal' exemple H. VILLAT~ Thdorie des tourbillons, p. ~2. 
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pourra  faire l ' in te rvers ion  d' ordre d ' in t6grat ion.  On aura 

ry I0~ 

en ver tu  des identitds 128). 

De m~me 

CO l U 

: ....... 4r~e]))qrMd¢o~,  

Quant h la contr ibut ion de la port ion comprise entre % 

z6ro, lorsque ces deux surfaces tendent  vers ~. 

Un ra isonnement  facile conduira  it la relat ion 

et % elle tend vers 

O* CO 

pour  route ~. 

I1 est boa de r emarquer  F analogie de ce r~sultat a vec celui obtenu 

duns le eas du plan. 

La  m6thode que nous allo:ns suivre pour t ra i ter  les probl6mes k trois 

dimensions, aura  aussi beaucoup de caractbxes communs avec celle que nous 

avons expos~e duns la premiere  partie.  

12. I n t d g r a t i o n  d ' u n e  dquat ion  f o n e t i o n n e i l e .  - Supposons qu ' on  con- 

naisse duns 9, les composantes born6es et intdgrables d ' u n  demivecteur  ~'. 

Nous nous proposons de d4terminer  le demivccteur  continu ,~ tel que 

en supposant  en plus que sur E, on connaisse les valeurs  de +i, et qu 'on  ait 

+ + = / :  

A cet effet, re t ranchons  l ' ident i t~ (36) de l '~quat ion ~37~. On a, ura:  

× P l d o .  = 0. 

Or, la fonction ~ p - - ~ 2 - - X P  est continue. En ver tu  du th~or~me de ~ORE~A 



da,~,ts q~elques problbmes physiques 355 

que nous avons 6tabli plus haut,  Oll aura par cons6quent 

D ~ : O  

le probl6me propos6 est done ramen6 h l ' int6grat ion de ce syst6me. 

Remarquons que X~' 6rant continu dans tout l 'espace on le eonnait  
parfai tement  sur E. 

On aura  done 

et 

~.~ A- ~0 3 4- '~¢~4 

Pour que le probl6me soit possible, il faudra que 

Z Z 0 

Daus ces conditions, on a une solution unique, obtenue en 6crivant 

i i ' l~' i '(MP.~ 

L'ana logie  entre cette formule et celle que nous avons 6tablie dans la 

premibre pattie, ainsi que le parall61isme des deux m6thodes montre que le 

symbolisme employ6 est utile et naturel.  

~Nous allons appliquer maintenant  routes ces consid6rations i~ deux 

problbmes relat ifs:  le premier fi, un corps 61astique, le second aux petits 
mouvements permanents  d ' u n  fluide visqueux. 

13. Un problbme d 'dqui l ibre  r e l a t i f  aux corps glastiques. - -  Comme 

application des principes et m6thodes pr6c6dents, nous allons trai ter  deux 
exemples tir6s de la pratique. 

Commen~ons par le probl~me suivant qui se rat tache /~ l 'e last ici tb:  

Dana un milieu dlastique ~ limitd par une surface (rdguli&e au sens du 
probldme de Neumann) on connait, la distribution des forces ext&ieures X, Y, Z 
supposdes borndes et intdgrables. 

Posons 

~ v  ~v 

@ ~z 
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Supposons  co,~ta.tues , su r  ~; Uenm relotio~t telles q~,~e 

(401 
t ~u + ; J v  I -yW = : g  

~insi  que les valeurs  de t~ [bnction ~) (~). 

Cela posd, nous  allons ddterminer la dis tr ibut ion des d@lacements  (et des 

tensions) q u ' o n  suppose conl inus  et & ddrivdes part iel les  du  premier  ordre 

continues. 

Revenons aux 6quations g6n6rales d ~ 6quilibre d ~ un milieu continu. Posons, 

pour etre dans le cas d ~un corps 61astique qui suit la loi de HOOKE 

0 n  P+llra: 

ou bien 

i 9. ~u 

i t~'~+Ovl x - - ~  = v. 

~ l I J  " " " 

t o  

5* 

- -  - -  - -  vXd(,) - ~ { t ( ~ < ; ~ - ~ . s ,  . ,~-;7<'~'= j j j  • 

Or, les int6grales telles que 

.U \  0y ~ x l  = 0  
5+ 

par l 'appl icat ion de ta formules de STOKES h u n  contour parcouru deux 

lois dans des sens oppos6s. 
Les 6quations ci-dessus deviendront par la suite: 

(41) 
G 6) 

U O) 

JS(<- + = - f / ) ; z d o ,  
5" tO 

(l) ~, ~ y dtant les cosinus de la normale intdrieure. 
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auxquetles il faut adjoindre la condition 

(42) 
I , j  

qui exprime le fair que le syst~me 

~, ~v _ .  ~ etc. 
@ ~z 

est compatible et qui remplace la condition classique, comme nous 1 ~avons 

fait voir par Femploi  de la d~riv~e ext~rieure, qui nous a permis de nous 

affranchir  de l 'exis tence des d6riv6es secondes des fonctions u, v~ w. 

Or, le syst~me d '6quat ions fonctionnelles (40) et (41) pent s ~6crire sons 

une forme condens6e h l ' a ide  des matrices introduites. 

On aura : 

q (D 

en posant + pour le demivecteur +,, +~, +~, +4 et ~" pour le demivecteur 

O, vX, v Y. vZ. 

Or, F int6gration de cette 6quation est imm6diate. 

On en connalt en effet l ' int6grale particuliSre 

///(MP-v) 

Ceta r~duit la recherche du demivecteur + h celle du demivecteur ~ ~ +--7, ,  

satisfaisant ~ la relation 

et par cons6quent 
Dq~ --=0. 

On aura comme conditions aux limites 

?.~ = ~ - -  7`, = e o n n u  

~ -4- ~ + "~4 = f - -  (~;(~ -4- ~7`3 + ?X4) = e o n n u .  

Cela d6terminera d 'abord %, puis par un  probl6me de NEU~[A~. on aura 

les autres composantes. 

La condition de possibilit~ se r6duit ici h: 

Z 

A~vnat~ di Matematica,  Ser i e  I V ,  Tomo X I .  ~t6 
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o a r  o n  ~t p u t l r  t o t l t e  G 

et pax ctmtinuit6 lear X cst continu dons tou~ P espacei 

.tiicX~ q- }Xa + YX4) da --~ O. 

Lcs fonctions ~ .  ~z, '~3, ~, satisfont ~ des conditions de HSLDER. 

Obtenir les u, v, w, revient  maintenant  h int6grer le syst6me 

0w ~v 0u Ow av 0u . 
0:/ ~=--  G ;  ~= o x - -  G; 0x o,/--  +4, 

0~ Ov Ow ~ 

dons la supposition ~ = t = -  1. 
C'est  un syst6me qui ne diff6re pas essentiellement du syst6me des 

tourbillons dont nous nous sommes occup6. C'est  le mSme probl6me, dans 

un fluide compressible, don~ on connait la dilatation en chaque point. 

La  condition (4t) montre qu ' i l  est int6grable, comptc tenu toutefois des 
conditions de HSLDnR qui assurent  1' existence des d6riv6es. 

On aura ici: 

H - -  4 ~ J J  r 
z 

E 6rant convenablement  choisie, H aura  des d6riv6es normales 

_ L hY =' 
P = 4r:JJJ ~" do) ; 

fl 

et en posant 

et ensuite  

,. ,( 1 01~ 
"OH ~1t r 

Uo -=  - -  4 ~ j j j  ~ -  • oy-7 - -  oy~. ~ ) d o ~  etc. 

 llJ*J Q =  &o;  R - -  

t) 

la derni6re 8quation donnera 

0R OQ etc. 
ui - -  ~y  ~ z  

U ~  ~ - 1 - ~ o  - -~ (q  etC. 

~0 
U-= ~ etc. 

aO _ f+,~, 
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Posons 

En posant ensuite 

O n  a u r a  : 

avec 

1 t [ [  .... ~i' do)" A('~ o % @o 
o 

4 p = O - - O o .  

AcP--~O 

dO dO o 

La condition de possibilit~ se reduit  ici ~: 

,fjgd~ -I-1-~_ ~ ///'~ flo) = O. 

Nous n ' ins is terons  p l u s  sur le c~s ~-------1, ainsi que sur les differences 

qui existent entre la nature du probl~me pos~ et celui qu 'on  se propose 

d 'habi tude  sur le m~me syst~me. 

14.  Les  p e t i t s  m o u v e m e n t s  s t a t i o n n a i r e s  d' u n  f lu ide  v i s q u e u x .  - -  Occupons. 

nous enfin d ~ un fluide visqueux en mouvement permanent  et lent au voisinage 

d' une position d' ~quilibre. 

Supposons.le limitd par une surface E rdguli~re comme ci.dessus et soumis 
~t l' action d' un champ de [brces X, Y,  Z borndes et intdgrables. 

P o s o n s  : 

\ c x  oy/  
et 

p = ~ , .  

On aura, le fluide grant incompressible: 

~u ~v ~ ~ O. 

Supposons donndes sur E (qui peut dire en mouvement). 

1 °) la pression p~ 

une relalion exprimant la vitesse normale, 

2 ° ) ~ u + ~ v + T w = g  

une relation exprimant le tourbillon normal, 
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D'ofi:  

Reportons-nous aux 6quations g6n~rales. 
O n  a l l l ' f l  : 

Ou 

T, = --  tz k~y -t- Dz) .... 

On bien 

-i~j~. 
tO 

~v " "~'~ ~"~ <':~td~,--[ f)Txa<,>. 

En remarquant  les termes qui dispa.ra.issent et en passant aux nota.tions 
propos6es, on aura :  

t)i~<+,-,- ~+, - ~,+~)<~o +f jJ;~d<o = o 

t77~+~- ~*~ ,-,+,)<'o-,- {7);~d~ = o 

auxquelles nous adjoindrons la condition de compa,tibilit~ du svst~me (42), savoir 

qui remplace la condition classique de la divergence nulle et qui la g6n6. 
ralise, au sens qu' elle permet de renoncer  h considdrer les d6riv6es partielles 
des fonctions ~l, #Y, ~ ,  ~4 comme n6cessaires pour la possibit6 du problbme; 
cela fair en mPme temps que l ' exis tence  des d6riv6es secondes des u, v, w 
ne soit plus exigible et r6duit le problbme qui portait  sur des 6quations du 
deuxibme ordre h u n  problbme concernant  seulement les d6riv6es premibres. 

L'int6gra, tion du syst~me d '6quations fonctionnelles (43), (44} est imm6- 
diate si on l '6cri t  sous la forme condens6e 

f(npT),.~pdop + jy]eW~dtoM --~ 0 
(7 tO 

off ,~ d6signe le denfiveeteur +,, qz2, '-~, +~ et W le demivecteur  0, pX, ~Y, ~Z. 
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On a une int~grale particuli6re par la formule:  

1 l'/ i '(M~e..r) 

o 

ce qui r~duit le probl6me h l 'obtent ion 

v~rifiant le syst6me 

(46) Dq~ = O. 

WMdtOM 

d ' u n  demivecteur ~- - - -~- -X,  et 

Les conditions aux limites se t ransforment aisdment en les suivantes:  

%----P--  X~---- connu 

Cela fait connaitre d 'abord %, et puis par un probl6me de 5~EU~IAN~, ]es 

autres composantes. 

La condition de possibilit~ se r~duit i~ 

/J; do=o 

car on a pour toute surface 

7x~)dz ~---0 
5" 

et par continuitY, compte tenu du fait que X est continu dans tout le plan 

% 

Les fonctions ".~,, ~b. 2 . ~ ,  '~4, satisfont h des conditions de IttiLDER. 

D~terminer u, v, w, revient maintenant  'h l ' int~grat ion du s~st6me 

~u ~v Dv 

avec  ~ =4= O. 

les fonctions 

avons r~solu. 

Ce syst&ne est celui qu 'on  rencontre dans la th~orie des tourbillons. 

I1 est compatible, car on a: 

-+ = o  
5' 

'~'~, +~, ¢4 ~tant dans les conditions du probl6me que nous 
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On aura ici: 

Posons 

et ensuite 

' ~!) 

tl 

.= o c. 
Q 

~R #q e t c  . . . .  U~ - ~  .Oy ~z 

U =  u 4-u~ .-- u{ ete .... 

U=~ ~o ax etc .... 

ete. 

la dernibre ~quation du syst~me se r6duit & 

a v e c  

hO--~-- 0 

dO 
a,% = g + (~u, + ~Vo + "cw.4 - (~u, + ~,~,~ + "cw,). 

La condition de possibilit~ du probl~me de NEUSfANN revient '~: 

jyg d~ = O. 

Le cas off ~ = 0 ,  conduit 'h une d6g6n6rescence du problbme qui n 'admet  

plus une intdgrale unique (s'il en admet une). 

15. E n  conclus ion ,  le but de ce m6moire a 6td de montrer comment on 

peut se poser des probl~mes plus gdn6raux sur les mil ieux continus~ h l ' a ide  

de eertains algorithmes eonvenables. 

Cela permet de suivre une ~,oie bien naturelle et tr~s simple oh les 

restrictions s ' in t roduisent  d'elles-m~mes sans changer la nature du probl5me 

qui dolt rester global comme le ph~nom~ne qu ' i l  exprime. 

I1 est bon de remarquer  que la notion fondamentale a ~t6 celte de 

d6rivPe ext~rieur% dont on a fair un large usage routes les fois que I 'emploi 

de la formule de GREE~ ~tait dict6 par les circonstances. 


