Sur Pemploi de relations globales dans quelques
problemes physiques.

Par N. TafoDORESCO (& Bucarest).

PREMIERE PARTIE

Les problémes d’équilibre relatifs anx milienx continus ont toujours
attiré 1’ attention des chercheurs autant par leur beauté que par les diffi.
cultés qui &'y présentent, et qui semblent différer d’un cas & 1’ autre.

En effet, malgré leurs origines communes, les divers systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles auxquels on raméne 1 étude du phénoméne,
posent des problémes assez variés.

D’ autre part, l'intégration de ces systémes introduit des conditions
génantes & 1’égard des données, ce qui restreint souvent sensiblement le
degré de généralité des solutions.

En méme temps, un phénoméne d’équilibre n’étant pas local mais
global, ¢’ est-d-dire intéressant toute portion détachée par la pensée dans le
milien considéré, il ne saurait étre exprimé dans toute sa généralité i U aide
des équations aux dérivées partielles.

Les difficultés que nous venons d’énumérer se rencontrent dans toute
question physique, et ont été remarquées depuis longtemps.

Elles sont dues en premier lien & notre fagon d’envisager les phéno-
ménes, au passage & la limite auquel on raméne toujours les méthodes de
calcul.

11 existe pourtant, & 1’heure actuelle, bien des tendances vers une autre
interprétation des faits & 1’ aide de relations globales, comme celles de M. M. G.
BouLieaxD (!) pour le probléme de NruMANN, Evaxs (?) pour le probléme
de DIrroHLET, OSEEN (%) pour les équations des fluides visqueux.

2

{1) G. Bouricaxp, Sur quelgues problémes de lo dynamigue des fluides, Paris 1930.

(3}.G. C. Evaxs, Fundamental poinis of potential theory, (« Rice Inst. Pamphlet »,
vol. 7, 1620).

() C. W. OsgeN, Neuwre Methoden wnd Ergebnisse in der Hydrodynamik, Leipzig 1927.
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1. Nous nous proposons de monirer comment on peut envisager le probléme
d équilibre @ un wmiliew continu en partant des équations générales sous forme
globale, ¢ est--dive en exprimant les théorémes généraux de la vésultante gé-
nérale et du wmoment résullanl el comment on peut remonier par une voie
simple et naturelle de la distribution des forces massiques données & celle des
pressions, tensions, wvitesses. suivant le cas, en n' introduisant qu un nombre
réduit de restrictions.

Nous traiterons d’abord le cas du plan, par une méthode gu’on peut
rattacher & la dérivée aréolaire due & M. D. POMPELU, sous la forme générale
que nous lui avons donnée dans notre Thése (‘).

Toutefois, les raisonnements qui vont suivre, n’exigent pas une étude
préliminaire de cette notion.

Désignons — suivant les notations classiques — par Xiez, y), Y|z, y) les
forces massiques données en chaque point intérieur d’un milieu continu et
exprimées par deux fonctions bornées et intégrables au sens de M. LEBESGUE.

Soient X,, Y,, X,, Y,, les efforts s’ exergant sur deux éléments nor-
maux respectivement aux axes o2, oy; on suppose seulement qu’ils sont
continus en chaque point du milien plan envisagé.

On sait que les équations d’équilibre intérieur sont:

(X, + BX,)ds = j]'dec
(1) J@Y, + 8Y,)ds = [[eYds
3

Y

fle@Y, — yX.) + BlaY, — yX.jids = [JelwY — yX)do
S

=
i

le contour y étant simple, rectifiable, doué d’une tangente unique et intérieur
au milieu envisagé.

La troisidme de ces équations peut dfre transformée si 1'on fait appel &
la notion de dérivée extérieure (*) de M. CArraN. Considérons une forme dif-
férentielle lindaire & deux variables

o == Pdx -+ Qdy.

S'il existe une fonction Rz, y) bornée et intégrable, telle que 'on ait
2) /Pdm + Qdy = f /Rdxdy
¥ &
(!) N. Tuoporrsco, La dérivée ardolaire of ses applications & la Physique Mathéma-

tique. (Paris, Gauthier Villars, 1981).
(2) Voir & ce sujet: E. CArTAN, Legons sur les invariants intégrauwr, p. 69.
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&

pour tout y limitant un domaine & intérieur & une région du plan, on dit
que o = Rdxdy est la dérivée extérieure de la forme o.

Soit maintenant A(z, y) une fonction admettant des dérivées partielles
du premier ordre continues.

On peut démontrer qu’'on aura aussi, en vertu de (2):

(3) /X(de + Qdy) = | / (xR + Q »__ po )dwd n
J !

Rappelons la démonstration de cette importante propriété de la dérivée
extérieure,

¢ étant un nombre positif donné, on peut diviser le domaine 3 en un
nombre fini de régions; par exemple, par des paralldles aux axes, telles que
dans chacune d’elles il existe un point w,, y, pour lequel on ait & la fois:

LA, Y)— M; yo)| <o, [ Pla, y)— Plag, 95) | <o, | O, 9) — Oy, o) | <e
ax ax o lp |
0z— (@) <= [P PG <
z, ¥y étant un point quelconque de la région ou du contour, A,, P,, Q,,

<Bl> (g;) les valeurs des fonctions au point z,, y,.

On pourra donc écrire dans toute région partielle envisagée
P=P,+¢, Q=0,+¢,
vt o) e - [5) e
avee |e |, |e [, f&], (o] <e

Soit 3; une de ces régions. Calenlons la différence

Di ]APdw+QdJ ]](MH-Q——P )dwdy
i

_/k (Pdx + Qdy) f[(lR*“Q‘_P )dde
+/[ °)(ax) + ‘J““Jo)( )J[P dz —+ Qdy] +

o - El- - Bl

P

avec |7 | < eMAd;, M étant un nombre fixe indépendant de 3;, A; étant le
diameétre de 3;, [; la longueur de y;.
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On aura donc:

| Di| < M’ [[dady +- eMAL; < eNa
57.
en désignant par M’ et N deux nombres fixes indépendants de 3; et par z;
Paire de cette porfion.

En ajoutant terme & terme les diverses confributions des 3; et en re-
marquant que le premier membre de 1 inégalité obtenue est une constante
indépendante de ¢, qu’ on peut d’ailleurs prendre aussi petite que 1’on vou-
dra, on obtient facilement I’identité (3).

Revenons maintenant anx équations d’ équilibre. La froisiéme peut s’ écrire:

j:’v(oc Y, + BY,)ds — fy(och + BX,)ds = ﬂp(x‘y — yX)do.
Y Y §

Appliquons & chacun des deux termes de la différence du premier
membre, 1’opération indiquée par (3), tout en y tenant compte des deux
autres équalions d’équilibre ef en remarquant que les fonctions x et y sonf
bien des fonetions A. Il vient:

/(ocY + 3Y,)d. //p%Y-{-Y
4 {

JvtaX, 4 8X,)ds = [[leyX + X,)d

>
V

£

d’ on

//(Xz — Y,)do =0

§

pour tout & ef, par conséquent, & cause de la continuité des deux fonctions,
X, =7,

conclusion idenfique & celle qu’on déduirait par I’application de la formule
de GREEN, si cela avait été possible.

Dans ces conditions, les équations o’ équilibre se réduisent 3 deux
seulement:

f(ax, +- BY,)ds == //dec
:4) Y §
f(a Y, -+ BY,)ds = fc Yds,
s g
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2. Appliquons ces considérations a 1'étude d’un probléme particulier
concernant un milieu dans lequel

X, =—Y,.

Supposons que I on connaisse le long duw confour C rectifiable simple et
fermé limitant un domaine D, une relation linéaire de la forme:

(5} afs) X, (s} 1- b(s)Y (s) = c(s)

afs), b{s), els) étant des fonctions continues données.

Dans ces conditions, nous allons déterminer les fonections X (2, y), Y (=, ¥).
¢’ est-h-dire la distribution des efforts, & 1’aide des équations fonctionnelles (4},
en supposant p connue (constante par exemple).

Posons:

X, — Y, =[@), oX—iY)=20p), z=2-+1y.

Les équations (4) se réduisent alors a4 la relation unique

(6) ]flz)oh — j [ow)do =0

(v =2+ 1y).

Nous avons montré dans le travail précité, que cela exprime le fait que
la fonetion ¢(v) est presque partout la dérivée aréolaire de f(v), ce qui
entraine la connaissance de toutes les fonctions f(v) jouissant de cette propriété.

Introduisons la fonction

(7) g0 = — //J—'—'—E

C=2¢ + in étant un point intérieur o D.
Lo fonction g(C) est continue dans ce domaine et satisfait & une condition
de Holder de la forme:

(8 19(%) — 9| < K| —( 0 <a<1)

A cet effet, remarquons que si { est intérieur & D et que I’on décrive
un cercle I' de centre { et de rayon fini r», assez petit pour qu’il soit aussi
intérienr & D, on peut négliger la contribution du domaine D — A, car la
fonction g,(C) définie par

j j o) dw

admet des dérivées partielles du premier ordre continues au point { et,
satisfait, & plus forte raison, & une condition de HoLDER.
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Considérons done ' expression

. 1y
go‘%' e fn// gp(jv%dw
A
Soit ¢ mn point intérienr i I Posons | — {|{=h. On aura:
Gol8) — gol&) == — —/j wi(_ﬁ_)c_%@—j_)_dw

Notons v — { == pe’® en prenant pour axe des x la direction {J.
Soit M une borne supérieure de |g(v)] dans D. On aura:

3

| 7 dpds ﬂ’[h
948) - St / .
Vp~—2uhcos9+hz Ve? — %ok cosb - ~_Jph cost+ k2

Posons p ==&t et calculons I’ intégrale relative & p.
La présence du pole {=1 pour 6 =0 n’est pas génante.
On trouve comme résultat aprés une intégration par rapport a 6

N + 2n 1‘3%% (N = borné et positif)
On en déduit
| 9E) — g4{5) | < MNI + 2Mh log + .

Supposons kb < 1. L expression h'—* log% tendant vers zéro avec h, on peut.

o étant donné, déterminer une valeur de h <7 1, telle que 1’on ait

i h)g% <1 dou hlogh < h»

et par conséquent:
1908} — q(8) | < Kh.

La fonction g(C) est une intégrale particulicre de I éguation fonctionnelle (6).
Calculons, en effet, I’ expression

lorsque le point { décrit le contour 'y intérieur a D.

Décrivons deux contours voisins y et y” respectivement intérieur et
extérieur & y; désignons par &' le domaine intérienr a y/, par 3" le domaine
compris entre v” et C et par d le domaine compris entre ¢ et v”.
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On aura: D =28 3-8 + d,

s = — L [ £ o — L [ 2 o - o [ 2%

¥ M Y

La fonetion gog};: étant bornée et intégrable en chaque point des domaines 2

trois dimensions résultant de la variation de v dans &' et &”, et de T le long
de v, le changement d’ordre d’intégration peut é&tre effectué (').

Quant au terme concernant d, il est facile de voir qu’il tendra vers
zéro qund les deux contours tendent vers y.

En effet, décalons autour de { un rectangle curviligne, a 1’aide de deux
normales menées & 1’une des courbes ¢" ou ¢”.

On peut s’ arranger pour qu’on puisse le regarder comme un véritable
rectangle lorsque les courbes sont assez voisines. Seoit ¢ une borne inférieure
de |v—{| lorsque v décrit-le domaine qui reste, aprés avoir enlevé le
rectangle d,, en question.

On aura:

j//UCP!*&, ‘M.}d
ddy
M étant comme ci-dessus une borne supérieure de |g(v)|, o > 0, et fixe.

Quant & la contribution de d,, en prenant des axes au point § et en
désignant par b et % les cotés d’un rectangle renfermant complétement d ,
on aura & calculer une intégrale de la forme

}5 I?. k b h
/ dx da ' b~f— VB + 32
S S— | e
[ s = o, o s = i o
k
< lim flog l—’—f—\%ﬂ dJ<hm 100b1+\9)dJ—10ngJ
im0

€

=hlogb(l + V2) w]7,1(>gh—{~ h

en prenant A < b ce qui est évidemment possible, & étant une constante.

Or, on voit que pour h suffisamment petit, on peut rendre cette quantité
aussi petite que P'on veut, ce qui montre que lorsque les deux courbes
tendent vers v, le terme velatif & d tendra vers zéro.

() A condition de négliger un ensemble de mesure nulle convenable. Voir H. Lzsgs-
U, Sur Uintégration des fonctions discontinues, « Annales Ee. Norm. », 1910, p. 430.
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Les autres termes vont donner successivement:

/d*ﬂ ) dm:f v}dm] (?C = — 2in // (v)dw

a7

Y
MQU?W mw~/@ dm-ﬁ% 0.
T

En plus, ¢ étant donné arbitrairement, on peut choisir le contour Y de ma-
niére que l'on ait: ‘

/ / dwi < e,

e

Dans ces conditions, on déduit aisément 1’ inégalité
=}

5iz [9(0ds — - é fetvido | < K

Y
et par conséquent:

(9) 377 /9(0d% — 2 | [eto)dw =0.
Y

Cela montre que g(f) est en effet une intégrale particuliére de I’ équation
fonetionnelle (6).

3. Intégration de 1’équation (6). — En retranchant (9) de )6) on obtient:

[If(z) — gteplde =0

;
pour tout y. Or, la fonction f(2) -— g(¢) est continue; par conséquent, en vertu
du théoréme de MORERA, elle est holowmorphe.

Posons
&) — glz) = hz).

Le probléme revient & la détermination d'une fonction holomorphe par
un probleme d’ Hinserr (*). En effet posons:

Mz} = hijx, y) 4 ik (@, y); - gle) = golx, y) 3 ig (e y);
la condition aux limites imposée peut s’ écrive:

a(s)le(s) 1= O(s)h,(s) = o(s) — [als)go(s) +- Dis)g,(s));

le second membre étant parfaitement connu ear g(f) est coutinue dans tont
le plan.

{1) Voir par exemple H. ViLrav, Lecons sur U Hydrodynamigue, p. 226,
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Cela nous fera connaitre Z(z) et par suite f(z). On aura, I’ intégrale unique
a deux constantes prés sous la forme:
- L 17 o)
(10) X,(& m) =Y ,(E n) = MY — - || ;=% g do.
En conclusion, sans passer par les équations aur dérivées partielles, un
probléme d’ équilibre se trouve résolu par wne méthode simple et rapide.

4. Un probléme relatif 4 une plague plane. — Le cas dont nous nous
sommes occupé nous permet de traiter le probléme suivant:

Etant donnée wune distribution de forces massiques X, Y bornées et inté-
grables. déterminer la distribution des tensions (et des déplacements) dans une
plague élastique D, connaissant le long du contour C, simple, fermé el recti-
fiable deux relations linéaives de la forme:

A(s)yufs) + Bis)u(s) = C(s)

(11)
a(s)0(s) + b(s)8,(s) = C(s)

ot A(s), B(s), C(s), als), bis), c(s) soni des fonctions continues données sur C;
ux, y), v(x, yj désignent les déplacements dans la plague; on suppose 1’ exi-
stence et la continuité de leurs dérivées partielles du premier ordre; on pose:

_w g Be —
6_5_0;-'—5@]’ 82""’6% oy’ {1*58""61'

On sait, en vertu de la loi de HoOKE, que dans une plaque élastique,
on a:

{

\

_ 9,
Ny=—— 2%

09
Ny=—21— 22
T =

|

ov on
. {L(@E + ay) )

Introduisons ces valeurs dans les équations générales d'équilibre.

I1 vient:
_ ﬂx 1 2)0dy + pbyde + ij(ga—Z do+ 2 dy) = j;prdc
f(k + 2u)0dx — pb,dy »—f?p(gg dz + %'g dy) :js]'ded.
Posons: ! !
14 3 = E; —_ ng_; ==V

et remarquons les termes qui se détruisent par intégration,

Annoli di Maltematica, Serie 1V, Tomo XTI, 43
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Il vient:
/(1 + SJdy -+ b,dw ::ﬂ2dec
. 5

1+ Eide — bydy = — f/év Y do.

N ¥
Multiplions la premiére velation par ¢ et ajoutons-y membre & membre
la seconde, ce qui donne:
j’(e, + iB,)(d -+ idy) = /'/évi(x +iY)ds
Y s
d’ou I'on tire en posant:

0, +1d9, =138, v X+iY)=19p) =2+,
1 . 17
Sin f (z)dz — P R’-P(’U)dﬂ) :O

Or, cette équation est du type (6), et par conséquent 1’ intégration en est
effectuée, puisqu’on connait une relation linéaire entre 0, et 6, sur C.
On aura:
0, = k(T —

YK +-iY)
R e
JIov—g
g
Pour aller plus loin, remarquons qu'une fois 0, et 0, déterminés, la
recherche de #, v est ramenée a l’intégration du systéme:

ou ov By ov o

g oy T 148 B ey E

Supposons £== — 1. Nous avons moniré dans un autre travail (') que si 8,
et 9, satisfont & une condition de HOLDER, ce systéme admet une intégrale
particulieére donnée par la fonction

Uy -+ W, = /j ——-——1—‘+§dw

w déerivant le domaine D, z = 2 + iy.
Posons U=u—u,, V=9-—2,. On aura:
oU oV __ . oV U _
o +6§ =0; ge oy
ce qui exprime que la fonction H{z) = V + ¢U est holomorphe dans D.

(') These op. eit,, p. 75.
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En vertu de la premiére relation aun confour, la recherche de I(z) est
ramenée & un probléme &’ HILBERT, car:

AU -+ BV = C — (du, + Bv,).

On connaitra «, v par la formule:

0, 4+ 47—~
v+ = H| j] 1+f°:cl

w - 2

4 deux constantes, introduites par H(z), prés.

Le probleme que nous venons de traiter différe du probléme qu’on se
pose habifuellement en élasticité quand on se donne w,.v sur C. On sait
d’ ailleurs que dans ce probléme-la, le parameétre £ posséde des valeurs criti-
ques sitnées 4 gaunche de — 1 sur 1’axe réel.

Dans le cas du probléme que nous nous sommes posé, il n’y a que le point
— 1 qui soit critique. Pour cette valeur de & X et Y ne peuvent plus étre
arbitraires. En effet, supposons en particulier qu’ils soient dérivables. Le
probléeme revient a 'intégration de

i B, L
B _oyx, P2_9yy
ox oy

gui n’est possible que si
Y

aac o =0

Si cette relation est vérifiée, on aura 6, & une constante prés, mais

d %w%: b,, on ne peut pas déduire u, v, d’une facon unique. On voit

donc que — 1 est une valeur oritique.

5. Un probléeme concernant les petits mouvements stationnaires 4’ un
fluide visqueux. — On suppose un vase dans lequel il y a un fluide vis-
queux en mouvement lent et permanent et tel que les vitesses me dépendent
que des coordonnées =z, y. Le long du contour de chaque section plane on
connait les valeurs de la pression p et une relation de la forme

(12) a(sju(s) - bisju(s) = c(s)

entre les composantes de la vitesse: a(s), b(s), c(s) étant continues.

Cela étant, on peut se proposer de délerminer la distribution des vitesses u, v,
supposées dérivables une fois el & dérivées partielles continues, et de la pres-
sion p supposée conlinue.
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On sait, que dans le cas d’un tel fluide
—p — M
\ Ny=p—2p; »‘3—”

/‘T‘““P( +“y‘)

ou av:__o

T

(1 = coefficient de viscosité)

I'introduction de ces valeurs dans les équations d’équilibre {(ou du mou-

vement) va nous donner:

/pdy+ (-a" 99)d@+9p/ dz + 2 d’t——-/ﬂdeG

2y

j”(% —»—~)d@/ pdx — )yuj N +

5 PR ow o
d’olt, si Von pose P‘(ay -

détruisent par intégration:

fol do

»_>:(1‘(l‘7 y) et gu'on remarque les termes qui se

fip + igiide 4~ idy) = z//o(x 4 iY \do.

5

v
1

11 suffit de poser:

p +iq=flz); p(X+iY)=29(2):

pour arriver 4 I’équation fonctionnelle:

. ff(z)dz — Jfetao =
Y §

g=x iy

0

(o décrivant le domaine D), qu on sait intégrer facilement.

On aura 4’ ailleurs

P+ ig = h(0) Zn/sz:ng

Le détermination de A(C) se fait facilement.

= h(S} + 9(5)-

On aunra hiz) == h,(z, y) -+ ih (v, y) et sur le contour

pis) = h () + g,(8)-

La connaissance de h,(s) entraine celle de k(2) par un probléme de DIRICHLET.
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p et g satisfaisant & une condition de HOLDER. il sera fres facile de
déterminer u et v par le systéme:

w g w w g
oy p’ Bw+ay"" '
La fonetion g(C) correspondante admettant des dérivées partielles du
premier ordre confinues, on aura

v +4in = H(E) + 21—/ H() + G(g).

D
Posons H{z)i= H (z, y) + iH (», y) et remarquons qu’'on a:
) H o(8) 4 b(s)H,(s) = c(s) -— ols)Gofs) — bls) G (s)-

Le probléme relatif & H(z) est done un nouveau probléme d’ HiLBERT.

Dans tout ce qui précéde on a supposé p=0; le cas ot p=0 est
singulier,

Supposons, comme dans l'autre exemple, I'existence des dérivées par-
tielles pour X et Y.

I1 faut d’abord que %;—l\ ——gz = 0. Ensunite on remarque 1 équation
ou v . .
w T 0 ne détermine pas uniquement u et v.

Ces deux exemples montrent que les restrictions imposées par !’emploi
des équations aux dérivées partielles dans les problémes relatifs aux milieux
continus, ne tiennent pas 4 la nature intrinséque de ces questions.

La méthode que nous venons d’employer s impose d’elle-méme et suit,
pour ainsi dire, la voie logique et naturelle du phénoméne exprimé par les
relations globales initiales.

DEUXIEME PARTIE

6. Le cas de 1 espace offre une grande analogie avec celui du plan,
bien qu’il fasse intervenir certaines transformations de méthode et quelques
restrictions dans la généralité des surfaces et des conditions aux limites.

Montrons d’abord que les équations générales' se réduisent & trois, sous
des conditions semblables &4 celles que nous venons d’imposer dans le plan.

Supposons que les forces massiques X, Y, Z soient bornées et intégrables
et que les composantes des efforts: X, Y,, Z,, X,, Y,, Z,, X,, Y,, Z,
soient continues.
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Les théorémes généraux donnent pour toute surface fermée o, douée d’ un
champ continu de normales, limitanf un domaine o, les relations suivantes:

22

g jﬁaXi +BX, -+ 1K da — [[[eX do =0
(13)

( } + BlyZ, — 2Y,) + (yZ——z} c—// WZ — 2} )dw = 0.

3§

Dans les conditions ol nous nous sommes placés, il est évident que
I’ application de la formule de GREEN est impossible.

Faisons appel & la dérivée extériewre, qui est définie dans I’ espace par
la relation:
(14) j'/'(ap + BQ 4 yRydo = M”Hdw

[

ot P, @, B sont continues, H bornée et intégrable.

11 est facile de prouver que, M2, ¥, 2}, étant une fonction qui admet des
dérivées partielles du premier ordre continues, on a, en vertu de (14}, la
relation: ‘

" o al ~ aA
(15) f ]A(a}?+ 8Q + yR)do = / /] (m +PE4Q R E—z)dw.
Or, les équations du moment résultant s’ écrivent facilement sous la forme:

/ﬁy(aZi - BZ, +1Z,) — #(aY, + BY, 4y Y,)}do = I/M/./:a(yZ - 2Y ).

2 W

¥

Mais on a, en vertu des équations de la résultante générale, tenu compte du
fait que les fonctions z, ¥, 2, sont des fonctions A et de la relation (15):

[foez, -+ 82, -+ vz)d5 = || [eyZ + Z)dw
/ /z(oz Y, +8Y, + yY,)do = f[/{sz—i— Y,)do

et par conséquent:

¥, — zyaw =
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ce qui entraine, & cause de la continuité de ces deux fonections, 1" identité
Y, =7,

et par permutations, les analogues.
L’ introduction des notations consacrées:

Y, =72, =T; 72, =X,=T,; X,=Y, =T,
X,=N,; Y,=N,; Z,=N,

conduit aux équations générales sous la forme suivante:
| -/‘j'(“NA + 3T, + yT,)ds :'//]deu)
(16) | fJly 4 BN, 4y T )do = [[[eY do

/} (@T, 4 BT, + vN,)do = // o7 do.

Nous allons montrer dans la suite comment on peut les utiliser dans
divers cas tirés des applications.

La méthode qui sera employée exige quelques développements préli-
minaires.

7. Etude d’un systéme d’équations aux dérivées partielles. — Soient
s by, by, b, des fonctions continues admettant des dérivées partielles du
premier ordre continues dans un domaine V.

Formons les combinaisons linéaires

&
:

s 0 g —

Ty e T
\ 04’1 +% 0‘?3 :m‘z
oy £

by e 3

[y s %2
et o e

\/ 0%y 4 obe __?‘\_!’i: iy

Par I introduction du symbolisme des matrices, on peut les envisager comme
un opérateur, ce qui est recommandable au point de vue de la simpliciié et
conduit, en plus, & une série de formules fondamentales qui établissent com-
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me 'a montré M. Gr. C. Moisit (‘). une analogie trés remarquable avec les
formules de Cavcry, on de M. D. PouprEIU relatives & la dérivée aréolaire.
Il n’est peut-étre pas inutile de rappeler les points essentiels du ecalcul
symbolique (%), dont il sera question dans la suite.
On désignera 1’ ensemble des quatre fonctions ¢,, ¢,, ¢,, ¢, par une
seule lettre et on 1'appellera demivectenr. 1Tne matrice telle gue

1

Tao T2 Tz Tu
\, Tor Yoz Yz Yo
Yoo Tse Ysz Yau
B Yar Taz Tis Tas |

sera désignée par une seule lettre v.

Le demivecteur
1

i = 2 Yisn =123 4
sera le produit de ¢ par y.
On écrira
¢ =19
Soient y et A deux matrices. Si Von a: ¢ =1y et ensuite 8 =)y, on
pourra écrire 0= pd avec p = iy; cela veut dire que
iy — X )‘7471]0 (Z, k= 1, 2, 3, 4.)
j_
La matrice unité sera désignée par e

i

100 0]
§0100
“Zjoo toyp
;0001\

L’ introduction de e s'impose pour 1" homogénéité des formules. Ces con-
ventions admises, par 1’ introduction des matrices:

101 0 0 (O 0 1 c0 6 0 10
\100 ol 0 001/’ _\o 0 —1 0_)
=00 0—-1""'1 000 T 01 00,
'001 OS -0—1005 (10 005
{t) Voir Gr. C. Moisir, « . R. de I"Académie des Sciences de Paris », t. 191, p. 984

ot p. 1192,
(%) Voir Gr. C. MoisiL et N. TaroDorEsco, Sur une extension dans Iespace de la
théorie des fonctions analytigues, (<« Mathematica », Tome V, Cluj).
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le systéme (17) peut &' écrire
B ? 7 .
(fxé%'*‘“fyé?’ -+ Yzaz)"p =W,

Jela met en évidence une opération symbolique qui, appliquée au demi-
vecteur ¢, conduif an demivecteur W.
Posons
G 4 2
D=y, aw Yz/@‘*_ Yaygs
done remplacgons (17) par

(18 DY =W,

On peut envisager D comme un produift scalaire des vecteurs symbo-
. o 9 0
liques oy e et Yo, Yy, Vs-

Admettons pour un instant que ¢ ait des dérivees partielles du second
ordre continues,
Cela nous permettra de démontrer qu’on a:

! B‘FE B‘Ifg 811"4 o
w Ty T =A%
&Y i3 Lo
ka2
(19) b
P Ty T — g,

oy 02 %
oWy W, | W,

R

c¢e qu on peut éerire, & 1’ aide des matrices:
p s

01 00 001 0 ‘00 0 1
_(10 oo/_ gooo—J “\o o10f
“:]0 0 0 1‘YW:)10 0 o *Tio—_10 0]

00105 010 ﬂ (1 ooo)

sous la forme
S0, T @ T by
(Yx'é& vy o + Yz5;>m = eAW.

Posons
On a donc:
DV = AY
ou bien,
DD = DD = eA

Annali di Maltemaotica, Serie IV, Tomo XI. i4
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on méme temps, on en tire:

| Yave =11y = Yors =

(21) _ _

? Yoy + Ywa - Y?ﬂ’z + YzYy =Y¥e + YaTe =0
et
(21/’ ‘ fm\'w""fy(y*—'}'z)’z——e

Yaly & Yule = YoTs + Tely = Ya¥o - Ya¥z = O.

Si {#y,, #,. u,) est un vecteur, le produit scalaire symbolique, sera
désormais désigné par

{UY) = WY + Uy Ty 4 1575

Il est & refenir I’identits

(22) (uY)(oy) + (wy)my) = 2efuo)
ol

(W0) == U,V - 0, + W0, .
De méme
(22) (wy)(oy) + (wy)ery) = 2e(uv).

Cela étant, on peut établir quelques identités fondamentales (') concernant
les opérateurs introduits

(A) On a pour toute surface fermée o, limitant un domaine o intérieur
a V: ' y
23) /](ny)wc + | j/'pq)dm =0

o n est le vecteur unité de la normale & a.
En particulier si DY =0, il 8’ ensuit que:

(24) | /ﬁm Joda = 0.

Ces deux relations généralisent les formules de CAucHY et de RIEMANN qui
se trouvent a la base de la théorie des fonctions
(B} Les composantes de ¢ peuvent se veprésenter par la formule

(25) hU ‘(JP.7) nMﬂq)Md M_F_]IJ(MPy}Dq)Mdm.

MP3

ot la surface X est supposée douée en chaque point d’une normale unique,
P étant un point de Q

() Gr. C. MoisiL, loe. cit.
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{C) On o les relations:

(26} [Jinids =0 et [[tmrias =o.

2 2

(D) Si ¥ on suppose DY =0:

- " (ﬁ/—I—IB )(nM() . . .
{27) ] / T budoy =20, si P est extérieur a o
de méme
29) MP-v) (BIP- v}y 1) o 0 si Pest extérieur & o
- 4" j MPp: M= ]¢ si P estintérieur & o
et

(V) (BLP 0 0 si P est extérieur & o
o 4<W// MP? ~ |e si P est intérienr & o.

Dans ces deux derniéres formules les roles des v et v peuvent étre intervertis.
Supposons maintenant qu’ on considére les relations (17) comme un systéme
d équations définissant les fonctions ©; ef bornons-nous au systéme homogéne

(29) D =0.

Les intégrales de ce systéme peuvent étre représentées, en vertu de (2b), par la
Jformule

. ﬂ[l’ "() HarY)
(30) j f ] dudoyu

lorsgw’ on en conwnait les valewrs sur Z.

Cela montre, en plus, que ces intégrales sont analytigues, auquel cas en
vertu de la relation DD =eA, qui s’y applique légitimement, elles sont des
fonctions harmoniques.

Pour éfre rigoureux, il nous resterait & monfrer que réciproquement,
tout ¢ exprimé par une formule telle que (30) est une intégrale du systéme (29).

Or cela est trés facile.

Supposons donné un demivecteur arbifraire, dont les composantes
Wyi=1, 2, 3, 4) soient des fonctions simplement continues sur la surface.

Une expression de la forme:

5 (IV[P ) “MY do
P i M M
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représente dans le domaine @ des fonections analytiques de P. comme les

, . M’P
fonetions
MP3

Calewlons D{ par dérivations, ou mieux calculons

pea) }//Dtpd(!) - --—./y’(ﬂzpy)kppdﬁp.
On aura:
1 (WP rgr )
A = i—rzjj(’iip“{}dﬁp /j —*—Z"I}TZE{-—* ‘DM(?GM

P

MP. i
jj U {%F;}I(P* 2 dor J(”MY}WMLZGM.

S

Or, d’aprés la formule (28), I’intégrale relative & o (intérieure a4 X} est
nulle; donc 4 =0, et par conséquent Dy =0 aussi:

Il est bon de remarquer que ¢ ainsi obtenu est une intégrale de Dy =0
dans @ ouvert, et qu on ne saurait rien dire de la facon dont il se com-
porte sur X.

8 Extension du théoréme de Morera. — Complétons ces résultats par
un théoréme dont I’importance au point de vue de I'intégration du systéme
se fera voir dans la suite.

On sait quels services rend le théoréme de MoRERA en Théorie des
Fonctions. Nous 1’avons d’ailleurs employé dans la premiére partie de ce
travail.,

On peut dire qu’il sert & partager la classe des fonctions continues
P +-iQ en deux parties, en discernaut les fonctions holomorphes d’une part
et les antres de ’autre part. En d’aufres termes — et ¢’ est ici le point .in-
téressant pour nous — il caractérise les intégrales du systéme de CAUCHY.
La proposition, dont il sera question, est appelée & généraliser & ce point
de vue le théoréme de MORERA.

Elle &’ énonce comme suit:

Soit un demivecteur ¥ de composanies conlinues dans wn domaine V.

Si pour toule surface fermée o, douée d’un champ continw de normales
intérieure & V, on a la relation:

(31) j/(%MY) MdCSM == O

i
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les fonctions b sont analytigues en tout point de V ef satisfont aw systéme (')
D =0,

Soit T une surface intérieure & V, fermée, dousde en chaque point d'une
normale unique et soit & le domaine qu’elle limite. Calculons I'intégrale

TRty )
IIJY' _— — 178 "b d ; .
P U aps | Tmeou

pA

A cet effet, décrivons la plus grande sphére o, centrée au point I’ et de
rayon g, telle que pour ¢ positif arbifrairement donné, on ait

[dpr — dp| <<€ pour PP <.

Désignons par o, le domaine sphérique limité par o,. Le rayon ¢ une
fois fizé, on peut partager le domaine en un nombre fini de régions telles
que dans chacune d’elles il existe au moins un point ¢ tel que |bg — Pg| < ep?,
quel que soit le point @ dans la portion envisagée ou sur la surface qui la
limite.

(7 est une propriété qui résulte de la continuité des fonctions ¢;, compte
tenu du fait que p est déterminé et fixe pour o, donnée.

On peut, en particulier, réaliser cette subdivision & 1’aide d’un nombre
fini de cubes de diamélre inférieur & p, parmi lesquels il en existe qui sont
écornés soit par X soit par o,, car il est clair que si la propriété existe
pour un cube d’un diameéfre r;, elle est d’autant plus valable pour un
diameétre inférieur.

Calculons

MP y) nM 1)
— || e dox
j J e ymde

qui peut 8 écrire

MPy{n v}
= j j P oy + 4

en vertu de la formule (28)
On a done

(T dnp| < 5 U\ (JP-y)nary) | dax < 144z,

Go

(!} Ce n'est qu'un cas particulier d’un théoréme que nous avons établi pour les sys-
témes d’équations du type elliptique envisagés par M. Gr. C. Moismn. Voir N, Tekono-
RESCO, Sur les systémes de Dirac du type elliptigue. « B. Lincei », vol. XIII, 1931.
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Soit w, un des cubes de la sobdivision. Soit @ le point tel que
n Y P q
by - ba ] 7 e quel que soit M dans o, ou saur g,. Le triangle MPQ

fournit Ia relation

MP? = PQ* 4+ MQ* — 2P(Q-MQ cos « jo = — MQP)
ou hien
" MP\* MQ\{ Mg . 7o
—1 ( ) z,.~>~_-_1 ) O
(PQ') + PO (P() o & + PO
avee o
A= g{? — 2cos o
PQ

Or, MQ < PQ, puisque d’une part @ est extérieur & o,, et d’autre part les
diamotres des cubes w,, sont inférieurs & o ('),

Done
g

PQ

On peut alors écrire, en vertu du théoréme des accroissements finis

— iy FF6 A2 e & AT s %0
(£>:<1 ) ﬂ) :H‘i}*(ufg e) X et

<1 et |X|<3.

2 70

-

On a d ailleurs I’identité sunivante

np P > — — — [ P \*
_147_-_~_§_’;€2_+i avec @:MP%—PQ(%& .
Mp: PQ3 MP3 PO

En vertu de la relation ci-dessus

T =10 4 (1 Y MZ) ' M9 By,

P

4

Cela établi, calculons

MP- W) 1MP
I, M] ) (MP-x)r g 7) oy _ij -Y) "MY (W Dehdon

MPs3 MP3
Sp 9
PO-v)(n ? (137 7)

“}j 17- (q)M— dboldoy -+ /[ M 1w — ooy

Sy Sy

- 112 J——
51 Mo TG (POv)ny)
+4- A5 == ) =t . L —
jj< P0, PO P P boldow
Sy

= ih + ihl —+- Z'h,/,'

{1} Cette précauntion n’est pas essentielle. 11 suffit de remarquer que % est toujonrs

borné, quand on se donne g,.
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La premiere de ces intégrales est nulle pav hypothése, pouvant étre écrite
sous la forme:

ih i M]TQ% ]-/ %MY 'TIM‘ \l)Q)dGM
Sp
D’ autre part

iy L_NHM@ Yinary)| ‘*)MP*’?’ doy < 144\/3elh//dsm<8b4\/35wh

Sy, Sy

en désignant par w, le volume du cube et par I, son coté: en effet MP =¢
et dans w,, |$x — g} < eg®. En plus, MQ < diamétre de v, =1, V3.

De méme
Gh f’;,
< 61144 Y Sew,,
car
BT LN S Sy
| 70 |

Il &' ensuit que
| T, | < B76 V3e.80,.

Le méme raisonnement appliqué aux portions écornées donnera facilement
| Ly | — D76 V380, + Silye

Sy étant Iaire de la portion de X -+ o, qui traverse le cube w,.
En ajoutant ces inégalités, on voit que:

| Wp —dndp| < 576 \ 3(8Q + 15

! étant une limite supérieure des [ et S désignant 1 aire de ¥ - o,.

Or, le premier membre étant une constante indépendante du nombre e
et de la division faite, tandis que le second membre, par le choix convenable
de ¢, peut étre rendu aussi petit que Ion veut, il en résulte qu’on a ri-
goureusement

Wp=4Andp
et par conséquent

(I)MdGM .

4) ~—i (MP Y}(“MY)
Pmérv/ TIP3
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Or, cela exprime d'une part que les fonctions ¢; sont analytiques au
point P, et d’autre part par I application de 1'équation (31) que D =0,
donc que le demivecteur ¢ est une intégrale de ce systéme.

T

9. Sur le systeme qui s’introduit dans la détermination des vitesses en
fonction des tourbillons. — La détermination des vitesses en fonction des
tourbillons conduit au systéme bien connu

s v ou v o
———=2F etc. =44 —=0
oy 0e E ox + oy oe
avec la supposition
o oo, 08
P 2y + e 0

qui restreint la généralité des donndes.

Nous nous proposons de vemplacer celte condition par wuwe auire plus
générale de la forme:
132) [l - -y Qs = 0

=2

pousr foute o tracée dans le miliew fourbillonnaire, en supposant foutefois que
les &, 7, C soient continus ef qu’ils salisfassent & des conditions de Hoélder
telles que:

|§(P) — &P)| < kPP 0 < a=1).

Il n’est pas difficile de construire des exemples qui mettent en évidence
le fait qu'une condition intégrale de la forme (92) est plus large que celle
qui exprime que la divergence est nulle.

En effet, soient a, b, ¢, trois fonctions bornées et intégrables dans un
domaine V.

Posons

A :LU%’ do; B :/g/?—’ do; C m]lj; do

o =alz, ¥y, 7), le point @, ¢, ' décrivant un domaine Q intérieur & V et r
désignant le rayon vecteur

r=Vi@g—a) Uy —y)+ (-7

On sait que les potentiels 4, B, C, sont continus dans & ef qu’ils y
admettent des dérivées partielles du premier ordre mais que les dérivées
secondes n’ existent pas sans condifions supplémentaires.
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On a pour toute surface s s’ appuyant sur un contour y la formule de
StokEes, done pour toute surface fermée

//{ocP + BQ 4-yR)ds =0

7

P= jﬂ(a—; )dwetc

mais les fonctions P n’admettent pas de dérivées partielles et, par consé-
quent, la divergence me peuf pas éfre construite.

Cela étant, abordons le probléme relatif aux tourbillons, en supposant
que la paroi est une surface réguliére telle que le probléme de NEUMANN X
soit possible, ¢ est-a-dire:

1. En tout point de Z il existe un plan tangent déterminé.

2.0 Autour de chaque point de I on peut décrire une sphére de rayon
asez petit mais déterminé, de telle facon qu’une paralléle 4 la normale & X
puisse rencontrer la surface a 1’intérieur de la sphére en un seul point.

3.0 I’ angle aigu 0 que font les normales & £ en deux points satisfait
4 la condition

aveg

b < ar,

@ = indépendant des deux points, r, = distance des deux points. X peut
étre animée, & la rigueur, d’un mouvement connu.
La condition & lo paroi est de la forme:

au 4 v +yw = [
avec

”Uafdc = 0.

P:%jg’}’gdw; Q:%g"?dm; Rzﬁ%/ﬂ“%dw

Nous montrerons qu’ on a:

Posons

] oP aQ R /e €Y
(33) ww oy +az _2113]]“" r dw.
A

P13

En effet, tracons dans @ une surface fermée ¢ limitant un domaine .
On sait que P, @, R, admettent des dérivées partielles des deux premiers

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 43
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ordres et qu'on a
AP = — 2¢ ete.

si, bien entendu, on suppose |’ existence de la condition de HOLDER imposée.
Entourons ¢ de deux autres surfaces assez voisines g, et o, respective-
ment intérieure et extérieure, désignons par w,, o, et w,, les domaines:
intérieur & ¢ , compris entre o, et X et compris entre o, et o,.
Calculons

M :]]iaP-i— BQ + vR)ds :ff/(g +-§§ +§i§)dw.
M:%‘;/{?f{m{)f £ do + ny} dm-{-y/;/)]gdw}dc

Dans les domaines o, et w,, on peut infervertir I'ordre d’intégration, ce qui
va donner successivement pour les confributions de ces domaines

M = %ﬂj[&’ff% do +- n’ff% ds + C’f/;dc}dm.
fd = 55707/0

malgré la présence du pole » =0 (').
Done

On aura:

Or

o [l s -2

1= 5 ]

Maintenant, si "on fait appel de nouveau a la dérivée extérieure de
M. CARTAN, la forme

si I’on pose

af + v+ y€

a, d’aprés I'hypothése faite, la dérivée extérienre nulle. D’autre part la
fonction A admet des dérivées partielles continues.

Il ¢’ ensuit que la regle de dérivabilité d’un produit 8"y applique.

11 vient donc:

M, = [[re + B + Qs =|[[ (€ T 4 5+ € o

{Y} GoursaTt, tome III, p. 272.
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Un caleul analogue relatif & M,, va donner
M, = | [MaZ + B + 0o — | [MoE + B -+ 10)do.

Enfin remarquons que la contribution du domaine w,, peut éire négligée
par le ehoix convenable des deux surfaces s, et o,.

En méme temps, puisque A est continue, les intégrales relatives a o,
et o, différent par une quantité qui tend vers zéro lorsque celles-ci tendent
vers o; elles se détruisent donc mutuellement, de facon qu’ on aura ri-
goureusement:

M = [[Mek - B 4 Q)do = o [f{e& -+ By -+ 0 [[[%
p3 p w

L [[faof[ 5 g
o )3

Par conséquent

(f[eP , 89  oR 1 [laE+By-+v{ —
ﬂ/ [806 R Qnﬂ ¥ dc}dw_ 0
w p
quel que soit w, d’ott le résultat annoncé.
Posons

5] i - -
(34) Hiz, y, 2) = / f BT g
z

H est un potentiel de simple couche, donc une fonction harmonique dans
tout 1’ espace (X exclue).
Posons encore:

% :aigﬁég' »w.a_._Pi_, a'_R' 4 »—6@ bP
i oy de ’ 77 B g’ LT oz

On aura facilement
oy Buy 00
o oy E
i, _1(@_ _@)_ﬁaﬁpﬂaep_«eﬂ S S
ay @ o ar? T g A =&t 2%

&y 2

Or, la fonction H étant harmonique, div {grad H) =0, ce qui permettra,
d’aprés les propriétés classiques, d’en mettre le gradient sous la forme d’un

tourbillon, par les formules RH 0wy 0y

w =y e ol prenant par exemple
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Il 8" ensuit que:
oy — i) oWy — )
2y P2 —
oty — o) | Bva—o) | Bl — ) __

X + oy + 02

[
#YY
@

Retranchons ces relations du systéme proposé, en posant
wA-u,—u,=U, v+v,—o, =V, w+w, —w, =W
11 viendra
W AV oU oV oW

‘é*y‘”_“éézo ete. & ta ta

Posons encore
9 0 i
U= (; ;o V== a ;0 W= iy
ox oy 0%
La derniére équation du systéme devient

A6 = 0.
Or. on a:

al -+ BV W= = 1 (an, + Bu, -+ vivy) — (o, + S, 4+ yie,).

dn

Ce qui raméne le probléme & un probléme de NEUMANN relatif a la
fonetion 6 ().
Lia condition de possibilité est remplie puisqn’elle se réduit a

fds =0,
Qfd

On en déduit rapidement les valeurs de u, v, w

S 1] T | R

10. Intégration du systéme Dy = 0. — Supposons qu’on connaisse sur I
les valeurs de ¢, et une relation de la forme

a, + By +yd, =71

f/fdc:()

avel

('} La réduction du probléme des tourbillons & un probleme de NEUMANN a 6té rdalisde
pour la premiére fois par STEKLOFF.

Récemment, M. G. BouL1GaND a envisagé le méme probleéme & un point de vue global,
ce qui permet de considérer des surfaces I extrémement générales.
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Intégrer le systéme revient & fraiter le probléme des tourbillons en
supposant

95____% Dy — TR
T ax? iy

car la connaissance des valeurs de ¢,, sur X détermine directement cette
fonction qui — on a vu — doit étre harmonique. L’intégrale sera de la
forme (34), H étant ici

/ "1 dq“

/ dn o

Cela suppose bien entendn 1’existence et la continuité de (flf:

Or la surface ¥ a été6 choisie telle qu'un potentiel de double couche
admette des dérivées normales continues, ou bien que ¢, obtenu par un pro-
bléme de DIricHLET, en admette aussi {!).

11. Etude d’un demiveeteur. — Soient W, , W, W W, quatre fonctions
bornées et intégrables dans Q; définissons le demivecteur y par la formule:

Les composantes de y, étant des combinaisons linéaires des dérivées du
premier ordre de divers potentiels newtoniens, seront des fonctions continues.

En plus, on peut montrer, en vertu de certaines inégalités de Korx (?)
que les y; satisfont & des conditions de HSLDER. Tracons dans & une surface
réguliére o, limitant un domaine w.

Calculons

I :/ﬁ%PY)XPdGP.

A cet effet, répétons le raisonnement fait dans le cas du plan, en
entourant o de deux autres surfaces o, ef g,, limitant les domaines v, v,, ©,,
dont il a ét6 question A différentes reprises.

s . 1 .
Dans les domaines w, et ©,, la fonctiou = restant toujours bornée, on

(!) Consulter a ce sujet le mémoire de STEKLOFF (« Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse », t. II).

(*) Voir par exemple H. VILLAT, Théorie des tourbillons, p. 242,
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pourra faire l'interversion d’ordre d’intégration. On aura

MP? !

%

T Wy

,‘,‘(’ﬂ/P"()dO'P U/@% Wy dwy :j” { “ V.’{’YNMP 1) dcp Pydoy

= 4me U'fdemM,

9

en vertu des identités {28).
De mame

%PY \op ] j j (P «n Wyrdoy U/ { U“’_P,Q_W_PJ) dap]ufdeM: 0.
N MP3

Quant & la contribution de la portion comprise entre o, et o, elle tend vers

zéro, lorsque ces deux surfaces tendent vers o.
Un raisonnement facile conduira & la relation

(37) ﬂ"(uﬁ)xpdcp +v['/]é@“deﬁz =9

W

pour toufe o.

Il est bon de remarquer !’analogie de ce résultat avec celui obtenu
dans le cas du plan.

La méthode que nous allons suivre pour traiter les problémes & trois
dimensions, aura aussi beaucoup de caractéres communs avec celle que nous
avons exposée dans la premiére partie.

12. Intégration &’ une équation fonetionnelle. — Supposons gqu’on con-
naisse dans Q les composantes bornées et intégrables d'un demivecteur W.
Nous nous proposons de déterminer le demivecteur continu ¢ tel que

(38) ff('npy)a{} pdop 4 jﬂ;@"mde =90

en supposant en plus que sur X, on connaisse les valeurs de ¢, . ef qu'on ait

aty -+ B, - yd, = f.
A cet effet, retranchons Videntité (36) de I’ équation (37). On aura:

[fimeride — xeldor = 0.

Or, la fonction ¢p=={¢p— ¥p est continue. En vertu du théoréme de MORERA
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que nous avons établi plus haut, on aura par conséquent
Do=0

le probléme proposé est donc ramené & I’ intégration de ce systéme.
Remarquons que yp étant continu dans fout 1’espace on le connait
parfaitement sur 3.
On aura done
¢, == ¢, — ¥, == connu sur I
et
29y 4= By + 19, = [ — (@), + By, + ¥X,) = connu sur I.

Pour que le probléme soit possible, il faudra que
fdc ——]/ W + By + 1) = jj W, do.

Dans ces conditions, on a une solution unique, obtenue en écrivant

(39) $p == pp + Jtn/!/v/ MJ{[II)D‘:,’ Wyrdwyy .
L’ analogie entre cette formule et celle que nous avons 6établie dans la
premiére partie, ainsi que le parallélisme des deux méthodes montre que le
symbolisme employé est utile et naturel.

Nous allons appliquer maintenant toutes ces considérations a deux
problémes relatifs: le premier & un corps élastique, le second aux petits
mouvements permanents d’un fluide visqueux.

13. Un probléme d’équilibre relatif aux ecorps élastiques. — Comme
application des principes et méthodes précédents, nous allons traiter deux
exemples tirés de la pratique.

Commencgons par le probléme suivant qui se rattache & 1’ elasticité:

Dans un miliew élastique Q limité par une surface (réguliére aw sens du
probléme de Newmanwn) on connail la distribution des forces extérienres X, Y, 7
supposées bornées el intégrables.

Posons

oy B
oy P 27 -
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Supposons connes sur X denx relation telles gue

(40) vy P Y =T
Do —+ gv -y ==

ainsi que les valewrs de lo fouction Y ().

Cela posé, nous allons déterminer lo distribution des déplaceinents (et des
tensions) quw’ on suppose continus et o dérivées partielles du premier ordre
conlinues.

Revenons aux équations générales d’ équilibre 4’ un milien continu. Posons,
pour étre dans le cas d’un corps élastique qui suit la loi de HooKRE

; Ny=—26—2p2% .
) T =— P(g‘j;+g%) E=1 +£; -—E“::V.
On aura:
'U‘[oc()\e + 205 + B "“) + (% + M)}dc — j } /pXolw
ou bien ’

Jla oA S
s (a2 2t = e
4 o
Or, les intégrales telles que

) ev v .

H(aa—y—w a;)dc =0
v

par 1 application de la formules de SrTox®Es & un contour parcouru deux

fois dans des sens opposés.

Les équations ci-dessus deviendront par la suite:

—

f w, + B, — Yy)do = _’/;’/.’/;de

(&)

(— ey 4 By - yby)do = —Mv) do

—
[
[y
—
r\ P\
qk\ an,

[iah, — B, + v,)do = — [[fvza

Q

() =, B, v étant les cosinus de la normale intérieuve.
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auxquelles il faut adjoindre la condition

(42) U(w B, + b ds =0

qui exprime le fait que le systéme

ow o
A ¢, ete.

est compatible et qui remplace la condition classique, comme mnous 1’avons
fait voir par ’emploi de la dérivée extérieure, qui nous a permis de nous
affranchir de 1’ existence des dérivées secondes des fonctions u, v, w.

Or, le systéme d’ équations fonctionnelles (40) et (41) peut & écrire sous
une forme condensée & 1’aide des matrices introduites.

On aura:

ﬂi’np«()q@dcp + MedemM =0

en posant ¢ pour le demivecteur ¢,, ¢,, 4,, ¢, et W pour le demivecteur
0, vX, vY, vZ.

Or, Vintégration de cette équation est immédiate.

On en connait en effet 1’intégrale particuliére

R i
P= {jj 5 Wydwy.

Cela réduit la recherche du demivecteur ¢ a celle du demivecteur ¢ =¢ — v,
satisfaizant & la relation

MU(%PY)CPPdGP =0

G

ef par conséguent
Do = 0.

On aura comme conditions aux limites

2, =, — ¥, = connu
a9, + ﬁf"§73 + 19, = f— (o, + By, + YX4 = connu.

Cela déterminera d’abord ¢,, puis par un probléeme de NEUMANN, on aura
les autres composantes.
La condition de possibilité se réduit ici a:

y'fdc =0

Annoali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 16
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car on a pour toute a

[k, + Bt + txdds =0

et par cuntinuité {car y est continu dans fout I’ espace)

[ e - B + va,)eds =0,

z

Les fonctions ¢,. ¢,, 4,, ¥, satisfont & des conditions de HOLDER.
Obtenir les u, v, w, revient maintenant & intégrer le systéme

g w a

ar oy Uae  I4-E
dans la supposition <= — 1.

(Cest un systéme qui ne différe pas essentiellement du systéme des
tourbillons dont nous nous sommes occupé. (’est le méme probleme, dans
un fluide compressible, dont on connait la dilatation en chaque point.

La condition (41) montre qu’il est intégrable, compte tenu toutefois des
conditions de HOLDER qui assurent 1’ exisfence des dérivées.

On aura ici:

. 1 oy + B + v
H—_H/I‘L—;‘a’—‘ldc.
p

X étant convenablement choisie, H aura des dérivées normales

; E 1

. e
f}(i’i,f.—’—-"ﬂ 1)dw ete.

0% oY 53}76;'/

Q
P 0 b mm [

R 9
" = oy oe

@D

ef en posant
U= u + u, — u, etc.

et ensuite

5]
U= a— efe.
or

la derniére équation donnera
¢

A — L.
A—1+g'
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Posons
9 — 1 ¥ g, A8 — W
0= — g1 +§)<Ug/ L A0, =0
En posant ensuite
P=6—8,.
On aura:
AD —0
avec
° 7 | de,
T =g (o, + B, - yw ) — (e, + o, 4+ yw,) — L.

La condition de possibilité se reduit ici &:

oo o=
p Q

Nous n’insisterons plus sur le cas §=-—1, ainsi que sur les différences
qui existent entre la nature du probléme posé ef celui qu’ on se propose
d’habitude sur le méme systéme.

14. Les petits mouvements stationnaires 4’ un fluide visquenx. — Occupons-
nous enfin d’un fluide visqueux en mouvement permanent et lent au voisinage
d’une position d’équilibre.

Supposons-le limité par une surface X réguliere comme ci-dessus et soumis
a U action & un champ de forces X, Y, 7 borndes el intégrables.

Posons:
(‘t3) u(%"—%%)n%; u(Z—Z~Z_—;”)=%; u(%—%gh%
e
p=1,.

On aura, le fluide élant incompressible :

A B
Supposons donnédes sur S (qui peul élre en mouvement).
1°) la pression p,
une relation exprimant la vilesse normale,
20) au + fv+yw=g
une relation exprimant le fowrbillon normal,

80} ad, + gq)s “+ 1, =
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Reportons-nous aux équations générales.

On aura:
ou
N —pn . D2
Ni =P Ht—Law vase
giv ov
Ti == 9(5:;; +“5;’> weeo
D’ou

/}{a(p — Zu%) — By @—;3' +—‘§g\) — (2% +- %@)Jdc - ._‘Q]’pmm,
Ou bien
[l veelG =5)

+2;x[[<os—— %}dc -} 29[[(@(6}—?“ @23’ :—[[/onm

En remarquant les fermes qui disparaissent ef en passant aux nofations

»(%’2%35)]46_.2,4/ @1; __+aw)d

proposées, on aura:

/}ab 4 B, — v, )da—f—f/]omww
(44) [(_oub B, 1, )da+/ffpmm~

A/f(“’wbs — B9, + 1d,)do + | /pZdw ==

22

auxquelles nous adjoindrons la condition de compatibilité du systéme (42), savoir

45) JJleb, + 88, 4 vb)do =0

3

qui remplace la condition classique de la divergence nulle et qui la géné-
ralise, au sens qu’elle permet de renoncer & considérer les dérivées partielles
des fonctions ¢,, 4,, ¢,, J, comme nécessaires pour la possibité du probléme;
cela fait en méme temps que 1 existence des dérivées secondes des u, v, w
ne soit plus exigible et réduit le probléme qui portait sur des équations dun
deuxiéme ordre & un probléme concernant seulement les dérivées premidres.

L’ intégration du systéme d’équations fonectionnelles (43), (44) est immé-
diate si on 1’écrit sous la forme condensée

f[(npy)%dcg + M’em‘deM =0

a

ot $ désigne le demivecteur ¢,, ¢,, 4., &, et W le demivecteur 0, oX, oY, pZ.
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On a une intégrale particulidre par la formule:

— L[ ety
XP—L*IJJJ Fri dewM
[

ce qui réduit le probléme & 1 obtention d'un demivecteur ¢ =¢ -y, et
vérifiant le systéme
(46) Dy =10,

Les conditions aux limites se transforment aisément en les suivantes:

%, =p — ¥, = connu
ag, + B, + v, =[ — (2, + BY, + 7¥,) = connu.
Cela fait connaitre d’abord ¢,, et puis par un probléme de NEUMANN, les

aufres composantes,
La condition de possibilité se réduit a

=t

¥

2

car on a pour toute surface o

H (axs + Bxs + Ys)do =0

o

et par continuité, compte tenu du fait que yx est continu dans tout le plan
Jfleke + Bro + x)da =0
s

Les fonetions 4, ¢,, ¢,, b, , satisfont & des conditions de HbLDER.
Déterminer u, v, w, revient maintenant & 1’ intégration du systéme

o v by, 0w o by 08 dw G,

ay 2w’ gz e p’ o oy p’

avec == 0.
Ce systéme est celui qu’on rencontre dans la théorie des fourbillons.
Il est compatible, car on a:

Jfles 4 B4, + 19 )ds =0

les fonctions J,, ¢,, ¢, étant dans les conditions du probléme que nous
avons résolu.
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On aura iei:
H = ._1_/'/'@,2-#64’:3 PR
F

dumw /
3

31 al
1 (@H ) ;>
“,__;i;‘/jj ?—,g-é?f-—”‘a*?‘a;;d&}..- ete.
Q0

P = ; // '%‘%-f do... ete.
g

4
oR 00
T e ¢
Posons
U=un+u, —u, efc...
et ensuite

a
U= ® etec. ...
o

i
la derniére équation du systéme se réduit a

AO® =0

avece
ae

an =9+ (o, + Bu, 4 yw,) — (am, + B, -+ yaw,).

La condition de possibilité du probléme de NEUMANN revient &:

/Jgdc —=0.

Le cas olt p=0, conduit & une dégénérescence du probleme qui n’admet
plus une intégrale unique {8’il en admet une).

15. En conclusion, le but de ce mémoire a 6té de montrer comment on
peut se poser des problémes plus généraux sur les milieux continus, & I' aide
de certains algorithmes convenables.

Cela permet de suivre une voie bien naturelle et trés simple o les
restrictions s’ introduisent d’eclles-mémes sans changer la nature du probléme
gui doit vester global comme le phénoméne qu'il exprime.

Il est bon de remarquer que la notion fondamentale a été celle de
dérivée extérieure, dont on a fait un large usage toutes les fois que I’ emploi
de la formule de GREEN était dicté par les circonstances.




