Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

de 'espace de deux variables complexes

par Bris CarTaN ( Paris).

I’ objet du présent Mémoire est 1'étude des propriétés géométriques
pseudo-conformes des hypersurfaces de 1’espace de deux variables com-
plexes x, y: ce sont les propriétés invariantes par le groupe infini des tran-
sformations analytiques des deux variables a, y, transformations qu’avec
F. SEVERI, nous appellerons pseudo-conformes, pour éviter toute ambiguité
sur le sens du mot analytigue. Alors que, par une transformation pseudo-
conforme, toute surface est réductible soit a la surface caractéristique y =0,
soit & la surface lieu des points réels de I’ espace, les hypersurfaces admettent,
comme 1'a montré H. PoiNcarf ('), une infinité d’invariants différentiels
pseudo-conformes. Font exception les hypersurfaces qu’on appelle maintenant
hyperplanoides (*) et qu’ on peut définir comme des lieux & un paramétre de
surfaces caractéristiques. Tout récemment, B. SEGRE {’) a montré qu’a toute
hypersurface qui n’est pas hyperplanoide on peut associer une congruence,
ou famille & deux paramétres complexes, de surfaces caractéristiques, ou, ce
qui revient au méme, une équation différentielle ordinaire du second ordre
i’ = ofx, y, ¥): pour que deux hypersurfaces soient équivalentes au point
de vue pseudo-conforme, il est nécessaire: que leurs équations différentielles
assocides soient réductibles ’une a 1’autre par une transformation analytique
ponctuelle: on sait, d’aprés A. TRESSE (‘). raconnaitre s’il en est ainsi. Ce

{Y) H. PoiNcar®, Les fonctions analytiques de dewx variables et lo représentation comn-
forme (<« Rend. Cire. Mat. Palermo », 23, 1907, pp. 185-220).

() Cette dénomination est due & ALMER, Sur gquelques problémes de la théorie des
fonctions analytiques de dewx variables complexes {« Avkiv. for Math Astr., och Fys. » 17,
1922, n. 7, 70 pages}.

(3} B. Secrg, Inforno al problema di Poincard delln rappresentazione pseudo-conforme
(« Rend. Aecc. Lincei», 13, 1981, I, pp. 676-688); Questioni geometriche legate colla teorim
delle funzioni di due variabili complesse (< Rend. Semin. Mat. Roma », 7, 1931, parte II).

() A. Tressg, Délermination des invarionts ponctuels de Uéquation différentielle ordi-
naire du second ordre Y’ = w(x, ¥, ¥} (« Preisschr. Fiirstlich Jablon. Ges. », Leipzig, Hirzel,
1896).
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résultat, pour important qu’il soit. n’épuise pas la question, car deux hyper-
surfaces peuvent étre associées & deux équations différentielles équivalentes
sans étre elles-mémes équivalentes; d’autre part, méme si elles le sont, les
transformations pseudo-conformes qui font passer de la premiére équation
différentielle & la seconde ne font pas foutes passer de la premiére hyper-
surface & la seconde.

Je reprends la question directement comme application de ma méthode
générale d’équivalence (°). La résolution compléte du probléme de PorNcarn
me conduit & des notions géométriques nouvelles, au moins dans le cas o
I’ hypersurface n’est pas localement équivalente & 1’ hypersphére e 4-yy — 1 =0
on peut en particulier définir sur une telle hypersurface trois familles re-
marquables de courbes (lignes principales et lignes de courbure).

Le Mémoire comprend cinq Chapitres dont les deux derniers paraitront
dans un autre Recueil. Le Chapitre I expose rapidement les résultats clas-
siques relatifs & la classification des surfaces et les propriétés fondamentales
des hyperplanoides; il introduit d’une maniére intrinséque et plus simple,
me semble-t-il, que ne le fait B. SEGRE, la congruence de surfaces caractéri-
stiques associée & une hypersurface qui n’est pas un hyperplanoide. J'y
démontre enfin que si cette congruence admet un groupe @ de transformations
pseudo-conformes & # paramétres complexes, 1’ hypersurface admet exactement
un sous-groupe & r paramétres réels de G. J ajoute que la rédaction de ce
Chapitre a été beaucoup influencée par des conversations que j’ ai eunes avec
HENRI CARTAN.

Le Chapitre II a pour but de déterminer, par une méthode directe,
toutes les hypersurfaces admetftant un groupe pseudo-conforme G a trois
paramétres réels. Cette méthode repose sur la considération de la transfor-
mation infinitésimale imaginaire de G qui laisse fixe un point de 1’hyper-
surface. Lie probléme peut du reste étre posé soit localement, soit globalemment.
Doux hypersurfaces peuvent admettre globalement deux groupes localement
semblables sans étre globalement équivalentes. Si Iune d’elle -est simplement
connexe, la recherche de toutes celles qui lui sont localement, mais non
globalement, équivalenfes est ramenée & un probléme facile. Les hypersur-
faces sont classées d’aprés la structure de leurs groupes. Si une hypersurface
admet localement un groupe a plus de trois parameétres, elle admet localement
un groupe a 8 parametres, mais aw point de vue global, il w en est plus de

(%) B. Carran, Les sous-groupes des groupes continus de tramsformations (< Ann. Ee.
Normale », 25, 1908, pp. 57-194; Chap. I).
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méme. Je détermine toutes les hypersurfaces qui admettent globalement un
groupe & plus de 3 paramétres: il est alors & 4, b ou 8 paramétres. J ajoute
que certaines des hypersurfaces déterminées dans ce Chapitre ont été ren-
contrées déja dans les travaux récents sur les fonctions analytiques de deux
variables complexes.

Le Chapitre III est consacré au probléme général de I équivalence locale
de deux hypersurfaces autres que des hyperplanoides. Je signalerai en par-
ticulier le résultat suivant: si deux hypersurfaces non localement équivalentes
4 Ihypersphére sont localement équivalentes entre elles, il existe au plus
deux transformations pseudo-conformes faisant passer de 'une & 1’ autre et
trangformant un point donné de la premiére dans le point correspondant de
la seconde. Dans le cas ol 1’hypersurface n’est pas équivalente & 1’hyper-
sphére, j’ indique la formation (théorique) des invariants fondamentanx et des
invariants dérivés, ainsi que la manidre de reconnaitre 1’ équivalence de deux
hypersurfaces, au moins dans le cas général.

Les deux derniers Chapitres seront consacrés & 1’ étude proprement géo-
métrique des hypersurfaces (lignes principales, lignes de courbure. ete.) et
a leur conception comme espaces & connevion hypersphérique.

CHAPITRE I.

Généralités sur les surfaces et les hypersurfaces
de I’espace de deux variables complexes.

1. Les résultats que nous allons rappeler sont pour la plupart clas-
siques (*); ils se rapportent exclusivement aux variétés analyfiques de 1’ espace
de deux variables complexes x, y, ¢’ est-a-dire aux variétés susceptibles d’&ire
définies en se donnant une ou plusieurs relations analytiques entre =, y et

leurs conjuguées x, y, ou encore en se donunant x et y comme fonctions
analytiques de paramétres arbitraires réels.

1. Classification des surfaees.

2, Les surfaces analytiques définies paramétriquement par des formules
(1) x=flu, v), y=ylu,v),
[ et g étant des fonctions analytiques de deux paramétres réels u et v, se

%) Cf. le second mémoire cité (%) de B. Swuerr.
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partagent en deux classes distinctes suivant que le déterminant fonctionnel
Diz, y)
Din, v)

Dans le premier cas, ce déterminant fonctionnel étant une fonction

est nul ou non pour toutes les valeurs réelles de u et de v.

analytique de wu, v nulle pour foutes les valeurs réelles de ses arguments,
est nul aussi pour les valeurs complexes; il existe par suite une relation
analytique

2) B, y)=0;

on a ce qu on appelle, avec T, Levi-Crvira, une surface caractéristique (7).
Toutes les surfaces caractéristiques sont équivalentes par rapport an groupe
infini des transformations pseudo-conformes

@ = Flx, 1),

2

Yy = G, y):

la. transformation x' =, ¥ = R(wx, y) transforme en effet la surface caracté-
ristique (2) dans g =0.

Le groupe pseudo-conforme devient, sur la surface caractéristique =0,
le groupe conforme du plar de la variable complexe w.

Toute surface caractéristique admet une orientation nafurelle. Si on
considére en un point le vecteur infiniment petit (dw, dy) tangent & cette
surface, le vecteur (idx, idy) lui est également tungent et fait nn angle droit
avec le premier. Lie sens de rotation gqui améne le premier vecteur en coin-
cidence avec le second ne dépend pas du choix des variables, ¢’ est le sens
direct de rotation sur la surface, qui est ainsi orientée naturellement.

E(f’_g)

3. Si le déterminant fonctionnel D, v) n’est pas nul, la transformation
¥

pseudo-conforme
€L == f{xl7 ?/f); Y= g(fﬂ’, ?/')

transforme la surface (1) dans le lien des points («', ¥’} & coordonnées réelles.
Toutes les surfaces qui ne sonft pas caractéristiques sont donc équivalentes
entre elles. Elles le sont d’une infinité de manidres, et on pent se donner
arbitrairement entre deux de ces surfaces une correspondance ponctuelle
analytique, qui détermine uniquement la transformation pseudo-conforme
faisant passer de la premiére &4 la seconde. En effet, les paramétres u et v
de la premiére surface étant choisis, exprimons les coordonnées ', ¥ d’ un
point de la seconde en fonctions analytiques des paramétres u, v du point

{1} Surface génératrics, &’ aprés ALMER (loe. cit. (%))
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corrvespondant de la premiére; soient alors
x = flu, v).  y=glu, v);
x = Fu, v), y = Glu, v) .
les équations paramétriques respectives des deux surfaces. Pour que
« = Blw,y), ¥ = S‘\x7 Y)
soit une transformation pseudo-conforme faisant passer de la premiére surface

& la seconde et respectant la correspondance ponctuelle donnée, il faut et il
suffit que les deux fonctions analytiques de u, v

F(“’? @) — R(f’ .g); G(“; ?J) - S(f) Q}

soient nulles pour toutes les valeurs réelles de leurs arguments: il faunt et
il suffif pour cela qu’ elles soient identiquement nulles; par suite on ne peut
avoir la transformation cherchée qu'en tirant # et v en fonctions de x, y,
et en portant dans les expressions de o, ¥.

Sur une surface qui n’est pas caractéristique, le groupe infini des trans-
formations pseudoc-conformes de 1’ espace ambiant énduil le groupe infini des

transformations analytiques réelles sur les deux variables u, v.

4. Rappelons enfin que par une ligne analytique

(3) x = f(t), y=gli)
¢ étant un parametre réel, ii passe une surface analytique et une seule, &

savoir celle qui est définie par les équations (3), ou ¢ est regardé comme
parameétre complexe.

II. Les hyperplanoides.

5. On appelle, d’ aprés ALMER (%), hyperplanoide un lien & un paramétre
de surfaces caractéristiques.

Counsidérons un hyperplanoide analylique, que nous pouvons supposer
défini par une relation analytique
(4) Flw, y; © y) =0,
dont le premier membre est une fonction analytique réelle des parties réelles
et imaginaires des variables complexes

=@ A0, Y=Y, A,
Soit {x,, y,) un point de I'hyperplanocide, et soit y = p{x} I’ équation de

* (8 Lioc. cit. (%), p. 6.
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la surface caractéristique génératrice qui passe par ce point. On a identi-
quement, ¢ est-a-dire quelles que soient les valeurs réelles données b o, ot a,,

(5) Fle, glx); ®, 9(a)) =0,

ot on a désigné par ¢(x) la fonction analytique imaginaire conjuguée de ¢ (x).
Le premier membre de (5) est une fonction analytique de w&,, x, nulle pour
toutes les valeurs réelles de ces deux arguments: elle est donc nulle aussi
pour les valeurs complexes; autrement dit, la relation (5) a lieu quelles que
soient les valeurs complexes données aux deux variables indépendan’es x
et . En particulier, si on donne & x la valeur sEo, on aura | identité

Flx, ¢lx); ‘%os ?70) = 0.

On a done le théoréme suivant:

TeROREME 1. — Si un hyperplanocide est défini pur I équation (4), la
surface caractéristique généralrice qui puasse per le point (x,, v,} de I hyper-
planoide est définie par U équaition

(6) F(JU, Y; aj;c: go) =0.

6. Parmi tous les points d’une des surfaces caractéristiques génératrices,
un et un seul a une abscisse x nulle (si, ce que nous pouvons supposer, la
surface n’est pas de la forme x—c'). Il résulte de cette remarque le théo-
réme suivanf:

TaEOREME I1. — Tout hyperplanoide analytique est le liew des surfaces
caractéristiques
(7) Fla, y; 0, {)=0,

ot le parameélre complexe t est assujetti o la relation
(8) FO, 0, 4§ =0.
Tirons de 1’équation {7), / en fonction (analytique) de o, ¥:

t=9plx, y);

la relation (8) nous conduit alors au

TerorkME III. — Toui hyperplanocide analytique peul élre oblenu en
dtablissant wne velation analytique enire les parties réelle ef imaginaire d’ une
fonclion analytique ¢(x, y).

Ce théoréme i son tour montre que I hyperplanoide est le lieu des
surfaces caractéristiques
(9) 2l y) = -+ dfu),
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u étant un paramotre réel, ¢(u) une fonction analytique réelle de w. L’ équa-
tion (9), résolue par rapport & u, donne pour » une fonction analytique y(x, ),
d’out le

TaRoriME IV. — Tout hyperplanoide analylique peut étre obtenw en égalant
a zéro lo partie imoaginaire d’ une fonction analylique de x, y {°).

I1 résulte de ce dernier théoréme que tous les hyperplanoides sont équi-
valents entre eux et équivalents & 1’hyperplan

Yy, =0.
7. Sur 1 hyperplanoide y, =0, le groupe des transformations pseudo-
conformes de 1’espace ambiant ¢nduif le groupe infini
x = fle, y), ¥y =)

f étant une fonction analytique arbitraire de @, y, et ¢ étant une fonction
analytique réelle de .

Signalons le théoréme d’aprés lequel toute surface caractéristique tan-
gente 4 un hyperplanoide est coupée suivant une ligne présentant au point
de contact un point double & tangentes rectangulaires. Cela est évident si
I’on part de 1’hyperplanoide ¢, == 0: toute surface caractéristique fangente &
cet hyperplanoide au point (x'= 0, y = 0} a son équation de la forme

Yy = ax® +bx® + ..
elle est coupée par 1 hyperplanoide suivant la ligne
0 = 20,22, + a,(x; — ) + ...,

en posant a == a, + da,. Il y a exception si a = 0.

I11. Les surfaces caractéristiques assoeides & une hypersurface analytique.

8. Reprenons une hypersurface analytique quelconque définie par une
équation telle que (4). A chaque point (x,, y,) de cette variété est associée
la surface caractéristique

Fle, y; x,, 4,) =0;

dans le cas d’un hyperplanoide, cette surface engendre I’hypersurface.
On peut plus généralement considérer la famille & deux parametres

(%) Ce théordme peut &tre démontré directement si I’on suppose, avee ALMER (%), que
la surface caractéristique génératrice dépend analytiquement d’un paramdtre réel.
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complexes de surfaces caractéristiques
B, y; a, 0) = 0;
cette congruence de surfaces est lide d’ une wmaniére twoarionte & U hypersurface.
Supposons en effet que par la transformation pseundo-conforme
! ’
(10) v =fl, y), ¥=g y),

qui entraine pour les variables conjuguées la transformation analytique

(11 o =[x, y), ¥=gz y)

I’ hypersurface (4) soit transformée dans ! hypersurface

(12) D, y; «, i) =0.
Posons ‘

L=, A-dx,, Y=y, +W,;
.’I},_ZB(/—FWG?/, =y

les équations (4) et (12) deviennent respectivement des équations analytiques
réelles en x,, «,, ¥, v, et x/, 2, v/, y,, et '"équation (12) est une con-
séquence de 1’ équation (4), quand on passe des variables réelles 2, , x,, ¥,, 7,
aux variables réelles 2/, «,, 4/, y,) par les transformations que définissent
les équations (10) (ou les équations (11}). Cela signifie par exemple que si on
tire y, de (4) en fonection de «,, x,, y, et qu on porte dans (12), le premier
membre @ devient une fonction analytique de x,, x,, ¥, nulle pour toutes
les valeurs réelles de ses trois arguments. Il en résulte que cette fonction
est aussi nulle pour les valeurs complexes de ces arguments. Antrement dit,
Uéquation (12) est une conséquence de U équation (4), quand on effectue sur les
variables x, y, X, y, regardées comme £ variables indépendantes, la lransfor-
mation définie par les équations (10) ef (11).

Soient alors o/, b les valeurs que prennent a' et ¢, quand, dans les
équations (11), on donne & x et y les valeurs o et b. Il en résulte que lo
surface caractéristique
(13) Flx, y; a, b) =0

se transforme, par la transformation pseudo-conforme (10}, dans la surface
caractérisiique
Q' v o, ) =0.

9. On peut envisager le résultat précédent & un autre point de vue plus
intuitif. 1/ équation (4), oit I'on regarde z, ¥, x, ¥y comme des variables indé-
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pendantes, définit dans I’ espace des quatre variables complexes x,,x,, y,, ¥,
une variété i six dimensions dont I"hypersurface initiale est la partie réelle.
Les surfaces caractéristiques (13) sont les sections de cette variété complexe
a six dimensions par les variéfés & quatre dimensions

r=a, y=0~0;

comme ces derni¢res se conservent dans lenr ensemble par une transformation
pseudo-conforme, il en est de méme des surfaces (13) (*°).

10. Dans le cas d’un hyperplanoide, les surfaces caractéristiques (13),
que nous appellerons les surfaces assocides & 1 hypersurface, ne dépendent
que d'un paramétre complexe. En effet, tout hyperplanoide pouvant étre
ramené & la forme

y_‘;t:/:()ﬁ

les surfaces caractéristiques associées y —b =0 ne dépendent que d’un
paramétre.

Réciproquement si les surfaces caractéristiques (13) ne dépendent que
d’un parametre complexe, celles qui seront assocides aunx différents points
de 1"hypersurface ne pourront dépendre de plus de deux parametres réels;
par suite la surface caractéristique associée a un point de 1 hypersurface
sera associée an moins & tous les points d’une ligne. Si y = () est I’ 6quation

de cette surface, la relation
F(x, ¢la); @, pl) =0

aura donc lieu, quel que soit x, pour une infinité de valeurs de x dépendant
d’un paramétre réel; mais le premier membre, on % est arbitraire, étant une
fonction analytique de la variable complexe x, ne peat é&tre nul pour cette
infinité de valeurs sans étre identiquement nul. Par suite le surface y = g(x)
est située tout entidére sur 1’ hypersurface, qui est ainsi un hyperplanoide.
On arrive donc au

THLOREME. -— La condition nécessaire et suffisante pour qu une hyper-
surface soit un hyperplonoide est que les surfaces caraciéristiques associces
dépendent d’ wn seul paramélre complexe.

11. De la on déduit immédiatement 1’équation aux dérivées partielles
des hyperplanoides: il suffit d’exprimer que la fonetion implicite y de @

(1% ¢ est au fond a ce point de vue que se place B. 8rGre (°) pour définir ce qu’il
appelle les lignes bicaractéristiques, qui ne sont autres que les surfaces 13).

dnnali di Matematica, Serie IV, Tome XTI, i
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définie par (13) satisfait, quels que soient @ et b, & une équation différentielle
du premier ordre. Cette équation est manifestement

dy _ _F,

do —  Fy’

dans le second membre de laquelle on remplace y par sa valeur en x, ¥, x
tirée de (9): il faut et il suffit que, par cette substitution, x s élimine. La
condition cherchée est donc

ou, en simplifiang,
(14) L(F) = F,FjFo + VoI5 Fyy — FoFy Fyy — FyFr By = 0.

Cette relation doit étre une conséquence de I’équation (5). Le premier
membre, que nous désignons par L(F), est I’ewpression d'E. E. Levi {'').

12. Nous dirons qu un point d’une hypersurface, qui n’est pas un hyper-
planoide, est simple si en ce point I’expression d’E. E. LEVI ne s’annule pas.

On a le théoréme remarquable suivant:

THREOREME. — In un poinl simple d’ une hypersurface, lo surface caracte-
ristique associée est tamgenie & 7 hg)persurface et est, au voisinage du point
de con'tact, située toul entiere du méme coté de I hypersurface.

La premiére partie du théoréme est évidente, car si I’on se déplace sur
la surface caractéristique associée, on a

Fde + F,dy =0
et par suite aussi, en prenant les quantités conjugudes,
Fade + Fydy = 0,
d’ ot
dF =0.
Pour démontrer la seconde partie, désignons par « -+ h, y + £ les coor-

données d’un point de la surface caractéristique (13} trés voisin du point de
contact (x, ). On a

WFy -+ kB 4 3 (02 F iy - 2k F o, + K2 F,) + . =0,

1 -

hE5 + kFy ~+ 5(h*Faz -+ 2hkFzy+ B Fy3) 4 ... = 0,

(*y E. E. Levi, Studil sui punti singolari essenziali delle funzioni amalitiche di due
o .pi variabili complesse (« Annali di Mat. >, 17, 1910, pp. 61.87). La condition (14} pour
qu'une hypersurface soit un hyperplanocide se trouve dans ce mémoire, p. 81.
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d’ ot
Fle+h, y+k; o4h, g4k =nhhF.g - hkF.g -+ kF 5+ kEFg + ...

En se bornant aux infiniment petits du second ordre et remplacant, ce

. . F ¥ Fn’; . oy
qui est permis, k par — h " et k par —h 4, on trouve immédiatement
, ;

Flo+h, g+ k; &+ b+ k) = g LF)4- .o
¥y

Cette formule montre que pour les points de la surface caractéristique
voisins du point de contact (x, ), le premier membre F de 1'équation de
I’ hypersurface garde un signe constant, & savoir celui de L{F).

13. Nous conviendrons d appeler exférieure la région de 1’ espace voisine
de 1"hypersurface et dans laquelle se trouve la surface caractéristique as-
sociée, intérieure la région opposée. La propriété d une des deux régions
(prise au voisinage d’un point simple de I’hypersurface) d’ étre extérieure oun
intérieure se conserve évidemment par une transformation pseudo-conforme.

En chaque point simple de I’hypersurface il existe un élément plan ca-
ractéristique tangent, ¢’est I’ élément plus tangent & la snrface caractéristique
associée:

Fyda 4+ Fydy = 0.

Considérons une ligne analytique passant par un point simple de I’ hyper-
surface et non tangente en ce point & I’ 6lément caractéristique correspondant.
Soit (dx, dy) un déplacement infinitésimal sur cette ligne. Par cette ligne il
passe une surface caractéristique: la rotation d’un angle droit dans le sens
direct du déplacement (dx, dy) sur cette surface caractéristique donne le dépla-
cement {(idx, idy). Nous dirons que le déplacement (dx, dy) est dirigé dans le
sens positif sur la ligne si le déplacement (idw, idy) pénétre dans la région
intérieure & 1 hypersurface. Pour reconnaitre s’il en est bien ainsi, remar-
quons qu’ on a

Fodx+ F,dy + Fzde + Fydy =0;

I expression F,dx + F,dy a donc une valeur purement imaginaire. Quand
on effectue le déplacement (idw, idy), la fonction F subit un accroissement
élémentaire

dF = i(F ,dw + F,dy) — i(Fadae + Fydy) = 2i(Fde + F,dy);

pour que cet accroissement soit de signe coniraire & L{F), il faut et il suffit
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qu’ on ait

(15) — L\ F)Fyde 4 F,dy) > 0.

11 existe donc sur chaque ligne tracée sur U hypersurface un sens positif
intrinséque, & savoir celui qui satisfaif & Uinégalité (15).

14. Du résultat précédent découle 1’existence d’une orientalion nalurelle
d’une hypersurface qui n’est pas un hyperplanoide. En effet, soit 4 un point
simple: menons dans I’ élément plan ecaractéristique tangent une tangente AT ;

= dans

soit AT, celle qui s’en déduit, dans cet élément plan, par rotation de 3
le sems direct; soit enfin AT, une tangente & une ligne non tangente a
I’é61ément plan caractéristique, tangente dirigée dans le sens positif de la ligne.
Il est évident que tous les triédres ainsi construits ont le méme sens, qui
définira 1’ orientation positive intrinséque de 1’hypersurface.

On peut arriver & cefte orientation par uwne voie analytique foute dif-
férente. Imaginons exprimées les coordonnées x, ¥ d’un point de 1’ hypersurface

en fonctions analytiques de frois parameéfres réels u, v, w, et posons
w = {F,dx + F,dy).

La forme cubique extérieure [ww'] se reproduit, muliipliée par un facteur
positif, quand on remplace w par ko, £ étant un facteur réel quelconque. Si
alors [{ww’] est de la forme H[du dv dw], on aura une orientation intrinséque
de 1'hypersurface en convenant d’appeler directs les ftriédres obtenus par
~ trois déplacements infiniment petits (dau, dw, dgv) (i==1, 2, 3) satisfaisant a
I'inégalite

Pdu die dew
{ 16) H daw dev dyw | > (),

Pdau dyv dyw |

Cette convention est indépendante du choix des paramotres et aussi du
choix des coordonnées x, y.
Avee le triédre considéré tout a I'heure, on a

F,dx+ F,dy=0,
doe=1idx, dy=1dy,
4’ autre part

[wo] == (Fdx + F,dy) | Faaldedx] + Fjldedy) + Fyaldyde) + Fogldydy) .
Par suite, le premier membre de (16) se réduit &

(Fodge + F,dy) | Fadede — dadx) -+ ..}
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prenons par exemple
de=—F,, dy=1IF,:
dao= —iF,, dy=1FI,;
on aura, en simplifiant,
— i L FF dye - F,d,y).

quantité qui est bien positive si le déplacement (d,x, d.y) se fait dans le
sens positif défini au début de ce numéro.

15. On peut enfin remarquer que l’espace ambiant lui-méme est suscep-
tible d'une orientation naturelle, en convenant de regarder comme direct
le 4-6dve formé par les quatre déplacements infinitésimaux

(do, dy), (ide, idy), (3w, By), (@B, dy),

ot on suppose toutefois que les deux déplacements (dwx, dy) et (3x, oy)
n’ appartiennent pas 4 un méme élément plan caractéristique. Cette convention
est légitime, car on peut passer par continuité d’un 4-édre quelconque de
cette mnature & un autre 4-6édre de la méme nafure: en effet les éléments
plans non caracléristiques étant tous équivalents entre eux (n. 3), on peut
passer par continuité des deux déplacements (dx, dy), (T, 3y) aux deux
déplacements (dz, d'y), (3'x, 2'y) sans que I’élément plan formé devienne
jamais caractéristique ('?).

Il résulte de cette convention qu’on obtient un 4-édre direct en prenan't
les trois premiers déplacements tangents & I’ hypersurface et formant par
rapport & cefte hypersurface un friédre direct, et en prenant ensunite un 4-6me
déplacement pénétrant dans la région intérieure de 1’ espace.

1V. Groupe de transformations pseudo-conformes d’ une hypersurface.
p y

16. Comme pous 'avons déjad remarqué (n. 7), un hyperplanoide admet
un groupe infini de transformations pseudo-conformes. Dans le cas d’une
hypersurface qui n’est pas un hyperplanoide, uue remarque fondamentale
de B. SEGrRE (’) montre immédiatement qu’il n’en est plus ainsi, et cela
simplement parce que la famille des surfaces caractéristiques associées, que
nous pouvons regarder comme une congruence complexe de courbes planes

(?) Analytiquement on peut remarquer que le déterminant des accroissements infini-
tésimaux subis par x, ¥, %, § a la valeur essentiellement positive
d(day — dyx)(disy — dyex).
(13} B. Searg, Iuforno, efc. (%)
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compleres, ne peut admettre qu un groupe fini de transformations analytiques
ponctuelles portant sur les coordonnées x, y. Ces courbes sont les intégrales
d’une équation différentielle du second ordre Eix, #, ¥, ¥') =0, et l'on
sait, d’apres les recherches de A. TRESSE, que cette équation admet au plus
un groupe & 8 parameétres (complexes).

Mais il est clair que malgré son importance, la remarque de B. SEGRE
est loin d’épuiser le probléme. En premier lien une équation différentielle
du second ordre, prise au hasard, ne peut définir les surfaces caractéristiques
associées & une hypersurface. En second lieu, comme nous allons le voir, la
congruence des surfaces caractéristiques assocides & une hypersurface peut
admettre des transformations pseudo-conformes qui ne laissent pas invariante
I"hypersurface. En troisiéme lien deux hypersurfaces non équivalentes peuvent
admettre les mémes surfaces caractéristiques associées.

Dans le chapitre ILI, nous reprendrons toute la question en étudiant
directement le probléme de !’équivalence pseundo-conforme de deux hyper-
surfaces.

17. Nous pouvons cependant dés maintenant faire quelques remarques
de nature élémentaire.

Supposons qu’une hypersurface, qui n’est pas un bhyperplanoide, admette
une transformation pseundo-conforme infinitésimale génératrice d’un groupe
A un paramétre réel; on peut, comme on le sait, se ramener au cas ou le

f

symbole de cette transformation infinitésimale ecst 2~, les équation du groupe

9
étant
¥=r-+a, Y=y (a réel).

1/ équation de I'hypersurface, définie par une relation entre x,, x,, ¥,. ¥,,
ne contient pas ,. Il est impossible que 1’hypersurface admette en méme
of
pac’
plus de a,: on aurait affaire & un hyperplanoide. Par suite

THEOREME. — Si une hypersurface adinet les deux fransformation infini-
tésimales X el iX, ¢’ est un hyperplanoide.

Ce théoréme prouve que si lo congruence des surfoaces caractéristiques
assocides a une hypersurface qui w est pas un hyperplanoide admet un gronpe
a v parametres complexes, U hypersurface admet au plus un groupe o r pora-
meétres yéels.

temps la transformation ¢ car alors son équation ne dépendrait pas non

18. On peut aller plus loin et montrer que le groupe de 1’hypersurface
admet exaclement r paramétres réels. Remarquons d abord qu’d une trans-
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formation infinitésimale

S, v) Zi + iz, )

o

er
2

du groupe de la congruence F(z, y; @, b))=0 correspond une transformation
infinitésimale

a it )L 4B fa, )7,

qui indique comment les paramétres a, b sont transformés. Cela revient a
dire que la transformation

of or = 730 ooy D
Gl 4) o F il Y7, e, 9L+ Bz, z/)afi;

laisse invariante I’ équation F(x, y; «, y) =0, ot 2, y, #, y sont regardées
comme des variables indépendantes. D’ autre part si & et v, sont données,
on ne peut avoir «;==3;=0, car alors, en ramenant, ce qui est possible, la

transformation infinitésimale donnée & la forme gaé, on verrait que I’ équation

F=0 ne dépend pas de z, et par suite pas de x: I'hypersurface serait un
hyperplanoide.

Il résulte de ce qui précéde qu’il existe r transformations infinitésimales
linéairement indépendantes laissant invariante I’ équation F =0, et qui sonf
de la forme

- - af of = oo = o
(17) Xi =8z, )y -+ nile, 9) aw (% Y) oy + Bilx, v) 7"
Elles sont linéairement indépendantes, en ce sens qu on ne peut trouver s
constantes complexes e; non toutes nulles réalisant les quatre identités

E_ ez, y) = 0, Zee‘"fh:(% Z/) =0,
;eiai(iy @‘/) =0, Z.ezpi('%a @/) =0.

Il est méme impossible, d’aprés ce qui a ét6 dit plus haut, de réaliser soit
les deux premidres, soit les deux derniéres de ces identités par des valeurs
non toutes nulles des e;.

Cela posé, il est clair que chacune des transformations infinitésimales

- of | 7 of | 5o onof L o= o
aif, L -+ B, L+ B ) L 1o, 9
fait partie du groupe. On a donc des relations de la forme
/‘ —_— -
s %@, y) =Zmalul@, y), Bilw, y) = muna(e, y),
(18) , " F

| )= Smaoats, 9 e 5)=Smabale, )
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11 en résulte

E‘e(fva Y = 37'051@73;'13,;’0“‘.7(957 Y)s
kj

Biw, w) = Emikmmﬁj(w; Y),
7

d’ o

1 s8ié=1j,

0 si éd=74.

Cherchons maintenant les transformations Xe X, f qui sont réelles par
i

(19 Sy = 5
k ?

rapport aux variables réelles z,, z,, ¥,, ¥,. Il faut et il suffit pour cela que
I'on aif

i"; e; OCL(fU, Ej) - geigi(% ?/)}
i

3

e Bz, y)=Zenilm, ),
(2 i3
ou encore, d’aprés {18),
Ze,—2Z mier) 2%, y) =0,

i e

(e, — ?Emkie_k)ﬁ,(%, y) =0.
% it

Cela n’est possible que si 'on a

(20) e; = x Hlkié],;,
ke

et aussi, en prenant les conjugnés des deux membres,

(21) e, = Z myey,.
k

Les 2r relations linéaires (20} et (21) aux 2r inconnues e; et e; forment
un systéme qui pourrait s’ écrire sous forme réelle en prenant comme in-
connues les parties réelles et imaginaires des g;. Or elles se réduisent a r
indépendantes, puisque, d’aprés les relations (19), les équations (21) sont des
conséquences de (20), et que les équations (20) sont évidemment indépendantes.
L’ hypersurface admet donc evactement v transformations infinitésimales li-
néairement indépendantes & paramétres réels. C. Q. F. D.

19. D’ aprés les recherches de A. TRESSE, une équation différentielle du
second ordre admet au plus un groupe & 8 paramétres complexes, qui est
semblable au groupe homographique (complexe) dn plan. Les hypersurfaces

s

correspondantes, 8’il y en a, admettront un groupe 4 8 paramétres réels. Or
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on connait toutes les formes réelles du groupe homographique complexe du
plan (). Il y en a trois, & savoir:

1. le groupe homographique réel;

2. le groupe homographique qui laisse invariante I’ équation obtenue
en annulant, en coordonnées homogénes z,, #,, x,, une forme d HERMITE
indéfinie
(22) S @i = 0 (v = Ebm‘);

3. Le groupe analogue relatif 3 une forme d’HurMiTE définie.

Le troisiéme groupe permet de transformer un point quelconque du plan
complexe en un autre point quelconque; il ne laisse donc invariante aucune
hypersurface.

Le premier groupe transforme tout point imaginaire du plan en tout
autre point imaginaire et tout point réel en tout autre point réel; il laisse
done invariante la surface nou caractéristique. lieu des points réels, mais ne
laisse invariante aucune hypersurface.

Reste le second groupe, qui laisse invariante [’ hyperconique définie par
I équation (22). D’ ou le

THEOREME. — Toule hypersurface qui w est pas un hyperplanoide et qui
admet localement -un growpe de transformations psemdo-conformes & 8 para-
metres est localement équivalenie o U hyperconigue.

17 équation (22) peut du reste se ramener & la forme canonique

a4 yy — 1 =0;

les surfaces caractéristiques associées ne sont autres que les droifes du plan

complexe
ax +by —1=0.

CHAPITRE 11,

Les hypersurfaces qui admettent un groupe transitif
de transformations pseudo-conformes.

1. Généralités.

20. Nous supposerons dans tout ce Chapitre que les hypersurfaces con-
sidérées ne sont pas des hyperplanoides et que les groupes considérés sont

{1) Voir, par exemple, E. Carrax, Groupes simples clos et ouveris et géoméirie rieman-
nienne (« Journal Math. pures et appl. », 8, 1929, nn. 26 e 27, pp. 28-30).

Annali di Matemalico, Serie IV, Tomo X1I. |+
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engendrés par des transformations infinitésimales. Il résulte immédiatement
de cette derniére hypothése que toute hypersurface admettant un groupe
transitif de cefte nature est analytique: on sait en effet qu’on peut choisir
les paramétres a,, a,,.., a, d'un groupe de Lit de maniére que les fone-
tions ¢ et ¢ qui entrent dans les équations

o=, Y5 a,, @, e, @), Y =0, y; a,, a,,.., a,)

dépendent analytiquement des parameétres. L’ hypersurface lieu des trans-
formés d’un point fixe z,, y,, sera donc analytique.

Nous verrons du reste réciproquement (Chapitre ITI) que le plus grand
groupe de transformations pseudo-conformes d’une hypersurface analytique
est un groupe de Lig, ¢’ est-a-dire est engendré par des transformations infi-
nitésimales.

21. Si une hypersurface admet un groupe transitif, ce groupe est au
moins & 3 paramétres réels. Il résulte des recherches de A. TRESSE (’) que
si ce groupe est 4 plus de trois parameétres, 1"hypersurface est localement
équivalente & I’ hyperconique et admet localement un groupe & 8 paramétres.

Nous verrons un peu plus loin (n. 29)‘ que si une hypersurface admet un
groupe & frois paramétres, ce groupe la fransforme fransitivement.

1L. Probléme local et probléme global,

22. Le probléme que nous nous proposons de résoudre peut étre envisageé
d’un point de vue local ou d’un point de vue global.

Plagons-nous d’abord au point de vue local. Soit (¥) une hypersurface,
(o) une portion connexe de cette hypersurface ne contenant que des points
simples, (8) un domaine de I’espace ambiant découpant sur (¥) la portion (o).
Soient enfin

(I) v = q(x, ¥; Wy Oyyey Or)y Y = la, y; Uy Gysony )

les équations finies d’un groupe G; les fonctions ¢ et ¢ sont régulicres dans
le domaine (3) pour les transformations du groupe qui appartiennent 4 un
voisinage suffisamment petit de la transformation identique. Nous dirons
que (X) admet localement le groupe G dans la région (o) si 1’on peut trouver
une région suffisamment petite () intérieure & (s), et un voisinage V, de la
transformation identique dans le groupe @, tels que toute transformation ap-
partenant & V, et appliquée &4 un point de (s,) donne un point de (o).

On définit d’une maniére analogue I’ équivalence locale de deux hyper-
surfaces (2) et (¥'), considérées au voisinage de deux régions (s) et (o).



de Uespace de dewx variables complexes 35

23. Plagons-nous maintenant au point de vue global. Nous dirons qu’ une
hypersurface (X) & points fous simples admet globalement un groupe de
transformations pseudo-conformes G a r parameétres:

1¢ 81l existe un domaine (4) de I’ espace ambiant qui contienne com-
plétement (Z) & son intérieur et tel que toutes les transformations du groupe
soient régulieres & !intérieur de (A);

20 Si M et M’ étant deux points quelconques de (Z), il existe au moins
une transformation de G amenant M en M’

Les énoncés précédents ne doivent pas &tre pris trop & la lettre. 11 peut
arriver qu’on ne puisse pas trouver un systéme de paramétres réels a,,..., a,
valable dans toute 1’ étendue du groupe; il suffit qu’aun voisinage de chaque
transformation du groupe on puisse trouver un tel systéme, ce qui a cer-
tainement lien pour tous les groupes de Lim. En second lien il n’est pas
nécessaire qu’il existe un systéme de coordonnées wx, y valable dans toufe
1"é6tendue de (4): il suffit qu an voisinage de chaque point de () on puisse
trouver un tel systéme de coordonnées, mais de maniére qu’en passant par
continuité d’un point défini par un certain systéme de coordonnées (z, y) &
un poing détini par un autre systéme de coordonnées (£, ), on traverse une
région dans laquelle les deux systémes de coordonnées soient utilisables, le
passage de I'un & 1’autre, dans cette région, se faisant par une transformation
pseudo-conforme.

Etant données deux hypersurfaces (%) et (Z') & points fous simples, nous
dirons qu’elles sont globalement équivalentes s'il existe une correspondance
pseudo-conforme biunivoque partout réguliére entre un domaine (4) con-
tenant (¥) & son intérieur et un domaine (A) contenant (X') & son intérieur,
cette correspondance transformant (I) en (X}

24. Considérons deux hypersurfaces (X} et (X') 4 points tous simples,
admettant chacune globalement un groupe transitif de transformations pseudo-
conformes, G pour (I), G pour ().

Supposons de plus:

10 Que les deux hypersurfaces soient localement équivalenies;
20 Que les deux groupes soient localement semblables;
39 Que U hypersurface (I) soit simplemnent conneze.

Les conditions 1° et 2° peuvent &fre précisées de la maniére suivante.
Prenons sur (Z) et (¥) deux points arbitraires M, et M; nous pouvons
trouver deux régions (o) et (o)) entourant respectivement M, et M, sur (I)
et ('), et deux domaines (3) et (3) contenant (s) et (¢), et enfin une trans-
formation pseudo-conforme T partout régulitre dans () transformant biuni-
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o

voquement {3) en (3'), (o) en (d') et M, en M,; de plus cette transformation

doit transformer chacune des fransformations infinitésimales E; il; -+ mg—; de @,

dans les coefficients §;, v, de laquelle « et ¥ sont les coordonnées d’un point
variable de (3}, dans une transformation infinitésimale déterminée de G la
transformation inverse changeant de méme toute transformation infinitésimale
de G dans une transformation infinitésimale déterminde de G.

La condifion 3° exprime que tout contour fermé & une dimension tracé
dans (X} est réductible & un point par déformation continue sans quitter (I).

Nous allons wnous proposer de délerminer, (L) et G étant donnés, toutes
les hypersurfaces (Z') localement équivalentes & (Z) ef admettant glolalement
un groupe localement semblable o G.

25. Remarquons d’abord que la correspondance pseudo-conforme 7' qui
existe entre (3) et (&) établit entre les fransformations de G et celles de &
une correspondance, nécessairement isomorphique, qui entraine par elle-meéme
une correspondance isomorphique biunivoque entre les transformations finies
de G, prises dans un voisinage suffisamment petit de la transformation iden-
tique, ef les. transformations analogues de . Soit I' le groupe abstrait sim-
plement connexe infinitésimalement isomorphe & G et & G (*®). La correspon-
dance isomorphique qui existe, au voisinage de la transformation identique,
entre G, (¥, et par suite I', entraine une correspondance isomorphique univoque
('~ G) et une correspondance isomorphique univoque (I'— &) définies dans
toute la variété du groupe I'; 4 une ftransformation de 1' correspond une
transformation et une seule de @, une transformation et une seule de .

Nous pouvons regarder les opérations de I' comme appliquées aux points
de {Z) en ce sens que, par convention, chacune de ces opérations produit
sur (I) le méme effet que la transformation correspondante de G: seulement T’
peut contenir des opérations qui laissent fixes tous les points de (X). De
méme chaque opération de I' peut é&tre regardée comme appliquée aux points
de (¥).

Introduisons maintenant 1’hypothése que (Z) est simplement connexe:
cela signifie que !’ ensemble des opérations de I' qui laissent fixe un point
donné de (), par exemple M,, forme un sous-groupe connere ¢ de 1' (*°)

A ce sous-groupe y correspond dans G un sous-groupe également connexe,
engendré par les transformations infinitésimales de G qui corrsspondent aux

(1% E. CarTaN, La théorie des groupes finis et comtinus et Udnalysis situs (« Mém. Se.
Math. », fase. XLII, 1930, p. 13).
(*%) B, Cartan, loc. cit. (1), p. 81
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transformations infinitésimales de G laissant fixe le point M : elles laissent
done fixe le point M. Aufrement dit, le sous-groupe v de I' qui laisse fixe
le point M,, quand on le considére comme opérant sur (I), laisse aussi fixe
le point M, quand on le considére comme opérant sur (). Nous allons
déduire de 1a que la transformation pseudo-conforme T qui transforme (o)
en (') peut se prolonger sur loule U hypersurface ().

En effet, soit M un point donné de (X), ® une opération particuliere de I'
amenant M, en M: soit M’ le point transformé de M,/ par ©. Toute trans-
formation de ' qui ameéne M, en M est de la forme OF, E appartenant & y.
On voit qu’elle ameéne toujours M, dans le méme point M. Nous établissons
done ainsi une fransformation univoque de tout point M de (X} en un point
déterminé de (¥). Cette transformation, que nous désignerons par T*, se
confond, quand M est sur (o), avec la transformation pseundo-conforme locale G
dont nous avons admis 1’ existence. Nous allons montrer qu’elle est pseudo-
conforme.

26. Soient
(1) ¥ =flv, y) Yy =gl Y
les équations de la transformation I' de G qui correspond & ¢}: nous pouvons

supposer les fonctions f et g holomorphes & Vintérieur de (2); ces équations
sont inversement résolubles par rapport & =z, y, et donnent

(2) v=9le, ¥), y=4&, ¥),
les fonctions v et ¢ étant holomorphes & 1V intérieur du domaine transformé
de (3) par T, domaine que nous désignerons par (I'3). Soient de méme

3) X' =F(X, Y), Y=0XY)

les équations de la transformation 7" de G' correspondant & 0, les fonctions
F et ( étant holomorphes & Uintérieur de (&'). Seit maintenant (», ) un
point quelconque de (o) résultant de la transformation 6 de T, voisine de la
transformation identique, appliquée au point M,. Soit (X, Y) le point que T
lui fait correspondre sur (o), ce point résultant de la méme transformation 9§
appliquée & M. Les points (¢, ) et (X', Y’') donnés par (1) et (3) résultent
de la transformation 89 de I' appliquée respectivement & M, et M,; (X', Y7)
est donc le transformé de (¢, %) par la transformation T*. Ov, on peut ob-
tenir cette transformation en effectuant successivement la transformation (2),
pseudo-conforme et réguliére dans (T3), puis la transformation (T), pseudo-
conforme et réguliére dans (3), enfin la transformation (3), pseudo-conforme
et régulidre dans (§). La transformation résultante est donc aussi pseudo-
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conforme. On mountre immédiatement qu’elle établit nne correspondance biu-
nivoque enfre les deux domaines (1'%} et (I7%'). ¢ q. b d.

29. La transformation pseudo-conforme G¥, partout réguliére au voisinage
de (Z), est univoque; de plus elle est localement biunivoque. Mais elle n’est
pas nécessairement binnivoque d’une maniére globale. En effet les transfor-
mations de I' qui laissent fixe M peuvent ne pas toutes appartenir & y et
former plusieurs et méme une infinité de familles connexes de transforma-

tions de I', qu’on peut désigner par les symboles
Y’ @iY’ ®2Y3 sees

chacune des transformations O, laissant invariant le sous-groupe v. Toutes
les transformations O,y transforment M, en un seul et méme point M;; les
différents points M, M,, M,,... sont done transformés par G* dans le méme
point M. Soit de méme M’ un point quelconque de (¥') résultant par exemple
de la transformafion © appliquée a M,'; la transformation la plus géndrale
de I' faisant passer de M/ & M’ sera ©0,y; appliquée & M, elle donnera
les différents points obtenus en appliquant la transformation @ & M,, M, M, ,....

Cela posé, considérons I’opération qui fait passer du point M = OM,
quelconque de () au point ®0,M, qui a le méme correspondant sur (¥'):
désignons par S; cette opération; elle est indépendante du choix de la trans-
formation qui améne M, en M, car si on remplace © par OR, ot R ap-
partient & y, le point ©8,M; est remplacé par ORO,M , ou encore 60,RM,,
puisque ©, laisse invariant y, ou enfin 00,M . I’ opération S; est échangeable
avec toules les tramsformations de T'; en effet. effectuons successivement &
partir du point M 1’ opération S;, puis 1 opération @', nous obtiendrons
d’abord ©0,M,, puis 00,1, ; effectuons les opérations dans I’ ordre inverse,
nous aurons d’abord @OM,, puis 0'09,M,.

L’ opération §;, échangeable avec toutes les transformations de I', par
conséquent de @, est une transformation psendo-conforme, puisqu’elle résulte
de deux ftransformations pseudo-conformes, a savoir la transformation T*
appliquée de M & M’, et la transformation inverse G*—* appliquée localement
de M' & S, M.

En conclusion, nous voyons que si " hypersurface (X') w est pas simple-
ment connere, & toul point M' de (¥') correspondent plusieurs poinls, ou une
infinité de poinis M, S M, S,M,..., de (Z), qui se déduisent tous de I'un d’enlre
ey par win groupe proprement discontinu de fransformations pseudo-conformes,
dont chacune est échangeable avec toutes les transformations de G.

L’ hypersurface () el le groupe G éfant donnés, nous aurons donc, pour



de Uespuce de deuwx variables complexes 39

obtenir toutes les hypersurfaces (Y} localement éguivalentes & {3) et admeltant
globalement wn groupe transitif localement semblable & G, & déterminer tous
les groupes propreinent discontinus de fransforinations pseudo-confornies qui
laissent invariante (X) el dont chague opération est échangeable avec loules les
transformations de G. Chacun de ces groupes déterminera une classe d’hy-
persurfaces (¥) répondant & la question et tontes globalement équivalentes
entre elles.

Nous dirons que le groupe proprement discontinu formé des opérations S,
est le groupe de connexion de X'; & chaque opération de ce groupe correspond
une classe de contours fermés tracés sur (¥'), deux contours de la méme
classe étant réductibles 'un & D autre par déformation continue, deux con-
tours appartenant & deux classes différentes ne 1'étant pas.

I1I. Méthode de recherche des hypersurfaces admettant un groupe
pseudo-conforme 3 trois paramétres.

28. Laissons pour plus fard la recherche des hypersurfaces qui admettent
globalement un groupe pseudo-conforme & plus de trois paramétres: nous savons
qu’elles admettent alors localement un groupe & 8 paramétres. Commencons
par chercher tous les groupes & 3 paramétres susceptibles de laisser invariante
une hypersurface qui ne soit pas un hyperplanoide; nous ne supposerons pas
nécessairement un tel groupe transitif. Il est bien entendu que 1’hypersurface
ainsi invariante pourra admettre un groupe & plus de trois paramétres.

Soient

X = &=, ?’/)g—;'"l'" 0@, y) %2
les transformations infinitésimales génératrices du groupe @G, qui est ainsi
engendré par la transformation e X, 4 ¢,X, -+, X,, avec des coefficients ¢,
réels. Si nous regardens les e; comme des paramétres complexes, la transfor-
mation engendre un groupe & trois paramétres complexes G% dont G peut
étre regardé, au point de vue des parameétres, comme la partie réelle.

Nous remarquons d’ abord que les trois déterminants &7, —7,&; ne peuvent
étre identiquement nuls; sinon en effet le groupe G admettrait un invariant
¢(x, ), intégrale premieére de I’ équation X, =0, par suite I’ hypersurface serait
un lieu de surfaces caractéristiques o(z, y) = const., ce que nous excluons.

Les deux équations

(4) s “164 {LL‘, ?/) -+ uzgz (xa 2/) - %353 (117, ?/) =0,
[ w (%, Y) -+ um,(w, y) -+ uyny(w, y) =0,
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donnent pour les rapports mutuels des #, deux fonctions analytiques de x, .
I interprétation de ces quantités est la suivante. Soit (x,, #,} un poing
de (Y), u," une solution des équations (4), ot on fait z==2,, y=1y,: la
transformation infipitésimale /X —+ u;X, + %, X, du groupe & paramétres
complexes prolongé de G laisse invariant le point (v,, w,); cette transfor-
mation infinitésimale est définie a4 un facteur complexe constant prés; elle
engendre un sous-groupe & un parameétre complexe de G*; nous I’appellerons
la transformation infinitésimale complexe associée an point (z,, y,). C est
sur la considération de ces transformations que va reposer la méthode que
nous allons employer.

Remarquons que la transformation infinitésimale associée & un point M
de (X) se déduit de la transformation infinitésimale associée o M en la trans-
formant par lo transformation de G qui améne M, en M.

29. Voici quelques propriétés préliminaires importantes:

10 La transformation infinitésimale associce & wn point de (I} ne peut
étre fize; autrement dif les rapports mutuels des u; ne peuvent éfre constanis.
En effet on peut toujours choisir la base infinitésimale de G de maniére
gue la transformation infinitésimale fixe associée aux différents points de (I}
soit X, +4X,; mais alors les fonctions & +4§,, 7, 4-4y,, nulles sur (I),
seraient identiquement nulles, et I'hypersurface admettrait, en méme temps
que la transformation X, la transformation iX,, ce qui est impossible (n. 17).

P u
20 Si Pun des rapports, E£ par exemple, # est pas constant, les valeurs
3

wmériques qu’ il prend sur (2) doivent dépendre de deux parameétres réels;

dans le cas contraire, en effet, (2) serait le lieu de surfaces caractéristiques

%:eonst., dépendant d’un parameéire.
3

30 I hypersurface est transformée tramsitivement par G; sinon chacun
de ses points admettrait un sous-groupe & un paramétre de G; par suite la
transformation infinitésimale associée & ce point serait réelle, et chacun des

7

w .
rapports -* ne prendrait que des valeurs réelles.
7

40 I’ hypersurface () est analytigue, car les équations finies du groupe G
dépendant analytiquement des parameétres a, b, ¢ du groupe, 1"hypersurface
est définie paramétriquement par des équations analytiques de la forme

& :f(woﬁ Y3 O b, C): yzg(:vo, Yys Oy b: G);

(z,, y,) étant un point fixe de ().
30 Si X, +iX, est la tronsformation infinitésimale imaginaire associée
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& wn point particulier M, de (I), il est impossible que X, et X, engendrent un
sous-groupe de G. Supposons en effet que X, et X, engendrent un groupe g,
et soit (s) la surface lieu des transformés de M, par g. La transformation
infinitésimale associée & un point M de (o} est la transformée de X 44X,
par la transformation de g qui améne M, en IM; elle est donc de la forme
X, +uX,, et par suite, en tout point de (¢}, on a

5 { ax(a% ?/) -+ %62(5‘”7 Z/):07
(o) |
(&, ) +un,(e, y)=0.
Cela posé, le lieu des transformés de M, par le sous-groupe réel & un pa-

ramétre engendré par e X, + ¢,X, est défini comme trajectoire des équations
différentielles

dx . dy
e+ by e+ ey’
oun encore
dx __dy,
B

la surface (o) est done de la forme

o, Y) = e(%,, ¥y,

¢(v, y) oétant une intégrale premiére de X,f=0; I"hypersurface (¥} serait
donc un lieu de surfaces caractéristiques, cas exclu.

IV. Détermination de toutes les structures possibles des groupes
pseudo-conformes & trois parameétres laissant invariante une hypersurface.

30. Nous allons d’abord supposer que la transformation infinitésimale
tinaginaire associée & un point variable de (¥) ne dépend que de deux pa-
rametres réels variables, autrement dit que la fransformation associée & un
point M est associde & tous les points & une ligne & une dimension passant
par M.

Dans ces conditions, si X, 49X, est la transformaftion associée & un
point particulier M,, il existe nécessairement une fransformation infinité-
simale de G laissant invariante X, 4+ ¢X,, ou plutot laissant invariant le
groupe qu’elle engendre; cela veut dire que le crochet de cefte transfor-
mation infinitésimale et de X, + ¢X, est un multiple de X, +iX,. Cette
transformation infinitésimale ne peut étre de la forme mX, 4+ nX,, car
I’ égalité

(mX, +nX,, X, +iX,) = (@ + )X, 4 iX)),

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 6
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on )
(X,X) =% (¥, ix,),

mi —n

n'est possible que si le second membre, qui doit élre & coefficients réels, est
nul; mais alors X, et X, engendreraient un groupe, ce qui est impossible
(n. 29, 5o).

On peut donc supposer que la transformation infinitésimale considérée

est X,, avec ) ) )
{Xw Xa -+ ZXE) = (¢ + zﬁ)(X1 - aXz)a

on
(6) (X, X)) = oX, — BX,, (X, X,)=BX, +aX,.
Si alors on pose
(M) (X, X,) = AX, + pX, +-vX, (v == 0),
I'identité de JAcoBI donne
8 av=0, dolt a=0,
puis
(9) MB=ps=0.

31. 8i f=XA=p=0, on peut supposer v=1 et on a un premier type
(A) (X, X) =0, (X;X;) =0, (X,X,) =X,

Si =0, A et u n’étant pas tous les deux nuls, si par exemple p =0,

on prendra

éxl, X, + pX, +vX, et X,

comme nouvelles transformations infinitésimales de base et on aura le type

(B) (X, X,)=X,, (X,X;)=0, (X, X,) =0 |;

on pourra supposer que la transformation infinitésimale associée & un point
particulier de (X) est X, 4+ X, +iX,.

Enfin, si B54=0, on pourra, en multipliant X,, X,, X, par des facteurs
constants %, A, [, se ramener aux cas B=—=1, v===£ 1, On aura ainsi les deux
types distinets

(©) ! (X, X)) =X,, X X)=X,, (XX))=—X,|,

(D) r (X, X,) = — Xy X X)=X,, (X,X,)=—X, E ;
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dans chaque cas la transformation infinitésimale associée & un point parti-
culier de (2) sera X, 4+ 4X,.

32. Supposons maintenant que les transformations infinitésimales associées
& un point variable de (Z) dépendent de irois paraméires réels. Ce sont par
exemple les. transformées par G de X, +¢X,. Aucune transformation infini-
tésimale de G ne laisse alors invariant le groupe engendré par X, + iX,.
En particulier @ n’admet aucune transformation infinitésimale distinguée,
¢’ est-a-dire échangeable avec toutes les transformations de G.

Cela posé, les seuls groupes n’admettant ancune transformation infinité-
simale distinguée rentrent dans les types suivants (")

(E) (XX)=X,, (LX) =mX,, (XX)=0];

(F) (XX)=X,, (X,X)=X,+X,, (X,X,)=0 !;

(H) | XX =mX, — X,, (LX) =mX,+X,, (X,X)=0 [;
(K) 1 X, X)=X,, (X,X)=—X,, (X,X,)=X, | :

(L) (XX)=X,, XX)=—X,, (XX)=—X,

Au point de vue de la seule structure, (K) est identique & (C) et (L) & (D).
Naturellement les transformations de base ne somnt plus choisies de maniére
que X, 44X, soit associée & un point particulier de (Z).

Les deux catégories de types: (A), (B), (C), (D) d’une part; (E), (F), (H),
(K), (L) d’autre part se séparent nettement; nous verrons en particulier que
les hypersurfaces des qualre premiers types admetient localement un groupe
& 8 paramétres. La raison profonde de ce résultat sera donnée plus loin,
dans la seconde Partie de ce mémoire (n. 89).

V. Les hypersurfaces du type (A).

38. Nous allons d’abord chercher comment les transformations de @
transforment enfre elles les transformations infinitésimales de G*. Pour cela

(% 8. Law et F. EncEL, Theorie der Transformationsgruppen, 2itme ¢d., Lieipzig et Berlin,
Teubner, 1980, III, p. 715. A noter cependant qu'il s’agit ici de groupes & paramétres réels.
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nous considérons le groupe adjoint de G (**). On a

(0, X, +u, X, +u, X, X)=—u,X,,
(%i‘Xi + ?'tZ'XE + u3X3 ’ X?) - Qél‘X?.}
(0, X, 4+ u, X, 4-u,X,, X,)=0;

par suite, les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont

Bi=—u, B=ull B=0

P L ouy”
et ses transformations finies sont
w/ =u,, w =u,, u =u, —ou,+bu,.
En particulier les transformées de X, + 4X, sont
X, +iX, + (0 —ad)X, = X, 4 iX, + X,

en ramenant, par une fransformation pseudo-conforme, le coefficient de X,
a étre égal & dw. En ce qui concerne la coordonnée z, les transformations
infinitésimales de G sont done
o Y -
Xi:-g&’ ng'&%, X3::0.

On pourra donc poser

of of
X, = aw T Mgy
. of of

X.2 —‘—“‘—’&a—w—}—ﬂ?—“ay,
X af
3 = s E—Q’

avec
N, @, 4 dan, = 0.

Prenons maintenant pour y un invariant de X, — iX,, avec

N — i, =03
en exprimant que I’on a (X, —¢X,, X ) = 0, on trouve ag;i =0, ce qui permet,
en prenant ] %@[ comme nouvelle variable y, de poser n,=1. On en dédnit
3
v af 1. 2f
X = s 3%y
. 1 o
A D x o gt Yo
{A) X, i3 Ty
{ X, = Qf:
| oy

(*¥) Lioe. eit. (1), I, Kap. 6.
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Les équations finies de @ sont

g ¥ =+ a + ib,

(Ga) )

=y —h%{b +—z‘a)rc+~1—i

i fla® +0%) +c.

L' hypersurface (Z) est le lieu des points transformés de (0, »,) ou, en rem-
plagant ¥ -y, par ¥, le lieu des points

T == a —+ b,
(%a) y=c+ i ia® +b%);
son 6quation est
(34) 207 gy =0,

€ est une hyperconique, mais privée du point & U infini dans lo direction
de I'aze des y. ' est une hypersurface simplement connexe.

34. Passons & la détermination des hypersurfaces non simplement con-
nexes du type (A). Il faut déterminer un groupe proprement discontinu de
transformations psendo-conformes laissant (Z) invariante et laissant invariante
chaque transformation infinitésimale de G. Si M’ est le transformé de 3l par
une opération de ce groupe, la transformation infinitésimale X + X, + 4¢X,
associée & M sera transformée en X, +4X, +ia'X,; il en résulte immédia-
tesnent, pour toute opération du groupe de connexion,

2 =2

Le groupe de connexion changera tout invariant de X, —iX, en un
autre invariant, par suite y sera transformée en une fonction de »; mais,

. B . . .
comme la transformation X, :a_j]; doit resfer invariante, on aura

Y =y 0o

la constante devra étre réelle pour que () soit invariante.
Finalement toute opération du groupe de connexion de (I') est de la
forme
¥=x Y =y-ta (a réel);
le seul groupe proprement discontinu satisfaisant & cefte condition est de la
forme

!

@ =, o =y +nh (nentier arbitraire, k réel).

Posons alors
B 2iny

X=2a Y=e ";
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les fonctions X et Y sont uniformes sur (), et |'équation de (I') est par

suife

YY::Q%XX,
ou, par un changement de variables évident,
(X'a) YY = XX,

Les équations du groupe G’ de (¥') sont

5 X=X+a-+ib
(Ga) (a-—ib)X+-—;-(aﬂ+b2) jic

{ Y = Ye

35. On doit maintenant se demander, pour chacune des hypersurfaces (X4)
et (X'4), quel est son plus grand groupe de transformations pseudo-conformes.
Pour (Z4), il est manifestement formé de toutes les transfcrmations homogra-
phiques qui laissent invariante 1’ hyperconique (Z4), en laissant invariant le
point & I'infini dans la direction de Oy. Ce groupe est & cing parameétres et
a pour équations

S ¥ = ax+f (o =F0),

1 - _ -
(10) ( Y = oy + % tafe -+ % iBp+c (¢ réel).

Quant an groupe de (¥'4), il correspond A celles des transformations
précédentes qui sont invariantes par

!I}':Q}, y,:2/+17/,
ce qui exige ax = 1. Le groupe de (X'y) est donc a quatre paramétres réels,
et ses équations finies sont, en remplacant « par e,

S X' =eX + 8

Be/UX 4 SR o

(11)

{a, ¢ réels).

{ Y = Ye

36. En résumé, il y a deux hypersurfaces non globalement équivalentes
du type (A). L’une, simplement connexe, est U hyperconique privée @’ un de ses
points: elle admet globalement un groupe (10) pseudo-conforme connexe & 5 pa-
ramdires. L’ autre, non simplement connexe, dont I équation est véductible i

YY = X%,

admet globalement un groupe (11) & 4 paramétres.
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V1. Les hypersurfaces du type (B).

37. Les équations de structure étant
(X, X;) =0, (XX} =0,

les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont

(B)

(XiXZ) - X2 ?

of

Ei_::—“uzg&";

ot ses équations finies sont

[ [ —
u' =u, uw' =aw,+bu, u' =un

y

E,=u of E, =0,

1 a%g’

’
3

Les transformées de X, ++¢X, 4-iX, peuvent donc &fre mises sous la forme
X, + X, +iX,. Par suite, les transformations infinitésimales de G sont

X, =

X, =

of of
o T W’
of of
5;6+’725§,
of

71355'

On peut choisir pour y un invariant de la transformation X, —iX, +-¢X,;

on aura alors

d’onr

Les équations de struecture donnent

On a done

(G}

N, -+ %n, + i, =0,
L/ in, - in, =0,

7)2207 711"*"?;7}3:0'

f

6;1; =0, ce qui permet de poser v, = 1.
— of _ .of
-— & P - Z@’
of
ox ’
of
oy ”

Les équations finies de ce groupe sont

x == %% + @,

Yy =y—+b-+ic;

{(Z) est le lien des transformés du point (i, ) d’ol, en remplagant y — y,

par ¥,
(Z3)

| &= i

| y =8 +ic;
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I’ 6quation de (Xg) est
_ y=y

AN X — & -
D—‘B) F —e i =0

38. L’ hypersurface (Zg) est simplement connexe. On aura le groupe de
connexion de toute autre hypersurface localement équivalente du type (B) en
remarquant que, comme dans le cas du type (A), on aura, pour toute opé-

ration de ce groupe,
¥ =u;

d’ autre part y sera fransformée en une fonection de y, nécessairement de la
forme ¥ = y -+ ct¢, la constante étant réelle.
Le groupe de connexion est donc nécessairement de la forme

2

2= Y =y-+nh (v entier, i réel).

En posant
_Bn,
X=2 Y=e "7,

on obtiendra pour équation de (I'p),

- h
[ X—X >N\
(2'p) ; (YYpr =0 (Y &= 0).
Les équations finies de ((3'g) sont
S X' =eX +a,
G’ 2w
{ B} l’ V' — Ye-— e (4 w).

En particulier, on relrouve, pour h = 2n, I’ hyperconique X —X —iYY = 0
privée des points situés sur la droite Y = 0.

39. Le plus grand groupe pseudo-conforme de (Xg) 8’ obtient facilement
en remarquant que, localement, (g} admet le groupe & 8 paramétres qui se
déduit du groupe homographique de I’hyperconique

X - X—iYY=0

en posant X =g, Y =1e"% Il est clair que y restant fini sur (¥g), il ne
faudra prendre, des transformations de ce groupe, que celles qui laissent
invariante la droite ¥ = 0. On trouve sans difficulté le groupe a 4 parameétres

. aX+b ey
T eX+-d’ T eX4-d

(@, b, ¢, d, b réels, ad— be =1},
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@’ o1, pour le groupe de (Zjp),

9 /__.0/90-#—[)
(12) T wradr

Yy =y — h—ilog(cx + d).

40. En conclusion, nous voyons que I’ hypersurface (Xp) simplement con-
nexe adimet un groupe & £ paraméfres (12); il y a une infinité d’ hypersur-

N/

faces (X'g) non simplement connexes, & savoir {'%):

XX
i

—(YY)" =0 (Y==0) (m constante positive),
dont chacune admet un groupe & 4 parameétres, & savoir:
__aX-—+Db ; ety
(X + dym

Ces hypersurfaces ne sonf pas globalement équivalentes entre elles, sinon
leurs groupes de connexion pourraient étre transformés entre eux par une
des transformations pseudo-conformes qui laissent invariante (Zgp), ce qui
n’ est pas.

VII. Les hypersurfaces du type (C).

41. Les équations de structure éfant
(Xng) - Xs ) (XiXa) - X27 (XZXE) = X1 ’

les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont

. of of
E1 == %2 —6%3*%3*’“. 27

— of of
By= wy g, s

= of of
E= wil—ul

Elles laissent invariante la forme quadratigue «* 4+ «> — uZ; le groupe
i 2 37 -

adjoint est le groupe linéaire réel qui laisse cefte forme invariante. Comme

{*%) En posant

i14+g n
X = Q E:— 3 Y=— l 9
(1 —gm
Phypersurface (3'B) a pour équation
EE+ (pym =1 (n=0);

sous cette forme elle a 616 rencontrée par THULLEN, Zu den Abbildungen durch analylische
FPunktionen mehrerer Verdnderlichen {« Math. Ann. », 104, 1931, pp. 244-259).

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI.

-t
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les parameétres u, =1, #, =4, u,—0 annulent cette forme, les transforma-
tions infinitésimales assocides aux différents points de (I} sont celles dont
les coefficients annulent la forme quadratique. On peut les écrire sous la
forme

(1 — #9)X, + 20X, + (1 + 29X,

le point origine correspondant & z == 4.

La quantité z est manifestement transformée par le groupe bhomogra-

Uy Uy Uy
W+ Uy Wy

phigue réel. Du reste, en remarquant que z — , on trouve, en

ce qui concerne z, _
I tcig
2 o’
- of
){-2 == — & 8—95 3
o liax2pf
X?’ m— 2 é& .

X, =

On posera done
1—ax2pf of
T T gy

of of
TP ow T gy
1+a25f of

3 = ) 5w+n38_y'

NoM
o

P
|

En prenant pour y un invariant de X, — X,, on aura

Ny ™ Ny = O;
(1 - $2)‘I)1 -+ 25”“02 + (1 -+ xz)ns — Oy
d’ ot
N =Ny = — &7,
La relation
(X3 - XU X2) =X, — Xs
0

donne ensuite a%2:0, ce qui permet de poser 7, = — %

Finalement on trouve

{ . 1—a2pf  dxof

\ Xi=—"% utiay

. of i of

(GC) ?Xzz -—wa—m_@@,
. 1+x?of | dxof

X3= 2 % —g@.

Les équations finies de oce groupe &' obtiennent facilement en remar-



de Uespace de deuwx variables complexes 51

quant que 1, :% £y, d ot

' b , .
{Go) x =%’ ¥ =y -—ilog(cx 4+ d) (od — be =1).

42, 1) hypersurface (Zg) est le lieu des fransformés dun point (4, y,) ou,
en remplacant ¥ — y, par y, le lieu des points

(Ze) x:%, y = — 1 log (¢i + d);

P équation de cette hypersurface est

v x—1 g:‘—l
{uo) 9 —e t =0,

On voit que ¢’est la meéme hypersurface que (Zs) et on constate sans
difficulté qu’on retrouve aussi les mémes hypersurfaces (2'g).

Les hypersurfaces du type (C) sont donc les mémes que celles du type (B):
elles admellent globalement un groupe & 4 paramétres.

VIIL Les hypersurfaces du type (D).

43. Les équations de structure étant

(X, X)) =~ X;, XX)=X,, (X, X)=-—X,,

le groupe adjoint est formé des substitutions lindaires réelles qui laissent
invariante la forme quadratique u--u-+u.. Comme les paramétres de
X, + iX, annulent cette forme, les transformations infinitésimales imaginaires
associées aux différents points de (Z) peuvent &tre mises sous la forme

(1-+23)X, + i1 — 23X, + 2izX,,

le point origine M, correspondant & z = 0.
Le groupe G a ses transformations infinitésimales de la forme

1ty of
X1= “_Q_"a‘x_}“nx”a‘?;)
1—x?f of

X, =i 5L 0,7,
X . of of
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1 .
et, 14 encore, on peuf saupposer 7, :—~§E’k, d’ ot

= L@ wdf
1 2 2oy’

L1 —atf Lxof
X 1 3 aTX! Zéa—y“,

P
I

i

_ o iof
Les équations finies de ce groupe sont
ax—b 7 - = X
===, Yy =y-+logbzr+a aa +bb—=1),
oz Y=y logbeta) (aa -+ )

et I"hypersurface (Z) est le lien des transformés du point (0, y,), d’ ol en
remplagant ¥ — g, par y:

b —_
z=-——=, y=Iloga.
a

Un changement de variables évident, qui conduit aux nouvelles variables
2= —b, y=a, donne
(Zp) v+ gy — 1 =0,
avec le groupe

| = ]
(6o} Xy Eoragy).
-&E%@%—J%’
doni¢ les équations finies sont
(Gp) o = ax — by, 3 =bx+ay
(aq 4 bb = 1).

44. I’ hypersurface (Zp) n’est autre que 1 hyperconique (hypersphére de
H. PorNcarn); elle admet du reste globalement un groupe &4 8 paramétres.
Pour avoir les autres hypersurfaces (Xp) du type (D), cherchons leurs groupes
de connexion possibles. Comme la transformation infinitésimale associée & un
point de (Zp) est
(2 + y)X, — ilz* — yIX, + 2iayX, .,

Y x - . .
le rapport  est conservé par toute opération do groupe de connexion. Cette
P
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opération est donc de la forme

¥ = xy(@, y),

Yy =9l Y);
mais comme elle laisse invariante 1 hypersphére, c¢’est que ¢, y) reste de
module égale & 1 sur (Sp): cela n’est possible que si cette fonction se réduit

A une constante e®*. Or, les seuls groupes proprement discontinus engendrés
par des transformations de la forme

@ — wa, y’ e eiay
sont les groupes cycliques finis formés des puissances de
2in 2
¥r=e"y y=—e"y (n entier positif donné).
Les hypersurfaces (L'p) cherchées s obtiennent donc en regardant  deux
points de U hypersphére comine identiques, s ils se déduisent I'un de U aulre
par une homothétie de centre (0, 0) admetlant pour rapport d’ homothélie une
racine n-iéme de U unite.
Ces hypersurfaces, pour = >- 2, admettent globalement le groupe des
transformations de 1’ hypersphére qui laissent fixe le point origine (0, 0). Ce
groupe est & 4 paramétres et a pour équations finies

(14) @ = ethax — by), ¥ = e"{bx + ay)
(@a +bb=1, h réel).
En posant
X | g——,
?_/ — X: Yy = Y:

on a 1’ éguation
T 1
T xxy
mais la représentation analytique de (X'p) ainsi obtenue n’est plus partout
réguliére, car les différents points (x =€, y=0) de (Z'p) sont représentés
par les mémes coordonnées (X = oo, ¥ =0).

45, En résumé, appartiennent ou type (D) U hypersphére, qui adinet glo-
balement un groupe & 8 paramélres, ef une infinité d auires hypersurfaces
dépendant &’ wn entier positif arbitraire n, qui admetlent globalement chacune
un groupe & 4 parametres.

Nous remarquons que les hypersurfaces des types (A), (B), (C), (D) ad-
mettent toutes localement un groupe & 8 paramétres et globalement un groupe
a 8, 5 ou £ paramétres.
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IX. Les hypersurfaces du type (E).

46. Lies équations de structure étant
(X, X)) =X, (XX)=mX,, (X,X,)=0,

avec une constante réelle m = 0, les transformations infinitésimales du groupe
adjoint sont

= of
Ex = 3 puy’

_ of
E, = —mu, .’

e gy O of .
B, =u151;1+mu2 iy

ce sont aussi, en coordonnées homogénes u,, u,, u,, les transformations
infinitésimales de G.

Comme la variable w, est invariante ef qu’elle ne peut étre nulle, sans
quoi les transformations associées aux différents points de (I} seraient toutes
de la forme X, -+ u#X,, on peut supposer #,==1. En remplacant «, par z
et #, par y, on a done

. 5}(
| =
_ of
{GE) ‘ X2=—~'m5§,

— o of
( X3=xa—m+my@,

avec les équations finies

(Gr) | ¥ =cr+a, (@, b, ¢ réels; ¢ > 0).

[ =c™y+D,
On ne peut partir d’un point (z,, y,) pour lequel I’une des deux coor-
données, w, par exemple, serait réelle, car alors x resterait réelle en tout
point de (Z), qui serait un hyperplanoide. Soient a et 3 les coefficients de ¢

dans z,, ¥,; en remplacant g par z ef é—/ par %, on a I’ hypersurface

| z =ci+ a,

e
(%) Vy=c"i+ b,
dont V' équation est

y—19 ®— I\ ®— % _
o - =0 ()

Comme cette hypersurface est simplement connexe et que le groupe de
connexion de toute hypersurface du meéme type doit laisser invariants les
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coefficients de la transformation infinitésimale 22X, + X, 4+ X, associde a
un point variable de (I), ¢’est que ce groupe se réduit & la transformation

identique. L’ hypersurface (Zg) est donc la seule du type (E).

47. Il y a lieu de se demander si (Gg) est le plus grand groupe pseudo-
conforme laissant invariante (Xg). Remarquons d’abord qu’en général ce plus
grand groupe sera & 3 paramétres; dans le cas contraire, en effet, il faudrait
que la congruence des surfaces caractéristiques associées & (g), & savoir

y—0& (x—-—a)*“_“

2 2 -

satisfit & une équation différentielle réductible a ¢’ =0: il est nécessaire
pour cela que cefte équation différentielle soit de la forme

y'=Ay®+ By” + Oy + D,
A, B, C, D étant des fonetions analytiques de =, y. Or, ici, cefte équation est

m—1

v m(m—1) (y’ )m

Il faut exclure le cas m = 1, ot les surfaces caractéristiques ne dépen-

. m—1 . .
draient que d’un paramétre; restent donc les cas ——5 =0, 1, 2, 3, qui se
i W —2 [

——

. ) 1 . .
réduisent & m =2 et m=g; ce dernier se raméne au premier en changeant

les roles de z et 5. On peut du reste supposer |m|=1.

Si donc m est différent de 2, le plus grand groupe pseudo-conforme
de (Zg) est & 3 paramétres. Mais il pourrait contenir plusieurs familles
connexes distinctes de transformations. Or toute transformation v’ appartenant
pas au groupe connexe (Gg) laisse nécessairement ce groupe invariant; par
suite X,, qui engendre un sous-groupe invariant de (Gg), est transformée
en X, on en X,, et réciproquement. Cette transformation est done, soit de
la forme

. v =qz), ¥ = @)
soit de la forme

& =ly), ¥ = Y@}
Dans le premier cas, elle est de la forme
¥ =cx-+o, y=dy4b

@, b, ¢, d étant réels; mais pour qu’elle laisse (Ig) invariante, il faut ¢ > 0,
d = c¢™; on retrouve le groupe (Gg) lui-méme.
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Dans le second cas, on aurait

¥=cy+a, ¥y =dr+0,

. . . 1
ce qui n’est possible que si m=—=—1, avec a, b, ¢, d réels, ¢ >0, d = .

Par suite le plus grand groupe pseudo-conforme de (Zg} est un groupe
connexe O lrois paramélres si m, supposé de valeur absolue supériewre ou
égale o 1, est différent de 2 et de — 1; il est formé de dewr familles connezes
& trois paramétres si m — — 1.

Si enfin m =2, 1"hypersurface est localement équivalente & I’hyperco-
nique, comme on le voit en posant

z=X, y+z5=Y;

on obtient

Mais il faut remarquer que la partie imaginaire de x étant positive, ¢l ne
faut garder de U hyperconique que les points pour lesquels X, > 0. On vérifie
sans difficulté que les transformations du groupe & 8 paramétres de I’ hyper-
conique qui laissent invariante I’hypersurface (g} forment un seul groupe
connexe 4 3 parameétres.

Il wy a donc que le cas m = — 1 pour lequel (Ex) admette globalement
dewx familles dislinctes de transforinations pseudo-conformes.

X. Les hypersurfaces du type (¥).

48. Les équations de structure étant
(X, X)=X,, (XX)=X+X,, (XX,)=0,

les transformations infinitésimales de (f sonf, en coordonnées homogénes,

o of
1= T 38_444’
= of | of
Xy = —u <3“1 +6%2>’

— of of
Xs = (7/'51 +%2)8-1;; +%257‘,

La encore on peut supposer u, = 1 et, revenant anx coordonnées non homo-
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génes x, y, prendre

/ . af
(Grr) <X:lef

8 e by’
(X =(z + g/}of+JdJ
avec les équations finies
o et
Yy = ey -+ b.

On peut, comme dans le cas précédent, définir (Zp) comme le lieu des trans-
formés du point (0, ¢), ce qui donne

5 gx:ar+ice",
Ex) { y =b e

Cette hypersurface est simplement connexe et on démontre facilement
que (Gp) est son plus grand groupe pseudo-conforme.

XI. Les hypersurfaces du type (H).

49. Les équations de siructure étant
(X, X,)=mX, —X,, X, X)=mX,+X,, (X,X,)=0,

les transformations infinitésimales de G & obtiennent par la méme méthode
que dans les deux cas précédents. On frouve

(Gu)

f

? X, = (mx + y) o+ (my — ) of

oy’
avec les équations finies

(G) | @' =e"@ cos o +ysinc) 4+ a,
H
| ¢ = e™¢(— x sin ¢ -+ 3 cos ¢) 4~ b.

I’ hypersurface peut étre regardée comme le lien des transformés du
point (i, 0); elle est définie paramétriquement par

= x = 0 4 {e™°¢ cos ¢,
Zn) S
y=>b —ie™sinc.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 8
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Si m 4=0, elle est simplement connexe et (Gy) est le plus grand groupe
psendo-conforme qui la laisse invariante.

Si an =0, I hypersurface n’est plns simplement connexe. Le groupe (Gy)
se réduit au groupe des déplacements euclidiens réels du plan, et (Xg} a pour
équation ~ _

Zu,) @—2f 4+ —y+4=0

Elle admet une seconde famille de transformations pseudo-conformes qu’on
obtient en combinant (Gg,) avec une symétrie par rapport & une droite réelle
du plan. On peut regarder 1 hypersurface (Xg,) comme simplement connexe,
4 condition de regarder I’espace des deux variables complexes comme formé
d’une infinité de feuillets (4 4 dimensions), le passage d’ un feuillet & 1’autre
se faisant par exemple par la cloison & trois dimensions

Y¥,=0, z,>0.

Nous laisserons de cote la question de savoir si on peut, dvns un espace-
analylique complexe & 2 dimensions complexes, supposé sinplement connere,
réaliser cetie hypersurfoce simplement connexe de mawiére que deux poinis
appartenont & deux feuillels différents, mais ayani les mémes coordonndes
iniliales (x, y), premnenl dans le nouvel espace deuwx positions différenies, de
telle sorte que U hypersurface soit uwivalente dans cel espace. Contentons-nous
de remarquer que la surface de ramification, qui est ici 2,=0, y, =0, n est
pas caractéristique (*°).

XIIL Les hypersurfaces du type (K): premiére espéce.

50. Nous avons déja vu (n. 41) que le groupe adjoint n’est autre que
le groupe projectif réel de la conique

2 2 2
u; -+, — u; = 0,

que nous appellerons la conique fondamentale.

Chacune des hypersurfaces cherchées (X} pourra étre regardée comme
le lieu des transformés d’un cerfain point M, du plan projectif complexe
par les fransformations projectives réelles de la conique fondamentale. Mais
plusieurs cas sont & distinguer, suivant la position par rapport & la conique
fondamentale de la droite réelle qui contient ce point M,, nécessairement
imaginaire.

(*) La résolution de ce probléme est du domaine de la théorie des fonetions.
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Cette droite M,M, ne peut étre tangente a la comique, car alors la
transformation infinitésimale associée a4 M engendrerait, avec la transfor-
mation imaginaire conjuguée, un groupe: il suffit pour le voir de prendre
le cas particulier de la tangente #,=u,, qui donnerait le sous-groupe en-
gendré par X, et X, - X, .

Cela posé, deux cas sont possibles, suivant que M,M, est extérieure a
la conique ou la coupe.

51. Supposons @ abord la droite véelle MM, extérieure & la conique.

On peut supposer que ¢ est la droite u,=0; le point M, a des coor-
données (1, u, 0); mais, par une transformation de G remplagant respecti-
vement

ul) %2’ %3
par
%, COS & — o, Sin o, u, sin o + u, cos a, U,

w4y L -du
Uy~ Uy 11

on peut multiplier par e¥*, ce qui permet de donmner i ce

rapport une valeur réelle et positive k; on aura alors

A1—k .
=1 g = (lm|<1).

Le lieu des transformés du point (1, im, 0) est facile & obtenir. En effet,
quand on effectue sur #,, #,, %, une substitution linéaire rdelle laissant
invariante la forme #-i-u— u?, la forme 4’ HERMITE u%, 4 w,u, — w0,
est également invariante. On a donc, en fout point de (Z),

gy —+ Wty — Uty 14-m?
96,2 4+ w2 — g2~ 1—m?’

Le second membre est une constante réelle p plus grande que 1. En
remarquant que toufe droite réelle qui coupe la conique fondamentale ne
contient aucun point de I’hypersurface, on peut introduire des coordonnées
non homogeénes

Uy @
2 == Z, b -
"y Uy

Y
et on a I’ équation

(15) l+ar—ygy=1yp|l4+2>— 92|

52. Il importe msdintenant de voir si tout point satisfaisant & 1’ équation
(15) fait partie de 1 hypersurface (Zg). Il est clair d’abord que les points
réels de la conique fondamentale satisfont & 1’ équation (15), mais ne peuvent
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étre transformés du point imaginaire M,. Nous allons voir que, ces points
exclus, 1" équation (15) définit denz hypersurfaces connexes distinctes.
Remarquons d’abord qu’un point imaginaire satisfaisant & I’ équation {10}
ne peut étre situé sur une droite réelle ayant un point réel sur la conique
fondamentale; en effet cette sécante pourrait, par une transformation de G,

étre ramenée & v =0, et 1’ égalité

L—yy=up|l—y|
est impossible, en vertu de 1'inégalité
1=y |>1—y]

Tout point imaginaire est, d’aprés cela, le transformé d’un point situé
sur une droite réelle extérieure & la conique, qu’ on peut supposer y == 0, et,
d’aprés le raisonnement fait plus haut, on peut supposer que les coordonnées
de ce point sont {(u, =1, u, —=dim', u, =0) ou (¥ = im’, y = 0). On aura alors

14w

T l—wm'??
d’olt W ===m. Or on ne peut passer par continuité du point (1, im, 0) au
point (1, — dém, 0).

Pour nous rendre compte nettement de ce résultat important, remarquons
que si on exprime les coordonnées d’un point réel de la conique fondamentale
en fonctions rationnelles d’un paraméfre réel {, par exemple

24 i
i YT

toute homographie réelle de la conique se traduit par une homographie réelle
sur f, et réciproquement. Or les homographies réelles

_at+b

i
¢ et +d

forment deux familles distinctes, suivant que ad — be est > 0 ou < 0.
Cela posé, la polaire du point (1, ém, 0), & savoir 1 - imz =0, coupe la
conique fondamentale aux deux points donnés par
1 — 4+ 2imt == 0,
d’ou
t=—dm = V1—m*,;
au contraire les points ol la polaire du point (1, —ém, 0) coupe la conique

sont o
t=—dm3xV1l - m*.
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Or, les transformations homographiques réelles & déterminant ad —bc >0
effectuées sur ¢ conservent le signe du coefficient de 7. Cela suffit pour
prouver qu’ aucune transformafion du groupe connexe ne permet de passer
du point (1, #m, 0) au point (1, — ém, 0).

53. L’ hypersurface (¥) lien des transformés du point (1, 4m, 0) & obtient
done en ajoutant & 1 équation (15} une inégalité qui exprime que la partie
imaginaire des valeurs de ! correspondant aux points de contact des tangentes
menées & la conique fondamentale est d’un signe donné, positive per exemple.
Ces valeurs de f sont racines de 1’équation

(16) 1 —# 422t —y(l + ) =0;
‘2
la- somme des deux racines est I fy . I’ hypersurface (Zx) est donc définie par

\ 142w — gy = p | L+2" — 3|,

[l +y) — =(1 +15) > 0.

(Ex)

Oun remarquera que le plus grand groupe pseudo-conforme de (Xx) est
connexe, les tranformations homographiques sur ¢ de déterminant ad — be <0
changeant (¥x) en une hypersurface distincte. Mais chaque point de (Zx) est
invariant par une transformation non identigne du groupe, celle qui échange
entre elles les deux racines de (16).

54. Arrivons maintenant & la détermination des hypersurfaces localement
équivalentes & (Xg). Toutes ces hypersurfaces sont des variétés de recouvre-
ment de (2g), puisqu’d chaque point d’une telle hypersurface est associde
une transformation infinitésimale imaginaire déterminée de (Gg), ¢ est-a-dire
un point déterminé de (Zx).

On en obtient immédiatement une par un procédé géométrique simple,
en faisant correspondre & tout point (z, y) de (Zx) 1’ensemble des deux va-
leurs de ¢, racines de (16}, qui définissent les points d’intersection de la
conique fondamentale avec la polaire de (v, y). Nous pouvons ordonner de
deux maniéres différentes ces deux valeurs de ¢, que nouns désignerons par §
et v, et nous aurons ainsi une hypersurface recomvrant deux fois (2g). On a

2 o y—1
5’+"’7—1+y7 Eﬁﬂ“g/wir»l’
d’on
. 14 &
/v:-_:i*__”_ 5

1 Ey’ 11—y’
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On obtient ainsi, dans le demi-plan de POINCARE, un couple ordonné de
points (£, m) dont la distance snon euclidienne 8 reste évidemment constante
quand on effectue sur § et v une méme homographie réelle & déterminant
positif (*'). L’équation de la mnonvelle hypersurface (Z'x) est done (**), en
remarquant qu’elle contient le point

P —

s0it . ‘
(®'x) (E— )E — ) - sk 5 (£ — By — ) =0 (750,
soit

’ Y- 20 = - E—E
(&'x) E—nE— 1)+ EE— B —m =0 (75>0),

soit enfin B
(%) E—nE—7) —E—8n—7) =sE—nE—7)  (F>0).

Cette derniére équation peut se déduire directement de (15). On a dun reste

2 yi—m? 25 1
shQ_._T ou chg__%,
d’ ot
b
1+4-ch? g
p=""""3
2.
sh 5

55. On peut enfin arriver 4 une hypersurface simplement connexe en

posant
E=X+e¥, =X e?
d’ ou

do¥+Y . gh? % (e¥ — e¥)? - sh? ; (X—Xp=0 (X_ X> O),

ou encore, en séparant les parties réelles et imaginaires,

i — s ]/}L_C()S2Y2'
3 2

(%) X, = ¥ ]/ sin? Y+

/ sh? _2.

(21} Cette hypersurface a 616 rencontrée par B. et H. Carrax (« Comptes-Rendus », 192,
1981, p. 710). Voir HrNr1 CArTaN. Sur les fransformations analytigues des domaines cerclés
et semi-cerclés bornés (« Math. Annales », 106, 1932, pp. 540-573).

{(#%) On applique la formule

shéz d

2 2Vyy
d désignant la distance euclidienne des deux points de coordonnées rectangulaires (x, y)
et («, y'). Voir E. Cartan, Legouns sur la géoméirie projective complexe (Paris, Gauthier-
Villars, 1981, p. 85).
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Sous cette forme, I’équation monfre que 1’ hypersnrface est simplement
connexe, puisque chacun de ses points est défini analytiquement par la
donnée de trois nombres réels finis X, Y,, Y,.

Les équations du groupe ¢ sont iei

~ ;@ X -+ b)(eX + d) — acerY
170 X ="y g —aar

Y=Y —log{{cX +d}f —ce*¥};
elles sont réguliéres en fout point de (¥"x), le dénominateur de X’ ne pouvant
s’annuler que si 'on a

cX,=ce¥:sinY,, d'on ¢=0, et par suite d =0;

mais cela est incompatible avec la relation ad - be = 1.

56. On peut maintenant de (X'x) déduire toutes les hypersurfaces du
type (K) qui sont-variétés de recouvrement de (Zx). Le groupe de connexion
proprement discontinu qui caractérise ’une quelconque d’entre elles doit
laisser invariantes les deux quantités § -4 v =2X, &y = X* —¢?Y. On a donc

(18) X=X, Y=Y+ mnin (n entier).

Inversement, toute transformation de cette nature laisse invariante (X"k),

W

ainsi que chacune des transformations du groupe (17) de (3"k). Le groupe
cherché est donc de la forme

X' =X, Y = Y-+ nhinr (h entier fixe positif, n entier variable).

En posant alors

2y ‘
X=u el=y (¥ ==0),
on obtient I’ équation
B
2 8 s 28 “m 2 8, —3 w7 _
SWQ@—ﬁtﬁkémm+y%+4L+mwﬁwy=0 (i )q,
ou encore, en introduisant les parties réelles et imaginaires,
. " b
(Z"k) 9" — Cn'y " e 20 = ] 1) (@, > 0).

On retrouve (Xg), sous une autre forme analytique, en prenant A = 1.

57. Nous avons vu que ! hypersurface simplement connexe (2"} ad-
mettait le gronpe connexe (17). Il est facile de voir qu’elle admet une autre
famille connexe de transformations pseudo-conformes, & savoir celles qu’on
obtient en combinant les transformations (17) avec la transformation

X' =X, Y =Y4in
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qui ne rentre pas dans les formules (17). On obtient ainsi toutes les trans-
formations pseudo-conformes de (¥'g), car si S est une quelconque de ces
transformations, elle donne sur (Xx) une fransformation pseundo-conforme
déterminée qui produit sur (Zx) le méme effet qu’ une des transformations (17),
puisque le groupe de (Zg) est connexe; par suite il existe une fransformation
de la méme famille connexe que § qui laisse invariants tous les points
de (2g) et est donc de la forme (18). Or la transformation correspondant
a n =2 fait partie des transformations (17); on peut donc supposer n==1, ce
qu’il fallait démontrer.

De ce qui précéde on déduit que le groupe pseudo-conforme de (X"'k)
est connexe pour A impair, formé de deux familles connexes pour % pair.
En effet, dans la famille connexe de transformations de (3"x) qui ne contient
pas la transformation identique, se trouve, si h est impair, la transformation

X' =X, Y =7Y1 hin

qui laisse invariants tous les points de (¥"k); au contraire, si » est pair,
aucune des transformations

X' =X, Y=Y+ nin (# impair)

ne laisse fixes les points de (Z"'x).

XIII. Les hypersurfaces du type (K) : deuxiéme espéce.

58. On aura une deuxiéme espéce d’hypersurfaces du type (K) en prenant,
dans le plan de la conique fondamentale

2 2 2 ___
w, +u,—u;, =0,

an point imaginaire situé sur une sécante réelle de la conique et le lien des
transformés de ce point par le groupe homographique réel connexe G de cette
conique. On peut supposer que cette sécante est u, =0; mais, comme les

transformations de G permettent de multiplier %I—;—g par un facteur réel ef
positif arbitraire, on peut supposer que cette quantité est de module 1, ce
qui revient & dire que ;—E est purement imaginaire. La quantité #, ne pouvant
s’annuler pour aucun point de I’hypersurface, nous poserons

wy Uy
ng 0 g

Cherchons donc le lieu des transformés du point (x =idm, y =0). On a
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pour ce point
vwyy — L =m* —1, (2 +y—1]=m +1

Tous les points de " hypersurface satisfont done & 1’ équation

(19) vw+yy —1l=yple* +y* — 1],
avec
2
p=11, —l<p<l,

Naturellement il ne fauf conserver que les point émaginaires satisfaisant
4 D équation (19). Mais, réciproquement, tout point imaginaire satisfaisant
a (19) est situé sur une droite réelle qui ne peut étre extérieure & la conique,
sans quoi p serait plus grand que 1. Cette droite, étant sécante, est la trans-
formée, par une transformation de G, de y==0; le point considéré est done
le transformé d’un point (x =dm, y =0) et on a par suite

wm'?—1  m?—1

AR h— i i
AT —aEiy W=
Mais ici le point (x = —im, y =0) est transformé du point (x = im, y==0),
par la transformation
wW=—x y=—y

qui fait partie du sous-groupe confinw
W e=weosa —ysina, ¥y =—=xsine -yocosa
de G. Par suite, I’ hypersurface cherchée (Zk.) est le liew des points imaginaires
-satisfaisant & (19).
Un cas particulier remarquable est le cas p=0. On a dans ce cas le
liew des points imaginaires de I ypercowique xx - yy =1, ¢ est-d-dire 1’ hyper-
conique privée de la ligne 4 une dimension, lien de ses point réels.

59. On pourrait aussi considérer les points de la conique fondamentale
situés sur la polaire d’un point variable de 1’hypersurface, donnés paramé.
triquement par ! équation

(1 — &)+ 2ty — (1 + ) =0.
En particulier le point (x = ém, y = 0) conduit anx deux valeurs de ¢:
fim —1 1 /im—1
E:1/z'm+1’ = V@'m+1 :
En regardant £ et v comme les affixes de deux points, on a un couple de
points situés 'un dans le demi-plan positif, I’autre dans le demi-plan négatif

Annali di Motematica, Servie TV, Tomo XI. 9
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de Poixcaru. La distance non euclidienne & du premier point au conjugué
du second est donnée par
3
sh 5 = m.
On obtient ainsi I hypersurface

120) (& — E— 1) — (e — Ftn — 1) =0 (75 0).

équivalente & (Zx/), parce que le couple (v, &) ne peut pas se déduire par
continuité du couple (g, 7).

I hypersurface (Y¥x) admet un groupe mixte formé de deux familles
connexes de transformations pseudo-conformes, la seconde famille s’ obtenant
par composition des transformations de la premiére famille avec la symétrie

/
=, y=-—y.

Dans le cas de I"hypersurface (20), cette symétrie s’ écrit

§=—n 7=—F
de sorte que les denx familles de transformations sont
, aE-+b ,  an-+0b
Emé§+d’ 7 :c:+d (ad —bo>0),
et
e L G e (@d — be < 0).

Nous ne traiterons pas le probléme de la recherche des hypersurfaces
localement équivalentes & (¥x) et appartenant au méme type. Contentons-
nous de remarquer qu’ on a une hypersurface simplement connexe en re-
gardant le produit topologique des deux demi-plans de PoiNcarg (€ et (v)
comme formé d’une infinité de feuillets, le passage de 'un & I’autre se
faisant par la coupure =&, — 7, <&, ou lon a posé E=§ + if,,
N =1, + @n,: I hypersurface (20) devient alors simplement connexe; la surface
de ramification 1 =E% n’est pas caractéristique.

XIV. Les hypersurfaces du type (L).

60. Les équations de structure sont ici
(XlXE) = X, (X2X3) =X, (X:X,))=2X,.

Le groupe adjoint est le groupe homographique réel de la cowique fonda-
mentale
o - u] -+ up = 0.
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L’ hypersurface cherchée est le lieu des transformés d’un poinf ima-
ginaire particulier, qu’on peut supposer situé sur la droite uy =20, et dont
on peut ramener les coordonnées homogeénes aux valeurs (1, #m, 0), avec
fm|<<1. On a alors I’ équation

(Z1) Wythy - Wglhy - Wy == |1 | u; + Ul 4 u,

1+m?
(r=110m>1).
Tout point vérifiant 1’ équation précédente peut réciproquement étre

regardé comme le fransformé de I'un des points (1, == dm, 0). Mais le point
(1, — im, 0) est lui-méme le transformé de (1, m, 0) par la transformation

14 7 14
w' =ug, U = Uy, u =-—u,,

qui fait partie d’un sous-groupe continu de G.

Le groupe des homographies de la conique fondamentale, et par suite
celui de (¥p), ne contient qu une famille connexe de transformations. En
effet, toute homographie de la conique peut &ire ramende & une substitution
linéaire orthogonale de déterminant 1;il y a donc correspondance biunivoque
entre ces homographies et les rotations de la sphére, qui forment une seule
famille connexe.

61. On peut avoir une variété de recouvrement de (Iy) en introduisant
le paramétre ¢ des points de la conique fondamentale, détini par les équations

wy==1—8, uy=id{l 4+, u,=2%
Par ce choix du paramétre, deux points imaginaires conjugués de la conique
ont leurs parametres 7 et ¢ liés par la relation

1

V= =
t

Cela posé, les transformations de G se tradumisent analytiquement par
les transformations homographiques sur ¢ de la forme

21) t ="""_ avec aa -+ bb=1.

La polaire du point (1, 4m, 0) rencontre la conique fondamentale en
deux points donnés par

1——ml+#)=0, ou #

1 —m

T lewm’

Représentons chaque valeur de ¢ par un point de la sphére de RIemMANN, de
telle sorte que deux points diamétralement opposés correspondent a deux

1 . .
valeurs 7 et — = en prenant, par exemple, pour coordonnées rectangulaires
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X, Y, Z d’un point de la sphére,

i i —T
Y B
1+-t¢ 1+t

Les transformations (21) définissent alors les rotations de la sphére, qui ne
changent pas la distance élémentaire de deux points. Pour les deux points

:t:] 1:;’2 , cette distance &, comptée sur la sphére, est donnée par
2=
€08 5 = M.

~ On obtient ainsi conmune variété de recouvrement de (Zi) U hypersurface
(X'1) lew des couples ordonnés (€. m) de points de la sphére de Riemann
situés o une distance constante 8 U un de I’ aulre.
I’ équation de (X'y) est

t I3 - 0 d - )
(Z'p) € —)E — m) = tg" 5 (1 + &Nl + 7d);
elle pourrait se déduire directement de I’équation de (Zr) en posant

wy=1—8n, U, =14L+8En) wu;=C+.

62. L’ hypersurface (X'r) n’est pas simplement connexe. En effet elle est,
au point de vue de PAnalysis situs, homéomorphe 2 la variété représentative
des rotations de la sphére, puisque tout point de ('r) se déduit d’un point
particulier par une rotation et une seule. Or le groupe des rotations de la
sphére n’est pas simplement connexe; il admet wn groupe de recouvrement
simplement connexe, qui le recouvre deux fois, & savoir le groupe

u = au —bv
v =bu + av (aa + bb = 1).

Nous laisserons de coté la question de savoir s'il existe nune hypersurface
simplement connexe du type (L): elle recouvrirait deux fois (2'y) et quatre
fois (Zy).

XYV. Les hypersurfaces gqui admettent globalement un groupe
3 plus de trois paramétres.

63. Comme nous le verrons plas loin, et comme cela résulte des travaux
de A. TRESSE (), une hypersurface qui admet localement un groupe pseudo-
conforme & plus de trois paramétres admet localement un groupe & 8 para-
meétres, localement semblable au groupe homographbique d’une hyperconique,
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Par suite si une hypersurface admet globalement un groupe & plus de trois
poramétres, ce sous-groupe est isomorphe & un sous-groupe du groupe ¢ 8 pa-
ramelres de U hyperconique.

Or, les seuls groupes homographiques du plan & paramétres complexes
qui ne laissent invariant ni un point, ni une droite sont les groupes & trois
paramétres qui laissent invariante une conique et le groupe homographique
général & 8 paramétres (**). Par conséquent tout sous-groupe & plus de frois
parametres réels du groupe de 1 hyperconique laisse invariant un point ou
une droite. D’autre part, §’il laisse invariante une droite, il laisse aussi
invariant un point, & savoir le pole de la droite par rapport & I’ hyperconique;
dans tous les cas il y a done au moins un point invariant.

10 Si ce point est sur 1’hyperconique, nous avons vu qu’il a au plus
5 paramdtres, auquel cas ¢ est le groupe (10) (n. 35); s’il a moins de b pa-
ramétres, ¢’ est un de ses sous-groupes. Dans le premier cas, I’hyperconique
privée du point invariant est simplement connexe et nous avoms vu qu’alors
il 'y avait pas d’ autre hypersurface admettant le méme groupe. Dans le
second cas, le groupe est &4 4 paramétres; 1 hypersurface cherchée admet
ponr hypersurface de recouvrement 1’hyperconique privée d’un point et le
groupe de connexion correspondant doit laisser invariante chaque transfor-
mation du groupe & 4 parameétres. Or les méthodes de S. LiE montrent que
tout sous-groupe & 4 paramétres du groupe (10) est engendré par les trans
formations infinitésimales

(m + m)aca—f« -+ 2y af ,
8f of
+4) '’
af 1o
? 2% —{—‘2“ X '
or
oy’

oit m et n désignent deux constantes réelles. Toute transformation qui laisse
invariantes les trois derniéres transformations infinitésimales est de la forme

7

= y=y-+h;
elle ne peut laisser invariante la premiére que si m =0. On retombe alors
sur I’ hypersurface (£',) du n. 34, avec le groupe (11) (n. 35).

20 Si le point invariant n’est pas sur I’hyperconique, le groupe est
a 4 paramaétres et on retrouve les hypersurfaces des types (B), (C) et (D).

(%) 8. Lug et P. Bxcer, Theorie der Transformationsgruppen (V7), 111, p. 94.
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Toutes les hypersurfaces adinetiant globalement wn groupe a plus de 3 pa-
raimétres ont donc déja été oblenues.

XVI. Résumé général.

630 St une hypersurface admmettaont un groupe pseudo-conforine lransitif
est localement équivalente & U hypersphérve, elle est globalement équivalente a
Uune des hypersurfaces suivanites:

1° ww + yy =1 (hypersphére);

20 (A Y ;;17 = ax (hypersphére privée d’ an point);

8o (A) gy = e
f4o (B) ?f;;?l_ezi :

5 (B} wx + (yy)" =1 avec y==0 (m =>>0);
r 6° (D) yy(l +ax)” =1 {n entier positif);

7 (B) y;;z = (%Tfy avec m; ©>0;

g (K ( Hypersphére privée de ses points réels

{ (ou I’ une de ses variétés de recouvrement).

La premiére admet un groupe & 8 parameétfres, la seconde un groupe &
b parameétres; les quatre suivantes un groupe a 4 parameétres, les deux
derniéres un groupe & 3 paramétres.

St une hypersurface admettant un groupe pseudo-conforme transitif n’'est
pas localement équivalente o 1 hypersphére, elle est globalement équivalente

Uune des hypersurfaces suivantes ou & I'wne de leurs variélés de recouvrement:

1° (K) %:(9%—%)"7} avec w;i>0 {(lm|=1,m=1,2);
o
20 (1) L5l = e
2marctg@‘

30 (H) (x— &) + (y — y)* + 4e y=y =0;
AP 50 (w1
5o (K} xx+4-yy — 1 = pla® 4+ ¢ — 1], sauf les point réels (jp|<71, p=E0);

6° (L) g, 4 22, + w0, = 1| 2,2, - 2205 1+ 2,2, | (x> 1)

4° (K) 14-aw—yy=p|1 4o —¢*|, avec
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CHAPITRE III

Les invariants pseudo-conformes d’une hypersurface.

I. Position du probléme.

64. 11 est entendu que les hypersurfaces que nous allons considérer dans

ce Chapitre seront analytiques et ne seront pas des hyperplanoides. Nous
pouvons écrire 1’ équation d’une.-telle hypersurface sous la forme
(1) Flz, y; 3—57 :;') =0,
F étant une fonction analytique de ses quatre arguments, qui sera réelle
quand on donnera & x et y les valeurs complexes conjuguées de celles qui
seront atfribuées & z ef y. Remarquons que les dérivées partielles F, et I,
I, et F; sont alors complexes conjuguées.

I’ équation de PrarF
(2) W ydoe + Fydy) = 0,

dont le premier membre est réel quand le point (x, y) est sur I’ hypersurface
et quand dz, dy se rapportent A un déplacement infiniment petit sur cette
hypersurface, représente 1’élément plan caractéristique tangent a I hypersur-
face au point considéré (n. 13). Elle a une signification intrinséque, ¢’ est-a-
dire indépendante de tout changement analytique de variables portant sur
z et g

Si nous exprimons les coordonnées x et y d’un point de 1" hypersurface
en fonctions analytiques de frois parameéfres réels u, v, w, le premier membre
de P équation (2) devient une expression de Prarr réelle

(3) w = Adu + Bdv + Cdw,

A, B, C étant des fonctions analytignes réelles de u, v, w.
Introduisons en méme temps, dans le cas I, ==0, la différentielle de,
qui 8’ exprime sous la forme

(4) d = w, = (P +iP)du + (Q 4 iQ,)dv + (R + iR)dw.
65. Considérons une seconde hypersurface
D, s @, y) =0,

équivalente & la précédente; exprimons «x, ¥ en fonctions analytiques de
trois parameétres réels u/, ¢/, w' et désignons par & et ®, les formes analogues
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a o et u,. Comme les 6léments plans caractéristiques tangents des deux
hypersurfaces se correspondent, on aura, par la correspondance pseudo-
conforme qui est censée exister entre les deux hypersurfaces,

(5) ® = pw,
p étant une fonetion analytique réelle de u, v, w: on aura d’autre part

do’ = adx -+ Bdy,
ou
(6) By = Aw, -+ po,

A et p étant des fonctions analytiques complexes de u, v, w.

Réciproquement, supposons que par une correspondance ponctuelle analy-
tique convenable entre les deux hypersurfaces, on ait des relations de la
forme (5) et (6); ' et % deviennent des fonctions analytiques des variables
réelles u, v, w, et I'on a, d’ aprés (D) et (6), des relations de la forme

dr’ = adx + Bdy,
dy == ydx -+ &dy.

La premiére montre que le déterminant fonctionnel de &', x, y est une
fonction analytique de u, v, w qui ¢’annule en tous les points de la premiére
hypersurface, ¢ est-a-dire pour toutes les valeurs réelles des variables: elle
est done identiquement nulle et, par suite, si I’on regarde wx, y, ' comme
des fonctions analytiques des frois variables complexes u, v, w, la quantité «'
est une fonction analytique de wx, y; il en est de méme de y'. Il existe done
nne transformation pseudo-conforme faisant passer de la premiere hypersur-
face & la seconde et réalisant entre elles deux la correspondance ponctuelle
donnée.

On peut .ajouter que, cette correspondance ponctuelle étant fixée, la
transformation pseudo-conforme est unique. Dans le cas contraire eu effet,
en désignant par

x' = glx, y)) et @ = gz, y),
y= (*I)(wa Z/); « gy =d,lx, ),

deux transformations disfinctes répondant anx conditions voulues, la fonction
¢z, ¥) — ¢z, y), nulle en tous les points de la premidre hypersurface, serait
identiquement nulle.

66. On peut compléter le résultat précédent en remargquant que la
donnée de trois formes de PraFr analytiques v, w,, v, linéairement indé-
pendanfes en du, dv, dw, la premiére réelle, les deux derniéres imaginaires
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conjuguées, définit toujours une hypersurface ou plntdt une classe d’hyper-
surfaces équivalentes. Hn effef les équations

{7) w=0 o =0

peuvent étre considérées comme un systéme de deux équations différen-
tielles du premier ordre entre les trois variables complexes u, v, w. Soit x, y
un systéme d’intégrales premiéres indépendantes de ces équations: ce sont
des fonctions analytiques de u, v, w:

(8) s &L= f(?/(/, v, MJ)?
Z y = glu, v, w).

En donnant maintenant & u, v, w des valeurs réelles, les équations (8)
définissent une hypersurface

9) Fle, y; x, y)=0.
On a d’autre part des identités de la forme
(10) w = adx + §dy, v, = ydr - 3dy.

La forme o est réelle quand on donne & u, v, w, du, dv, dw des valeurs
réelles, ¢’ est-d~dire quand on se déplace sur !’hypersurface. On a par suite
entre dx, dy, dx, dy, quand on se place en un point de 1’ hypersurface, une
relation identique de la forme

adx + Bdy — (ada + Bdy) = oi(F,du - F,dy + Fzdx -+ Fydy),
d’olt
w = adx + Bdy = oi(Fdx + F,dy),

¢ étant évidemment réel.

La seconde relation (10) montre d’autre part que w, est une combinaison
linéaire de dx et de i(F,dx -+ F,dy). Par suite les formes associées a I hyper;
surface (9) suivant le procédé exposé au n. 2 sonf, la premiére un multiple
de la forme ® donnée, la seconde une combinaison linéaire des formes w,
et w donndes.

Si on avait choisi deux autres intégrales premiéres indépendantes x’ et 3/
des équations (7), on aurait eu une transformée pseudo-conforme de 1'hyper-
surface (9).

Si 'on se limite, ce que nous ferons désormais, aux hypersurfaces qui
ne sont pas des hyperplanoides, la forme réelle v doit étre choisie de telle
sorte que I’équation w==0 ne soit pas complétement intégrable.

Annali di Matemaotica. Serie IV, Tomo XI1. 10
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REMARQUE. — Si Pon derit I'équation o = ade + fdy =0 sous la
forme dy — y'de =0, le .systéme ©=uw, =0 prend la forme dy — y'de = 0,
dy — Uz, 4, y)de =0; on retronve ainsi les surfaces caractéristiques as-
sociées comme intégrales de 1’ équation ¥y’ = d(x, vy, ¥).

67. Le probléme de I'équivalence de deux hypersurfaces peut maintenant
8’ énoncer de la maniére suivante.
ProBLEME. — Hlant données d’ une part trois formes de Pfoff

o = Adu -+ Bdv -+ Cdw,
o, = (P + iP)du + (Q +4Q,)dv + (B — iR,)dw,
w, = (P — iP)du + (@ — iQ,)dv 4 (R — iR,)dw,

lindoirement indépendanles, (o preiniére réelle, les deux dernibres fimagincires
conjugudes, & coefficients fonctions analytiques des variables réelles u, v, w,
Véquation o =0 w élant pas complétement intégrable;
d’ autre part trois formes analogues
o = A'dw + B'dv' <+ O'dw',
, = (P' +iP/)dw + (@ +-4Q,)dv + (B 4B, )dw/,
o, =(P" — iP/)du +(Q — iQ,)dv' 4+ (B -iR/,)aw/,,

joi

construites avec les variables v, v/, w';

reconnaitre § il existe une {transformation analytique réelle faisant
passer des wvariables u, v, w awux variables W, v/, W' el telle que, par celle
tramsformation, on ait des identités de lo forme

{11) ®H=ym, O,=oow, + fo,

Y, «, B élant des fonctions analyltiques, dont la premiére réelle, de u, v, w.
C’est un cas particulier d’un probléme que j’ai traité d’ une maniére
générale (°).

68. Nous allons transformer le probléme. Considérons les relations (11).
Introduisons deux séries de variables aunxiliaires

ey oot gy N,
les variables ¢ ot g’ étant réelles, les autres complexes, et posons
Q= po, ;= Mo,+ po);
O=y¢o, II,=»N®,+ po).
Il est clair que les identités

(12) N=9Q, 1l,=Q,
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peuvent étre résolues en prenant pour ', ¢/, w' les fonctions de u, v, w qui
réalisent les identités (11) et en posant

o' =>p, 7\'::51;7&, }L':aﬁgﬂ@.

Si les deux hypersurfaces sont équivalentes, il est donc possible de
réaliser les identités (12) en prenant pour w/, ¢/, #', X, ¢/, ¢’ des fonctions
analytiques convenablement choisies de u, v, w, A, p, ¢.

Réciproquement, supposons qu’ on puisse‘ trouver des fonctions analytiques
', v, w, N, v, ¢ de u, v, w, A, n, p véalisant les identités (12). On aura
alors des identités de la forme (11); par suite du/, d/, dnw’ seront des com-
binaisons linéaires de du, dv, dw, de sorfe que les identités (11} seront
réalisées par une transformation analytique faisant passer des variables
u, v, w aux variables ', ¢/, w'. Les deux hypersurfaces seront donc équi-
valentes.

Nous pouvons donc dire ewn wun ceriain sens, grice A I'introduction des

variables auxiliaires nouvelles A, u, p, que les formes Q, Q, &, sont inva-
riantes par toute transformation pseudo-conforme.

69. Revenons aux formes de PFAFF initiales o, 0,, ®,. Nous allons les
soummettre & une condition qui ne restreindra en rien la généralité du
probléme. Le covariant bilinéaire (**) o’ n’est pas nul, en fenant compte
de © =0, puisque cette derniére équation n’est pas compldtement intégrable;

on a une relation de la forme
(13) o = ia[0,0,] + bowo,] + bow,),
le coefficient @ n’étant pas nul. Quand on remplace w, par am, et ® par yo,

ce coefficient @, comme on le voit immédiatement, est multiplié par —; on
*xA

eut donc toujours & arranger pour qu’il soit égal & 1. Si ces conditions
P J g g

sont réalisées pour les formes ®, »,, @, d’une part, pour les formes @, B, , @,
d’ autre part, les identités (11) prennent la forme

O = aom, O, = ao, + fo;

i

au lien d introduire trois variables auxiliaires g, A, 1, il suffira alors d’en
introduire deux, A et p, en posant

(14) Q=2Nv, 2, =No,t po)

(3!) Voir, pour la notion de covariant lindairve et le caleul extérieur, E. CarTAN, Legons
sur les invarionts intégraux (Paris, Hermann, 1922).



76 B. Carran: Sur la géoméirie pseundo-conforme des hypersirfaces

Supposons par exemple qu’on prenne

0, = dx;
on aura

w = iM{Fpdo + F,dy) = — ik(Fzdx + Fydy),
k étant un facteur réel que nous allons déterminer. Le calcul de o' donne

o = % w} ik | Fozdae dec) - Foz[dy daw) -+ F 2 die dy] + Fyldy dy] |-

On peut exprimer dy en fonction lindaire de dx et w:

F, 1
et de méme
- F" 1

en remplacant et supprimant les termes qui contiennent w, on trouve

Fuill By FyiFoFs — FiFy s — o, Fy o LF)

— k= F,F, F,F;’

L(F) étant I’ expression de E. E. LEvi. Nous poserons donc

R Y B
) o=— L(F) (Fade -+ Fydy).

(Fpde + F,dy) =i 7(7)
o, =dr, o,=dr.

(15)

70. Les formes o, w,, », étant ainsi choisies, nous aurons

g o =i[w,0,] & boo,] - oo,
wy =0,

(16)
[ &, =o.

Introduisons la convention o’ écriture suivante. f étant une fonction de
point sur I’ hypersurface, nous poserons

(17) af = fow +4- fror + f1w1.
Si en particulier f est donnée comme fonetion analytique de @, y, «, ¥, on
aura identiquement par rapport d de, dy, de, dy,

FUI' by
L{F)
-+ p(Fode + F dy + Frzdxe -+ Fydy),

ol + [, dy + [adx + fdy = — ifo 542 (Fpdae 4~ F,dy) + fide + fidx
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¢ étant un coefficient convenablement choisi. On en déduit

. L(F) .
fOHZ@;Fag(fyFy_fyFy”
. fo _"wa
(i8) fi= T T
po [aFi— 35
1 F.g N

Si f est une fonction réelle, il en est de méme de f,, les quantités f; et f3
étant imaginaires conjuguées,

Les dérivées des fonctions b et b sont libes par une relation simple,
qu’on obtient en exprimant que la dérivée extérieure de o est nulle; ceite
dérivée est, comme le montre un calcul facile,

(b1 — by) [0wyq];
nous pOSBI’OﬂS

(19) bi="by=c;
la quantité ¢ est évidemment réelle. On a du reste
b 194 2 Fuylly, — FyyFy + LoF, — L,F,| '
Fy Fy LiF) )

Nous aurons & introduire d’autres dérivées des quantités b, b, c. Aupa-
ravant remarquons que -la dérivation extérieure de I’ équation (17) nous donne

(ifo + 11 — Fro10] 4+ Bfo +- fro — fo)oo1] + (Bfo + fro — foTwe] = 0.
On a donc les relations générales
fii— fri=ifo, foo— fo=">fs, foi— fTo="bf,.

Nous en déduisons les relations

20) boi= co—-bbo, Do = cy—+ Dby,
e11 — 61 = icy,
ce qui nous permettra de poser
: 1. 1.
(20°%) ci=g-Fyic, €11=g—;zic,
g et cy étant réels.

I1. Recherche 4’ un systéme &’ expressions de Pfaff covariantes.

71. Revenons maintenant au probléme de 1’ équivalence. Nous substi-
tuons aux formes w, o,, o, définies par les formules (15} les formes cova-
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riantes plus générales
(14) Q=2wo, Q :=\o,+po), Q =io, + no).

On obtient, par dérivation extérieure, en tenant compte de (16),

Q= % } * [dp Q] + Mt | io,0,] -+ bow,] + blow,] |

Q,’::%: ,J [ ]4—1@%'[w@,]-%—b[wm,]—]—g[wc;‘]}.

Comme @, Q,, Q, et par suite aussi &, @', @/, sont invariantes quand
on passe de !’hypersurface donnée & une antre équivalente, les expressions

SRS B
‘ H(‘;iiég l d:> L“sz
1) [(x l) ‘}ﬂ( e i) 1
-2 -

?

3

quand on y remplacera X, X, p, p’ par leurs expressions en fonction de
w, v, w, A, A, 1, n, ne contiendront plus que les différentielles du, dv, dmw.
Il en est de méme par suite des quantités

v an dN dx o dy  dp dy dp

by A7 i, X ? i, I ) Al '
En effet, si, par exemple, la premiere de ces guatre formes contenaif un
terme en dy, ce terme fournirait, dans la seconde expression (21), un terme
en [dpR,] qui devrait se retrouver changé de signe dans le second terme
de la méme expression, ce qui est impossible.

Cela posé, introduisons des variables auzilinires nouwvelles A, B, C,..., et
posons
‘ Q, = —+Aw + Bo, + Ouv, §2=@+Ew14—251+6w,
(22)
{ 2, dp. + Do, + Eo, + Fuv), Q, = %(dp + Eo, + Do, + Fo).

Si deux hypersurfaces sont équivalentes, il est clair qu’ on pourra exprimer
les quantités v, v/, w', X', n, A, B, O, D", B, F' relatives & la seconde hyper-
surface en fonction des quantités analogues relatives & la premiére, et cela
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de fagon & véaliser U égalité chacune & chacune des formes Q, Q,, @, Q,, Q.
Q. . Q.. La réciproque est évidente.
3 3 '
Calculons alors les quantités invariantes

Q4 [QQ, + 9, — 72,2,
Q"+ [Q, Q]+ [99,],
Q/ 4-[Q,9,] +[99,];

1
on trouve

Q 4+ [Q(Q, + Q] — 12, = A { (b+ip+ 4 + Bllow,] + (b — ip+- A+ Blow,]},
Ql’ -+ [9192] -+ [993] = )‘(ip‘ —+ B)[(OIE)J +
4 My 4+ Ap — C + Djfoo,] -+ Abp. + Br + E)oo,].
Au lieu de regarder A4, B,..., comme des variables indépendantes, nous

pouvons les astreindre & la condition que les seconds membres soient identi-

quement nuls; ¢ est évidemment une condition invariante. Nous prendrons
donc

kB:——ip., B=ip, A= —(b+2ip), Ad=—({0— 2ip),
(28} D=C+ 27;}”;’ E:—-p(?)——ip.),
Z D= 0—2ipp, E=— w4+ ip)

Nous poserons par suite

Q=2 b 2ip)o, —ipo, + Co,

Q, = ?? + dpo, — (b — 2, + Co,
24 /
H |0 =L

3

= [dy + (C + 2@'@)@9i — ;L(Z; - ?Jy;')(;i -+ Fo),

=]

1.,— = T o Loy T —~
3 = % [dH - P‘(b -+ Zp‘)wi . (C"“ 27’9‘?‘) o, + F(x)],

et nous aurons

S Q = —[QQ, + QZ)] +i[Q, ],
(25) 9 = —[2,2,]—[99],
| 2/~ o0 ea)

Nous avons maintenant les variables auxiliaires complexes A, u, C, F et
les formes covariantes @, Q , Q  Q, Q, Q Q.

72. Considérons la forme

Q-0="_ ‘;i — (b + Bip)o, + (b — iy, 1+ (C - C)o,
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et formons la quantité
Q) — Q) — 3i[Q,Q,] — 3iQ,Q,].

Elle est égale, en laissant de coté les termes qui contiennent o en facteur. a
[4i(C — C) +2¢ — 12pp]o,o,].

On aura une nouvelle relation invariante en annulant le coefficient
de [w0,], ce qui exprime que I expression totale s’ annule avec w {ou Q)
Nous poserons donc

. 1. 8. — = 1. 3. —
(26) G’=p+1w~—§mp, O=p-1w+§wp,
o ¢tant une variable auxiliaire »éelle. En achevant le calcul, on trouve

Q; — Q) — 3iQ,2,]— 3,2, = (3iF 2 upt — Bipp o —b, — yic, + %@m)pﬂwl}

-+ (BiF 45 W — Bine — J o By — g io7-+ g dboww,).

Nous aurons encore des relations invariantes en annulant le second
membre, ce qui donne

F=%ip.gp_. + pp ~iiop+é(0'i — be + 2ib,),
27)

- 1. = = 1.-— 1 9
F=—gipp’ + pp - giop + 5 (6, — bo — 2by).
Nous poserons pour abréger

(28) I =¢, —bc— 2ib,, I=-ci— bc+ 2ib,.
73. Formons maintenant Q, 4+ Q,:
Q48 =F+F — b+ ao, — b — ixo, + %o;

sa dérivée extérieure introduira dp; on éliminera en partie dp et dp en
formant la combinaison

Q)+ Q) —4[Q,Q,] 4+ i[Q,9,];
on trouve que ceife expression s’ annule avec ® et est égale a
L e =y o . i 1,
[(2dp -+ ipdiy — ipdpjo] — (sp* — 2ipe — 2bp — dbpp -+ -+ by — gil|[0w,]

— (%’-25 + 2ipp — 2bp - ibpp + % o b, —1—%@7)[&61}.
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On aura une nouvelle forme covariante en posant

1 i - Lo, o~ 1, — 1 -— 1 1.
(29) @, == | dp -+ (i — pelp) + (g pp’ — dpp —bp — Gibup -z op 50, _—Ezz>m1
( p* PH*WP - bP +‘)szp+ ch+ 3 b + 5 tl)w 4+ Go %

G désignant une variable auxiliaire nouvelle, réelle.
On aura, en tenant compte des résulfats précédents,

50 | O = 202,98, +19,9]— (22,
| 9/ = —i[9,,] — 2002, — [0}

Remarquons que la forme Q, est réelle.

74. Passons enfin aun calcul de Q,; pour éliminer les différentielles dX,
dp, dy, dp, formons 3
93, + {9194] + {9293]'

On trouve, en tenant compte de (20), (20") et (28),

—f)( = 7 (bbc—l~bl+bl~ )+ ipd — p,lu}_%cpg—i—p?+%H2E2~G[mmi]
— 5 (li — 21w,
On pourra donc poser d’une maniére invariante
1, 1,7 = = 1, —s 1 =
Bl) G =56 +5bbc+4-bl + bl —g) g il — pl) — popp +p* 40
En introduisant maintenant, pour abréger, la notation
(32) r=g (l1 — 2b1),

on aura les formules

(33)

75. Résumons maintenant les résultats obtenus:

THROREME. — Il est possible, par Uintroduction de trois varviables auxi-
linires X, w. o, dont les deux premiéres soni complexes et la derniére est réelle,
d’ associer & umne hypersurfoce downéde un systéme de huit formes de Pfaff
covariantes
Q Q,Q,Q

3 12 2

Q?; Qaz‘g_zg; Qzu

Annali di Moatemalics, Serie IV, Tomo X1, i1
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dont la premiére ef la derniére soni réelles, linéairement indépendantes par
rapport & du, dv, dw, dX, dX, dg, dp, dp, ef satisfaisant & des relations de la
forme

Q =4Q,Q] — [, + Q,)],
Q= —[QQ,] —[99,],
Q= —[2,9,] —[99,),
(34) Q, = 2i[Q,Q,]-+149,Q,] — [2Q,],
Q) = —i[Q, 93] 2i[Q,Q,] - [99,),
, Q' =—[29Q,]— [2.,Q,] — R[QQ,],
| 9/ =—[99,] —[RQ] — RQQ].

En faisant dans ces formes ) =1, p=0p=0, on obtieni d abord les
formes initiales o, ®,, o,, puis les formes suivantes, construites avec les seules
variables u, v, w et leurs différentielles,

1.
! 0, == — bo, -7 dcw,
— = 1.
mzz-mbw‘-zzcw.
. 1, 1
(35) W, = ; #co, + zlo.
- 1. - 1
w, = — 7 ico +glo,
.1+ 4ib A —diby — 1L, 1 os 7T
@, == +12,L0&)1+@—T§um4+tgcz+g(bbc+bl+blﬂg);’w‘

On peut alors écrive

Q = Ao,
SE{ = 3‘(“_)1 -+ fiw);
91 - 7‘(0‘)1 + pw),

A i~ e 8
Q=5 +w2—2wwi-—ww1+<9—§w#>‘”>
5 A = == 3.
2, = = + 0, +ipo, + 2ipo, +(P+‘é‘””)‘”’
1 — -~ TN i\ ol
Q, = T[dp, 40, 4 1o, + (p 4z wu)wl + ipfo, + P(P + 3 P‘”) ‘”J’

553_—:%[03'@»{— 0, -+ po, — ipPo, +(P '-%i@)gi +—%1( ——%P@)w};

1 e = — T A i\
Q= ﬁJdP g (i — pdp) o, — dpo, - dpo, (0 w)w2+<p — w)wz

t — ZE(P + % iuﬁ)w, + ip(p % z’pﬁg)(,—% + (pz 4 4{ Pzag) u)].
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Les w; salisfont awxr mémes relations (34) que les Q;, mais avec un coef-
ficient v différent: on a
r =
37 R= -, B=

e’ 28

v

I

.

>~

On pourrait enfin calculer €, mais on peuf préveir la forme du résulsat
en dérivant extérieurement 1'équation qui donne &,’; on obtient ainsi

— 02,9, +[2(Q, +2,)2,]+(22,]=0,

d’ ot une expression de la forme
(38) Q,/ =1Q,8,] — [(Q + 2,)Q,] — S[QQ,] — S[QQ,].

- Remarquons que b et b font intervenir les dérivés partielles du second
ordre du premier membre de I’équation de I’hypersurface, b, et ¢ les dérivés
du troisiéme ordre, I celles du quatritme ordre, g et r celles du cinguiéme.
I expression r est un dnvariant différentiel relatif; on verrait qu’il en est de
méme de s, valeur & laquelle se réduit S pour A==1, p=p=0.

Ajoutons une derniére remarque. Supposons que, w, ®,, ©,, ©,, O,
®,, v,, o, désignent 8 expressions de Pra¥F, dont la premiére et la derniére
sont réelles, les trois premiéres étant linéairement indépendantes, et que ces
8 expressions satisfassent aux relations analogues & (34). On peut vérifier par
le calcul que les expressions donndes par (36) satisfont automatiquement & des
relations de la forme (34): ce sont méme les expressions les plus générales
qui satisfassent & cette condition et telles que @ soit multiple de o ef
combinaison linéaire de v, et de w.

I11. Cas ou I’invariant relatif » s’annule.

76. Si Vinvariant relatif # & annule, il en est de meéme de s. En effet
la dérivation extérieure de 1’ équation (34) qui donne @, conduift & la relation

— 99 2,]=0, dou S=0.

Toutes les hyperswrfaces pour lesquelles v ==0 sont équivalentes enlre elles
el on peut passer de Uune & Uautre par une infinité de transformations
pseudo-conformes dépendant de huit constantes arbilraires réelles.

Soit en effet une seconde hypersurface pour laquelle » =0; soient II;

3

les formes associées & cette hypersurface et construifes avee les paramétres
de position o/, v, w' et les variables auxiliaires %', ', ¢’. Le systéme de
Prarr

(39) 0,=0,
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o w, v, w, X, X, w, 1, ¢ sont regardées comme huit fonctions inconnues
des 8 variables indépendantes u, v, w, A, o on opoest complétement inté-
grable, d’aprés le théoréme de FROBENIUS (*); en effet les dérivées exté-
rieures II/ — Q;/ s’annulent toufes en tenant compte des équations (39) du
systéme, puisque les seconds membres des formules (34) et (38} qui donnent
les Q/ {et aussi les II} ne font intervenir que des coefficients constants,
B et S étant nuls. Lia solution générale du systéme (39) dépend alors de huit
constantes arbitraires réelles.

En particulier chacune des hypersurfaces considérées admet un groupe
a4 8 parameétres réels de transformations pseudo-conformes et les relations (34)
et (38) définissent la structure de ce groupe.

On peuf préciser le résultat précédent. Considérons une région de 1'hy-
persurface suffisamment petite pour que, dans cette région, le déterminant
des coefficients de .du, dv, dw dans o, ®,, ©, ne s annule Jamais. Les
équations (39) sont alors, dans cette région, résolubles sans ambiguité par
rapport & du/, dv, dw', dX, dX, dy, dy, dp’ et admettent une solution et
une seule telle que pour

w=u,, V=0, W=w,, A=Ai=1 p=p=p=0,

on ait

o 7 o 1 ;. t [ S5 ' o et
%_“%09 ’U———’Uo, W =Wy, )‘“‘}‘oa ;""'Aola P“_‘p‘ol7 P“—‘P'o,; P,'—"PO7
ot A,/ ==0, et out (u,, v,, w,), (), vy, w,) sont deux points arbitrairement
donnés de la région. Comme cette solution dépend analytiquement des cons-
tantes d’intégration «,,.., p,/, il en résulte que les transformations pseudo-
conformes qu’ admet localement I hypersurface forment wune famille connexe

dépendant de 8 paraméires réels.

77. Prenons en particulier I’ hyperconique

(40) F=0"0_ zp=0.

On a iei

Les coefficients b et & étant nuls, il en est de méme de ¢, I et r.

(#) E. Carran, Legons sur les invariants intégranz (*'), pp. 99-100.
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Les hypersurfaces pour lesquelles v =0 sont donc celles qui sonl loco-
lewnent équivalentes ¢ I’ hyperconique {40).

Ici le groupe est bien connu, il est formé de transformations homo-
graphiques.

IV. Cas ou P’invariant » n’est pas nul

78. Si r n’est pas nul, nous allons monfrer qu’ on peut exprimer d’une
maniére invariante les variables A, u, p en fonction de u, v, .

Remarquons en effet que B est un invariant absolu, mais qui dépend
naturellement des variables auxiliaires A et X en vertu de (37). Nous aurons
une détermination invariante de X et A en réduisant R & 1 unité, ce qui
donne

d’ ot
- i _ o
ll -= \/')")', )\2 jing W{;‘“
Il y a deux maniéres de satisfaire & ces relations. En désignant par e
Pune des quantités 4-1 et — 1, nous poserons

31

(41 A=—c¢

79. Considérons maintenant la forme covariante @, + ,, & savoir

0, + 8 =%+ P bt o, — (b — o, + 20

e, vy 1(«#1 i 1<r 9‘71 5
"‘11(? +7)—-—b—*m]w +[4 ;7 ;)—-—b e +[4 , ;)—}up 0.

L

On aura des relations invariantes en annulant le second membre, ce qui

donne
1 vy oy
}L—-—;’&(;’i";)ﬂ’bb,
— 1./r, 7,
(42) p::——izk + L) + b,
7
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80. Il ne reste plus maintenant awucune variable awriliaire. Les quantités A
et & s’expriment au moyen des dérivées partielles des cinq premiers ordres
du premier membre de I’équation de I’ hypersurface, tandis que p, p et o font
intervenir les dérivées jusqu’an sixiéme ordre. Les formes @,,Q,, Q,, Q et Q,
deviennent des combinaisons linéaires de Q, Q , Q . Les coefficients de Q,
sont du sixiéme ordre, ceux de &, S?S et Q, du septitme ordre.

Nons poserons, sans faire le calcul effectif,

Q, = aQ, —aQ 41439,
QQ:-OLQF%-&Q_,M@'@Q,
Q =iyQ, +0Q +9Q,
Q, =09, —iy Q, 419,

L =0Q, 40 Q, +(Q,

B et T étant réels. Mais la relation Q, 4- Q, =0, dérivée extérieurement, donne,
d’apres (34),

7’[91@0} "‘ i[gigd —2[RQ,] =0,
on, en développant,

(= VRQ]— (20 + )R] — (20 — in)[QQ,] = 0.

On a done
- 1: - 1.
YT=7 0= —"57’er o=3.
d’ ol les formules définitives
Q= — 0, = aQ — a2, R0,

)
2, = iyQ, + 09, + 7,
(43) L0, =Q, — iy, + 70,

')

I

3
e 94 = % 7’5221 -+ % mgi -+ CS),

avec §, v et { réels, «, 0 et v complexes.

La condition 4’ équivalence de deux hypersurfaces wnon localement équiva-
lentes o wune hyperconique est donc la possibilité @ élablir entre ces deux
hypersurfaces une correspondance ponctuelle analyligue qui réalise 1 égalité
chacune & chacune des formes @, Q ef Q,, ainsi que Uégalité chacune &
chacune des quantités «, 3, v, 0, v, C.

I1 y a cependant & I’énoncé précédent une restriction essentielle, tenant
a l'indétermination de e ===1. Quand on change ¢ de signe, A change de
signe, i et p ne changent pas; par suite, d’aprés (36), les formes Q, Q, et Q,
ne changent pas. les formes Q, et &, changent de signe; par conséquent,
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d’apres (43), les quantités 3, v, 9, { ne changent pas, les quantités a. y
changent de signe. Par suite au lieu des égalités
{44) =g Hizgj,ﬁl'::géi;
o =a f=3 v=y V=0 1=y =

on peut avoir les égalités
(45) H::Q? Hi'“—:““Quﬁi:_Qa;
o=—u F=0 =, =0 v=—n =0

La condition & équivalence réside dans la possibilité de réaliser soit les
équations (44), soit les équations (4D), par wune correspondance poncluelle con-
venablement choisie.

81. On voit en particulier que si deux hypersurfoces sowi localement
équivalentes entre elles sans éfre équivalentes & une hyperconique ef si A ef A/
sont deux points homologues, il existe au plus deux Iransformations pseudo-
conformes de la premiére hypersurfaee dans la seconde amenant A en A’; en
effet chacun des systémes (44) et {45) admet au plus une solution telle que
w', v, w' prennent des valeurs numériques données pour des valeurs données
de u, v, w. Il ne peut exister deux transformations distinctes que si aun
point 4 ef au point 4" on a a =% =0.

En particulier une hypersurface non localement équivalente & une hyper-
conique admet au plus une transformation pseudo-conforme mnon identique
laissant fixe un de ses poinis.

Nous verrons un peu plus loin que si cefte transformation non identique
existe, quel que soil le point considéré, 1’hypersurface admet un groupe a
trois paramétres.

V. Invariants différentiels fondamentaux et dérivés.

82. Les neuf quantités o, «, 8, v, 8, 0, 4, 7, { sont des invariants dif-
férentiels pseudo-conformes; nous les appellerons les invariants fondamentauz.
Chacun d’eux I donne par dérivation naissance & frois invarianfs nouveaux
(invariants dérivés) Iy, Iy, I7 définis par I’identité

(46) aI = L2 + IR + 9.

Chaque invariant dérivé donne naissance & son tour & des invariants
dérivés (du second ordre) et ainsi de suite.

Il existe des relations entre ces invariants dérivés successifs. Pour les
obtenir, remarquons d’abord qu’en tenant compte de (34) et de (43), on a les
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formules importantes

| @ =qe8)
j Q' =of2,Q] +4(F — 7)) — 0[Q2],
! Q"‘f = a[@igi] - —6[994] - &(ﬁ - Y}[QQJ

(47)

Cela posé, on a d’abord entre les premiers invariants dérivés des in-
variants fondamentaux et ces invariants fondamentaux eux-mémes une série
de relations obtenues en exprimant que les équations (34), odt I’ on suppose
R, R =1, sont vérifices. Le calcul donne, en fenant compte des expressions
(43) de Q,, ©,, @, Q. Q, et des relations (47),

o—c—i+a‘{_—:2a§——{3—-3~(,

to— i, = — ol — y) —al— 3 in,
- i1 = Gl — ) — b + 3 in,

B, — iy = 2o — 2 i,

By - iy, = 220 + 5 47,

0, — N1 = 2iB0 +4-an — 1,
B, — o, = — 2680 4+ am — 1,

e —dpe =y — 60—
\ iy, =an + 7 — 00 — &
En second lieu, la relation (46), dérivée extérieurement en tenant compte
de (47), donne ~
Lii— hy=ily+ ol — alq,
(49) Ipy — Iiog=1i(8 — y)I; — 0I4,
Lys — Ifo=—4f — )1 — 01.

VI. Les conditions effeetives d’équivalence,

83. La discussion des conditions d’équivalence de deux hypersarfaces se
fait comme dans les cas classiques analogues. Nous nous bornerons 4 deux
cas, le cas général ot trois des neuf invarianfs fondamentanx.sont des
fonctions indépendantes de u, v, w, et le cas ot les invariants fondamentaux
sont tous constants.

Placons-nous d’abord dans le premier cas. Supposons que pour une hy-
persurface donuée trois invariants fondamentaux réels, que nous désignons par
I, J, K, soient des fonctions indépendantes de wu, v, w. Il faudra d abord,
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pour qu'une seconde hypersurface soit équivalente & la premisre, que les
invariants de méme nom I', J', K’ soient aussi des fonctions indépendantes
de o, ¢, w'. Il faudra ensuite que les relations qui lient I, J, K et les six
autres invariants fondamentaux soient les mémes pour les deux hypersur-
faces (4 condition de choisir convenablement le signe & pour la seconde
hypersurface, quand on a choisi ce signe pour la premiére).

Mais cela ne suffira pas en général. 1l fandra encore que les relations
qui existent entre I, J, K et leurs invarianis dérivés du premier ordre soient
les mé&mes pour les deux hypersurfaces.

Les conditions mnécessaires précédenies sont aussi suffisantes. En effet
établissons enfre les deux hypersurfaces la correspondance ponoctuelle définie
par les relations

I'=1Il J =J K=K;
par cette correspondance on aura I égalité chacun & chacun des neuf in-
variants fondamentaux. De plus les relations

al = Ih)Q + L,Q + {4,
dJ = JoQ + J;Q; + J7Qy,
AdK = KR + K@y + K{Ql,

et les relations analogues
al' = Iy + ', + I710,
ddJ = JOJH - J{HI -+ J_{ﬁl ,
dK' = K¢l + KT + KTl
montrent que, par la correspondance ponctuelle envisagée, on a

I=e M=2,6 0I,=29,.

Cela suffit (n. 78) pour I équivalence.

84. Supposons maintenant que pour une hypersurface donnée les in-
variants fondamenfaux soient tous constants. Il suffit du reste pour cela que
les invariants o, a. 8—7, 8, 8 qui figarent dans les formules (47) soient
constants, comme le montreni immédiatement les relations (48). §’il en est
ainsi, il faudra que pour la seconde hypersurface, les invariants fondamen-
taux soient également constants ef, par un choix convenable du signe e,
égaux chacun & chacun & ceux de la premiére hypersurface. Ces conditions
nécessaires sont aussi suffisantes, car les équations

I=9 I,=8,, ﬁ1:§47
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nécessaires et suffisantes pour réaliser I équivalence, sont complétement
intégrables, puisque, d’aprés I hypotheése faite, les dérivées extérieures 1" — Q'
I,/ —Q/, I/ —8/ sannulent en tenant compte des équations elles-mémes,
les formules (47) montrant que les expressions I, T/, 11, contiennent les
mémes coefficients constants que @, Q' Q.

Dans ce second cas, les transformations pseudo-conformes qui réalisent
I’ équivalence dépendent de trois constantes arbitraires. Autrement dit, foute
hypersurface dont les neuf invariants fondamentawr sont constants admet un
groupe & trois paramélres de tramsformations pseudo-conformes.

On peut préciser davantage. Si l'invariant « est nul, ce qui entraine,
d’aprés (48), v =0, il existe une transformation pseudo-conforme non iden-
tique laissant invariante 1'hypersurface et laissant fixe un de ses points
arbitrairement donné. 1l n’en existe pas si «==0. Du reste la propriété qui
vient d’8tre énoncée dans le cas o =0 peut se tradunire globalement de deux
maniéres différentes: ou bien les fransformations pseudo-conformes de U hy-
persurface en elle-méme forment une seule famille connexe ou bien elles forment
deux familles connexes distincles.

85. Cherchons, pour terminer, tous les cas dans lequels il existe une
transformation pseudo-conforme mnon identique laissant fixe un point arbi-
trairement donné d’une hypersurface et laissant localement invariante cette
hypersurface. Cela s’exprime par les conditions

o == ’Y] = O
Lies relations (48) donnent alors successivement
B+3r=0, Bi=p1=0, 6126_1"""'0)
0, =2ip0 —1, 0, =— 2080 —1,
— dy, =iy, =0.

Il en résulte d’abord que § et y sont des constantes. La seconde relation (49),
-appliquée & I’ invariant 0, donne, en tenant compte de ce que 6; et 8y sont nuls,

——@61:0, ou 67=0;
la premiére relation (49), appliquée encore & 6, donne
0, =0;

par suite 6 est une constante, ainsi que 6. Tous les invariants fondamentaux
sont consfants ef I’hypersurface admet un groupe & trois paramétres.




