
Su,' la g6om~trie l)seu(h)-couf()r,ne des hypersm'faces 

de l'esi)ace, de, (leux variables c(mplexes') ' 

pnr E~,~ CARTAN {~ Paris). 

L 'obje t  da present M6moire est l '~tude des propri6t~s g~om~triques 

pseudo-conformes des hypersurfaces de l 'espace de deux variables com- 

plexes x, y :  ce sont les propridt~s invariantes par le groupe infini  des tran- 

sformations analyt iques des deux variables x,  y, t ransformations qu' avec 

F. SEV]~RI, nous appellerons p s e u d o . c o n f o r m e s ,  pour dviter toute ambiguXt~ 

sur le sens du mot a n a l y t i q u e .  Alors que, par une transformation pseudo- 

conforme, route surface est r6ductible soit g la surface carac~O'istique y-----0, 

soit h~ la surface lieu des points r~els de 1' espace, les hypersurfaces admettent,  

comme l ' a  montr4 H. POIh-GAn]~ t~), une infinit6 d ' invar iants  diff6rentiels 

pseudo-conformes. Font exception les hypersurfaces qu' on appe]le maintenant  

hyperp lano i 'des  (~) et qu 'on  peut d4finir comme des l ieux h un par~m~tre de 

surfaces caract6ristiques. Tout rdcemment, B. SEinE (5 a montrg qu '~  route 

hypersurface qui n 'es t  pus hyperplano'fde on peut associer une congruence, 

ou fumille h~ deux paramStres complexe% de surfaces caract4ristiques, on, ce 

qui revient au m~me, une ~quation diff4rentielle ordinaire du second ordre 

y " =  m(.x, y, y'): pour que deux hypersurfaces soient ~quivalentes au point 

de rue  pseudo-conforme, il est n6cessaire- que leurs dquations diffdrentielles 

associ6es soient r~ductibles l ' une  h l ' au t re  par une transformation analytique 

ponctuelle:  on salt, d 'apr~s A. TRESSE (% raconnaitre s ' i l  e n e s t  ainsi. Ce 

(l) ]:I. PO]NCAR]~; Les fonctio~ts analytiques de deux variables et la reprdseutation con. 
fob'me (, Rend. Circ. Mat. Palermo )>, 23, 1907, pp. 185-220). 

(e) Cette ddnomination est due ~ ALMER~ Sur quelques probl~mes de la thdorie des 
fbnctio~s analytiques de deux variables complexes (~ Arklv. f~h" Math AsW., oeh Yys. ,~ 17, 
1922; n. 7, 70 pages}. 

(a) B. SEG]~E, Into~'~W al problema di Poincard della rappresentazione pseudo-con/brine 
(,, Rend. Ace. Lincei >>, 13~ 1931~ I, pp. 676.683); Questioni geometriche legate colla teoria 
deIle f~;nzioni di due variabili complesse (<~ Rend. Semin. Mat. Roma ,,~ 7, 1931~ parte H). 

(4) A. Tr~SSSE, Ddtermination des invariants ponetuels de l'dquation diffdrentielle ordi. 
nai~'e du second ordre y" --: m(x~ y, y') ((, Preisschr. Fth.stlich Jablon. Ges. ;b Leipzig, Hirzel~ 
1896}. 

Annal i  &i Matemctt~ca, Ser ie  I V ,  Tomo X I .  3 



18 E. CARTAN: S'tg't" l(~ gdomdtrie psetuto-con/brme des hypersurfaces 

rdsultat, pour important qu' il soil. n 'Ppuise  pas la question, car dcux hypcr- 

sur faces  peuvent  ~tre associ~es h deux equations diffCrentielles 5quivalentes 

sans ~tre elles-m~mes 6quivalentes;  d ' au t re  part, m~me si ellcs le sont, les 

transformations pseudo-conformes qui font passer de la premiere 6quation 

diff6rentielle h la seeonde ne font pas routes passer  de la premi/~re hyper- 

surface i~ la seconde. 

Je reprends la question directemer~t commc application de ma m~thode 

g~n6rale d '6quivalence (~). La  r~solution complete du probl~me de POlNCXR~ 

me conduit h des notions g6om6triques nouvelles, au moins dans le cas off 

1' hypersurface n'est pas loealement 6quivalente h 1' hypersph~re x x  -+-yy--  1 = 0 ; 

on peut  en part iculier  d6finir sur une telle hypersurface trois familles re- 

marquables  de courbes (lignes principales et lignes de courbure). 

Le 3'[6moire comprend cinq Chapitres dont les deux derniers paraitront  

dans un autre Recueil.  Le Chapitre I expose rapidement  les r6sultats clas- 

siques relatifs "h la classification des surfaces et les propridt6s fondamentales 

des hyperplanoYdes; il introduit  d ' une  mani~re intrins~que et plus simple, 

me semble-t-il, que ne le fail B. SEGtCE, la congruence de surfaces caract~ri- 

stiques associ~e i~ une bypersurface  qui n 'es t  pas un hyperplanoYde. J ' y  

d6montre enfi~.~ que si cette congruence admet un groupe G de transformations 

pseudo-conformes fi. r param~tres complexes, l ' hypersur face  admet exactement  

un sous-groupe /~ r param~tres rdels de G. J ' a jou t e  que la r6daction de ce 

Chapitre a 6t6 beaucoup influenc6e par des conversations que j ' a i  cues avec 

HENRI CARTAN. 

Le Chapitre II  a pour but  de ddterminer, par une m~thode directe, 

routes ]es hFpersurfaces admettant  un groupe psendo-conforme G a trois 

param~tres r~els. Cette m6thode repose sur la consideration de la transfor- 

mation infinit6simale imaginaire de G qui laisse fixe un point de l 'hyper- 

surface. Le problgme peut  du reste gtre pos6 soil localement, soil globalement. 

Doux hypersurfaces  peuvent  admettre globalement deux groupes localement 

semblables sans ~tre globalemenl dquivale~tes. Si l ' une  d ' e l l e ' e s t  simplement 
connexe, la recherche de routes celles qui lui sont localement, mais non 

globalement, ~quivalentes est ramen6e /~ un probl~me facile. Les hypersur- 

faces sont class~es d' apr~s la s t ructure de leurs groupes. Si une hypersurface 

admet localemenl un groupe a plus de trois parambtres, elle admet localemenl 

un groupe h 8 param~tres, mais au point  de ~;ue global, il n' e n e s t  p lus  de 

(5) E. CARTAST~ Les so't*s.grmtl)es des groupes continus de traq,sformations (<< Ann. Ee. 
~'ormale >>, 25~ 1908, pp. 57-19:~; Chap. I). 
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monte. Je  d6termine routes les hypersurfaces  qui admettent  globalement un 

groupe h plus de 3 param~tres:  il est alors h 4, 5 ou 8 param~tres. J ' a j ou t e  
que certaines des hypersurfaces  d~termin6es dans ee Chapitre ont dt6 ren- 

contr6es dSjh dans les t ravaux r6cents sur les fonctions analyt iques de deux 

variables complexes.  

Le Cha~pitre I I I  est eonsacr6 au probl~me g6n6ral de l '6quivalence locale 

de deux hypersurfaees  autres que des hj~perplanoYdes. Je signalerai en par- 

t iculier le r6sultat suivant : si deux hypersurfaees non localement 6quivalentes 

h l 'h~persph~re sont localement ~quivalentes entre elles, it existe au plus 

deux transformations pseudo-conformes faisant passer  de l ' une  h l ' au t re  et 

t ransformant  un point donn~ de Ia premiere dans le point correspondant  de 

la seconde. Dans le cas off l ' hypersur faee  n 'es t  pas 6quivalente h l 'hyper .  

sphbre, j ' i nd ique  la formation (th6orique) des invariants fondamentaux et des 

invariants d6riv6s, ainsi que la manigre de reeonnaitre l '~quiw,lence de deux 

hypersurfaees,  au moins dans le cas g6n6ral. 

Les deux derniers  Chapitres seront consaer6s fi l '~ tude proprement  g~o- 

m~trique des hsTersurfaces (lignes prineipales, lignes de courbure,  etc.} et 

~t leur conception eomme espaces ~ conne:t:ion hypersl)hdrique. 

C K A P I T R E  I.  

G 6 n 6 r a l i t 6 s  s u r  l e s  s u r f a c e s  e t  l e s  h y p e r s u r f a c e s  
de  l ' e s p a c e  de  dentx v a r i a b l e s  c o m p l e x e s ,  

1. Les r6sultats que nous allons rappeler  sont pour  la plupart  elas- 

siques (~); ils se rappor~ent exclusivement  aux vari6t6s analytiques de 1' espace 

de deux variables  complexes x, y, c' est-k.dire aux vari6t6s susceptibles d 'e t re  

d6finies en se donnant  une ou ptusieurs  relations analyt iques entre x, y et 

teurs conjugu6es x, y, ou encore en se dormant x et y comme fonctions 

analyt iques de parambtres arbitraires r6els. 

I. tilassification des surfaces. 

2. Les surfaces analyt iques d6finies param6tr iquement  par des formules  

(1) = f ( u ,  v), y = 

f et g 6rant des fonctions analyt iques de deux param~tres r6els u et v, se 

(6) Cf. le  second  m d m o i r e  cit6 (3) de B. SEGnn. 
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partagent en denx classes distiuctes suivant que le d~terminaut fonctionnel 

Dix, y) est nul ou non pour routes les valeurs r6elles de u et de v. 
Dr,*, v) 

Dans 18 premier eas, ce d6terminant fonctionnel ~tant une fonetion 

analyt ique de u, v nulle pour toutes les valeurs r6elles de ses arguments,  

est nul aussi pour les valeurs complexes;  i] existe par  suite une relation 

analyt ique 

(2) R(x, y ) , =  0; 

on a ce qu 'on  appelle, avee T. LEVI-CIvI~A, une surface caractdristique (~). 

Toutes les surfaces caraet6rist lques sent 6quivalentes par rapport  au groupe 

infini des transformations pseudo-conformes 

x' = F(z ,  y), y' = G(x, y): 

la transformation x'--~ x~ y ' =  R(x, y) t ransforme en effet la surface caract0- 

rist ique (2) dans y ' =  0. 

Le groupe pseudo-eonforme devient, sur la, surface caract~rist ique y - - 0 ,  

le groupe conforme du plan de Ia variable complexe x. 

Tout8 surface caract~ristiqu8 admet une orientalion naturelle. Si on 

consid~re en un point 18 vecteur  infiniment petit (dx, dy) tangent h, cette 

surface, le vecteur  (idx, idy) h i  est 6galement tangent et fair un angle droit 

avec le premier. Le sens de rotation qui am6ne le premier vecteur  en coin- 

cidence avec le second ne d6pend pas du choix des variables, c 'es t  le sens 
direct de rotation sur la surface, qui est ainsi orient6e naturellement.  

D(f, ~) 3. Si le d4terminant fonctionnel D0~'-~) n 'es t  pas nul, la transformation 

pseudo-conforme 

x = f ( x ' ,  y ') ,  y = g (x ' ,  y') 

transforme la surface (1) dans le lieu des points (x', y') h coordonn~es r6elles. 
Toutes les surfaces qui ne sent pas caract6ristiques sent donc ~quivalentes 

entre elles. Elles le sent d ' une  infinit6 de mani~res, et on pei~t se donner 

arbi t rairement  entre deux de ces surfaces une eorrespondance ponetuelle 

analytique~ qui d6termine uniquement  ~ la transformation pseudo-conforme 

faisant passer de la premiere h la seconde. En effet, les parambtres u et v 
de la premiSre surface 6tant ehoisis~ exprimons les coordonndes x', y' d ' u n  

point de la seconde en fonctions analyt iques des parambtres u, v (.h point 

(7) Surface gdndratrice, d'apr~s Ar~El¢ (loc. cir. (2)). 
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correspondant de la premi6re;  soient alors 

x = f(u,  ,v). y -  g(u, v); 
~ ' =  F (u ,  ~,1, y' = G(u, ~,) • 

les 6quations param6triques respeetivet  des deux surfaces. Pour  que 

x'=R(x,y), y' = s(x,  .v) 

soit une transformation pseudo-conforme faisant pas ter  de la premiere surface 
h Ia seconde et respectant  la correspondance ponctuelle donn~e, iI faut et il 

suffit que let  deux fonctions analytiques de u, v 

F(~.~, ~,) - R(f, g), G(u, v ) -  S(f, g) 

soient nulles pour toutes ies vateurs r6elles de leurs arguments :  il faut et 

il suffit pour cela qu 'e l les  soient ident iquement  nulles; par suite on ne peut 
avoir la t ransformation cherch6e qu ' en  t irant u et v e n  fonetiont  de x, y, 

et en portant dans les expressions de x', y'. 

Sur une surface qui n 'es t  pas caract6rist ique , le groupe infini des trans- 
formations pteudc-conformes de l 'espace ambiant indui t  le groupe infini des 

transformations analytiques r6ellet sur let  deux variables u, ~,. 

4. Rappelons enfin que par une ligne analytique 

(3) x = f(t), y = g(t), 

t 6rant un param~tre r6el, ii passe une surface analyt ique et une seule, 

savoir celle qui est d6finie par les dquations (3), off t e s t  regard6 comme 
param~tre complexe. 

I I .  Les  h y p e r p l a n o [ d e s .  

5. On appelle, d' apr~s AL~n~:a (s), hyperplano~'de un lieu ~t un param~tre 

de surfaces caract6ristiques. 
Consid6rons un hyperplano~de analylique, que nous pouvons supposer 

d6fini par  une relat ion analyt ique 

(4) E(x,  y; x, y ) - ~  O, 

dont le premier  membre est une fonetion analyt ique r6elle des parties r6elles 
et imaginaires des variables complexes 

x = x~ A- ix.2. y -= y~ iy.2. 

Soit (x0, Y0) un point de l 'hyperplanoYde, et soit y - =  ~(x) l '6quation de 

. (s) Loe. cir. (0% P. 6. 
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la sur face  carac tdr i s t ique  g6n6ratr ice  qui passe par  ce point .  On a identi- 

quement ,  c 'est-h-dirc quel les  que soient  ies va leurs  r6elles donn@s ~ x~ ct x~, 

(5) F ( x ,  x,  (x)) - -  O, 

off l' on h d6sign6 par  ~(x) la fonct ion ana ly t ique  imag ina i re  co~\jugu~e de ~(x). 

Le  p remier  membre  de (5) est une  fonct ion ana ly t ique  de xt ,  x~ nul le  pour 

toutes  les va leurs  r6eltes de ces deux  a rgumen t s :  elle est donc nul le  aussi  

pour  les va leurs  complexes ;  au t r emen t  dit, la re la t ion  (5) a l ieu quetles que 

soient  les va leurs  complexes  donn@s aux  deux  var iables  inddpenda~ges x 

et ~c. En par t icul ier ,  si on donne h x ]a va leur  x 0, on aura  l ' iden t i t6  

F(x,  ~(x); x , ,  y 0 ) = 0 .  

On a done le th6orbme su ivan t :  

T ~ : O R ~ E  I. - -  Si un  hyperplano~de est ddfini p~r  l'dquation (4}, la 
surface caraetdristique gdndratrice qui pa,sse per le point (x~, y~) de l'hyper. 

piano,de est ddfinie par  F dquation 

(6) F(x, y; Xo, Yot = O. 

6. P a r m i  tons les points  d ' u n e  des surfaces  carac t6r is t iques  g6n6ratrices,  

un  et un  seul  a une  abscisse x nul le  (si, ce que nous pouvons supposer,  la 

sur face  n ' e s t  pas de la forme x z  cte). I1 r6sulte de cette r emarque  le th6o- 

rbme su ivant  : 

Tg~:On~3tE II .  - Tout hyperplano~de analylique e~'t le lieu des surfaces 

caracldristiques 
(7) F(x,  y ;  0, l ) - - 0 ,  

oi~ le pctram~lre eomplexe t est assujetli ~t la relation 

(8) F(O, [; O, t ) =  O. 

Tirons  de t ' ~qua t ion  (7), t cn fonct ion (analyt ique) de x, y :  

l = y ) ;  

la re la t ion  (S) uous condui t  alors au 
THI;]ORE~IE I I I .  -- Tout kyperplano~de analytique peut ~tre obtenu en 

dtablissa~d une relation analytique enlre les parties rdetle et imaginaire d' une 

fo~wtion analylique ~(x, y). 
Ce th6or5me ~L son tour  montre  que l 'hyperplanoYde est le l ieu des 

surfaces  carac t6r is t iques  

(9) ~(x, y) ---- u + i,5(u), 
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u 5taut un param6tre r6el, ~(u) une fonction analyt ique r@lle de u. L'Squa- 

tion (9), r6solue par  rapport  ~ u, donne pour u une fonction analyt ique X(x, y), 

d' oil le 

T ~ O n E ~ E  IV. - -  Tout hyperplano~de analytiq~te peut  ~tre obtenu en ~qalant 

&, zdro la~ part@ imaginaire  d ' u n e  fo~wtion analy t ique de x, y ('). 

I1 rOsulte de ce dernier  th4or~me que t o u s l e s  hyperplanoYdes sont 6qui- 

valents entre eux et Oquivalents h l ' hyperp lan  

y~ = O. 

7. Sur 1' hyperplano~de Y2 : 0, le groupe des transformations pseudo- 

conformes de 1 ~espace ambiant  indu i l  le gronpe infini 

x ' =  f(x, y), y ' =  

f 6rant une fonction analyt ique arbi traire de x, y, et ~ 6taut une fonctiou 

analyt ique rdelle de y. 

Signalons le th~or6me d 'aprbs  lequel route surface caract~ristique tan. 

gente h u n  hyperplanoYde est coup6e suivant une ligne pr6sentant  an point 

de contact un point double h tangentes reetangulaires.  Cela est 6vident si 

l ' on  part  de I 'hyperplanoIde y~ := 0: toute surface caract6rist ique tangente h 

cet hyperplanoYde au point ( x =  0, y--~ 0) a son 6quation de la forme 

y := a x / +  bx 3 -+ ... ; 

elle est couple  par l 'hyperplanoYde suivant la ligne 

0 ~-- 2a~x,x 2 + a~(x~ - -x~) -4- . . . ,  

en posant a := aj + ia~. I1 y a exception si a - - 0 .  

I I I .  Les surfaces caractdris t iqucs assocides 'h une hypersurfacc  analyt ique.  

8. Reprenons une hypersurface  analyt ique quelconque d~finie par  une 

~quation telle que (4). A ehaque point (x0, y0) de cette vari6t~ est associ6e 

la surface caract~rist ique 

F(x,  y ;  xo, y o ) =  0; 

dans le cas d ~ un hyperplano~de~ cette surface engendre l 'hypersurfaee .  
On peut  plus g~n~ralement consid~rer la famille ~ deux param6tres 

(9} Ce thgor~.me peut gtre d~montr~ direetement si l'on suppose! avee ALMER (s)~ que 
la surface caraet~ristique g4ngratrice dgpend analytiquement d' un param~tre r@l. 
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complexes de surfaces caract6ris t iques 

F(x, y; a, b)=: 0; 

cette congruence de surfaces  est lide d' une  mani~re  invar ian le  ~'~ l' h~persurft~ce. 

Supposons en effet que par  Ia t ransformat ion pseudo.conforme 

(lO  f(x, y), y ' =  g(x, 

qui entra lne pour  les variables conjugu~es la t ransformat ion analyt ique 

(11) x'  := f (x ,  y), y' == g Ix, y), 

l ' hypersur face  (4) soit t ransform~e duns l ' hypersur face  

Posons 
(P(x', y'; ~', y ' ) =  0. 

x : x~ + ix.~ , y = y~ -~- iy.~ ; 

x' ~- x, '  ~- ix.2' , y' == y~' ~ iy~' ; 

les ~quations (4) et (12) deviennent  respeet ivement  des ~qua~ions analyt iques  
r~elles en x~, ~c~, ~,,  y~ et x~', x~', y,', Y2', et l '~quat ion (12) est une con- 
s~quenee de l' ~qu~tion (4), quand on passe des variables r~etles x~, x~, y~ ,y~ 

aux variables r~elles x~', x,', y,'~ y~' par  les t ransformations que dSfinissent 
tes ~quations (10) {ou les ~qu~tions (11)). Cela signifie par  exemple  que si on 
tire y~ de (4) en fonetion de x~  x~, y~ et q u ' o n  porte dans (12), le p remier  
membre  (I) devient  une fonetion analyfique de x , ,  x2, y~ nulle  pour  toutes 
les valeurs  rdelles de ses trois arguments .  I1 en r6sulte que cette fonction 
est aussi nul le  pour  les valeurs  complexes de ces arguments .  Aut rement  dit0 
l~dqucdion (12) est une  consdquenee de l 'dquation. (4), q u a n d  on effectue sur  les 

variables x, y, x, y, reflarddes comme :~ variables inddpendantes,  la lransfor- 

marion ddfinie p a r  les dquations (10) el (11). 

Soient alors a', b' les valeurs  que p rennen t  x' et ~)', qu~nd, duns les 

6quations (11), on donne h ~c et y les valeurs  a et b. I1 en r4sulte que la 
surface caractdristique 

(13) F(x, y;  a, b ) =  0 

se transforme,  p a r  la 
caracldristiq~e 

t rans format ion  pseudo.conforme {10), duns  la surface 

q)(x', y';  a', b ' ) - -0 .  

9. On peut  envisager le r~sultat pr6c~dent "~ un autre point  de vue plus 

intuitif.  L' ~quation (4}, off 1' on regarde x, y, x, y comme des variables ind,-  
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pendantes, d6finit dans 1' espace des quatre variables complexes x~, xs, y~, ys 

une vari6t6 ~l six dimensions dont l ' hypersur face  initiale est la part ie r6elle. 

Les surfaces caract6rist iques (13) sont les sections de cette vari6t6 complexe 

h six dimensions par les vari6t6s h quatre dimensions 

eomme ees derniltres se eonservent darts leur ensemble par  une transformation 

pseudo-conforme, il en est de m~me des surfaces {13} (~o). 

10. Dans le eas d ' un  hyperplanoYde, les surfaces caraet6rist iques (13}, 

que nous appellerons les surfaces associges ~ l 'hypersurfaee ,  ne d6pendent 

que d ' u n  param6tre complexe. En effet, tout hyperplanolde pouvant  4tre 

ramen6 h la formc 

y -- y ~-  0, 

les surfaces earact6rist iques associ6es y - - b - ~ 0  ne d6pendent que d ' u n  

param6tre.  
R6ciproquement  si les surfaces earact6rist iques {13} ne d6pendent que 

d ' un  param6tre eomplexe, celles qui seront associ6es aux diff6rents points 

de F hypersurfaee  ne pourront d6pendre de plus de deux param?~tres r6els; 

par  suite la surface caract6rist ique associ6e h u n  point de F hypersurface  

sera associ6e au moins h t o u s l e s  points d' une ligne. Si y = q~ix) est 1' 6quation 

de eerie surface, la relation 

g(x,  x, o 

aura done lieu, quel que soit x~ pour une infinit6 de valeurs de x d6pendant 

d ' un  param6tre r6el; mais le premier membr% oi~ x est arbitraire~ 6rant une 

fonction analyt ique de la variable complexe m~ ne pent ~tre nul pour  cette 

infinit6 de valeurs sans ~tre ident iquement  nul. Par  sui{e le surface y~-= ~(x) 

est situ6e tout enti6re sur l 'hypersur face ,  qui est ainsi un hyperplanoYde. 

On arrive done au 
TKEOR]~[E. =--La co~dition ngcessaire el suffisante pour qu'~t~te hyper. 

snrface soit un  hyperplano~de est que les sur[aces caraelgristiques assocides 

ddpendent d' u~ seul param~tre complexe. 

I I .  De lh on d6duit imm6diatement l '6quat ion aux d6riv6es partielles 

des hyperplano'~des: il suffit d ' exp r imer  que la fonction implicite y de x 

(io) C' est au fond hce  point de rue que se place B. SEGRE {~) pour d4finir ce quail 
appelle les lignes bicaractdristiques, qui ne sont autres que les surfaces (13). 

AnJ,$ali di M~ematicc~, S e r i e  IV, T o m o  ~I. i 
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ddfinie par  (13) satisfait, quels que soient a et b, "~ une 6quation diff~rentietle 

du premier  ordre. Cette 6quation est manifestem.ent 

dy __ F: r 
dx F,j ' 

darts le second n~lembre de laquelle on remplace y par  sa valeur  en x, y, x 

tir6e de (5): il faut et il suffit que, par cette substitution, x s'~limine. La 

vondit ion eherch~e est donc 

ou, en simplifiant, 

Cette relation dolt ~tre une eons6quence de l '~quat ion (5). Le premier 

membre, que nous d6signons par  L{F}, est t'express~ion d ' E .  E. Levi  I~). 

12. Nous dirons q u ' u n  point d ' une  hypersurface,  qui n' est pas un hyper- 

piano,de, est si+t~le si en ce point 1' expression d' E. E. LEVI ne s' annule pas. 

On a l e  th6orbme remarquable  suivant :  

T~tEOREM]~. -- E n  u n  po in t  s imple  d' une  hypersurfa.ce, la s , v face  co~rac;td- 

r is t ique assoeide est ta.ngente &, l 'hypersur face  et est, a u  voisinage du  po in t  

de contact, situde tout enti~re du  m~me eStd de l' hypersurface.  

La premiere pat t ie  du th6or~me est ~vidente, car si l 'on  se d6place sur 

la surface caraet6rist ique associde, on a 

F x d x  + F f l y  ..~ 0 

et par  suite aussi, en prenant  les quantit~s conjugu6es~ 

F ~ d x  -t- Frill] --- O, 
d' off 

d F =  O. 

Pour  d6montrer la seconde partie, d~signons par x + h, y - t - k  les coor- 

donn~es d ' un  point de la surface caract6rist ique (13) tr(?s voisin du point de 

contact (x, Y). On a 

1 .~ + ,,hkF~,+ + k'~F~,) + ... = O, 

1 - ,  ~ - -  __ ... 
hF:~ -q- kF7~ + :2 ( h " F ~  + ~hkFo~ + ]~F; d 7d) +- =- O, 

(~) E. E. L E v b  S t u d i i  s u i  p u n t i  s ingo lar i  essenz ia l i  delle f u n z i o n i  ana l i t i che  eli due 
o .pit~ v a r i a b i l i  complesse (~ A n n a l i  di  Mat .  ,>, 17, 1910, pp. 61-87). L a  condi t ion  (14) pou r  
q u ' u n e  hyioersurface  soit  lm hyperlolanoYde se t roupe  darts ce m4moire ,  p. 81. 
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d' O~l 

En se bornant aux iufiniment petits du second ordre et rempla~'ant, ce 

qui est permis, k par - - h F ~  et k par ]~F~ - -  °" on trouve imm(tdiatement 

hh . . . .  
F i x  + h, y + k;  x + h + k) - -  ~--:-~ J . ( ~  + .... 

Cette formule montre que pour les points de la surface caract~ristique 
voisins du point de contact (x, y), le premier  membre F de l '~quation de 
l ' hypersur face  garde un signe constant, ~t savoir celni de L(F). 

13. Nous conviendrons d 'appe le r  extdrieure la rOgion de l ' espace voisine 

de l ' hypersur faee  et dans laquelle se trouve la surface caraet~rist ique as- 
soci6e, intdrieure la rOgion oppos6e. La propri6t6 d ' une  des deux r6gions 

(prise au voisinage d ' u n  point simple de l ' hypersur faee)d 'Ot re  ext6rieure ou 
int6rieure se conserve 6videmment par une transformation pseudo-eonforme. 

En chaque point simple de l 'hypersur face  il existe un dldment p lan  ca- 
ract6rist ique tangent, c 'est  1' 616ment plus tangent ~ la surface caract6ristique 

associ6e : 

F~dx -4- Fvdy -~- O. 

Consid~rons une ligne analyt ique passant par un point simple de l 'hyper .  
surface et non tangente en ce point h 1' 616ment caract~ristique correspondant.  
Soit (dx, dy) un d~placement infinitesimal sur cette ligne. Pa r  cette ligne il 

passe une surface caraet~rist ique:  Ia rotation d ' u n  angle droit dans le sens 
direct  du d~placement (dx, dy) sur eette surface caract~ristique donne le d6pla- 
cement  (idx, idy). Nous dirons que le d6placement (dx, dy) est dirig~ dans le 
sens posi l i f  sur la ligne si le d~plaeement (idx, idy) pC~n~tre dans la r~gion 
intdrieure "~ l 'hypersurface .  Pour  reeonnaltre  s ~il en est bien ainsi, remar- 
quons qu' on a 

F . d x  ~- Fvd 9 + F~dx ~ F;ddy z 0; 

l ' express ion F.doe + Fvd 9 a donc une valeur purement  imaginaire. Quand 
on effectue le d¢placement (idx, idg) , la fonction F subit un accroissement 
61~mentaire 

dF--~ i(F~dx + £~dy) - -  i(F~dx + F~dy) : 2i(Fxdx + T~dy) ; 

pour que cet accroissement soit de signe contraire h L(F), il faut et il suffit 
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qu' on ait 

- -  iL (F) (F~dx  + Fydy) > O. 

II e,xiste done sur chaque ligne tracde sur l' hypersurface u,~.~ sens posi l i f  
intrins~que, ~ savoir celui qui sat is fai t  ~ l'indgalitd (15). 

14~. Du r6sultat pr6c6dent d6coule l ' ex is tence  d 'une  orientatioJ~ nalurelle 
d' une hypersurface qui n' est pas un hyperplanoYde. En effet, soit A un point 

simple: menons dan~ F ~l¢ment plan caract~ristiqne tangent une tangente AT,  ; 

": d f l , n s  soit A T :  celle qui s ' en  d~duit, dans cet ~l~ment plan, par  rotation de 

le sens direct; soit enfin A T  3 une tangente '~ une ligne non tangente 

l' ~l~ment plan caract~ristique~ tangente dirig4e daus le sens pos i t i f  de ]a ligne. 

I1 est ~vident que t o u s l e s  tri6dres ainsi construits ont le m~me sens, qui 

d~finira 17 orientation positive intrins~que de l 'hypersnrface.  

On pea t  arr iver  '~ cette orientat ion pal' une vole analyt ique toute dif- 

f~rente. Imaginons exprim~es les coordonn~es x~ y d' un point de l' hypersurface 

en fonctions analyt iques de trois parambtres r~els u, v, w, et posons 

o) : i ( F J x  -~ F~dy). 

La forme cabique ext~rieure [~o~,'] se reproduit,  multiplide par  un facteur  

posilif ,  quand on remplace to par  k¢o, k ¢tant un facteur r~el quelconque. Si 

alors [o)~o'] est de la forme H[du  dv dn,], on aura une orientation intrins~que 

de F hypersurface en convenant d' appeler directs les tri~dres obtenus par 

trois d~placements in[iniment petits (d~u, d;v, d~w) (i-~-1, 2, 3) satisfaisant h 

l' in~galit~ 
i dtu d~v di~v 

t16) H d~u d~v d~w ~ 0. 
d3'tt d3v (l:~v 

Cette convention est inddpendante du choix des param~tres et aussi du 

choix des coordonn~es x, y. 

Avec le tri~dre considdr4 tout ~ l 'heure,  on a 

F J , x  -4- Fud ,y  ~- O, 

d~x ~ id~x, d~y ~ idly;  
d' autre pert  

[¢o¢~o'] -~ ( l ~ d x  -4- Fudy) { F ~ [ d x d x ]  -+ F ~ [ d x d y ]  -~- Fv~[dydx] + F,~[dyd[t] }. 

Par  suite~ le premier membre de (16) se r~duit h 

(F~d~x -,- F~d~y) l F~,~{d~cd f i  -- d,xcl,x) -+- ... }; 
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prenons par exemple 

on aura, en simplifiant, 
d.;x = - -  i F  v, dzy ~- iF+ ; 

- -  iL(F}(F~d~x q- F~/d3y), 

quantit6 qui est bien positive si le d6placement (d:~x, d:~y) se fair dans le 

sens positif ddfini au d~but de ce num6ro. 

15. On peut enfin remarquer  que l 'espace ambiant lui-m~me est suscep- 

tible d ' une  orientation naturelle,  en convenant  de regarder  comme direct 
le 4-6dre form6 par les quatre d@lacements  infinit6simaux 

(dx, dy), (idx, idy}, l~x, ~y}, (i~x, i~y), 

off l 'on suppose toutefois que Ies deux d6placements (dx, dy) et (~z, ~y) 
n' appart iennent  pas h un m~me 616ment plan caract6ristique. Cette convention 

est 16gitime, car on peut passer par continuit6 d ' u n  4-6dre queleonque de 

cette na ture  h u n  autre 4-6dre de ]a m6me nature :  en effet les ~16ments 
plans non  caractdristiques 6tant tous 6quivalents entre eux (n. 3), on peut 
passer par continuit6 des deux d6placements (dx, dy), (~w, ~y) aux deux 
d~placements (d'x, d'y), (~'x, ~'y) sans que l '616ment plan form6 devienne 

jamais  caract6rist ique (~). 
I1 r6sulte de cette convention qu 'on  obtient un 4-6dre direct  en prenant  

les trois premiers  d6placements tangents h l 'hypersur face  et formant par 
rapport  h~ cette hypersurfaee uu tribdre direct, et en prenant  ensuite un 4-6me 

d6placement p6n6trant dans la r6gion intdrieure de l 'espace.  

IV. Groupe de t ransformat ions  pseudo-eonformes d' une hypersurface .  

16. Comme nous l 'avons d6j'~ remarqu6 (n. 7), un hyperplano'~de admet 
un groupe infini de transformations pseudo-conformes. Dans le cas d ' une  
hypersurface  qui n ' es t  pas un hyperplano~de, uue remarque  fondamentale  
de B. S]~C~R]~ (~"~} montre imm6diatement  qu ' i l  n ' e n  est plus ainsi, et cela 

simplement parce que la famille des surfaces caract6ristiques assoei6es, que 
nous  pouvons  regarder  comme une  congruence complexe de courbes p lanes  

(l~) Ana ly t i quemen t  on pent  r emarque r  que le d6terminant  des aceroissements infini- 
tds imaux subis par x~ y, ~ ~ a la v a l e u r  essent ie l lement  posi t ive  

4 ( d x ~ y  - -  d y ~ x ) ( d 2 5 ~  - -  d ~ ) .  

(~3} B. SEG~, I~torno, etc. (% 
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complexes, ne peut admettre qu' un groupe fini de transformations analytiques 

ponetuelles portant  sur les coordonn6es x, y. Ces courbes sont les int6grales 

d ' une  6quation diff6rentielle du  second ordre R(x, y, y', y " ) :=0 ,  et F on 

sait, d 'apr6s  les reeherches de A. T R E S S E ,  que cette 6quation admet au plus 

un groupe '~ 8 param6tres (complexes}. 

Mais il est clair que malgr6 son importance, la remarque de B. SECURE 

est loin d '6puiser  le probl6me. En premier  lieu une 6quation diff6rentielte 

du second ordre, prise au hasard, ne peut  d6finir les surfaces earact6rist iques 

associ6es h une hypersurfa.ee. En second lieu, comme nous allons ]e voir, Ia 

congruence des surfaces caraet6rist iques associ6es ~ une bypersurface  peut 

admettre des transformations pseudo-conformes qui ne laissent pus invariante 

l 'hypersurfaee.  En troisi~me lieu deux hypersurfaees  non dquivalentes peuvent  

a,dmettre les m4mes surfaces caraet6rist iques associ6es. 

Darts le chapitre III ,  nous reprendrons toute la. question en 6tudiant 

directe'ment le probl6me de l '6quivalenee pseudo.conforme de deux hyper- 

surfaces. 

17. Nous pouvons cependant d6s lnaintenant faire quelques remarques 

de nature 6t6mentaire. 

Supposons qu' une hypersurface,  qui n?est pas un hyperplano'fde, admette 

une transformation pseudo-eonforme infinit6simale g@6ratr iee d ' u n  groupe 

"~ un para,n6tre rdel; on pent, eomme on Ie sait, se ramener  au eas off le 

~f symbole de eette t ransformation infinit6simale est ~x' les 6quation du groupe 

6taut 
~c' ~ x q- a, y '---  y (a r6el). 

L '6quat ion  de l 'hypersurface ,  d6finie par  une relation entre x , ,  x~, y~, Y2, 

ne contient pas x~. I1 est impossible que l 'hypersur face  admette en m~me 

. ~f temps la t ransformation s ~ ,  car alors son 6quation ne d6pendrait  pos non 

plus de x~: on aurait  affaire h un hyperplanoYde. Pa r  suite 

THEOR]~IE. - -  Si une hypersurface admet les deuzv lrctnsformation infini. 

tdsimales X el iX, c'est un hyperplano~:de. 

Ce th6or6me prouve que si la congmte~we des surfaces caractdristiques 

assocides & une hypersur/'ace qui n' est pas un hyperplano~:de admet un gronpe 

de r paramdlres complexes, l' hypersurface admet au plus un groupe de r para. 

m~lres rdels. 

1S. On peut aller plus loin et montrer  que le groupe de l ' h y p e r s u r f a c e  

admet exactement r para=m6tres r6els. Remarquons  d 'abord  qu '~  une trans- 
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formation infinit6simale 

~,(x,, y) ~ + ~,(.% y) ?Ji 
~Y 

du gronpe de la congruence F(x, y; a, b ) z O  correspond une transformation 

infinit6simale 
~f af 

qui  indiqne comment les param6tres a, b sont transform@. Cela revient  h 

dire que la t ransformation 

~f ~f ~f ~f 

laisse invariante l '6quat ion  F(x, y; x, y ) = 0 ,  off x, y, x, y sont regard6es 

comme des variables ind6pendantes. D~autre part  si ~ et ~ sont donn6es, 

on ne pent  avoir ~ .... ~ z 0 ,  ear alors, eu ramenant,  ce qui est possible, la 

~f t ransformation infinit6simale donn6e ~ la forme ~x' on verrait  qne l '6quat ion 

F-----0 ne d6pend pas de x, et par suite pas de x: 1 ~hypersurface serait un 

hyperplanoYde. 
I1 r6sulte de ce qui pr6c6de qu ' i l  existe r t ransformations infinit6simales 

l in6airement ind6pendantes laissant invariante 2'6quation F z  0, et qui sont 

de la forme 
~f ~f 4 -  ~f ~f (17) x ,  = ~,(~ y) ~ + ~d.% y) ~ ~,(.% y) ~ + ~('.~, y) ~.  

Elles sont l in6airement ind6pendantes, en ce sens qu ' on  ne pent t rouver  r 

constantes complexes e~ non toutes nulles r6alisant les quatre identit6s 

Y, e~,(x, y) = O, ~ e~,(x, y) = O, 
i i 

e ~ix, y) = O, ~ e,~(x, y) =- O. 
i i 

I1 est m4me impossible, d' apr6s ce qui a 6t6 dit plus haut, de r6aliser soit 

les deux premi6res, soit les deux derni6res de ces identit6s par des valeurs 

non toutes nulles des e+. 
Cela pos6, il est clair que ehaeune des transformations infinit6simales 

- ~f ~f ~f -t- ~f ~,(~, y ) ~ + ~ ( %  y)~+-~,(~, y)~ ~,(.% y)~ 

fair part ie  du groupe. On a donc des relations de ]a forme 
[ 

i ~,(~, ~)= ~,~,~(~, ~), -~,(.% ~)= ~'*,,'N.% ~), 
(18) ! ,~ ~' 

k k 
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I1 en rdsulte 

d' o~1 

(191 'q m.,n-~,~ = t 1 s i  i = j ,  

t 0 s i i = ~ : j .  

Cherchons maintenant  les transformations .,e~X~f qui sont rdelles par 

rapport  aux variables r6elles x~, x~, y~, y~. I1 faut et il suffit pour cela que 

1' on air 

ou encore, d 'aprgs  [18), 

"ce~,(~, y) = z e ~ ( x ,  ~), 
i i 

(ei - -  v Itt/t.ie/~)~iix, y) ~_ O, 
i k 

(e~ - -  ~ m~ieTJ~,(x,  y)  ---- O. 

Celn n 'es t  possible que si l ' on  a 

(20) e~ -. mk~et~, 
k 

et aussi, en prenant les conjugu6s des deux membres, 

(21) e~ ----- E ml~iet~. 
k 

Les 2r relations lin~aires (20) et (21) aux 2r ineonnues e~ et e~ for~nent 

un syst~me qui pourrait, s 'dcrire sous forme rdelle en prenant  comme in- 

commes les part ies r~elles et imaginaires des e~. Or elles se r~duisent "h. r 

ind6pendantes, puisque, d 'apr~s les relations (19), les ~qua~ions (21) sont des 
cons6quences de (20), et que les ~quations (20) sont ~videmment indCpendantes. 

L'hypersur faee  admet done exactement r transformations infinildsimales li- 
ndairement ind@endantes  d~ param~tres rdels. C. Q. F. D. 

19. D'apr~s les recherches de A. TRESSE, une ~quation dlff~rentietle du 
second ordre admet au plus un groupe t~ 8 para.m~tres complexes, qui est 
semblable au groupe homographique ( cemplexe )du  plan. Les hypersurfaees 

correspondantes,  s ' i l  v e n  a, admettront  un groupe ~t 8 param~tres r6els. Or 
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on connait  toutes les formes rdelles du groupe homographique complexe da  

plan ("). I1 y e n  a trois, g sa~oir: 

1. le groupe homographique rgel; 

2. le groupe homographique qui laisse invariante l '6quat ion obtenue 

en annulant~ en coord(mn6es homog6nes %, x~, .'ca, une forme d'HE:RSH~E 

ind~finie 
(22) E ailc, x~x~ = 0 (ail~ = ai~i); 

3. Le groupe analogue relatif  h une ferme d'I-Im~[ITE ddfinie. 

Le troisi~me groupe permet de transformer un point quelconque du plan 

complexe en un autre point quelconque;  il ne  laisse donc invariante aucune  

hypersurface.  
Le premier  groupe transforme tout point  imaginaire du plan en t o u t  

autre point imaginaire et tout point r~el en tout autre point r~el; il laisse 

donc invariante la surface non caract6ristique, l ieu des points r6els, mais ne 

laisse in~-ariante aucune hypersurface.  
Reste le second groupe, qui laisse invariante l' hyperconique d~finie par  

l '~quat ion (22). D' off Ie 

TH1~OREME. - -  Toute hy17ersurface q u i n '  est pas  u~ hyperplano:~:de et qui 

admet localement un groupe de transformations pseudo-conformes b, 8 para.  

m~lres est localement dquivalente & l' hyperconique. 

L'6quation t22) peut  du reste se ramener  "a la forme canonique 

x x 4 - - y y - -  1 ~-~0; 

les surfaces caraot6rist iques associ~es ne sont antres que les droites du plan 

eomplexe 
a.~ q - b y  - -  1 = O. 

CHAPITRE II. 

L e s  h y p e r s u r f a c e s  q u i  a d m e t t e n t  a n  g r o u p e  t r a n s i t i f  
d e  t r a n s f o r m a t i o n s  p s e u d o - c o n f o r m e s .  

I. Gdndralitgs. 

20. Nous supposerons dans tout ce Chapitre que tes hypersurfaces  con- 

sid6r6es ne sout pas des hyperplano~des et que les groupes consid6r6s sont 

(t4) Voh5 par  exemple~ E. CARTA~, Grmepes simples c lo se t  ouverts et gdomgtrie r ieman.  
nienne (~ J o u r n a l  Ma~h. pures  et appl. >>, 8~ 1929, nn. 26 e 27, pp. ~8-30). 

At~natl di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 5 
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engendr6s par des transformations infinit6simales. I1 r6sulte imm6diatement 
de cette derni6re hypoth~se que route hypersurfaee admettant un groupe 

transitif  de cette nature  est analytique: on salt en effet qu 'on  peut ehoisir 
les param6tres a~, a,2,..., a,. d ' u n  groupe de LIE de mani6re que les fonc- 
tions ~ et ~ qui entrent  duns les 6quations 

x ' : ~ ( . %  9; a~, a~,..., a~), y ' : ~ ( x ,  y; a~, a~ .... , a~.) 

d6pendent anat~tiquement des param~tres. L~hypersurface lieu des trans. 

formOs d ' u n  point fixe z0, Yo, sera done analytique.  
Nous verrons du reste r6ciproquement (Chapitre ]II) que le plus grand 

groupe de transformations pseudo-eonformes d~une hypersurfaee analvtique 

est un groupe de LIE~ c'est-h-dire est engendr6 par des transformations infi. 
nit6simales. 

21. Si une hypersurface admet un groupe transitif, ce groupe est au 

moins ~t 3 parambtres r6els. I1 r6sulte des recherehes de A. TRESSE (~) que 

si ce g'roupe est h plus de trois param6tres~ l~hypersurface est tocalement 
6quivalente /~ l 'hyperconique et admet localement un groupe '~ 8 param6tres. 

Nous verrons un peu plus loin (n. 29) que si une hypersurface admet un 
groupe ~ trois parambtres~ ce groupe la t ransforme transitivement.  

II. Problbme local et probl~me global. 

?,2. Le probl~me que nous nous proposons de r~soudre peut ~tre envisag~ 
d ' u n  point de rue  local ou d ' u n  point de rue  global. 

Pla~ons-nous d 'abord  au point de rue  local. Soit (E) une hypersurface,  
(s} une portion connexe de cette hypersurface ne contenant que des points 
simples, (8) un domaine de 1 ~ espaee ambiant d~coupant sur {E) la portion (s). 
Soient enfin 
(I) x'=-~(x, y; a~, a~,..., a,.~, y ' =  ~(z, y; a~, a~,..., a,) 

tes ~quations finies d ' u n  groupe G; les fonetions ~? et ~ sent r~guli~res dans 
le domaine (8) pour les t~'ansformations du groupe qui appart iennent  h u n  
voisinage suff isamment petit de la t ransformation identique. Nous dirons 
que (E) admet localement le groupe G duns la r6gion (~) si l ' on  peut trouver 
une r~gion suff isamment petite (%} int~rieure /~ (s), et un voisinage V 0 de la 
transformation identique duns le groupe G, tels que toute transformation ap. 
par tenant  /~ V0 et appliqu~e /~ un point de (%) donne un point de (s). 

On d6finit d~une mani~re analogue l'dquivalence locale de deux hyper. 
surfaces (E) et (E'), consid6r~es au voisinage de deux r~gions (~) et (~'). 
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23. Pla tens-hens  maintenant  au point de r u e  global. ]~ous dirons qu ' une  
hypersurface  (E} '~ points tons simples admet g'lobalement un groupe de 

transformations pseudo-conformes G h r param6tres:  

t ° S ' i l  existe un domaine (h) de l' espaee ambiant qui eontienne com- 
pI6tement (E) h son int6rieur et tel que toutes Ies transformations du groupe 

soient r6guli~res ~ l ' in t6r ieur  de (h); 
2 ° Si M e t  M' ~tant deux points queleonques de (E), il existe au moins 

une transformation de G amenant  M e n  M'. 
Les 6none6s pr6e6dents ne doivent pas ~tre pris trop h la lettre. I1 peut 

arr iver  qu' on ne puisse pas trouver un  syst6me de parambtres r6els a~,... ,  ~,. 
valable darts route l '6 tendue du gronpe; il suffit qu ' au  voisinage de ehaque 

transformation du groupe on puisse t rouver un tel systbme, ee qui a eer- 
ta inement  lieu pour tous les groupes de LIE. En second lieu il n~est pas 

n~cessaire qu' i t  existe un syst~me de eoordonn~es x, y valable dans toute 
l '~ tendue de (k): il suffit q u ' a u  voisinage de chaque point de (~) on puisse 
trouver un tel syst6me de eoordonn~es, mais de mani~re q u ' e n  passant par 

eontinuit6 d ' u n  point d+Sfini par un certain syst~me de eoordonn6es (x, y) h 
un point d6fini par un autre syst~me de eoordonn~es {{, ri), on traverse une 

r~gion dans laquelle les deux syst~mes de coordonn6es soient utilisables, le 
passage de 1' un h 1' autre, dans cette r6gion, se faisant par une transformation 

psendo-eonforme. 
Etant  donn~es deux hypersurfaces  (E) et (E') h points tons simples, nous 

dirons qu 'el les  sent globa.le~nent dquivalenles s ' i t  existe une correspondanee 
pseudo-eonforme biunivoque partout r6guli~re entre un domaine (h) con- 
tenant  (E) h son int~rieur et un donmine (A'} contenant (E') h son int~!rieur, 

cette correspondance t ransformant  (E) en (~'). 

24. Consid6rons deux hypersurfaces  (~) et (E'} h points tous simples, 
admettant  ehacune globalement un groupe transitif  de transformations pseudo- 

eonformes, G pour (v), G' pour (E'). 

Supposons de plus:  
1 ° Que les deu:c hypersurfctces soient localement gq,dvalentes; 
2 ° Que les deux groupes soient loeale me~,d semblables; 
3 ° Que l' hypersurface (E) soit si+nple~nent conne~e. 

Les conditions 1 ° et 2 ° peuvent  ~tre pr~cis~es de la mani~re suivante. 

Prenons sur (~) et (E') deux points arbitraires M 0 et M0' ; nous pouvons 
trouver deux r~gions (~) et (d) entourant  respect ivement M 0 et M0' sur (E) 
et (v/), et deux domaines (~) et (~') contenant (~) et (z'), et enfin une trans- 
formation pseudo-conforme T partout  r~guli~re dans (~) t ransformant  biuni- 
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voquement  (~) en (~'), (o) en (¢) et M0 en Mo'; de plus cette transformation 

~f ~f de G, doit t ransformer chacune des tr~nsformatious infinit~simales ~ ~-x + ~ ~j 

dans les coefficients ~ ,  ~ de laquelle • et y sour les coordonn~es d ' un  point 

variable de (5), duns une transformation infinit(~simale d~termin~e de G'. la 

t ransformation inverse changeant  de m~me tonte transformation iufinit~simah~ 

de G' duns une transformation infinitgsimale d~termin~e de G. 

La  condition 3 ° exprime que tout contour ferm~ "hune dimension trac~ 

duns (E~ est rSductible '~ un point par d~formation continue sans quitter (E). 

Nous  callous nous  proposer  de ddlerminer, (E) et G dtant donnds, loutes 

les hypersurfaces  (E') localement dquivalentes ~t (F,) et admet tant  glo~alement 

u~'~ groupe localement sembtctble ~ G. 

25. Remarquons  d ' abord  que la correspondance pseudo-colaforme T qui 

existe entre {~) et (~'} ~tablit entre les transformations de G et celles de G' 

une correspondance, n~cesshirement isomorphique, qui entralne par  elle-m~rae 

une correspondance isomorphique biunivoque entre les transformations finies 

de G, prises dons un voisinage suffisamment petit  de le~ transformation iden. 

tique, et les. t ransformations analogues de G'. Soit I ~ le groupe abstrait  sim- 

plement connexe infinit6simalement isomorphe h. G e t  "~ G' ('~). La  correspon- 

dance isomorphique qui existe, au voisiuage de la transformation identique, 

entre G, G', et par  suite F, entraine une correspondance isomorphique univoque 

([~--G) et une correspondanee isomorphique mfivoque ( I ' ~ G  '} d~finies darts 

toute la var%td du gvoupe P; ~t une transformation de l' correspond une 

transformation et une seule de G, une transformation et une seule de G'. 

Nous pouvons regarder  les operations de t ~ comme appliqu6es aux points 

de ~E)en ce seas que, par  convention, chacune de ces op6rations produit  

sur {E) le m6me effet que la transformation correspondante de G: seulement F 

peut  contenir  des op6rations qui. laissent fixes t o u s l e s  points de (E). De 

m~me chaque operation de F peut  ~tre regard~e comme appliqude aux points 
de x- 

In~roduisons maintenant  l 'hypoth~se que (~v) est simplement connexe:  

cela signifie que l ' ensemble  des op6rations de 1 ~ qui laissent fixe un point 

donn~ de (E), p~r exemple Mo, forme nn sous-groupe connexe "( de I' (~}. 

A c e  sous-groupe y correspond dons G' un sous-groupe ~galemeut connexe, 
engendr6 par les t ransformations infinit6simales de G' qui correspondent anx 

(~) E. CAnTA~,b La thdorie des groupes finis et continus et l'A~alysis situs (~ M~m. So. 
Math. % fuse. XLII~ 1930~ p. 13). 

06) E. CARTAX, IOC. cir. (l~)~ i0" 31. 
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transformations infinit6simales de G laissant fixe le point M0: elles laissent 

douc fixe le point M0'. Autrement  dit, le sous-groupe T de U qui laisse fixe 
le point M0, quand on le considP, re comme op6rant sur (Z), laisse aussi fixe 
le point Me', quand on le considbre comme op6rant sur iV'). Nous allons 
ddduire de lfi, qne la t ransformatiou pseudo-conforme ~ qui tr(~nsforme (z) 
en (z'} peut se prolonger sur toule l'hypersur[ace (Y=}. 

En effet~ soit M un point donn6 de (Y), C) une op6ration particuli~re de F 
amenant  ~i° en M: soit M' le point transform6 de M o' par 0. Toute trans- 

formation de l' qui ambne M0 en M est de la forme OR, R appartenant  h ~,. 
On voit qu 'e l le  am;me tonjours M0' dans le m6me point M'. Nous 6tablissons 

done ainsi une transformation univoque de tout point M de (Z) en un point 
d6termin6 de (V'). Cette transformation, que nous .d6signerons par ~G*, se 
confond, quand M est sar  {zt, avee la t ransformation psendo-conforme locale "G 

dent nous avons admis l 'existence.  Nous allons montrer  qu 'e l le  est pseudo- 

confoTme. 

26. Soient 
(1) y), y'---g(+, y) 

les 6quations de la transformation T de G qui correspond '~ (-): nous pouvons 
supposer les fonctions f e t  g holomorphes '~ l ' in t~r ieur  de (5}; ces 6quations 

sent inversement  r6solubles par rapport  ~ x, y, et donnent  

(2) = -  y'), - -  

les fonctions ? et 5 dtant holomorphes ~ l ' in t6r ieur  du domaine transferred 

de (5) par T, domaine que nous d6signerons par  (T~). Soient de m~me 

(3) X'  --~ F(X, Y), ¥ ' :  G(X, Y) 

les 6quations de la t ransformation T' de G' correspondant h~ O, les fonctions 
F et G 6rant holomorphes h l ' in tdr ieur  de (~'). Soit maintenant  i:~', y ) u n  
point quetconque de (~) r~sultant de la t ransformation 0 de P~ "+oisine de la 

t ransformation identique~ appliqu6e au point M 0. Soit (X, ~') Ie point que 
lui fair eorrespondre sur (a'), ce point r~sultant d e  la m~me transformation 0 
appliqu6e h M0'. Les points (:c', y') et (X'~ ¥') donn6s par  (1) et (3) r6sultent 

de la t ransformation O0 de U appliqu6e respeet ivement  h M0 et M0'; (X', Y') 
est done le transform~ de (x', y') par la t ransformation ~*. Or, on peut ob- 
tenir eette t ransformation en effeetuant  suceessivement la transformation {2}, 
pseudo-conforme et r6gulibre dans (T~), puis la transformation (~), pseudo- 
eonforme et r~guli~re dans (~), enfin la t ransformation (3}, pseudo-eonforme 
et r6guli~re dans (8'). La transformation r6sultante est done aussi pseudo- 
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couforme. Oa montre immCdiatement qtt 'elle 6tablit une correspondance biu- 

nivoque entre les d~mx domaines (TS) et (T'8'). c . q . f . d .  

27. La transformation pseudo-eonforme ~*, partout r~guli~re au voisinage 

de (E), est univoque; de plus elle est localement biunivoque. Mais elle n 'es t  
pas n~cessairement biunivoque d ' une  mani~re globale. En effet tes transfor- 

mations de F qui laissent fixe M 0' peuvent ne pas toutes appartenir  h y et 
former plusieurs et m~me une infinit6 de familles connexes de transforma. 
tions de P, qu 'on  peut d6signer par les sj~mboles 

y, 0[~, 0~'~, .... 

chacune des transformations O, laissant invariant le sous-groupe 7. Toutes 
les transformations Ot~ t ransforment  M o en un seul et m6me point Mi; les 

diff6rents points M0, M~, _Mi,... sont donc transform6s par ~* dans ]e m~me 
point M0'.'Soit de m~me M' un point quelconque de (E') rC.sultant par exemple 

de la transformation O appliqu~e /~ M0'; la t ransformation la plus g~n6rale 

de F faisant passer de Mo' h M' sera (90if; appliqu6e ~ Mo, elle donnera 
les diff~rents points obtenus en appliquant la transformation 0 "~ Mo, M, ,  M., ..... 

Cela pos6, consid6rons F op6ration qui fair passer du point M - ~  (~)M 0 
quelconque de (Ej au point ~)O~M 0 qui a l e  m~me correspondant sur (E'): 
d6signons par S~ cette operation; elle est ind6pendante du choix de la trans. 
formation qui ambne M o en M, car si on remplace 0 par OR~ off R ap- 

part ient  h "l, le point ~)O~_M 0 est remplac6 par ORO~M0, ou encore O0~R'Mo, 
puisque O~ laisse invariant  y, ou enfin OO~_M 0. L'opdration Si est dchangeable 

avec toutes les transformations de F; en effet, effectuons successivement 
part ir  du point M l 'op6ration S~, puis l 'op4ration O', nous obtiendrons 
d ~abord O0~2do, puis O'O0~Mo; effectuons les operations dans l 'ordre  inverse, 
nous aurons d 'abord O'O_Mo, puis O'O0~M0. 

L'op~rat ion S~, 4cha~ngeable avec toutes les transformations de F, par 
consequent de G, est une transformation pseudo-conforme, puisqu ~elle r~sulte 
de deux transformations pseudo-conformes~ ~ savoir la transformation ~;* 
appliqude de M 'h Jkl', et la t ransformation inverse ~*-~ appliqu4e localement 
de M' "~ SiM. 

En conclusion, nous voyons que si l't~ypersurface tZ ' )n ' e s t  pas simple- 
ment connexe, O~ tout point )I' de (V') correspondent plusieurs poin!s, ou une 
infinitd de points i~I, S~M, S~M,..., de (E), qui se ddd~.dsent tous de f u n  d' enlre 
eu.~ par  un groupe proprement discontinu de transformations pseudo.conformes~ 
dont chacune est dchangeable avec routes les h'ansformations de G. 

L ~hypersurface (E) el le groupe G dtant do~mds, nous aurons done, pour 
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obte.n, ir routes lee hyper.surfnces (E') loealement dquivalentes & (£~ et admettant 
globaleme~,t un groupe tranSitif localement sembtable & G, (~ dd&rminer tons 
les groupes proprement disco~dinus de trans[brmations pseudo-con.formes qui 
laissent invarianle, {Z} et donl chaque ol)dration eel @hangeable aver loules les 
transformations de G. Chaeun de .ces groupes d0terminera une e l a s s e d  ~hy- 

persurfaees (V') r6pondaut ~ la question et ~outes globalement 6quivalentes 
entre elles. 

Nous dirons que le groupe proprement  diseontinu form6 des op6rations S, 
est le groupe de connexion de E'; ~ ehaque op6ration de ce groupe correspond 
une ,elasse de contours ferm6s trac6s sur (E'), denx contours de la m~me 
elasse 6tant r6duetibles l ' u n  ~ l ' au t re  par d6formation continue, deux con- 
tours appartenant  ~t deux classes diff6rentes ne l '6 tant  pas. 

III .  Mdthode de r e d m r c h e  des hypersurfaces  admet tan t  un groupe 

pseudo-conforme "~ trois parambtres.  

28. Laissons pour plus tard la recherche des hypersurfaces  qui admettent  
globalement un groupe pseudo-conforme ~ plus de trois param~tres:  nous savons 

qu 'e l les  admettent  alors localement un groupe h 8 parambtres. Commen~ons 

par chercher  tous les groupes ~ 3 param~tres suseeptibles de laisser in~,ariante 
une hypersurfaee  qui ne soit pas un hyperplanoXde; nous ne supposerons pas 
n6eessairement un tel groupe transitif. I1 est bien entendu que l 'hypersur face  
ainsi invariante pourra admettre un groupe ~ plus  de trois param~tres. 

Soient 

~f ~f 

les transformations infinit6simales g0n6ratrices du groupe G, qui est ainsi 
engendr6 par la t ransformation e,X~ 4 e,X~ q-e:~Xa, avec des coefficients ei 

+'gels. Si nous regardous les e~ comme des param6tres complexes, Ia transfor- 
mation engendre un  groupe /~ trois param6tres complexes G*, dont G peut 
Otre regardS, au point de rue  des param6tres: comme la partie r0elle. 

5Tous remarquons  d' abord que les trois d0terminants {~ . j - -~{~  ne peuvent 
0ire ident iquement  nuls;  sinon en effet le groupe G admettrai t  u n  invariant  
q~{x, y), int6grale premi6re de l' 0quation X, ~--- 0, par suite 1' hypersurfaee  serait 
un l i e u  de surfaces caract~ristiques q~(% y)-~ const ,  ee que nous excluons. 

Les deux 6quations 

{4) i u,{, (x, y) -4- u~{~ (0~, y) -~- ua~:, (x, y) = 0, 
i u~,(x,  y} + u # l g x ,  y ) +  %~(x,  y ) -  O, 
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donnent  pour les rapports mutuels des u, deux fonctions analytiques de :c, y. 

L ' in terpr6ta t ion  de ces quantitCs est la suivante. Soit (x0, Y~) un point 

de (~2), u~ ° une solution des 6quations (4), off on fair x = . % ,  y ~ y o ;  la 
t ransformation infinit6simale +t~X~ 4- u~.X~ 4-ui~X ~ du groupe h parambtres 
complexes prolong6 de G laisse invariant  le point (.%, y0); cette transfor- 
mation infinitC, simale est d6finie /~ un faeteur  eomplexe constant pros; elle 
engendre un sous-groupe a u n  param~tre complexe de G*; nons l 'appellerons 

la t ransformation infinit6simale complexe associ6e au point (z0, y0), C'est 
sur la consid6ration de ces transformations que va reposer la m6thode que 

nous allons employer. 

Remarquons que let transformation infinit@imale associ@ b un point 3f 
de (E) se ddduit de la~ transformation i~,tfinitdsimale associde ~ )Io en la trans. 
formant pa.r la transformation de G qui amS~e 5I o en M. 

29. Voici quelques propri6t6s pr61iminaires importantes:  

1 ° La transformation infinitdsimale associ@ ~ un poi~t de (21 ne peut 
~tre fize; autrement  dit les rapports mutuels des u~ ne peuvent ~tre constants. 
En effet on peut toujours choisir la base infinit6simale de G de mani~re 
que la t ransformation infinit~simale ~ixe associ~e aux diff6rents points de (E) 

soit X~-+-iX~" mais alors les fonctions ~,A--i~, ~-t=i~.2, nulles sur (E)~ 
seraient identiquement nulles, et l ' hypersur face  admettrait,  en m~me temps 
que la transformation X~, la t ransformation iX~, ee qui est impossible (n. 17). 

U~ 
2 ° Si l 'un  des rapports, u~ par  exemple~ n' est pas constant, les valeurs 

num~riques qu'il  prend sur (v) doivent ddpendre de deux param~lres rdels; 
dans le cas contra.ire, en effet, (E} serait le lieu de surfaces caract~ristiques 

u~ ~ const., d6pendant d' un param~tre. 

3 ° L' hypersurface est transformde transitivement par G; sinon chacun 
de ses points admettrai t  un sous-groupe ~ un param~tre de G; par  suite la 
t ransformation infinitdsimale associ6e ~ ee point serait rdelle, et chacun des 

rapports u~ ne prendrai t  que des valeurs r~elles. 
u,i 

4 ° L' hypersm"face (E) est analylique, car les 6quations finies du groupe G 

d6pendant analyt iquement  des parambtres a, b, c du groupe, F hypersurface 
est d6finie param6triquelnent  par des 6quations analytiques de la forme 

z = f ( X o ,  yo; a, b, c), y = g ( z o ,  yo; a, b, c), 

(%, Y0) 6rant un point fixe de (E}. 
5 ° Si X, +. iX~ esl la transformalion infinitdsimale ima~inaire associde 



de l'espace de deux vc~riables complexes 41, 

6, wn point partieulier Me de (E), il esl impossible que X, el X 2 engendreul un 
sous.groupe de G. Supposons en effet que X~ et X~ engendrent  un groupe g, 

et soit (~) la surface lieu des t ransferrals  de M, par  g. La  transformation 

infinit¢simate assoc%e "~ un point M de (~) est la transform~e de X,- t - iX~ 
par la t ransformation de g qui amine  M0 cn M; elle est donc de la formc 

X, + u X , ,  et par  suite, en tout point de (~), on a 

~,(x, y )+u~2(x  , y)--~O, (5) 
t y) + y) = o. 

Cela posO~ le lieu des transform6s de Mo par le sous-groupe r6el ~ un pa- 

ram~tre engendr~ par e~X~-C e.~X~ est d~fini eomma trajectoire des ~quations 

diff~,rentielles 
d x  d y  

OU e n c o r e  

la surface (~) est done de la forme 

y ) =  y0), 

~(x, y) ~tant une int~grale premiere de X2f~-O ; l ' hypersur faee  

donc un lieu de surfaces caractdristiques, cas exclu. 

(Z) serait  

IV. Ddterminat ion de toutes les s t ruc tures  possibles des groupes 

pseudo-conformes k t rois  param~tres laissant  invar iante  une hypersurface .  

30. Nons allons d ' abord  supposer que la t ransformation infinit6simale 

imaginaire assoei~e h un point variable de (~) ne d6pend que de deux pa- 

ram~tres r6els variables, autrement  dit que la transformation associde h u n  
point M est associ@ ~ tousles  points d'une ligne ~ une dimension passant 

par IK. 
Duns ces conditions, si X,-I - iX~ est la transformation assoei6e h u n  

point par t icul ier  M0, il existe n~eessairement une transformation infinit~- 

simale de G laissant invariante X~-t-iX~, ou plut0t IMssant invariant  le 
groupe qu 'e l le  engendre;  cela veut dire que le crochet de cette transfer- 

mation infinit~simale et de X, + iX~ est un multiple de X~ + i X ~ .  Cette 

t ransformation infinit~simale ne peut  ~tre de la forme mX~-~-nX~, oar 

1' 6galit~ 
('.~X, + nX.~ , X ,  + iX~) = (~ + i~)(X~ + iX.~), 

Annali di 3Ic~ternaticc~, Ser ie  I V ,  Tome X I .  6 
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OU 
( y y ,  ~+i~ 
==,=~, - -  ~ (X~ + iX~), 

n' est possible que si le second membre,  qui dolt 6tre & coefficients +'gels, est 
nul ;  mais alors X~ et X.2 engendrera ient  ,in groupe, ce qui est impossible 
(n. 29, 50). 

On peut donc supposer que la t ransformation infinit6simale consid4rde 

est Xa, avec 

On 

(6) 

Si alors on pose 

(7) 

1' identit6 de JAOOBI donne 

(s) 
puis 
(9) 

( G ,  x ,  + ix~) = (~ + i~)(x, + iG) ,  

(x3x,)  = ~x ,  - ~x~, ( G x o  = ~x,  + ~ G .  

{XIX~) : ,kX~ + I~X~ + vX a 

gv-~O, d'ofl ~--.--0, 

~,13 = ~3 = o. 

(v + o), 

(A) 

31. Si ~ - - - -k - - I  ~ 0 ,  on peut supposer v-=--I et on a un premier  type 

] ( x , x o  = o, ( G G )  = o, (x ,x~)  = x~ . 

Si ~ 0 ,  X et bt n 'd tant  pas t o u s l e s  deux nuls, si par exemple t*=~0, 
on prendra 

.1X~ ) , X ~ + ~ X ~ + v X  a et X~ 

eomme nouvelles transformations infinit6simales de base et on aura  le type 

(B) ( x , x o  = G ,  ( x , x o  = o, (x~x~) = o ; 

on pourra  supposer que la t ransformation infinit~simale associ6e ~ un point 
part iculier  de (E) est X~ + i X  2 + i X  a. 

Enfin, si f] =t= 0, on pourra,  en mult ipl iant  X~, X2, X a par  des facteurs 
constants k, h, l, se ramener  anx cas ~ ~ 1, v - - : i :  1. On aura  ainsi les deux 
types distinots 

(c) 

(D) 

(x ,  x o  = x~ ,  (x,x~) = G ,  (Gx~)  = - x , ,  

[° 
(x,  x o  = - x~,  (x, xO = x . ,  (Gx~)  = - x ,  E' 
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dans ehaque cas le~ t ransformat ion infinit~simale associee h un  point  parti- 
cul ler  de (E) sera X,-4-- iX 2 . 

32. Supposons maintenan~ que les transformations infinitdsimales assocides 
& un poi~vt variable de (~) ddpendent de trois param~tres rdels. Ce sont par  
exemple  l e s  t ransform~es par  G de X~-4-iX~.  Aueune  t ransformat ion infini- 
t~simale de G ne laisse alors invar iant  le groupe engendr~ par  X~ ÷ iX.2. 
En par t ieul ier  G n ' a d m e t  aucune  t ransformat ion  infini t~simale distingude, 

c'est-h-dire ~changeable avee routes les t ransformat ions  de G. 
Cela pos~, les seuls groupes n ' ad me t t an t  aucune  t ransformat ion infinitd- 

sima.le dis t inguee rent rent  dans les types suivants  (~) 

(E) 

(F) 

(II~ 

(K) 

(L) 

(x ,x~)  = x , ,  (x~x~) = mx ~ ,  (x ,x~)  -~  o ; 

(x,x:~) = x , ,  (x~x~) = x ,  + x~ ,  (x ,x~)  = o ; 

(X,X~) =-mX,  - -  X.~, (X~X~) = mX~ + X , ,  (X,X~) -- 0 ; 

(x ,x~)  = x+ ,  (x.~x~) = - x , ,  (x ,x~)  = x~ : 

(x ,x~)  = x~ ,  ( x ~ x ~ ) =  - x , ,  ( x , x ~ ) = - -  x~ . 

Au point  de r u e  de la seule s tructure,  (K) est ident ique h (C) et (L) ~ (D). 
Nature l lement  les t ransformat ions  de base ne sont plus ehoisies de mani~re 
que X~-4-iX~ soit associ'~e ~ un  point  par t icul ier  de (Z). 

Les deux  categories de types:  (A), (B), (C), (D) d ' u n e  par t ;  (E), (F), (H), 
{K), (L) d ' a u t r e  part  se s~parent  ne t t ement ;  nous verrons en par t icul ier  que 
les hypersurfaces des quatre premiers types admettent localement un groupe 
~ 8 para, m~tres. La raison profonde de ce rSsultat  sera donn~e plus loin, 
dans la seconde Par t ie  de ee m~moire  (n. 89). 

V. Les hypersur faees  du type (A). 

33. Nous allons d ' abord  chercher  comment  les t ransformat ions  de G 
t ransforment  entre  elles les t ransformat ions  infinit~simales de G*. Pour  cela 

(t~) S. LIE et ~. ENGEL~ Theorie der Tra~sformationsgruppen, 2 i~me gd,  Leipzig et Berlin, 
Teubner, 1930~ I I I ,  p. 715. A noter cependant qu ' i l  s 'agi t  ici de groupes h param~tres rgels. 
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nous  cons id6rons  le groupe adjoin t  de G {~s). On a 

( % X ,  + u.~X~ + % X ~ ,  X , )  = - -  % X ~ ,  

(%X~ + %X~ + % X a ,  X 0 = u ,X~ ,  

(u,X~ + u,,X~ + % X  3 , X~} - -  0;  

p a r  sui te ,  les t r a n s f o r m a t i o n s  i n f in i t g s ima le s  du  g r o u p e  ad jo in t  sont  

i~ E ~ u ~  , E a ~ 0 ,  of  
E ~  = - -  % ~-, ~ 

et ses t r a n s f o r m a t i o n s  f in ies  sont  

U / - ~ -  /~t ~" ~t.2 t "-~ U. 2 ~ ~ts r ~ U 3 - -  C~U~ "+- D U t .  

En p a r t i c u l i e r  les t r a n s f o r m 6 e s  de X~-t- iX~.  sont  

X~ + i X  2 -t- (b - -  a i j X  a - -  X t q -  iX.,_ %- ixXa , 

en r a m e n a n t ,  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  p seudo . eon fo rme ,  le coef f ic ien t  de X s 

~ ~tre 6gal h ix. En ce qui  c o n c e r n e  la  eoordonn6e  x, les t r a n s f o r m a t i o n s  

in f in i t6 s imMes  de G sont  done  

X t - -  a[ X~ ~ " ~f - -  ~x' ~ .~ ,  X a =~ O. 

On p o u r r a  done  pose r  
X~ - -  ~f ~f 

- -  ax "+- ~t a ~ j '  

• a f  . af 
X~ --= - -  ~ ~x-+- ~ ~ ,  

Xa ~ % of 
~y 

a v e o  

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  p o u r  y un  i n v a r i a n t  de X ~ -  iX~,  avee  

@~ - -  0, ce qui  pe rme t ,  en  e x p r i m a n t  que  1' on a (X~ .... iX+, Xa) = O, on t rouve  ~x: 

en p r e n a n t  [ d y  e o m m e  nonve l l e  v a r i a b l e  y, de pose r  ~----: 1. On en d6dui t  
J ~a 

i af ~.  af 
X~ ~ ax ~ ~:~ ~ ,  

~f 1 ~f 
X~ ~ - -  i ~ - -  : 2 "~ a-y ' 

X ,  =-- ~-~ . 

(A) 

(ts) L o e .  ei t .  (tT), I ,  K a p .  6. 
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Les  equat ions  f inies  de G sont 

t x ' : = z + a + i b .  
1 

I (b +- ia).~ + ~ i(a ~ + b~ + c. ( Q )  i y ' = y  . 

L ' h y p e r s u r f a c e  (E) est le l ieu des points  t rausform6s  de (0, Y0} ou, en rem- 

p lagant  y -Yo par  y, le l i eu  des points  

l w - ~ a - ~ i b ,  

y = c + ~ i(a- -t- b-'); 

son ~quat ion est 

2~ ~--~ .~.~ := O. 
i 

C' est une hyperconique, mais privde du point ~ l' infini da, ns la, direction 
de l'a, ze des y. C' est une hypersurfa( ;e  s implement  connexe.  

34, Passons  ~ la d~te rmina t ion  des hypersur faces  non s implement  con- 

nexes  du  type  (A). I1 f au t  d~ te rminer  un  groupe p ropremen t  d i seon t inu  de 

t r ans fo rmat ions  pseudo-conformes la i ssant  (E) invar ian te  et la i ssant  invar ian te  

chaque  t r ans fo rma t ion  inf in i t~s imale  de G. Si M '  est le t ransform6 de M par  

une  opera t ion  de ce groupe,  la t r ans fo rma t ion  inf in i t~s imale  X~--~ iX.~ ixX~ 
assoei~e h~ M sera t ransform6e  en X ~ - t - i X ~ - ~  ix'X3; it en rdsulte immddia. 
tement, pour loute opdration du groupe de connexion, 

Le groupe de connex ion  changera  tout  inva r i an t  de X ~ - - i X ~  en un  

au t re  invar ian t ,  par  suite y sera t ransform~e en une  fonct ion de y ;  reals, 

la t r ans fo rma t ion  X 3 ~ ~ dolt  res ter  invar iante ,  on au ra  c o m m e  

y' ~ y -t- c te ; 

la cons tan te  devra  ~tre r~elle pour  que ~E) soit invar ian te .  
F i n a l e m e n t  toute opera t ion  du  groupc de connex ion  de (E') est de la 

forme 
.~' ~ .  ~v~ y' ~ y -~ a (ct r6el) ; 

le seul  groupe p roprement  d i scon t inu  sa t i s fa i sant  h cette condi t ion est de la 

forme 
z' --~ x, y'  ~ y + nh  (n ent ier  arbi t rMre,  h r6el). 

Posous  alors 
2ir~y 
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lea fonetions X et Y sont uniformes sur  (~'), et l '~quat ion de {v ' )est  par  
suite 

Y ~ ' : e  

ou, par  un changement  de variables ~vident, 

(~':~) ]" y = eX< 

Les ~quations du groupe G' de (E') sont 

i X ' = X + a + i b  

I r =  

35. On doit ma in tenan t  se demander ,  pour  chacune  des hypersur faces ' (V)  
et (E'x), quel est son plus grand groupe de t ransformat ions  pseudo-conformes.  
Pour  (EA), il est mani fes tement  form~ de routes les tmnsf( , rmat ions homogra- 
phiques  qui iaissent invar iante  l ' hype rcon ique  lEA), en laissant  invaxiant le 
point  ~ l ' in f in i  dans la direct ion de Oy. Ce groupe est ~ cinq param~tres  et 
a pour  ~quations 

I .v = ~x + ~ (~ ~ o), 
(101 

y' ---- o:~y + ~ ~ ~ ~ + c (c r~el). 

Quant an groupe de (E'.~), il correspond '~ celles des t r tmsformations 
pr~c~dentes qui sont invar iantes  par  

x' ---- x, y' = y + h, 

ce qui exige a~ = i. Le groupe de (E'A) est donc ~ quatre  p a r a m ~ r e s  r~els, 
et ses ~quations finies sont, en remplaQant a par  e ~  

I X ' = e ' a X + ~  

-,'~ * - . (a, c rdels b {11) ! y,__~ ye~e x + ~ - ~  

36. En r6sum6, il y a deux hypersurfaces  non globalement  dquiva, lentes 
du type (A). L 'une ,  simplement connexe, est l 'hyperconique privde d ' u n  de ses 

points:  elle admet globalement u n  groupe (10) pseudo.conforme connexe & 5 pa.  

ram~tres. L 'autre ,  non simplement connexe, dont l' dquation est rdductible & 

Y Y  : e Xy:, 

admet globalement un  groupe (11) i~ 4 param~tres. 
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VI. Les hypersur faces  du type (B). 

37. Les 6quations de structure 6rant 

(B) (x~x~) = x~ ,  (x~x~) = o, ( G x ~ )  = o, 

les transformations infinitdsimales du groupe adjoint sont 

~f E 2 ~ u~ ~f E~ ~ O, 
E, =- - - %  ~ E '  ~ E '  

et ses dquations finies sont 

U i ' = U i , U.ff : =  a 4 ~  - t -  b ~ ,  l , U 3' = ? t  3 . 

Les transform~es de X ,  q - i X  2-}-iX.~ peuvent  done ~tre raises sous la forme 

X ,  + xX.: + i X ~ .  Par  suite, les transformations infinit~simales de G son~ 

~f ~f X~-- - - x ~ + ~ , ~ ,  

X~ = ~f + ~ ~ ~f - ~-~ ~ ,  

~f x~ _= ~ .  

On peut  ehoisir pour y un invariant  de la transformation X, -- 
on aura alors 

~, - t - , ~  + i~/:~ = O, 

~,  - -  i~2 + i~/~ - -  O, 
d' off 

Les  6quations de 

On a donc 

iX~ + i X  3 ; 

~ 2 = 0 ,  ~ t + i ~ 3 = O "  

structure donnent  axa~ = 0, ce qui permet  de poser ~3 = 1. 

a f  . a f  X~ - -  - -  ~ - - ~ - ~ ,  

X~ =--- ~f-- 

~y" 

Les ~quations finies de ee groupe sont 

x: = eCx + a, y' = y + b q-  ic ; 

(E) est le lieu des transform~s du point (i, yo) d'ofi, en rempla~ant y - - y 0  

par  y, 
x = a -i- ie e, 

( ~ )  i Y = b + ic ; 
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l '6quat ion de (EB) est 

t r -u  GB) x - -  z 
- - - - e  i ~ 0 .  

i 

38. L 'hypersur faee  (ZB) est simplement connexe. On aura le groupe de 

connexion de route autre hypersurfaee localement ~quivalente du type {B)en 

remarquant  que~ comme dans le eas du ~ype (A), on aura, pour toute op6- 

ration de ee groupe, 

d ' au t re  part  y sera transform6e en une fonction de y, n6cessairement de la 

forme y ' ~  y + ct% la constante 6tant r6elle. 

Le gronpe de connexion est done n6eessairement de la forme 

En posant 
x' = ~, y' --~ y + nh (n entier, h r6el b 

X - - X ,  ~ ~---e h Y, 

on obtiendra pour 4quation de (2'~), 

h 

{E'B) X -- £ (YY)~ --~ 0 (Y 4= 0}. i 

Les 4quafions finies de (G'B) sont 

(G'~) I X '  -~- eCX + C 6 

En  partieulier,  on relrouve, pour  h ~ 2% l' hypereonique X - -  X - -  iY~ ~ :-- 0 

privde des points  situ@ sur la droite Y - - O .  

39. Le plus grand groupe pseudo-conforme de (E~) s 'obt ient  facilement 

en relnarquant  que, localemenL (EB) admet le groupe h 8 parambtres  qui se 
d6duit du groupe homographique de l 'hyperconique  

x -  Y ~ -  i Y Y = O  

en posant X - ~ x ,  Y ~ : e  --~v. I1 est clai.r que y r.estant fini sur (~) ,  il ne 
faudra prendre, des transformations de ce gronpe, que celles qui laissent 
invariante la droite Y ~ 0. On trouve sans difficult6 le groupe h 4 paraln~tres 

X '  aX + b y ,  df, y (a, b, c, d, h r4els, ad - -  bc = l ), 
- -  c X + d  ~ c X + d  



de l'espace de deux variables complexes 49 

d' off, pour  le groupe de (~B), 

(12) X' ax + b 
- - c x @ d  ~ 

y' = y --  h -- i log (ex + d). 

40. En conclusion,  nons  voyons que l ' h y p e r s u r f a c e  (v~B) s imp lemen t  con- 

J~exe adme t  u n  groupe ~ =~ param~tres  (12); i l  y a u n e  in f in iW d' l~persur -  

faces (V'~) non  s i m p l e m e n t  connexes,  &. savoir  (~): 

( y y ) m  = 0 (Y=~O) {m cons tan te  positive)~ 

dont  chacune  admet  un  groupe h 4 param~tres ,  h savoir :  

X '  ~ a X +  b y ,  ~ .  d1~Y 
(13) cX + d '  ±"  

(cX + d) 

Ces hype r su r f aces  ne sont pas g lobalement  ~quivalentes  entre  elles, s inon 

leurs  groupes  de connex ion  pour ra ien t  ~tre t ransformds  ent re  eux  par  une  

des t r ans fo rmat ions  pseudo.conformes  qui  la issent  inva r i an te  (EB), ca qui  

n ~" est pas. 

VII .  Les hype r su r f ace s  du type  (C). 

41. Les  ~quat ions  de s t ruc tu re  ~tant 

( x , x o )  = z ~ ,  (x~x~)  = x ~ ,  (z~x~)  = - x , ,  

les t r ans fo rmat ions  inf in i t6s imales  du gronpe adjo in t  sont 

u ~f E~ ~ - - u . ~ - -  3~u-Xz , 

~f -i- u af 

~f ~f 
E 3 ~--- u, ~-2 -- u2 ~ul g- " 

2. le groupe Elles la issent  invar ian te  la forme quadra t ique  u ~ +  u ~ - - u 3 ,  

adjo in t  est le groupe l in6aire  r6el qui  l~isse eette forme invar iante ,  Comme 

(¢9) En posant 
x i 1 4 ~  y__  

21--~' I ' 

l'hypersurface (*2'B) a pour dquation 
~ +  (~ ~)-~ = i (~ 4= o) ; 

sous cette forme elIe a dtd rencontrde par THULLEN~ Z~ den Abbitdungen dutch analytische 
Fu, nktione~ mehrerer Ve~:anderlichen (,( Muth. Ann. ,,, IO~ 1931~ pp. 2~'~-259). 

Anrsali  d i  lVatemc~ticc~, Ser i e  IV ,  Tomo X I .  7 
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les pa ram~t re s  % = 1, % : i ,  u a - - O  a n n u l e n t  ce t te  forme,  les t r ans forma .  

t ions in f in i t~s imales  associOes a u x  c l i f f , rents  poin ts  de ( ~ ) s o n t  cel les  dont  

les coef f ic ien ts  a n n u l e n t  la  fo rme  quad ra t i que .  On peu t  les 6er i re  sous la  

fo rme  

i l  - x'~)X~ + 2~X~ + (1 + .~)X~, 

le point  or ig ine  eo r r e spondan t  ~ ~ = i. 

L a  quan t i t6  x est  m a n i f e s t e m e n t  t r ans fo rm6e  p a r  le g roupe  homogra-  

ph ique  r6el.  Du  reste ,  en  r e m a r q u a n t  que  x - -  

ee qui  c o n c e r n e  x, 

On pose ra  donc 

t - -  x "2 ~ f  
Xl : 2 ~ x '  

~f X~ -=- - - x g ~ ,  

i + x~ ~f 

X~ - -  1 - -  x "~ ~f ~f 

- -  ~ y  

Xa 1 -+- x~ ~f ~f _ - - 2 - - ~ + ~ - ~ .  

$~t --t- U a ~2  
on t rouve,  en  

En  p r e n a n t  pou r  y un  i nva r i an t  de X a - - X ~ ,  on au ra  

d'  oi;1 

L a  r e l a t i on  

r~a - -  r~, - = 0 ,  

(1  - -  x~)'q~ A-  2x~= + (t  -~- x2)rta = O, 

(X~ - -  X , ,  X. 0 = X, --  X~ 

@2 _ _  O~ i donne  ensu i t e  ~ - - -  ce qu i  p e r m e t  de poser  ~2 = 2 '  

F i n a l e m e n t  on t rouve  

(Gc) 

i 1 - -  x "2 ~f ix ~f X~ ~-- 2 ~x'4- 2 ~y ~ 

~f i af 
i X2 -'~ - -  ~ Ox 2 ~y ' 

1 + x'~ Of ix  ~f 
Xa ~- 2 ~x d 2 i9" 

Les  ~quat ions  f in ies  de ce g roupe  s ' o b t i e n n e n t  f ae i l emen t  en remar-  
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i d' quant  que ~k ~ ~ ~'h, oh 

(G c) z' ax -~- b = cx + d'  Y' = y --- i log (C~ -4- d) (ad - -  bc = 1). 

42. L 'hypersu r face  (Zc) est le lieu des transform6s du point (i, Y0) ou, 

en remplacant  y - - y 0  par  y, le lieu des points 

a i  ~ -  b 

c~ -~- d ~ 
y - -  - -  i log (el + d); 

l '6quat ion  de cette hypersurface  est 

y ~  
( 2 c )  - z - - - - e  i " - - 0 .  

2i  

On voit que c 'es t  la meme hypersurface que (2R) et on constatc sans 

difficult6 qu ' on  retrouve aussi les m~mes hypersurfaces  (Z'B). 

Les  hypersurfaces  du  type (C) sont donc les m~mes que celles du  type (B): 

elles admet tent  globalement u n  groupe ~ 4 param~tres.  

VIII .  Les hypersur faees  du type  (D). 

43. Les ~quations de s tructure 6tant 

i x ,  = - -  = = - x , ,  

le groupc adjoint  est form~ des substi tut ions lin6aires r6elles qui laissent 

invariante la forme quadrat ique u ~q -u ~=~u ~ .  Comme les param~tres de 

X i A - i X  2 annulent  cette forme, les transformations infinit6simales imaginaires 

associ6es aux diff6rents points de (~,) peuvent  ~tre raises sous la forme 

(1 -t- x2)X~ + i(1 - -  x=)X.2 + 2ixX.2, 

le point origine M0 correspondant  ~t x = O. 
Le groupe G a ses transformations infinit~simales de la forme 

X ~ - -  t -+xsaf  af 
2 ~x-t -  ~l ~y ' 

X 2 ~ i 1 --  x'~ ~f ~f 

• ~f ~f X 3 ~ ~x ~ + ~ ~-~, 
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1 ! 
et, lh encore, on pent supposer ~ ~ - - ~ ,  d'oi~ 

- -  2 0x 2 0y ' 

X 2 ~ i t - x ~ f  . .x~f 
2 ~x 2 ~y 

Xo = i.~ ~f i of 
-~ - -  ~x 2 ~y" 

Les dquations finies de ce groupe sont 

Zf  a x  - -  b 
- - =  _, y ' = y + l o g ~ x + a )  (a~ + b b =  1), 

b x  -}- a 

et l ' hypersur face  (Z) est le lieu des transform~s du point (0, y0}, d 'ofi  en 

remplaQant y - - y 0  par  y :  

b 
x - -  _ ,  y -~ log a. 

a 

Un changement de variables ~vident, qui conduit aux nouvelles variables 

.~ ~ - -  b, y -~ a, donne 

:vx -1-- y y  - -  1 --= O, 

avee le groupe 

! ( 1 ~f  - - z ~  , X ~ - ~  y ~  

X~ ~ :2 y ~ ~-  - ~ ,  

dont les 6quations finies sont 

(G , )  ~' ~ -  ax  - -  by, y '  --~ b.~ + a y  

(a-~ + b~ = 1). 

4t.  L' hypersurface (vD) n' est autre que 1' hyperconique (hypersphbre  de 

H. PO~CARE); elle admet du reste globalement un groupe h 8 pt~ra,m~,tres. 

Pour  avoir les autres hypersurfaces  (ED) du type (D), cherchons leurs groupes 
de connexion possibles. Comme la transformation infinitdsimale assoc%e ~ un 

point de (ED) est 

(x  ~ + y~)X~ - i (x  ~ - y~)x~  + 2 i . ~ y x ~ ,  

le rapport  ~ est conservd par route op(~ration du groupe de connexion. Cette 
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op6ration est done de la forme 

~' = z~(x, y), 
y' : z:;(z, y); 

mais comme elle taisse invar iante  l 'hypersphSre ,  c 'es t  que ~?(x, y} reste de 
module  6gale i~ 1 sur  (ED): cela n ' e s t  possible que si cette fonction se r~duit  

une constante  e ~ .  Or, les seuls groupes p roprement  discont inus  engendr~s 
par  des t ransformat ions  de la forme 

sont tes groupes cycliques finis form4s des puissances  de 

2irr 2i~ 

x' - -  e " x, y' --~ e ~ y (n ent ier  positif  donn6). 

Les hypersurfaces (E'D) eherehdes s 'obtiennent done en regardant  ,deux  

points  de l 'hypersph~re eomme identiques, s ' i l s  se ddduisent l ' u n  de t 'autre  

par  une homothdtie de eenh'e (0, O) admettant  pour  rapport d' homothdtie une 

racine n.i~me de l' unitd. 

Ces hypersurfaces ,  pour  n ~  2, admet tent  globalement  le groupe d e s  
t ransformat ions  de F hypersph~re qui laissent fixe le point  origine (0, 0). Ce 
groupe est i~ 4 param#tres  et a pour  dquations finies 

x' -~ e'~(a:c - -  by), y' - -  dh(bx -q- ay) 

(aa -I-- bb ----- l ,  h r6el). 

(14) 

En  posant  

on a 1 ~ ~quation 

ff ~ X,  y "  -~- ~, 
y 

(i ÷ xTO"' 

mais la re, presenta t ion  aualyt ique  de (E'D) ainsi obtenue n ' e s t  plus par tout  
r6guli~re, car les d i f f 6 r e n t s  points (x ~ -e  m, y ~ 0 )  de (E'D) sont repr6senWs 
par  les m~mes coordonn@es (X--~ ~ ,  Y : 0 ) .  

45. En r6sum~, appart iennent  au type ~D) l 'hypersph~re, qui admet glo- 

ba, lement un  groupe ~t 8 param~lres,  et une infinitd d 'autres  h~persur[aces 

ddpendant d' un  enlier pos i t i f  arbitraire n, qui admetlent  globalement chaeune 

u n  groupe it ~ param~tres.  

Nous  remarquons  que les hypersurfaees des types (A), (B), (C), (D)ad-  
meltent  routes localement ten groupe ~ 8 param~lres el globalement un  groupe 

# 8, 5 ou 4 param~lres.  
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IX. Les hype r su r f aees  du type  (E). 

46. Les  ~quat ions de s t ruc tu re  ¢tant  

(x ,x~)=x, ,  (x~x~)--.~x~, (x,x~)= o. 

avec une  cons tan te  r~elle m ~ O, les t r ans fo rma t ions  inf in i t6s imales  du  groupe 

adjo in t  sont  
~f 

E~ ~ - -  u 3 ~u-~' 

~f 
E'2 ---- - -  mu3 ~u~' 

E 3 -~- ~ ~ -I- ~nu~ ~u.2 ; 

ce sont aussi, en coordonn6es homog~nes  u~, u~, u~, les transformations 

infinitdsimales de G. 
Comme ]a var iable  u 3 est invar ian te  et qu'elle ne pent  ~h'e nulle, sans 

quoi  les t r ans fo rmat ions  associ~es aux  d i f fdrents  points  de (E)sera ien t  toutes 

de la  forme X~ + u X ~ ,  on peut  supposer  u ~  1. En  rempla~ant  u~ pa r  x 

et u~ pax y, on a donc 

of af 

avec les 6quat ions f inies  

(~) 

dont  l ' 6 q u a t i o n  est 

(GE) I X' ---~ CX --t- a, (a, b, c rdels ; c />  0). 
t Y' ~ c'~Y + b, 

On ne pent  par t i r  d ' u n  point  (:v0, Y0) pour  lequel  F une  des deux  coor- 

donn~es, x0 par  exemple,  serai t  r~elle, car alors x res tera i t  r~elle en tout 

point  de (E), qui  serai t  nn  hyperplano'fde.  Soient  ~ et ~ les coeff ic ients  de i 

duns x 0, yo; en r emp lacan t  x par  x et y par  y, on a F h y p e r s u r f a c e  

I x - ~ - c i - ~ - a ,  
y --- c 'q  + b, 

2i \ 2i ] ~ 0, :> 

Comme cette hype r su r face  est s implement  connexe  et que Ie groupe de 

connex ion  de route hype r su r face  du m~me type doit la isser  invar ian t s  les 
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coefficients de la t ransformation infinit6simale x X ~ - t - y X ~ - t - X  3 associ~e h 

un point variable  de ~ (..), e ' es t  que ee groupe se r~duit "~ la t ransformation 

identique.  L'hypersurface (E~) est done l~ seule du type (E). 

47. I1 y a l ieu de se demander  si (Gs) est le plus grand groupe pseudo- 

conforme laissant invariante (En). Remarquons  d' abord qu' en gOn~ral ce plus 

grand groupe sera '~ 3 param~tres;  dans le cas eontraire, en effet, il faudrai t  

que la congruence des surfaces earact~rist iques assoei~es ~ (En), h savoir 

2i \-~(-/ /  ~ 0~ 

satisflt  h une ~quatibn diff~rentielle rOductible h y " - - - 0 :  il est ndcessaire 

pour  cela que cette ~quation diff~rentielle soit de la forme 

y" - -  Ay  '3 -~- By  'z -~ Cy' + D, 

A, B, C~ D ~tant des fonctions analyt iques de x, y. Or, ici, cette ~quation est 

m - - I  

2i \m ] " 

I1 faut exclure  le cas m =: 1, oil les surfaces caractdrist iques ne dOpen- 
m -- I 

draient  que d ' u n  param~tre ;  restent  done les eas m - - 2 - - 0 ,  1, 2, 3, qui se 
i 

rOduisent h m = 2  et m - - 2 ;  ce dernier  se rambne au premier  en ehangeant  

les roles de + et y. On peut du reste supposer f m I ~  1. 

Si done m est diffdrent de 2, le plus grand groupe pseudo-eonforme 

de (En) est ~ 3 paramOtres. Mais il pourrai t  contenir  plusieurs  Familles 

connexes dist inetes de transformations.  Or tonte t ransformation n' appurtenant  

pas au groupe connexe (GE) laisse nOcessairement ee groupe invariant;  par  

suite X , ,  qui engendre un sous-groupe invariant  de (GE), est transformOe 

en X i on en X2, et r~eiproquement.  
la forme 

soit de la forme 
z '  = v ly ) ,  

Cette t ransformation est done, soit de 

y' = +(y), 

y ' =  +(~). 

Dans le premier  cas, elle est de la forme 

g --= cx -~- a, y' -= dy -+- b, 

a, b, c, d ~tant r~els; mais pour qu 'e l le  laisse (v.~) invariante, il faut c ~ 0, 

d = c";  on retrouve le groupe (G~) lui-m~me. 
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Dans le second cas, on aurai t  

x '  ----- cy + c~, y '  = :  d.~ + b, 

1 
ce qui n ' e s t  possible que si m ~ - - 1 ,  avec a, b, c, d r~els, c 5>0, d - - c "  

Par  suite le p lus  grand  groupe pseudo.conforme de (~s} eat un  groupe 

connexe ~t trois param~trea st m, supposd de valeur absolue supdr@ure ou 

dgale & 1, eat diffdrent de 2 el de - - 1 ;  il est [brmd de deu.c familles connexes 

& trois param~tres s i m  ~ -- 1. 

Si enfin m ~ 2, l ' hypersur face  est localement  ~quivalente h l 'hyperco- 

nique, comme on le voit en posant 

x ~ X ,  

on obtient 

y + } x ' ~ - - Y ;  

i 

Mais il faut remarquer  que la partie imaginaire de x ~tant positive, il ne 

faut  garder de l' hyperconique que les points  pour  lesguels X~ ~> 0. On v6rifie 

sans difficult6 que les t ransformations du groupe ~ 8 parambtres de Fhyper-  

eonique qui laissent invariante F hypersurface  (E~) forment un senl groupe 

eonnexe t~ 3 parambtres.  

I t  n ' y  a done que le cas m - = -  1 pour  lequel (Es)admet te  globalement 

deux fa,milles distinctes de transformations pseudo,conformes. 

X. Les hypersur faces  du type  (F). 

iS. Les 6quations de s t ructure  6rant 

(X~Xa) = X ,  , (X~X 0 = X,  + X~ , (X~X~) = O, 

les transformations infinit~simales de G sont, en coordonn~es homog~nes, 

~f X ~  = - -  u a ~u~ ' 

X~--= - -  Ua (~ t  q - ~ ) ,  

~f u ~f 
- + u 0  + .2 

L~ encore on peut supposer u 3 = 1 et, revenant aux coordonn~es non homo- 
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g~nes x, y ,  prendre 

! X~ ~ ~f 

~f ~f 

I af ~f 
X3 -= (~ + Y t ~ - + Y ~ ,  

avec les ~quations finies 

Ix ' ~ e~(x + cy) + a, 
(GF) y' --~ e°y -t- b. 

On peut, comme dans le cas precedent,  dgfinir (EF) comme le lieu des trans- 

form,s  du point (0, i), ce qui donne 

x ~-- a -t- ice e, 

i y ~ b -+- iee. 

Cette hypersurface  est s implement connexe et on d6montre faci lement 

que (GF) est son plus grand groupe pseudo-conforme. 

XI. Les hypersurfaces  du type (H). 

4=9. Les 6quations de s tructure ~tant 

(X~X~) = reX, - -  X~., (X.,X~) = mX~ + X , ,  (X,X~) = O, 

les transformations infinit~simales de G s 'obt iennent  par  la m~me m~thode 

que dans les deux cas precedents.  On trouve 

~f + ~f X i ~ - - m ~  ~ ,  

(Gu} X. 2 ~ ~f m ~f- 
~x 8y 

~f ~f 

avec les 6quations finies 

t x '  ~ e'"~(x cos c -~- y sin c} + a, (G.) 
y' ~ e'~°( - z s i n  c + y c o s  c) -t- b. 

L 'hyper su r face  peut  0tre regard6e comme le lieu des transform0s du 

point (i, 0); elle est @finie param6tr iquement  par  

txa) 
I .'c = ~ + ie me cos c, 

y ~ b - -  ie  me sin c. 

Annal i  di Ma~tematica, Serio IV~ Tomo XI .  8 
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S i m  4~ 0, elle est simplement connexe et (GH) est le plus grand groupe 
psendo-conforme qui la laisse invariante. 

S i m  ~ 0, l 'hypersurface n' est plns simplement connexe. Le groupe (Grt) 
se r6duit au groupe des d6placements euclidiens r~els du plan, et (Zg} a pour 
6quation 
(~,o) (x - -  x)~ + (y  - -  y)~ + 4 = 0 .  

Elle admet uue seconde famille de transformations pseudo-conformes qu 'on  
obtient en combinant (G~o} avec une, sym6trie par rapport h une droite r6elle 
du plan. On peat  regarder l 'hypersurface (Y~o) comme simplement connexe, 

condition de regarder l 'espace des deux variables complexes comme form6 
d' une infinit6 de feuillets (h 4 dimensions), le passage d' un feuillet h l' autre 
se faisant par exemple par la cloison /~ trois dimensions 

y ~ = 0 ,  x ~ > 0 .  

Nous laisserons de c6te la question de savoir si on peut, d,~ns u~ espace 
analylique complexe d~ 2 dimensions complexes, supposd simplement conne.ce, 
rdaliser cetle hypersurfaee simplement connexe de mani~re que deux points 
appartenant (~ deux feuillets diffdrents, mais ayant lea mdmes eoordonn@s 
initiales (x, y), prennent dans le nouvel espace deux positions dif[drentes, de 
telle sorle que l' hype~surface soit univatente dans cet espace. Contentons-nous 
de remarquer que la surface de ramification, qui est ici xz ~ 0, y~ =: O, n' eat 
pas caractdristique (.2o). 

XIL Les hypersurfaees du type (K): premibre esp~ee. 

50. Nous avons dOjh vu (n. 41) que le groupe adjoint n 'est  autre que 
le groupe projectif r6el de la conique 

+ = o ,  

que nous appellerons la conique fondamentale. 
Chaeune des hypersurfaees cherch6es (E) pourra 6tre regardOe comme 

le lieu des transform6s d ' u n  certain point M~ du plan projectif complexe 
par les transformations projeetives r6elles de la conique fondamentale. Mais 
plusieurs cas sont ~ distinguer, suivant la position par rapport ~ la conique 
fondamentale de la droite r6elle qui contient ee point M0, n6cessairement 
imaginaire. 

(co) La  r¢solutio~J de ce probl~me est du domaine de la thgorie des fonctions. 
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Cette droite M o M  o n e  peut ~tre  tangente h la conique, car alors la 

t ransformation infinitSsimale associ~e ~ M 0 engendrerait,  avec la transfor- 

mation imaginaire conjugu~e, un groupe: il suffit pour le voir de prendre 

le cas part icul ier  de la tangente u ~ - - u ~ ,  qui donnerait  le sous-groupe en- 

gendrd par X~ et X~ d-X~.  

Celu pos~ deux eas sont possibles, suivant que M , M .  est ext~rieure fi, 

la eonique ou la coupe. 

51. Supposons  d' abord l~ droite rdelle MoMo extdrieure ~ la conique. 

On pent supposer que c,'est la droite u:~---0; le point -M. a des coor. 

donn~es (1, u, 0); ranis: par une t ransformation de G rempla~ant respecti- 

vement 
U~ ~ ~ ~ U 3 

par 
~t~ COS ~ - -  U~ s i n  ~ U i $~n  ~ -1- u.~ c o $  ~ ~ 

on peut mult ipl ier  u~ + in.2 l + iu u t ~ i u . ~ - - l - - i u  par e 2i~, ce qui permet de donner h c e  

rapport une valeur r6elle et positive k; on aura alors 

. 1 - - k  
u --- ~ 1 +---~ -~ im (I m l < 1). 

Le lieu des transform~s du point (1~ im,  0) est facile h obtenir. En effet, 

quand on effectue sur u , ,  u2, u 3 une substitution lin~aire rdelle laissant 

" ~ la forme d' HERh IITE +flu ~ ~-  U~t e - -  UsU 3 invariante la forme U~ ~-  u ~ - -  u~, 
est ~galement invariante. On a donc, en tout point de (E), 

! u~ + u ~ - -  u~ -~ I - -  1-- m~" 

Le second membre est une constante rdelle ~ plus grande que 1. En 

remarquant  que route droite r~elle qui coupe ta conique fondamentale ne 

contient aucnn point de F hyper sur face ,  on peut introduire des coordonn~es 

non homog~nes 
?A¢, 2 U 3 

et on a l '6quat ion 

(15) 1 q- x~ - -  y y  - -  ~ I 1 + x ~ - -  y2 I. 

52. I1 importe maintenant  de voir si tout point satisfaisant "~ 1' 6quation 

(15) fait partie de l 'hypersur faee  (vK). I1 est clair d 'abord que les points 

r~e]s de la conique fondamentale satisfont h l' 6quation (15), mais ne peuvent 



60 E. C.anTAX: Sin' la (~ldom,dtrie pseudo-confbrme des h?tpersur/?tces 

~tre transform6s du point imaginaire M0. Nous allons voir que, ces peints 

exclus, l '6quat ion (t5) d6finit deux  hypersurfaces connexes distinctes. 
Remarquons d' abord qu' un point imaginaire satisfaisant h 1' 6quation (15) 

ne peut ~tre situ6 sur une droite r6elle ayant un point r6el sur la conique 
fondamentale;  en effet cette s6cante pourrait,  par une transformation de G, 

~tre ramen6e ~ x----0, et l' 6galit6 

1 - -  y y =  ~t l l - -  y ~ ] 

est impossible, en vertu de l ' in6galit6 

l -u l>l--fy  I. 

Tout point imaginaire est~ d 'aprbs cela; le transform6 d ' u n  point situ6 

sur une droite r6elle ext6rieure h la conique, qu 'on  peut supposer y - - 0 ,  et, 
d 'aprbs le ra isonnement  fair plus haut, on peut supposer que les coordonn6es 

de ce point sont (u~ =-1,  u~ = ira', u'~ ~ 0) on (x = ira', y == 0). On aura alors 

1 A- m'~ 

~: i -- m ''2 ' 

d'of i  m ' =  + - m .  Or on ne p e u t  pas ser  p a r  con t inu iW du  p o i n t  (1, ira, O) au  

p o i n t  (1, - - i r a ,  0). 
Pour  nous rendre  compte net tement  de ce r6sultat important, remarquons 

que si on exprime les coordonnOes d ' u n  point r~el de la conique fondamentale 

en fonctions rationnelles d ' u n  param6tre r~el t, par exemple 

2t I + t~ 

toute homographie r6elle de la conique se traduit  par une homographie r@lle 

sur t, et r6ciproquement.  Or les homographies r~elles 

t '  - -  a t  + b 
ct -+- d 

forment deux families distinctes, suivant que a d -  bc est > 0 ou < O. 
Cela pos6, la polaire du point (1, ira, 0), h savoir 1-t-i,mx =: 0 coupe la 

conique fondamentale aux deux points donn6s par 

1 - -  t* -t- 2 iml  =-: O, 
d' off 

t - - i m ~  ¥ 1  - -  m ~;  

au eontraire les points off la polaire du point (1, - - i r a ,  0) coupe la conique 

sont 
t ---~ -- i m  ----4- \ , 1  m ~ . 
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Or, les t ransformations homographiqnes r6eltes ~ d6terminant  a d - - b c . >  0 
effectu6es sur t conservent le signe du coefficient de i. Cela suffit pour 
prouver  q u ' a u e u n e  t ransformation du groupe connexe ne permet  de passer 

du point (1, ira, O) au point {1. - ira, 0}. 

53. L 'hyper su r face  (E) lieu des transform6s du point (1, ira. O} s 'obtient  
done en ajoutant '~ l '6quat ion (15) une in6gali t6 qui exprime que la partie 

imaginaire des valeurs de t eorrespondant  aux points de contact des tangentes 
men¢es ~, la eonique fondamentale  est d ' u n  signe donn6, positive per exemple. 

Ces valeurs de t sent racines de l '6quat ion 

{16} 1 - -  t ~ + 2 z t  - -  y (1  + t ~) = o ;  

~x L' hypersurface (VK} est done d6finie par la ~ somme des deux raeines est ~ .  

1 + z ~ - - y y  = ~ I 1 - f - x  ~ -  y~ t, 

i + + y ) >  o. 

On remarquera  que le plus grand groupe pseudo.conforme de (EKj est 
connexe, ies t ranformations homographiques s u r t  de d6terminant  a d - - b c  < 0  
changeant  (EK) en une hypersurfaee distincte. 3iais chaque point de (EK) est 
invariant  par une t ransformation non identique du groupe, celle qui 6change 

entre elles les deux raeines de (16). 

5t. Arrivons maintenant  ~ la d6termination des hypersurfaees  localement 
6quivalentes ~ (EK). Toutes ces hypersurfaces sent des vari6t6s de recouvre- 
ment de (EK), puisqu'~t chaque point d ' une  telle hypersurface est associ6e 

une transformation infinit6simale nnaginaire  d6termin6e de (GK), c'est4t-dire 

un point d6termin6 de (EK). 
On en obtient imm6diatement  une par un proc6d6 g6om6trique simple, 

en faisant correspondre h tout point (x, y) de (EK) l 'ensemble  des deux va- 
leurs de t, racines de (16), qui d6finissent les points d~intersection de la 

eonique fondamcntale  a v e c l a  polaire de (x, y). I~ous pouvons ordonner de 
deux maniSres diff6rentes ces deux valeurs de t, que nous d6signerons par ~. 
et "q, et nous aurons ainsi une hypersurface  recouvrant  deux lois (EK). On a 

d' oh 

q-'~q - -  1-t-y' - - y T - l '  
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On obtient ainsi, dans le demi-ptan de POINOAR~, un couple ordonn6 de 
points (~, ~) dont la distance non euclidienne ~ reste 6videmment eonstante 

quand on effectue sur ~ et r l une m0,me homographie r0elle a, d6terminant  
positif (~'). L '6quat ion de la nouvelle hypersurfaee IZ'K) est done t~), en 
remarquant  qu 'e l le  contient le point 

~ - - - i m + \ / 1 - - m  ~, ~ - - i m - - ~ ' l - - m  ~, 
soit 

soit 

(~'K) 
soit enfin 

(~ - .,~)(~ - ;~) + s h  ~ ~ (~ - ~)(~ - ~) - -  o 

(~ - ~)(~ - ~)  + o h '  ~ (~ - -  h ( ~  - ~)  = o 

o) 

\ 

Cette derni6re Oquation pent se d6duire directement  de (15). On a du reste 

Y ' l - - m  2 ou  o h ;  1 

1 + ch~ 

sh~ 

d '  Oh 

55. On pent enfin 

posant 

d '  off 

arriver 5. une hypersurface simplement eonnexc en 

~ = X - e L  ~ = - - X + e L  

4e Y+~ ..... 8h ~ ~ (e r -  e~) "~ + 8h ~ ~ ( X  - -  X}~ = 0 

ou encore, en s6parant les parties r0eltes et imaginaires, 

, sh'2 

0) 

(~t) Cette hypersarface a 6t0 rencontr6e par E. et H. CArCTAN (<, Comptes-Rendus ,,, 19'..), 
1931, p. 710). Voir  HENRI CARTAN. Sur les transformations anatytiques des domaine8 cerclds 
et semi.cerclds bornds ((~ 1Kath. Annales ,~ 10 G 1932~ pp. 540-573). 

(e~} On applique la formule 
sh~ - -  d 

2 I/~" 
d d6signant la distance euelidienne des deux points de eoordonndes reetangulaires (x~ y) 
et (x', f ) .  Voir E. CARTAN, Lefons sur la gdomdt,rie projective comptexe (Paris, Gamhier- 
Villars~ 1931, p. 85). 
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Sous cette forme, l '6quat ion  montre que l ' hypersur face  est s implement 

connexe, puisque chaeun de ses points est d6fini analyt iquement  par la 

donn6e de trois nombres r6els finis X~, Y~, Y2. 

Les 6quations du groupe G sont ici 

(17) X ' -  (aX+b)(cX-+ d)--ace~'Y Y ' =  ~ - - l o g t ( c X q - d ) ~ - - c ~ e ~ Y } ;  
- -  ( c X  -+- d )  2 - -  c'~e 2 Y 

elles sont r6guli6res en tout point de (Z"K)~ le d6nominateur  de X '  ne pouvant  

s ~ annule t  que si F on a 

cX. 2 -~ce  Y , s i n Y ~ ,  d'ofi  c = - 0 ,  et par suite d = 0 ;  

mais cela est incompatible avec la relation a d -  bc ~ -1 .  

56. On peut  maintenant  de (E"x) d6duire toutes les hypersurfaces  du 

type (K) qui sont-vari6t6s de recouvrement  de (ZK). Le groupe de connexion 

proprement  discontinu qui caract6rise l ' une  quelconque d~entre elles doit 

laisser invariantes ]es deux quantit6s ~ d-~--- -2X,  ~ - ~  X " - - e  ~"Y. On a donc 

(18) X '  - -  X~ ¥ '  = Y -t- ni:: (n entier). 

Inversement ,  route transformation de cette nature  laisse invariante (Z'K), 

ainsi que chacune des transformations du groupe (17) de (Z"K). Le groupe 

cherch6 est donc de la forme 

X!  ~ X~ 

En posant alors 

?f ' = Y q- nhirc (h entier fixe positif~ n entier variable). 

2 Y  

X = x, e T  = y (y 4:  0), 
on obtient 1' 6quation 

h 

sh.2 ~ ~ (yh + )h) + + ch ~ ~ - ~ x--~  

ou encore~ en introduisant  les parties r6elles et imaginaires, 

h 
- - . '  g 2 

- c , d y ,  'L + . . .  + = + > o). 

On retrouve (NK), sons une antre  forme analytique,  en prenant  h ..... 1. 

57. ~Nous avons vu que l ' hypersur face  simplement connexe (E"K) ad- 

mettai t  le groupe connexe (17). I1 est facile de voir qu 'e l le  admet une autre 

famille connexe de transformations pseudo-conformes, i~ savoir celles qu 'on  

obtient en combinant  les t ransformations (17) a v e c l a  transformation 

X '  == X, Y' ---~ Y q-  ir~ 
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qui ne rentre pas dans les fcrmules (17). On obtient ainsi toutes les trans- 

formations pseudo-conformes de (E%:), ear si S est une cluelconque de ces 

transformations,  elle donne sur (EK) une transformation pseudo.conforme 

d6termin~e qui produit  sur (EK) le m~me effet qu' une des transformations (17)~ 

puisque le groupe de (E~) est connexe;  par  suite il existe une transformation 

de la m~me famille connexe que S qui laisse invariants t o u s l e s  points 

de (EK) et est done de la forme (18). Or la transformation correspondant  

/~ n ~--2 fair partie des transformations (17); on peut  donc supposer n - - 1 ~  ce 

qu ' i l  fallait d~montrer. 
De ce qui precede on d~duit que le groupe pseudo-conforme de (Z"'~:) 

est connexe pour h impair, form~ de deux familles connexes pour h pair. 

En effet, dans la famille connexe de transformations de (E"K)qui ne contient 

pas la transformation identique~ se trouv% si h est impair~ la transformation 

X '  : X ,  Y '  : Y d-  h i s  

qui laisse invariants t o u s l e s  points de [.~ ~:j, au contraire, si h est pair, 

aucune des transformations 

X '  - -  X ,  Y '  ~--- Y + n i u  (n impair) 

ne laisse fixes les points de (v,-,K). 

XIII .  Les hypersurfaces  du type (K) : deuxi~me esp~ce. 

58. On aura une deuxi~me esp~ee d' hypersurfaees  du type (K) en prenant, 

dans le plan de la eonique fondamentale 

2 2 2 O~ 
U i - I -  U~ - -  U 3 --~ 

un point imaginaire situ~ sur une sdcant.e r~elle de la eonique et le lieu des 

transform~s de ce point par le groupe homographique r~el connexe G de eette 
conique. On pent supposer que cette s~cante est u. 2 ---0; mais, comme les 

transformations de G permettent  de mult ipl ier  u~--u3 par un faeteur  r~el et 
'b~ t d -  ~3  

positif arbitraire, on pent supposer que eette quantit~ est de module 1, ee 

qui revient h dire que u~ est purement  imaginaire. La quantit~ u:~ ne pouvant  
U3 

s ' annule r  pour aucun point de l 'hypersurfaee ,  nous poserons 

U t U.~ 

U 3 'tf+~ 

Cherehons done le lieu des transform~s du point {x-~ ira, y ~--0). On a 
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pour ce point 

x ~ - + y y - - I  = m  ~ - 1 ,  I x ~ + Y ' ~ - - l l ~ - - m : + l "  

T o u s l e s  points de l 'hypersur face  satisfont done "~ l '~quat ion 

{19} .zx-+.yy --  1 ::= ~ ix  ~ +-y~ - -  1 ], 

a v e e  

m 2 - -  1_ 
t~ - -  m e + l  ~ 

Naturel lement  il n e faut conserver que les point imaginaires satisfaisant 

h, F~quat ion t19). Mais, r~ciproquement,  tout point imaginaire satisfa~sant 

(19) est situ~ sur une droite rdelle qui ne peut  ~tre ext~rieure h la conique, 

sans quoi ~t serait  plus grand que 1. Cette droite, ~tant s~cantG est la trans- 

form~e, par  une transformation de G, de y : = 0 ;  le point consid~r~ est done 

le transform~ d 'un  point (x-----ira', y = O) et on a par  suite 

m ~ - -  1 m s - -  1 
m/-~- ± m. 

m r s  4-i--m ~ H  +-][' 

Mais ici le point (x = - -  ira, y--= O) est transform~ du point (x = ira, y-~- 0), 

par  la t ransformation 

x ' - - - - - x ,  y ' =  - - y  

qui fait partie du sous-groupe continu 

~v' --~ x cos ~ - -  y sin ~, y' ---- x sin ~ -b y cos 

de G. Par  suite, l' hypersurface cherchde (EK,) est le lieu des points imaginaires 

,satisfaisa,nt ~ t19). 
Un eas part ieulier  remarquable  est le eas ~ =: O. On a dans ce cas le 

lieu des points  imaginaires de l 'hyperconique xxq-yy---~ 1, e' est-h.dil'e l 'hyper-  

conique priv6e de la ligne h une dimension, lieu de ses point r~els. 

59. On pourrai t  aussi consid~rer les points de la conique fondamentale 

situ~s sur la polaire d ' u n  point variable de l 'hypersurface ,  donn~s paramG 

tr iquement  par  F ~quation 

(1 - -  t~)x + 2 t y  - (1 + t ~) = o.  

En par t ieut ier  le point (~ = ira, y = O) conduit aux deux valeurs  de t: 

_ i/i=- 
~ - ~ - : v i m q _ l  ~ ) ' t =  t ~ 1 "  

En regardant  ~ et ~i comme les affixes de deux points, on a un couple de 
points situ~s F u n  dans le demi-plan positif, F autre dans le demi-plan n~gatif 

A~+nali di Matematica,  S e r i e  I V ;  Tomo X I .  9 



66 E. C~RT~:  S u r  la gdomdtrie pseudo.conforme des hypersurfaces  

de POINCAR]~. La  distance non euclidiennc ~ du premier  point au conjugu~5 

du second est donn6e par  

sh  ~ 

On obtient ainsi l ' hypersur face  

6quivalente g (£K,), parce que le couple (-q, {) ne peut  p a s s e  d~duire par 

continuit6 du couple ({, % 

L 'hyper su r face  (EK,} admet un groupe mixte form6 de deux familles 

connexes de transformations pseudo-conformes, la seconde famille s 'obtenant  

par composition des transformations de la premiere famille avec la sym6trie 

x/ = x, y' --- - -  y. 

Dans le cas de l 'hypersur face  (20), cette sym4trie s '~crit  

~' --- - -  rt, ~ ' - -  - -  ~, 

de sorte que les deux familles de transformations sont 

~, c~i +" 5 ~, a~ + b lad - -  bc > 0), 
c~ -+- d ~ - -  c~ + d 

et 
~, a~ +- b ~, a~ + b (ad - -  bc ~" 0). 

- - c ~ ÷ d '  - -c~ + d " 

Nous ne traiterons pas le probl~me de la recherche des hypersurfaces  

localement ~quivalentes g (El;,) et appartenant  au m~me type. Contentons- 

nous de remarquer  q u ~ o n  a une hypm'surface simplement connexe en re- 

gardant  le produit  topologique des deux demi-plans de PoI>=oAng {~.)et (~) 

comme form4 d ' u n e  infinit~ de feuillets, le passage de F u n  h. l ' au t re  se 

faisant par  la coupure ~ ,  - - ~ < ~ . 2 ,  oil I 'on a pos4 ~ - - ~ + i ~ ,  

- -  ~ .+ @2 : t' hypersnrface  (20) devient alors s implement connexe;  ta  s u r f a c e  

de  r a m i f i c a t i o n  ~ ~ ~ n ' e s t  p a s  caracldr is t ique .  

XIV. Les hypersurfaces  du type  (L). 

60. Les 6quations de structure sont ici 

= = x , ,  = 

Le groupe adjoint est le groupe homographique r6el de la conique  fonda-  

m e n t a l e  

+ + = o. 
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L 'hypersurface  cherch6e est le lieu des transform6s d ' un  point ima- 
ginaire particulier, qu 'on  peut supposer situ6 sur la droite u3 = 0, et dont 
on peut ramener les eoordonn6es homogbnes aux valeurs (1, ira, 0), avee 
Ira I< 1. On a alors l '6quat ion 

- - ~ -2 ~, [ 1 + -  m "2 ) 
(EL) u,u,  q- u2u.2 -+- u 3 u ,  ----= p. I u~ q- % H- u a I I~  ---  ~ > 1.. 

Tout point v~rifiant t '~quation pr~e~dente peut r~ciproquement ~tre 
regard4 eomme le transform6 de l ' un  des points (1, ~__im, 0}. ) [ a i s l e  point 
(1, - - i r a ,  0} est h i -m~me le transform4 de (1, ira,  0) par la transformation 

qui fair partie d ' u n  sous-groupe eontinu de G. 
Le groupe des homographies de la conique fondamentale, et par suite 

celui de (EL), ne contient qu~une famille eonnexe de transformations. E n 
effet, route homographie de la eonique peut ~tre ramen~e ~ une substitution 
lin4aire orthogonale de d~terminant t ; i l  y a done correspondanee biunivoque 
entre ces homographies et ]es rotations de ta sphere, qui forment une seule 
famille connexe. 

61. On pent avoir une vari6t6 de reeouvrement de (.~L) en introduisant 
le param~tre t des points de la eonique fondamentale, d6fini par les 6quations 

u i  == i - -  t 2, u2 - -  i ( l  + t2), u 3 = 2t. 

Par  ce choix du parambtre, deux points imaginaires conjugu6s de la conique 
ont leurs parambtres t e t t '  li4s par la relation 

1 

t 

Cela pos~, les transformations de G se traduisent analytiquement par 
les transformations homographiques sur t de la forme 

{21) t' a t -  b - - b t + ~ '  avec a a q - - b b - - 1 .  

La polaire du point (1, ira, 0) rencontre la conique fondamentale en 
deux points donn4s par 

1 -- m 
1 - - t  ~ - m ( 1 - t - t  ~ ) = 0 ,  o u  t ~ =  - -  

lq-~u " 

Repr4sentons chaque valeur de t par nn point de la sph6re de R~[EMA:NN, de 
telle sorte que deux points diam4tralement opposes correspondent a deux 

1 valeurs t et - - - = ,  en preuant, par exemple, pour eoordonn@s reetangulaires 
t 
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X, Y, Z d ' u n  point de la sphbre, 

t.+. t- i(t --7) Z ~-  ....... _:. 
X = *,~-t~' Y - -  * + t~- ' * + tt 

Les transformations (21) d6finissent alors les rotations de la sphbre, qui ne 

ehangent  pas la distance 616mentaire de deux points. Pour  les deux points 

[ l + m '  cette distance ~, compt6e sur la sphbre, est donn~e par  

C O S  72 ~ m .  

On obtient  a in s i  comme  va,ridtd de recouvremen t  de (=L) l 'h ,ypersur face  

(~'~) lieu, des couples  ordonnds  (~. ~q) de p o i n t s  de la  s p h & e  de Riemam~,  

s i luds  O, u n e  d i s tance  cons tan te  8 l' u n  de l' autre .  

L'6quat ion de (~'L) est 

tg 

elle pourrait  se d6duire direetement  de F6quat ion de en (EL) posant 

u ~ - l - - ~ ,  u~--=i(1,q-~) ,  u a ~ q - - ~ .  

62. L 'hypersur face  (E'L) n 'es t  pas simplement connexe. En effet elle est, 
au point de rue  de l 'Analysis situs, hom6omorphe h la vari6t6 repr6sentative 

des rotations de la sph6re, puisque tout point de (E'~) se d6duit d ' u n  point 
pa, r t iculier  par une rotation et une  seule. Or le gronpe des rotations de la 
sph6re n ' es t  pas simplement eonnexe;  il admet un groupe de reeouvrement  
simplement eonnexe, qui le recouvre deux fois, h savoir le groupe 

U '  ~ a U  - -  b Y  

v' = 5u + av -J b6 = 1). 

Nous laisserons de cOt6 la question de savoir s ' i l  existe une hypersurface 
simplement connexe du type (L): elle recouvrirai t  deux fois IY,'L) et quatre 

lois tEL). 

XV. Les hypersurfaces  qui admet ten t  globalement un groupe 
plus de t rois  parambtres.  

63. Comme nous te verrons plus loin, et comme eela r~sulte des t ravaux 
de A. TRESSE (4), une hypersurface qui admet localement un groupe pseudo- 
conforme h plus de trois param~tres admet localement un groupe h 8 para- 
m~tres, loealement semblable au groupe homographique d 'une  hyperconique.  



de l' espace de deux variables complexes 69 

Par  suite si une hypersurface admet globalement u n  groupe ~ p lus  de trois 

param~tres~ ce sous-groupe est isomorphe ~ un  sous.groupe du groupe it 8 pa.  

ram~tres de l' hyperconique. 
Or~ les seuls groupes homographiques du plan ~ param~tres complexes 

qui ne laissent invariant  ni un point~ ni une droite sont les groupea ~ trois 

param~tres q u i  laissent invariante une conique et le groupe homographique 

g~n~ral h. 8 param~tres (~). Par  consequent  tout sous-gronpe h plus de trois 

param~tres r~els du groupe de 1 ~hyperconique laisse invariant  un point ou 

uue droite. D ' au t r e  part~ s~il laisse invariante une droite, il laisse aussi 

invariant  un point, i~ savoir le p~le de la droite par  rapport  ~ 1 ~hyperconique; 

dans t o u s l e s  cas il y a donc au moins un point in_variant. 

1 ° Si ce point est sur F hyperconiqu% nous a~ons vu qu ' i l  a au plus 

5 param~tres, auquel  cas c 'es t  le groupe (10) (n. 35); s ' i l  a moins de 5 pa- 

ram~tres~ c 'es t  un de ses sous-groupes. Dans le premier cas, Fhypercon ique  

priv~e du point invariant  est simplement connexe et nous avons vu qu 'a lors  

il n ' y  avait pas d ' au t re  hypersurface admettant  le m~me groupe. Dans le 

second cas, le groupe est ~ 4 param~tres;  l ' hypersur face  cherch~e admet 

pour  hypersurface  de recouvrement  l ' hyperconique  priv~e d ' un  point et le 

groupe de connexion correspondant  doit taisser invariante chaque transfor- 

mation du groupe h 4 param~tres. Or les m~thodes de S~ LIE montrent  que 

tout sous-groupe '~ 4 param~tres du groupe (10) est engendr~ par  tea trans- 

formations infinit~simales 
~f ~f (m ~- in)x ~.~i + 2my ~y- , 

. ~f ~ ~f 

~f 
~y 

off m et n d4signent deux constautes r~elles. Toute transformation qui laisse 

invariantes  les trois derni~res transformations infinit~simales est de la forme 

x ' = x ,  y ' - - y + h ;  

elle ne peut  laisser invariante la premiere que s i m  ~ 0. On retombe alors 

sur F hyperaurfaee  ~E'~) d u n .  34, avec le groupe ( t l )  (n. 35). 
2 ° Si le point invariant  n ' es t  pas sur l 'hyperconique,  le groupe eat 

h 4 param~tres et on retrouve les hypersurfaces  des types (B), (C) et (D). 

(e3) S. I~IE et ]% ENGEL~ Theorie der Transformatio~sgruppen (~), ] I I ,  p. 94. 



70 E. C~n,~xx: Sur la gdomdtrie pseudo-confor,me des hyperst~rf, ce., 

Toutes les hypersurfaces admettant globalement un  groupe ~) plus de 3 pc.  

ra,m~lres ont done ddj6 did oblenues. 

X V I .  R g s u m d  gdndral .  

63. b~ Si une hypersm"face admettant  un  groupe pseudo-confor,me transi t i f  

est localement dquivalente 6, l 'hypersph&e, etle est globalemenl dquivalente & 

l 'u~e des hypersurfaces suivantes : 

1° x x  + yy  = 1 
y - - ~  

2 ° (A) = X x  

30 

w - - x  

4 ° (B) ~ = e 2 ~ , "  

5 ° (13) x x  + (yy)"  = 1 

7 ° (E) --E;-, - -  ~ - - ~ j  

80 (K') 

(hypersph~re)  ; 

(hypersphbre  priv~e d' uu point);  

avec Y 4 : 0  {m > 0); 

(n e n t i e r  pos i t i f ) ;  

avec  ~ ~ 0 ;  

i K y p e r s p h 6 r e  pr iv6e de ses points  r¢els 

f (ou I' une de ses vari6tP.s de recouvrement) .  

La  premi6re  admet  un  groupe  a 8 param6tres ,  la seeonde un  groupe h 

5 pa ram6t r e s ;  les qua t re  su iwmtes  un  groupe  ~ 4 param6tres ,  les deux  

dern i6res  un  groupe  h 3 param6tres .  

Si une hypersurfaee admettant  un  groupe pseudo.conforme transi t i f  n' est 

pas  loealemenl dquivalente 4 l' hypersph~re, elle est globalement dquivalente ~t 

l 'une des hypersurfaees suivantes ou bb l 'une de leurs varidtds de recouw'ement: 

'.,f- .~ _ ( x , 7 t  .... x -  1 ° (E) 2~: - - \  2i ] '  avec  u----7-/>0 ( I m f ~ l ,  m 4 = l ,  2); 

Y - -  # = ey-~; 2 ° (F) 

- 4e2m arc tg y~y 3 ° [H) (x - -  ~).2 + {y _ y)~ + = 0; 

4 ° (K) l + x x - - y y - ~ t l + x ~ - y ~ I ,  avec x(1-~ 9) -z ( t -+  Y ) ~ 0  ( ~ 1 } ;  
i 

5 ° (K'} xx  -~- yy  - -  1 = ~t tx ~ -t- y~ - -  1 t, sau l  les point  r~els ( I ~ ] ~ 1, ~ :~  0) ; 
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C H A P I T R E  IlL 

L e s  i n v a r i a n t s  p s e u d o - e o n f o r m e s  d ' u n e  h y p e r s u r f a c e .  

I. Position du probi~me. 

64. I1 est entendu que les hypersurfaces que nous allons considCrer dans 
ee Chapitre seront analytiques et ne seront pas des hyperplanoYdes. Nous 
pouvons ~crire l '~quation d 'une . t e l l e  hypersurface sons la forme 

(0 y; y)= 0, 

//7 ~tant une fonction analytique de ses quatre arguments, qui sera r~elle 

quand on donnera h x et y les valeurs complexes eonjugu~es de celles qui 
seront at tr ibutes ~ .~ et y. Remarquons que les d~riv~es partielles T'~ et F~,  
F u et Fy sont alors complexes conjugu~es. 

L' 6quation de PFAFF 
{2) i(i%dx 4. F f ly )  = 0, 

dent le premier membre est r6el quand le point (x, y) est sur l 'hypersurfaee 
et quand dx, dy se rapportent h u n  d6placement infiniment petit sur cette 
hypersurface, repr6sente l'616ment plan caract6ristique tangent g, l 'hypersur-  
face au point consider6 (n. t3). Elle a une signification intrins~que~ c' est-h- 
dire ind6pendante de tout changement analytique de variables portant sur 
x e t y .  

Si nous exprimons les coordonndes x et y d ' un  point de Fhypersurface 
en fonctions analytiques de trois param~tres r~els u, v, w, le premier membre 
de l '~quation (2) devient une expression de PFAFF rCelle 

(3) o) ~ Adu -~- Bdv + Cd~v, 

A, B, C ~tant des fonefions analytiqnes r~elles de u, v, w. 
[ntroduisons en m~me temps, dans le cas Fu=~0,  la diff~rentielle dx, 

qui s 'expr ime sous la forme 

(4) dx -~ o h -~ (P +- iP~)du + (Q .~- iQ~)dv -t- (R ~ i R j d w .  

6~. Consid6rons une seconde hypersurface 

6; x', y ')= O, 

~quivalente h la pr~e~dente; exprimons x', y' en fonctions analytiques de 
trois param~tres r~els u', v', w' et d~signons par (o et a)~ les formes analogues 
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h, o) et ¢%. Commc les ~16ments plans caract~ristiques tangents des deux 
hypersurfaces se corr~spondent~ on aura~ par la correspondance pseudo- 

conforme qui est cens(ie exister entre les deux hypersurfaces,  

(5) (o ----- ~o ,  

(itant une fonction analyt ique r~elle de u~ v, w;  on aura. d ~autrc part  

d~c' -~ ~dx -~- ~dy, 
o u  

~6) ~)~ = ~o~-~-  ~o ,  

), et [~ ~tant des fonctions analyt iques complexes de u, v, w. 
Rdciproquement, supposons que par une correspondance ponctuelle ~na.ly- 

tique convenable entre les deux hypersurfac~s, on air des relations de la 
forme (5) et (6); x' et y' devienncnt  des fonetions analytiques des variables 

r~elles u, v, w, et l 'on  a, d 'apr~s (5) et (6), des relations de la forme 

dy' =  ,dx ÷  dy. 

La premiere montre que le ddterminant  fonctionnel de w', x~ y est uue 
fonction analvtique de u, v, w qui s ~annule en tous les points de la premiSre 

hypersurface~ c'est-~.dire pour toutes les valeurs r~elles des variables: elle 
est donc ident iqaement  nulle et, p a r  suite, si F on regarde x, y, x/ comme 
des [onetions a.nalytiques des trois variables complexes u, v, w~ la quantit~ x' 

est une fonction analyt ique de x, y;  il en est de m~me de y'. I1 existe donc 
nne transformation pseudo-conforme faisant passer de la premiere  hypersur- 
face h la seconde et r~alisant entre elles deux la correspondance ponctuelle 
donn~e. 

On peut a j o u t e r  que~ cette correspondance ponctuelle ~tant fix~e, l~ 
t ransformation pseudo-conforme est unique. Duns le cas contraire en effet, 
en d~signant par 

x / - ~  ¢~(x, y), et x ' :  %(x, y), 

y' ~--- +(x, y), ¢ y' -~ +,(x, y), 

deux transformations distinctes r~pondant aux conditions voulues, la fonction 
~(x, y ) -  %(x, y), nulle en t o u s l e s  points de la premiere h:/persurface, serait 
ident iquement  nulle. 

66. On peut completer 

donn~e de trois formes de 
pendantes en du, dv~ dw~ la 

le r6sultat pr6c~dent en remarquant  que la 

PFAFF analytiques t% ¢oi~ o~ l in~airement ind6- 
premiere r~elle, les deux derni6res imaginaires 
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conjugu6es, d6finit toujours une hypersurface ou plntbt une classe d 'hyper-  

surfaces 6quivalentes. En effet les 6quations 

(7) t o = O ,  oh--O 

peuvent  ~tre consid6r6es comme un syst~me de deux ~quations diff6ren- 

tielles du premier  ordre entre les trois variables complexes u, v, w. Soit x, y 

un syst~me d'intdgrales premieres ind6penda:ates de ces 6quations:  ce sent 

des fonctions analyt iques de u, v, w: 

(S) I x =: f(u, v, 
y - ~  g(u, v, w). 

En donnant  maintenant  '~ u, v, w des valeurs  r¢elles, les ~quations (8) 

d~finissent une hypersurfaee  

r(x,  y; x, y ) =  O. 

On a d ' au t r e  part  des identit~s de la forme 

(10) ~o ~ ~dx ÷ ~dy, o h ~ 7dx q- ~dy. 

La forme ¢o est r~elle quand on donne ~ u, v, w, du, dv, dw des valeurs 

r~elles, e 'est-~.dire quand on se d~place sur l 'hypersurface .  On a par  suite 

entre dx, dy, dx, dy, quand on se place en un point de 1' hypersurface,  une 

relation identique de la forme 

adx + ~dy - -  (~dx q- ~dy) ~ ~i(Fxdx q- Fydy  + F~dx + F ~ ) ,  

d' oi~ 

6tant 6videmment r~el. 
La seconde relation (10) montre d ~autre part que t0t est une combinaison 

lin6aire de dx et de i(F~dx + Fydy). Pa r  suite les formes associCes h F hyper- 

surface (9) suivant le proc6d~ expos6 au n. 2 sent, la premiere un multiple 

de la forme ¢o donn~e, la seconde une combinaison lin6aire des formes t% 

et to donn6es. 
Si on avait choisi deux autres int~grales premieres ind6pendantes x' et y' 

des ~quations (7), on am'air eu une transform6e pseudo-conforme de Fhyper-  

surface (9). 
Si l 'on  se limite, ce que nous ferons d~sormais, aux hypersurfaees  qui 

ne sent pas des hyperplanoYdes~ la forme r~elle to doit ~tre choisie de telle 

sorte que 1' ~quation to==0 ne soit pas compl~tement int6grable. 

An~c~li di  Mc~t~r~atic~. S e r i e  I3~ ~, T o m e  X I .  10 
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I~E~AR(~UE. --- Si l ' on  6erit  l ' 6 q u a t i o n  o) ~ adx + ~dy ~--0 sons la 

forme dy - y 'dx -~ O, Ie , syst~me o) --- ~o~ ----- 0 prend  la forme dy - -  y 'dx : O, 

d y ' -  ~(x~ y, y')dx - - 0 ;  on r e t rouve  ainsi  les su r faces  ca rac t6 r i s t iques  as- 

soci~es comme int6grales  de 1' 6quat ion  y " m  q~(x, y, y'). 

67. Le  probl~me de l ' 6q t t iva lence  de deux  hype r su r f ace s  pent  ma in tenan t  

s ' gnonce r  de la mani~re  suivante .  

PROBL:~M]~. - -  Etant  donndes d' une par t  trois [brines de P fa f f  

(o ~ A d u  + Bdv  + Cd~v, 

oh ~- (P -t- iP~)du 4.  (0 -4- iQ~)dv + (R - -  iR, idw, 

% ~ (P  - -  iP~)du 4 .  (Q - -  iQ,)dv + (R - -  iR3dw,  

lindairement inddpendanles, la premiere rdelle, les deux derni~res imaginaires 

conjugudes, ~ coefficients fonetions analyliques des variables rdelles u, v, w, 

l 'dquation ~ ~ - 0  n' dtant pas  compl~tement intdgrable ; 

d' autre par t  trois fbrmes analogues 

6) ~ A'clu' + B'dv' + C'dw', 

6h ~ (P '  + iP~')du' + (Q' 4 .  iQ~')dv' (R' 4 .  iR~')dw', 

6)~ .-~ ( P ' -  iP~')du' + (Q' - -  iQ()dv' 4- (R' - iR,')dw', 

construites ayes les variables u'~ v', w ' ;  
reeonnaitre s ' i l  e~cisle une transformation analytique rdelle faisant  

passer des variables u, v, w aux  variables u', v', w' et telle que, par  cette 

transformation, on air des identitds de la forme 

y, ~, ~ dtant des fonetions analytiques, dont la premiere rdelle, de u, v, w. 

C'es t  un  cas pa r t i cu l i e r  d~un probl~me que  j ' a i  trait~ d~une mani~re  

g6n~rale (5). 

68. Nous  ullons t r ans fo rmer  le probl~me.  Consid~rans les re la t ions  (11t. 

In t rodu i sons  deux  s~ries de var iab les  auxi l ia i res  

p, )~ ~t et ~', ~'~ ~'~ 

les va r iab les  ~ et ~' (~tant r~elles~ les au t res  complexes ,  et posons 

II ~ ~'6), g ,  ~ )~'(~)~ 4-  ~%). 

I1 est c lair  que  les ident i t6s  

(12) I I ~ ) ,  I I ~  
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peuvent  Otre rOsolues en prenant  pour u', v', w' les fonctions de u, ,v, n, qui 

r6alisent les identit6s (tl) et en posant 

u y 

Si les deux hypersurfaces  sont ~quivalentes, il est donc possible de 
r0Miser les identit~s (12) en prenant  pour u', v', w', ~', p.', 9' des fonctions 
analyt iques convenablement  choisies de u, v, w, )., ~, ~. 

R0ciproquement,  supposons qu' on puisse trouver des fonctions analytiques 
u', v', w', k', ~', ~' de u, v, w, ~, ~, ~ r~alisant les identit6s {12). On aura 

alors des identit0s de la forme (11); par suite du', dr', dw' seront des com- 
binaisons lin~aires de du, dr, dw, de sorte que les identit6s (11) seront 

r0alis6es par une transformation analyt ique faisant passer des variables 
u, v, w aux variables u', v', w'. Les deux hypersurfaces  seront donc ~qui- 

valentes. 
Nous pouvons donc dire en u n  certain se~s, grace ~t l' introduction des 

variables anxil iaires nouvelles )~, tb ~, que les formes 0, 0 ~  ~ sont inva- 
r iantes par toute t ransformation pseudo-conforme. 

69. Revenons aux formes de PF iFF  initiales (o, ¢%, o)~. Nous allons les 
soummettre  h une condition qui ne res t re indra  en rien la g~n0ralit6 du 
probl~me. Le covariant  bilin~aire (.2~) (o' n ' es t  pas nul, en tenant  compte 

de (, = 0, puisque cette derni0re 6quation n ~ est pas compl~tement int~grable; 

on a u n e  relation de la forme 

(13) m ' =  ia[(,h~h] + b[oo),] + b[o(%], 

le coefficient a n' dtant pas nul. Quand on remplace (o~ par ao~ et (,)par ~((~, 

ce coefficient a, comme on le voit imm~diatement,  est multipliO par ~ ;  on 

peut donc tonjours s ' a r ranger  pour qu ' i l  soit ~gal h 1. Si ces conditions 
- -  - Z  

sont r~alis6es pour les formes o), oh, o~ d ' une  part, pour les formes 6~, 6h, ah 
d ' au t r e  part, les identit6s (11) prennent  la forme 

au lieu d ' in t rodui re  trois variables auxil iaires ~, )~, I~, il su f f i r a  alors d ' e n  
introduire deux, ~. et ~t, en posant 

(14) a = X~o, a ,  = ;~(,o, + ~,,)). 

(el) Voir ,  pour la notion de covar ian t  l in4aire et le catcul ext6rieur ,  :E. CARTAN~ Legons 

sur  les inva.ria,~ts in tdBraux  (Paris, Her lnann,  1922). 
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Supposons par exemple qu 'on  prenne 

(% ~ da3; 
O l l  a u r a  

= i k ( ~ d x  + Fvdy) == --  ik(F~dx -~ F f l y ) ,  

k 6tant un facteur r6el que nous allons ddterminer. Le catcul de to' donne 

a)' : ? ¢o I + ik I Fx~[d~ da~] + F,~[d~ldx] + Fv~[d~cdy ] + Fy~[dy dy] l. 

On peut exprimer dy en fonetion lin~aire de dx et a~: 

et de m~me 

1 dy - -  F~ dx + (o, 

dy F~ - 1 
- -  ~= dx ~o ; 

v ikF~ 

en rempla~ant et supprimant les tel'rues qui contiennent a), on trouve 

i -= - -  ik F~-~FvF~ + tfYrdFxF~ -- F~':~FvF~ - -  F~7~F~F;d L(F) 
FvF;  j - -  ik FvF~ , 

L(F) ~tant l 'expression de E. E. L]~vI. Nous poserons done 

(15~ 
I o)~-=dx~, -g~--~dZx. 

70. Les formes (o, col, o h ~tant ainsi choisies, nous aurons 

t - 
to' = i[~,~o,]  -~,- b[(o,%] + b[o~to~], 

(1G) , ~'~ = 0, 

Introduisons la convention d '6cr i ture  suivante. [ dtant une fonction de 

point sur l 'hypersurface,  nous poserons 

(17) d f  -= foto + f1~)1 + A~I .  
4-- - -  

Si en part iculier  f e s t  donnde comme fonction analyt ique de x, y. x, y, on 

aura  identiquement par rapport ~ dx, dy, dx, dy, 

f~dx + f f l y  + f J x  + f ; f ly  - -  - ifo ~ (F~dx ~- Fvdy ) + f, dx  + f-~dx 

+ p (F~dx 4- Fvdy  + F : f l x  + F~d~/~, 
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II. Recherche d ' u n  syst~me d 'express ions  de P f a f f  cowu'iantes. 

71. Revenons maintcnant  an probl~me de l '~quivalence.  Nous substi- 

tnons aux formes to, oh, (% ddfinies par  les formules (15) les formes cova- 

~tant un coefficient convenablement  choisi. On en d~duit 

L(F) 
fo = i ( F u F ~ )  ~ ( f u F ~  - f ~ F , j ,  

/ ~  

F }  

Si f est une fonction r6elle, il e n e s t  de m~me de fo,  les quantit6s f ,  et f3 

~tant imaginaires conjugu~es. 

Les  d6riv~es des fonetions b e t  ~) sont li~es par une relat ion simple, 
qu ' on  obtient en exprimunt que la d 6 r i ~ e  ext~rieure de (d est nulle;  cette 

d~riv6e est, comme le montre un calcul facile, 

(b~ - -  ~,) [+~1~o~] ; 
nous poserons 
(19) b~ ~~bl ---= c; 

la quantit~ c e s t  ~videmment r~elle. On a du reste 

b :  ~ y  l - -  2 F ~ F ~  - F ' - yF~ '  L ~ F ~  - -  L~ ,F~  i 
F ~  + L ( F )  t" 

Nous aurons "~ introduire d ' au t res  d~riv~es des quan t i~s  b, b, c. Aupa- 

ravant  remarquons  q u e ' l a  d~rivation ext~rieure de 1' dquation (17)nous donne 

fifo + f~ ,  - -  f , ] ) [o~+t]  + (bfo + f~o - - / 0 , ) [ ( o ~ ]  + (bfo + f~o - -  fo~)[+~,] = 0. 

On a donc les relations g~n@ales 

f , ~  - -  f ~ ,  = i fo ,  fo~ - -  f~o -~- bfo ,  fo-~ - -  f~o = bfo. 

Nous en d~duisons les relations 

(20) bo ~ : co + bbo , bo, = co + b ~  , 

c ,~  - -  c-(1 == ico , 

ce qui nous permettra  de poser 

1 .  1 .  
(20 ~ )  c~~ : g + ~ wo , c~ , = g - -  ~ Wo , 

g et co 5tant r~els. 
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riantes plus g6n6rales 

~4)  a = ),~.,,,, a ,  :=  x(,,,, + ~,,,), ~, = ~.(,,,, + ~ ) .  

On obtient, par  d6rivation ext6rieure, on tenant  compte de (16), 

, - - [ ~  ,j 

@tf~] ~1- ;.;. t i[%~,] -t-- b[to~%] + b[o)%] f, 
z / J  

t- [i-? ~t + ~,~ { i[oh~,] + b[~o%] + b[o~%] l , 

+ ~ + X ~ I/[o),~,] + b[o)%] -t- b[o)I,h] l. 

- -  t Comme ~q, g2~, ~ . ,  et par  suite aussi fY, ~2~', ~2,, sont invariantes  quand 
on passe de l ' hypersur face  donn6e h une autre  6quivalente,  les expressions 

12t) 

, L ~ , ~  ' 

quand on y remplacera  ),', ),, l~', pax leurs expressions en fonction de 

u, v, ~v, X, ~, ~,., ~, ne eont iendront  plus que les diffdrentielles c/u, dr;, dn,. 
II e n e s t  de m~lne par  suite des quanti t6s 

En  effet, si, par  exemple,  la premii~re de ees qua!re formes eontenait  un  
terme en d~t, ce terme fournirM~, dans la secondc expression (21), un  terme 
en [dlxf~] qui devrai t  se re t rouver  chang6 de signe dans le second terme 
de la m~me expression, ce qui est impossible.  

Cela posd, inlroduisons des variables auxiliaires nouvelles A~ B, C, ..., et 
posons 

(221 ~ x 

. = ~-  = ~ ( d ~  + ~.(o, + D ( o ,  + F , , ) .  

Si deux hypersurfaces  son! 6quivalentes,  il est clair q u ' o n  pourra exprimer 
! f ! ! f ! les quantilds u ,  v ,  w'. ),, ~t, A,  B', C, D'. E', F' relatives it, la seeonde hyper- 

surface en fonetion des quanlitds analogues relatives it la premiere, et cela 
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de fafon ~ rdaliser l'dgalitd chavune ~'~ chacune des formes ~2, ~ , ,  ~2~, ~2~, ~ ,  

~ ,  ~ , .  La  r~eiproque est ~vidente. 
Calculous alors les quanti tds invar iantes  

on trouve 

q' + [~ ( t~  + ~ ) ]  - i [ ~ f i , ] ,  

~,' + [~,-~] + [ ~ ] ;  

9'  + [9(~.~ + ~]~] - -  i [~9~] ~-- )~ l (b -+-/~ + A + B)[o)(,),] + (b --  i V + A +  B ) [ ~ , ]  }, 

+ ),(b~ + A~ - -  C + D)[o)%] + ~(b~ -t- BV + E)[o)~,]. 

Au l ieu de regarder  A, B,. . . ,  comme des variables ind6pendantes ,  nous 
pouvons les aslreindre ~t la condition que les seconds membres soienl idenli. 
quement nuls; c 'es t  6videmment  une condit ion invariante.  5Tous prendrons  
donc 

(~) i ~ = - ~v, -B = ~ ,  A = - - ( ~  + ~i~), ~ = - -  (~ - -  ~iv) ,  

t D = c + 2 i ~ ,  E = - v(b - -  iv) ,  

5Tous poserons p~r suite  

(~) 

e~  n o u s  a u r o n s  

(~5) 

). 

- ), 
/ 

~ = ~- [dV + (C + - -  v(6 - + 

~3 = X [dv - v(b + 2ivv ) o)~ + 

~'  = - [~(u.~ + ~ ) ]  + i [ t~  ~ , ] ,  

[ p.,' = - [~,  ~ ]  - [ t ~ ] .  

Nous avons main tenan t  les variables auxi l ia i res  complexes ),, V, C~ F et 
les formes covariantes ~, Q~, ~ , ,  ~.2, ~ Q:,, ~ .  

7~. Consid~rons la forme 

X (b + 3i~)o)~ + (b - -  3iv)(o i j (C - 9)0), 
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et formons la qua, ntit6 

Elle  est 6gal% en la issant  de eSt6 les termes  qui  con t i ennen t  (,) en faeteur ,  a 

[4 i (6 - -  C} + 2c - 12~] [%~, ] .  

On aura  une nouvel le  re la t ion  invar ian te  en a n n u l a n t  le coeff ic ient  

de [¢oi~)~] ~ ce qui expr ime  que l ' exp res s ion  totale  s ' a n n u l e  avec ~o (ou ~). 

Nous poserons done 

1 .  3 .  1 .  3 .  -- ( 2 6 )  C - - - - p + ~ w - - ~ O F ,  C = , o - - ~ w + ~ ' O F ,  

p 6rant une  var iable  aux i l i a i r e  rdelle.  En achevan t  le eah.ul ,  on t rouve 

. . . .  3.i[~2,9.3] __ 3i[~Q3] __ 3 c~ - -  b 0 l i ibc)[(~)(o~] (3i - - + 

Nous aurons  encore des re la t ions  invar ian tes  en a n n u l a n t  le second 

membre ,  ee qui  donne 

-- t .  1 

(27) 
I. E~ - i.- 1 

= - -  ~ ~FF + I~P -{- ~ w F  + -6 (ci - -  be - -  2ib,). 

I%us  poserons pour  abr6ger 

(28) l = e~ - -  be - -  2ibo,  1 = C1 - -  b c  -]-- 2ibo • 

73. Fo rmons  m a i n t e n a n t  ~2 A- ~z : 

sa d6riv6e ext6r ieure  i n t rodu i r a  dp; on 61iminera en p a r t i e d  F et d~ en 

fo rman t  la combinaison 

on t ronve que cette express ion s' annu le  avec to e t e s t  0gale 

[(2dp + i~td~ - -  i~dF)~o] - -  (F~  ~ -  2 i~p - -  2 b p -  ibF[; +I~cF-  + b, - -  1 i/)[(o(o,] 

. -  - ~ i ii~[o)~oj.) - -  ( F ~  %- 2iFp - -  2bp -4- ~bFF -t- ~ c F + bo + 
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On aura  une nouvelle forme covariante en posant 

(29) ~ : Z l d p  4-~(~d~t--Fdt~)+ ~ F ~ - - i F p - - b , o - - ~ b F F - t - ~  ~ b o - - ~ i l  o h 

- 1 ' ~ i [ ) ;~  Go~ 1 

G d6signant une variable auxil iaire nouvell% r4elle. 

On aura, en tenant  compte des r~sultats pr6c6dents, 

(30) i -%' = 2i[~,.Q~] + i[~.,t~] - -  [9.~], 

Remarquons que la forme ~ est rdelle. 

74. Passons enfin au calcul de ~ ' ;  pour ~liminer les diff@entielles d,~, 

dt~ , dF, dp, formons 

~' + [U,~4] + [~.~] .  

On trouve, en tenant  compte de (20), (20 bis) et (28), 

On pourra  done poser d ~une mani6re invariante 

(31) 

(32) 

on aura  les formules 

! g~' 

(33) 

: l~° -~  ° G 4S A- ( b b c + b l + b l - - g ) A - ~ i ( f l - - ~ t )  ~cFFA- " - .  

En introduisant  maintenant,  pour abrdger, la notation 

1 -  

= _ [ . % . % ]  - [ ~ ]  - 

. . . . . .  [9.,.%] - [ ~ ]  - ~ [ ~ ] .  

75. R~sumons maintenant  les r~sultats obtenus: 
THEOR~3IE. - -  I1 est possible, par l' introduction de trois variables auxi. 

liaires ~, ~. ~, dent les deux premieres sent complexes et la derni~re est rdelle, 
d'associer (~ une hypersurface donnde un syst~me de huit formes de Pfaff  
eovariantes 

Anncdi di Matemctt~ca, Ser ie  I-V, Tome X I ,  1t 
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dont let, premiere et la derni@e sont rdelles, l indairement inddpendantes par  

rapport  (t du, d% dw, d) ,  d~, d~, d~, dg, et sa l i s fa isant  i~ des relations de la 

f orme 

(34~ 
t~,' = - [~ f i~ ]  - - [ ~ ] ,  

t~'  = 2i[t1~3]  -i- i[~,~2~] --  [tl~4] , 

~ ' = - - i [ ~ f i ~ ] -  2 i [ ~ , ~ ]  - [~%] 

On peut  

(36) 

E n  fc~isant dans ces formes )~ = 1~ ~ = ~ - - 0 ,  on obtient d'abord les 

[brines init iales (o, ~%, (%~ pu i s  les formes suivantes,  construites avee les seules 

variables u, % w el leurs diffdrentielles, 

1 .  

t% = - -  be% --  ~ ~eo~, 

1 .  i -  
(35) % ~ ~ w %  + ~, ho. 

- -  t .  - -  1 

0) 3 ~ - -  y~ tc(o~ + ~  1% 

% = - -  ~ ~ % + i - - - ]q - - -  o~, + ~ + (bbe + - g) (o. 

alors dcrire 

Z(% + ~+), 

3 i~)+, 
55 + t % - -  - -  - -  

=d-; + (o.2 -t- i~% + 2i~% + ~ + -~ i % 

J 

[ d~ 
3 - - ~  - -  - -  
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Les ~o~ saris font aux  m~mes relations (34) que les ~i,  mais  avee un  coef. 

ficient r diffdrent: on a 

On pourrai t  enfin calculer  ~24' , mais on pent pr~voir la forme du r~suttat 

en d~rivant ext6rieurement  l '~quat ion qui donne ~2~'; on obtient ainsi 

d 'ofi  une expression de la forme 

Remarquons  que  b et b font intervenir  les ddriv~s part iel les du second 

ordre du premier membre  de l '~quat ion de t 'hypersurface ,  b0 et c les d~riv~s 

du troisi6me ordre, l celles du quatri~me ordre, g et r celles du cinqui~me. 

L' expression r est un invariant  dilTdrentiel relatif; on verrait  qu' il en est de 

m~me de s, valeur  '~ laquelle se r~duit S pour  )~ ~ 1, it ~ ? = 0. 

Ajoutons une derni~re remarque.  Supposons que, % % ,  ¢%, ~%, ¢%, 

(%, ¢%, (% d~signent 8 expressions de PF~t)~r, dont la premiere et la derni~re 

sont r~elles, l e s  trois premibzes ~tant l indairement ind~pendantes, et que ces 

8 expressions satisfassent aux relations analogues ~ (34). On peut vdrifier p a r  

le calcul que les expressions donndes p a r  (36) satisfont automatiquement 6i des 

relations de la forme (34): ce sont m~me les expressions les plus g~n~rales 

qui satisfassent i~ cette condition et telles que 9. soit multiple de ¢o et ~ 

combinaison lin~aire de o h e t  de to. 

III. Cas oh l ' i n v a r i a n t  r e l a t i f  ~" s ' a n n u l e .  

76. Si l ' invar iant  relat if  r s 'annule,  il en est de m~me de s. En effet 

la d6rivation ext6rieure de l '6quat ion (34) qui donne ~2z' conduit h la relation 

- -  S [ ~ f i ~ ]  = O, d' off ;S = O. 

Toutes les hypersurfaees pour  lesque!les r ~ 0 soul dquivalentes entre elles 

el on peut  passer de l 'une ~ l 'autre par  une infinitd de transformations 

pseudo.conformes ddpendant de huit constantes arbilraires rdelles. 

Soit en effet une seconde hypersurface  pour  laquelle r~-~ 0; soient lIi 

les formes associ~es h cette hypersurface et construites avee les param6tres 

de position u', v', w' et les variables auxil iaires )J, it', ~'. Le syst~me de 

PFAFr 

(39) Hi ~ ~21 
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off u ,  v, w', ;,', )~', p', p, sont regard~es comme huit fonctions ineonnues 

des 8 variables ind~pendantes u, v, w, )~, 7,, u, ~, p e s t  comph?tement int6- 

grable, d 'aprbs le th~orbme de FROm~ST~US (~); en effet les d~riv~es extd- 
r ieures II{--~2 i' s ' annu len t  routes en tenant  compte des ~quations (39)du  
systbme, puisque les seconds membres des formules (341 et (38) qui donnent  
les ~ /  (et aussi les tI() ne font intervenir  qne des coefficients conslanls ,  

R et S 6tant nuls. La solution gdn6rale du systgme (39) d6pend alors de huit 
eonstantes arbi traires rdelles. 

En part ieulier  chacune des hypersurfaces  eonsid6r~es admet un groupe 
'~ 8 param~tres r6ets de transformations pseudo-conformes et les relations (34) 

et (38) d6finissent la s truc ture  de ee groupe. 
On peut pr6ciser le r~sultat pr6cgdent. Consid6rons une r6gion de l 'hy- 

persurfaee suff isamment petite pour que, dans eerie r6gion, le d~terminant 

des coefficients de .du,  dr, dw  dans (o, %,  % ne s ' annule  jamais.  Les 

6quations (39) sont alors, dans eette r6gion, r~solubles sans ambigu'~t6 pax 

rapport h du', dv', dw', d),', 

une seule telle que pour 
dk', d~t', d~-', dp' et admettent  une solution et 

on nit 
u - = U o ,  v==vo ,  w = w o ,  ) , = ; , = 1 ,  p = p = p - - O ,  

U t ! V r 
~--~ U 0 ~ ~ ~of~ 

oft )~o' :4= O, et off 

- - t  ! w' Wo', ) , ' = ) , , ' ,  ~' - ' ~t' " ~' -'~ ~o , = = Xo, := po, ,u =-Po', 

u '  ' wo'} sont deux points arbi t ra i rement  (no,  v0), ( ° ,  v0,  
donn6s de la r6gion. Comme cette solution d6pend anMTtiquement des cons- 

tantes d ' int6grat ion u0',..., p0', il en r6sulte que les l rans forma t ions  pseudo.  

conformes q u ' a d m e t  localement  l' hypersur face  [brment  une  fami l l e  connexe 

d @ e n d a n t  de 8 param~t res  rdels. 

77. Prenons en part icul ier  l ' hypercon ique  

Y (40) F ~ x x  = O. i 
On a ici 

L ( F )  = - -  1, 

(~ = dy  - -  i xdx ,  ~)~ ~ dx,  ~ ==" dx,  

= i[dxd: ] =/[(off,]. 
Les coefficients b e t  b ~tant nuls, il en est de m6me de c, I et r. 

(~) E. CAFTAN, Lemons sur les invariants intdgraux (~"~), pp. 99-100. 
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Les hypersurfaces pour lesquelles r-~ 0 sont donc celles qui sont loca- 
lement dquivalentes ~ l'hyperconique 140). 

Ici  le groupe est b ien connu,  il est form~ de t r ans fo rmat ions  homo- 

graphiques .  

IV. Cas oh i ' invariant r n'est  pas nul. 

78. S i r  n ' e s t  pas nut,  nous  al lons mon t r e r  q u ' o n  peut  expr imer  d ' u n e  

mani~re  inva r i an te  les var iables  ~, ~t, ~ en foncf ion de u, v, w. 

R e m a r q u o n s  en effet  que R est nn  invar i an t  absolu, mais  qui  dSpend 

n a t u r e l l e m e n t  des var iables  aux i l i a i res  ~ et ~ en ver tu  de (37t. Nous aurons  

une  d¢ te rmina t ion  i f lvar iante  de ). et ~( en r~duisant  R h l ' un i td ,  ce qui 

donne  

d 'o f l  

V;7 

I1 y a d e a x  mani~res  de sat isfa i re  /~ ces 

l ' u n e  des quant i t~s  + 1 et - - 1 ,  nous  poserons 

V 

relat ions.  En d~signan~ par  

m 

79. Considdrons m a i n t e n a n t  la forme covar ian te  ~ - I - ~ ,  i~ savoir  

~2 + ~o. = ~_ _$_ ~ _ d ~ '  a~ _ .  (b + iF)to , - -  ( b - -  i1~)~, + 2~to 

On a u r a  des re la t ions  invar ian tes  en a n n u l a n t  l'e second membre ,  ce qui  

donne 

(42) ~ - = - - l i ( ~ A - ~ ) + i b ,  

?) = - - 8  -t- .. 



86 E. Ca~Ta:4: Sur la gdomdtrie pse~do-conforme des hypersu, rfaces 

80. II ne reste p lus  mainlenant  aucune variable auxiliaire.  Les quantit~s ), 

et ~ s ' expr imen t  au moy(m des d~,riv~es part iel les  des cinq premiers  ordres 

du premier  membre  de l '~quat ion  de l 'hypersur faee ,  landis que ~, ~ ct 9 font 

in tervenir  les d(~riv~es jusqu '  au sixi~me ordre. Les formes ~.,, ~.~, ~2:~, 2:~ et ~ 

deviennent  des eombinaisons l indaires de ~2, ~2,, ~ , .  Les coefficients de Q2 

sent du sixi6me ordre, ceux de ~a, ~a et Q~ du septiOme ordre. 
Nous poserons, sans faire ]e calcul effectif, 

22 ~" 
~a ~-- i7~ , + 0 2,  %- ~ ,  

et ~ 6tant r~els. Mais la relat ion Q.~ d- ~2., = O, dO'iv~e extO, r ieuvement,  donne, 
d' apses (34), 

i[ fi ] - -  = o ,  

on, en d6veloppant,  

t'( - -  r ) [ Q , ~ , ]  - -  (:~ ' i ~ ) [ ~ ]  --- (2~  - -  i ~ [ ~ 2 - , ]  = 0 .  

On n done 
- 1 . - -  - 1 .  

d'ofl  les formules  d~finitives 

(43) ] ~a -----}(-2, - -  i7~, + ~(-2, 
1 . - , ,  i. 6 

avec }, 7 et ~ rOets, ~, 0 et ~ complexes.  
L a  condition d' dquivatence de deux hypersurfaces non localement dquiva. 

lenles & une hyperconique est done la possibilild d'dlablir entre ces deuac 
hypersurfaces une correspondance poncluelle analytique qui rdalise l'dgalitd 

chacune & ehacune des fo~'mes ~, 12~ el ~ ,  ainsi  que l'dgalitd chacune & 
chacune des quantitds a, ~ 7, O, ~q, ~. 

I1 y a cependant  ~ l '~none6 precedent  une restr ict ion essentielle, tenant  
/~ l ' i nd6 te rmina t ion  de ~ = ~ 1. Quand on change e de signe, k change de 
signe, ~ et ~ ne changent  pas;  par  suite, d 'apr~s  (36), les formes Q, ~ et P'4 
ne changent  pas. les formes ~ et i~. a changent  de s igne;  par  cons6quent,  
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d 'aprbs (43), les quantit6s ~, y, 0, ~ ne ehangent  pas, les quantit~s ~. 
ehangent  de signe. Pa r  suite au lieu des 6galit~s 

on peut avoir les 4galit4s 

( 4 5 )  = _  H ,  = - 9 . , ,  = _ fi ; 

o ' = o ,  ¢. 

La condition d'dquivalenee rdside dans la possibilitd de rdaliser soil les 

dquations (44), soil les dquations (45), bar une correspondance poncluelle con. 
venablement choisie. 

81. On volt en part ieul ier  que si deux hypersurfaces sont localement 
dquivalentes entre elles sans ~tre dquivalentes ~ une hyperconique et si A et A' 

sont deux~ points hmnologues, il existe au plus deux~ transfo+nnations pseudo. 
confo~,mes de la premiere hypersurfaee dans la seconde amenant A en A'; en 
effet ehaeun des syst~mes (44) et (45) admet au plus une solution telle que 

u', v', +v' prennent  des valeurs num~riques donn@s pour des valeurs donn~es 

de u, v, w. I1 ne peut exister deux transformations distinetes que si au 

point A et  au point A' on a ~ ~ ~ ~-0.  

En part icul ier  une hypersurfaee non loealement dquivalente O, une hyper. 

conique a&net au plus une transformation pseudo.conforme non identique 
laissant fixe un de ses points. 

Nous verrons un pen plus loin que si eette t ransformation non identique 
existe, quel que soil le point  considdrd, F hypersurface  admet un groupe 
trois param~tres.  

V. Invariants diffdrentiels fondamentaux et ddrivds. 

82. Les neuf  quantit~s e, ~, ~, 7, 0, 0, ~, ~, ~ sont des invariants  dif- 

f~rentiels pseudo-eonformes; nous les appellerons les invariants  fondamenlaux. 

Chaeun d ' e u x  I donne par  d~rivation naissance ~t trois invariants  nouveaux 
(invariants d6riv6s) Io, 11, I~ d~finis par l ' identi t~ 

(46) dI  ~ Io~o + l ~  -t- I~)-~. 

Chaque invariant  d6riv~ donne naissance h son tour h des invariants  
d6riv~s (du second ordre) et ainsi de suite. 

I1 existe des relations entre ces invariants d~riv~s successifs. Pour  les 
obtenir, remarquons  d 'abord  qu ' en  tenant  compte de (34) et de (43), on a l e s  
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formules importantes 

! Q' = i[~fi ,] ,  

(471 ~ . o ( =  ~[.%~,] + i(~ - r ) [ ~ , ]  -- 0[¢_~:.~,], 

Cela pos6, on a d ' abord  entre les premiers invariants  d6riv6s des in- 

variants fondamentaux et ces invariants  fondamentaux eux-m~mes une s6rie 

de relations obtenues en exprimant  que l e s  6quations (34), oit l ' o n  suppose  

R, 1 ~ =  1, sont v6rifi6es. Le ealcul donne, en tenant  compte des expressions 

(43) de ~2,  ~')~, (2a, ~2a, ~4 et des relations (47), 

3 

3 .  

- - -  3 / ~ ,  

~ - -  i7~ : ~ + 7 = - -  00 - -  ~, 

En second lieu, la relation (46), d6riv6e ext6rieurement  en tenant eompte 

de (47), donne 
h i  - -  I~ , : i lo + ~I1 - -  o~I-~ , 

{49) Io,  - -  I ,  o = i(} - -  y)I, - -  0Ii ,  

- I r o  = - -  - -  v)I  - -  0 1 t .  

VI.  Les c o n d i t i o n s  e f f ec t ives  d ' 6 q u i v a l e n e e .  

83. La  discussion des conditions d '6quivalence de deux hypersurfaces  se 
fait eomme darts les cas elassiques analogues. ~rous nous bornerons ~ deux 

cas~ le cas g6n6ral off trois des neuf  invariants fondamentaux ,  sont des 

fonctions ind6pendantes de u,  v, n,, et 18 cas oh les iuvariants  fondamentaux 

sont tous constants. 
Pla¢ons.nons d ' abord  darts le premier  eas. Supposons que pour  une hy- 

persurface donn6e trois invariants fondamentaux r~els, que nous d6signons par 

I,  J,  K ,  soient des fonctions ind6pendantes de u, v, w.  I1 faudra d 'abord,  
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pour qu 'une  seeonde hypersurface soit 6quivalente "~ la premi.~re, que les 
invariants  de m~me nora I ' ,  J', K '  soient aussi des fonetions ind6pendantes 
de u', v', w'. I1 faudra  ensuite que les relations qui lient L J, K et les six 

autres invariants fondamentaux soient les m~mes pour les deux hypersur- 

faces (/~, condition de choisir convenablement le signe z pour la seconde 
hypersurface,  quand on a choisi ee signe pour la premiere). 

Mais cela ne suffira pas en g6n6ral. I1 faudra encore que les relations 
qui existent entre /, J, K et leurs invariants d6riv6s du premier  ordre soient 
les m~mes pour les deux hypersurfaces.  

Les  condit ions ndcessaires pr¢~@dentes sont  a~ssi  suff isantes.  En effet 
6tablissons entre les deux hypersurfaces la correspondance ponctuelle d6finie 
par les relations 

I ' . - ~  J ' -~ -J ,  K ' = K ;  

par cette correspondance on aura  F6galit6 ehacun h ehacun des neuf  in- 
variants fondamentaux.  De plus les relations 

d I =  Io~2 + I 1 ~  + I ~ 1 ,  

d J  ~- Jo~2 ~ J~2~ -4- J ~ l  , 

d K  : Kog~ -t- Ko~o + K i ~ l  , 

et les relations analogues 

dI '  -~- Io'II -+- I ~ ' ~  -4- I~'H~ , 

dJ '  -~ Jo'II A-- J~'IIt A- J]'II1, 

d K '  : K0'H -4- KI'II1 + K~'H~, 

montrent  que, par la correspondance ponctuelle envisag6e~ on a 

Cela suffit (n. 78) pour 1' 6quivalence. 

84=. Supposons main tenant  que pour une hypersurface donn6e les in. 
variants fondamentaux soient tons constants. I1 suffit du reste pour cela que 

les invariants  ~, ~,' ~ - - ? ,  0, 0 qui f igurent dans les formules (47) soient 
constants, eomme le montrent  imm6diatement les relations (48). S~il e n e s t  
ainsi, il faudra  que pour la seconde hypersurface,  les in variants fondamen. 
taux soient 6galement constants et, par un choix convenable du signe e, 
6gaux ehacun ~ chacun /~ ceux de la premiere hypersurfaee.  Ces conditions 
n6cessaires sont aussi suffisantes, car les 6quations 
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nOeessaires et suffisantes pour rdaliser 1' 6quivalenee, sont eompl~tement 
iiit6grables, puisque, d' aprbs 1' hypotll~se [aite, les d6riv6es extdrieures I1' - -  if ,  

I I~' =-P.(,  1 I ( - - ~ (  s ' annulen t  ell tenant eompte des 6quations elles-m@ms, 

les formules (47) montrant  que les expressions II', H~', l I /  eontieiinent les 
? - - i  m~mes coefficients constants que P', Q~, ~ .  

Darts ee second eas, les transformatioiis pseudo-eonformes qui r6alisent 
l '6quivatenee d6pendent de trois eoiistantes arbitraires. Autrement  dit, toute 
hypersurface dont les neuf  in variants fondamentaux sont constants admet un 
groi~pe & trois param~tres de transformatio~s pseudo-conformes. 

On pent pr6eiser davantage. Si l ' invariai i t  c¢ est nul, ee qui entraine, 

d 'apr~s (48), ~ = 0, il existe une traiisformation pseudo-eonforme non iden- 

tique laissant invariante l ' hypersur faee  et laissant fixe uii de ses points 

arbi t ra i rement  donn~. I1 n' eli existe pas s i e  =t= 0. Du reste la propri6t6 qui 
vient d' ~tre 6noneSe duns le eas ~: = 0 peut se t raduire globcdement de deux 

mani~res diff6rentes: ou bien les transformations pseudo.conformes de l' hy- 
persurface en elle-m~me forment une seule famille com~exe ou bien elles forment 
deuJc fcemilles eonnexes distinetes. 

85. Cherchons, pour terminer,  tous les cas duns lequels il existe une 

traiisformation pseudo-conforme IIoii identique laissant fi:(e uii point arbi. 
t ra i rement  doiiii6 d ' une  hypersurface et laissant loealement invariante cette 

hypersurface.  Cela s 'expr ime par les conditions 

:¢:=-~ = 0 .  

Les relations (48) doiineiit alors successivement 

+ 3.; = 0, ~ = ~ = 0, 0~ = 0] = 0, 

00 ---~ 2 i~0  - -  1, 0, --- - -  2 i~0  - -  1, 

- -  i% = i %  -----0. 

I1 en r~sulte d' abord que ~ et 7 sont des constantes. La seeonde relation (49), 
appl iqu6e h I' invariant  0, donne, en tenant  compte de ee que 0~ et 00~ sont IIuls, 

- - 6 0 ~ = 0 ,  o u  0 ~ = 0 ;  

la premi6re relation (49), appliqude eiicore /~ 0, donne 

iOo ~--- O; 

par suite 0 est une constante, ainsi que 6. Tons les invariants fondamentaux 
sont coiistants et I' hypersurfaee admet uii groupe /~ trois parambtres. 


