
S u l l c  c o n d i z i o n i  ueces sax ie  e suf f ic ient i  per  la, semic(mti~mith,  

degli iutegr~li dol)l)i di forma parametrica. 

Memoria di GIANFR&NCO CIMMINO (a Napoli). 

Santo. - Viene provato~ togliendo alcune restrizioni che occorrevano helle dimostrazioni di 
altri a,ttori, che, per un integrale doppio di forma parametrica, le condizioni che esso 
sia semidefinito positivo e semiregolare, oltrech~ necessarie, sono anche sulficienti perch~ 
esso sia inferiormente semicontinuo in tutto un campo. 

I n  un  r ecen t e  lavoro  di R. CAOOIOPPOL~ (*) si t rovano  fo rmula te ,  come 

condiz ioni  necessa r i e  e suf f ic ien t i  pe r  la s emicon t inu i t~  i n f e r io r e  in tu t to  u n  

campo  degl i  in tegra l i  doppi  di f o r m a  p a r a m e t r i c a ,  le s e g u e n t i :  1 °) che  l ' in -  

t e g r a l e  da  min imizza re  sia semide f in i to  p o s i t i v o  (cio~ che  la  r e l a t i v a  fu n z i o n e  

i n t e g r a n d a  F non  sia mai  negativa)~ 2°~ che esso sia semir~qolare  (cio~ che  

la r e l a t i va  funz ione  E di W e i e r s t r a s s  non  sia mai  negat iva) .  

I1 fa t to  che  ques te  condiz ioni  r iescono  necessarie~ come si mos t ra  facil- 

men te  con esempi  (~), m e n t r e  poi  r iescono  suf f i c ien t i  le ana loghe  condiz ioni  

nel  caso d e g l ' i n t e g r a l i  sempl ie i  (3) (caso in cui  esse non  sono, perb, pifi ne- 

cessar ie)  r e n d e v a  p r e s u m i b i l e  il t e o r e m a  e n u n c i a t o  da  R. CACOIOPPOLI nel  

suo s tudio  e i t a to ;  in  ques to  egli  pera l t ro ,  ponendos i  ne l le  ipotes i  pifl gene ra l i  

e cons ide r ando  supe r f i c i e  suppos te  so l tan to  q u a d r a b i l i  (4), si limits, a dimo- 

s t r a f e  che  pe r  la semicontinuit i~ d e l l ' i n t e g r a l e  ~ suf f ic ien te ,  o che  esso sia 

semidef in i to  e r ego la re  (cio~ F _ ' ~ 0 ,  E >  0), o p p u re  def in i to  e s emi rego la r e  

(l) Gli integrali doppi di forma parametrica nel calcolo delle variazioni, ,~ Atti del R. 
Ist. Veneto ~)~ 98. 705-7307 (1935). 

(2) Cfr. R. CACCIOPPOLI, loc. cir., p. 717 e ]9. 72~. 
(s) L TONELL~ Calcolo delle Variazioni, t. I, p. 275. Si noti che i] termine quasi-regolare 

dell'enuneiato di TONELLI non ha lo stesso significato del termine semiregolare qui usato. 
Ammessa l'esistenza delle derivate seeonde della F. ]a condizione di semiregolarit~ nel senso 
qui indicato porta di conseguenza quella di qaasi-regolarith nel sense di TONELLI (V. TONELL, I, 
loc. cir., p. 21i). 

(a) Secondo la teoria sviluppata dallo stesso R. CACC~OPPOLI, che trovasi riassunta ne] 
Capitolo I de1 lavoro citato. 
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{ F >  0, E >  0). Lo scope della presente r icerea b quello di colmare l 'u l t ima 
lacuna rimasta,  provando, eiob, la suffieienza delle condizioni F ~  0, E ~  0. 

Mi pongo qui nel l ' ipotesi  semplificatriee che le superficie di eui si t rat ta 
siano regolari (~). ]~ intui t ivamente chiaro che tale ipotesi di regolari ta deve 
essere sovrabbondante;  ma, date ehe il r isultato finale si presenta eosi note- 
volmente semplice, mi ~, parse non privo d' interesse stabilirlo per  era  soltanto 
sotto ipotesi di na tura  e lementare  per le superfieie, evitando cosi le pii~ 

delicate eonsiderazioni the  si r ichiederebbero nel ease generale. 
Si noti infine ehe, s e m i  limito a considerare il case degl ' in tegral i  doppi, 

i ragionamenti  esposti si estendono tuttavia immediatamente  anche al case 

degl' integrali  n-pli .  

§ 1. P r e l i m i n a r i  s u l l e  s u p e r f i c i e .  

1. Siano x(u, v), y(u~ v) due funzioni continue con derivate parziali prime 
continue in un  dominie limitato D del piano uv, la cui frontiera sia com- 
posta da un numero finite di archi  di eurva dotati in ogni punto di tangente 

variabile con continuita. Diciamo E l ' immagine  del dominie D sul piano xy 
nella trasformazione 

t t )  = v), v = v(u,  

La ~. sara una superficie piana che potra rieoprirsi  pill volte, ed even- 
tualmente,  in alcuni punti, anche infinite volte, vale a dire che una stessa 

eoppia di valori 0c, y pub essere la t rasformata di pii~ (eventualmente anche 
infinite) eoppie u, v. Per  frontiera e punti inlerni di ~ s' intendono rispetti- 
vamente i eorrispondenti  in (t) della frontiera e dei punti  interni  di D. 

[ [ ~(x, y} dudv, 1' area totale L'area (semplice) di ~ ~ fornita dall'fl_j ~(u ' 
V) 

1 9  

d a l l , / f l  ~(x,~y, l dudv ; la parte positiva e la parte negativa dell'area d i ~  

D 

sono fornite r ispet t ivamente dalla semisomma e dalla semidifferenza fra 

I' area totale e F area  semplice. 
Se il punto (x, y) ~ l ' immagine  in {1) di un numero finite n di punti  

~(x, y) si annull i  (elite eventualmente  (u, v), in nessuno dei quali lo jacobiano ~(u, v} 

ad altri punti  (u, v), in ciascuno dei quali lo jacobiano medesimo sia zero), 

{~) ~Tel s e n s e  s p e c i f i c a t o  al  n. ° 2. 
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il numero n si dirh F ordine tolale di (x~ y) rispetto a E; e se fra gli n 

punti  (u, v) ve ne sono n, in cui lo jacobiano ~ positivo ed n~ in cui esso 
negativo, i due uumeri  n, ed n2 verranno detti r ispet t ivamente ordine positivo 
ed ordine negalivo di (x, y) rispetto a E, e la loro differenza n, -- n~ sarh 
l 'ordine (sempliee) di (x, y) rispetto a E. 

L ' ins i eme  dei punti  di E per cui non resta cosi definito l 'ordine,  cio~ 

l ' ins ieme dei punti  (x, y) ehe corrispondono seeondo (1) a infiniti punti  (u, v)~ 

oppure sono immagiui  di punti  (u, v) in cui lo jacobiano si annulla~ deve 
necessar iamente r iuscire t raseurabi le  agli effetti della integrazione che for- 
nisce F area di Z, sicch~ questa  potrh ottenersi  anche integrando F ordine 
rispetto alle variabil i  x, y, sul l ' ins ieme dei punt i  (x~ y} pei quali F ordine 
stesso ~ stato definito. E analogameute l ' a rea  totale~ la parte positiva e la 
par te  negativa de l l ' a rea  di E si potranno ottenere ordinatamente mediante 

un' iutegrazione rispetto alle variabili  x, y dell' ordine totale, dell' ordine po- 

sitivo e del l 'ordine negativo. 

Per  l 'o rd ine  di un punto inferno (x~ y) rispetto a v si pub dare anehe 

la seguente definizion% equivalente a l l ' a l t ra :  congiungendo (x, y) con un 
punto che deseriva la frontiera di E nel verso ehe eorrisponde in (1) al verso 

positivo (~) sutla frontiera di D, il raggio congiungente deseriverh un cammino 
angolare equivalente (quando si t rascurino angoli di eguale ampiezza percorsi  
in versi contrari) a un numero finito di angoli girl nel verso positivo o nel 
verso negativo, oppure equivalent;e a zero; il numero, corr ispondentemente 
positivo, negativo o hullo, di questi  angoIi giri d~ F ordine del punto (x, y) 
rispetto a ~. 

2. Date tre funzioni ~:(u~ v), y(u, v), z(u, v) continue con le derivate par. 

ziali prime nel dominio D~ 1 ~immagine S nello spazio xyz del dominio D, 
seeondo le equazioni 

~2) x = x(u,  v), y = :  y(u,  v), z = z(u, v), 

si direr una su~)erficie regolare di dominio base D, e le (2) si diranno una 
rappresentazione parametrica regolare di S. 

I pun t i  interni e la frontierct di S sono ordinatamente i corrispoudeuti  
secoudo t2) dei punti  interni e della frontiera di D. 

(6) Cio~ il verso  indicato da l l ' a s se  t angen te  t he  con la normale  iu te rna  forma una  coppia 
ord iua ta  congruen te  alla coppia degli  assi  coordinat i  x~ y. 

AnJso~li di Mctte~rtat~ca, Serie IV, Tomo XY, 2[ 
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L' area eli & fornita dall' ['[']/( ~-(y' z) ~'~-i - /~('z' x) \-2 (~(x, Y)l~dudv,\ nel 

caso particolare ohe S si r iduca a u n a  superficie piana, diventa t ' a r ea  totale 

di questa, 

3. Supponiamo ora di avere una successione di coppie di funzioni 
x,,(u, v), y.(u,  v), tutte continue in D insieme con le derivate parziali prime, 

e tali the,  nni formemente  in D, sia 

(3) lira x.(u, v)== x(u, Iv), l im y,,(u, v)-~-ylu, Iv). 

Indiehiamo con E,~ la superficie piana rappresentata  da 

(4) x = x . ( u ,  v), y--~y,,(u,  v). 

k:la, p0i. V{o) una porzione di E, che abbia una distanza positiva ~ dalla 

frontiera di Z (per esempio, l ' ins ieme di tutti i punti  di E aventi distanza > 
dalla frontiera), essendo ~ una quantit~ inferiore al semidiametro di E; e 
diciamo D(~) quella porzione di D, the  ha per immagine in (1) Z(?). 

Poich~ le (3) sussistono uniformemente  in D, tutti  i punti di Z(~) faranjlo 
parte di E,,, da un eerto vatore d i n  in poi, ciascuno con lo stesso ordine 
sempliee, come b chiaro in base alla interpretazione geometrica di questo, 
cui abbiamo accennato in fine de1 n. ° 1. La porziond di 2 ehe si viene cosl 
ad ottenere sar~ l ' immagine  in (4) di un ' a l t r a  porzione A(?) di D, e riuscir~ 

(5) 

giaech~ tanto il 

B(~) ~,~(p) 

primo the  il secondo membro rappresentano l ' a rea  di E(~). 

4. Sia data una suecessione di superfieie regolari S , ,  con le rappre- 

sentazioni parametr iche  rego]ari 

(6) x = x . (u ,  v), y = y.(u,  v), z ~- z.(u, v), 

e col dominio base D; e si supponga ehe, uni formemente  in D, sin 

(7) l im x,,(u, v)~x(u,  v), l im y.(u, v )=  y(u, v), ]im z.(u, v ) =  z(u, v), 

laddove le (2) forniscano a loro volta una rappresentazione parametr ica  re- 

golare della superficie regolare S. 
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Da quanto abbiamo osservato nel n. ° preeedente diseende faei lmente la 
seguente proposizione : 

Dette F~, F~, F~ ire eoslanti, g una  quanti th  opporlunamenle piecola, 
S(F) la porzione di S ehe ri,mane, quando si tolgono da S tutti i p u n t i  aventi 
dis tanza ~ p dalla frontiera, D(g) r insieme dei pun t i  di D avente per im- 
magine S(9) in (2), si potrh determinate, cla un ee:rto valore di n in  poi, un  
alh"o campo A g p ) <  D, tale ehe riesca, 

(s) 
D(p) 

8x ~y 8z dudv ~cx,, By , ,  8z,, 
~u ~u 8u 8u 8u 8u 

8v 8v ~v Ov 8v 3v 

dudv, 

al.meno tulle le volte the la funzione integra~lda al pr imo memb:'o abbia un  
minimo valore assoluto positivo in D. 

Infatti,  escludendo il easo privo d ~interesse ehe le F , ,  F~, F:~ siano tutte 
nulte, diciamo ~, ~ ~ i eoseni direttori di un asse equiverso al vettore di 
eomponenti  F~, F: ,  F~; dieiamo poi ~', ~', ~' 5 ~", ~", ~" i eoseni direttori  
di altri due assi, che col primo formino una terna ortogonale, e definiamo 
in D due nuove funzioni a(u, v), ~(u, v) mediante  le posizioni 

(9) 

e analogamente le due funzioni c%(u, v), ~,.(u, v), mediante le stesse posizioni 
con le x,,, y,,, ~,, inveee delle x, y, z. 

Oib posto, la t8) si riduee, a meno del fattore eostante Y F~ + t f~- t -F~,  
alla seguente 

.! ~(u, ~) - - Jo !  ?(u, • 

Siamo eosi rieondotti al easo del n. ° preeedente;  infatti  la frontiera della. 
superfieie piana E, rappresenta ta  da ~ - - ~ ( u ,  v), .1-= ~(u, v), cot dominio 
base D, per p suff ie ientemente prossimo a zero, avrh una distanza positiva 
datla front iera  di quella porzione v(9 ) della E stessa, ehe corrisponde alla 
porzione D(p) di D, giaeehb, in base a lle (9), i punti (c~, l) di E possono pen. 
sarsi come le proiezioni, su un piano perpendieolare al vettore di eom- 
ponenti F , ,  F~, ffa, dei punti  (x, y, zl di S; e il eoseno dell 'angolo formato 
da eodesto piano col piano tangente a S, eoineidendo a meno del fattore 
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costante ' V F~- t -F~  + F~ con la funzione in tegranda  del pr imo membro  di (8), 
resterh in vMore assoluto infcr iormente  l imitato da una  quant i tg  posi t iwt .  

§ 2. l p o t e s i  e g e n e r a l i t i t  s u g l i  i n t e g r a l l .  

5. Fiss iamo adesso le ipotesi che in tendiamo di supporre  verif icate per  
l ' in tegra le  di cui s tudiercmo la semicontinuitg.  L ' in t eg ra le  sarh del tipo 

(10) I= j jF(x ,  y, z; X, Y, Z)dudv, 

dove le x, y, z, espresse in funzione u, v, forniscono una  rappresentazione 
paramet r ica  rcgolare di una  superficie regolare S col dominio base D (n. ° 2), 
e dove si ~ posto per  brevitg 

Per  la F(~c, y, z; X, ¥, Z) supporremo,  in pr imo luogo, che essa sia con- 
t inua,  insieme con ]e dcrivate parziali  prime, r ispetto a X, ~ Z, al variare 
del punto (x, y, z) in un  campo (insieme aperto) A, nel quale sia contenuta  
la superf icie  S, e per  ogni terna di valori X, Y, Z non tut t i  nul l i ;  in secondo 
luogo~ che essa sia posi t ivamente  omogenca di grado 1 r ispetto a X, Y, Z~ 
sicch~ varrh ] 'cquazione di EUI~ERO 

(12} F(m, y, z; X, Y, Z)-~.XFx + Y F y +  ZFz; 

infine, per  ogni punto  (m, y~ z) del campo A c ogni coppia di punt i  (X, ~}, Z), 
(A, B, C) diversi  da l l 'o r ig ine  supporremo verificate le due disuguagl ianze 

(13) F(m, y, z; X, ~ Z)~O,  

(14) E{m, y, z; X, Y, Z; A, B, C):= F(x, y, z; A, B, C)--AFx(x, y, z; X, Y ,Z) - -  
- BFr(x, y, z; X, Y, Z)--CFz(x~, y, z; X, Y, Z)~_O. 

Si co:nsideri una, qualsiasi  successione di superficic regolari  S,., con le 
rappresentazioni  paramet r iche  regolari  (6) e col dominio base D, per  cui siano 
verificate, un i fo rmemente  in D, le  relazioni di l imite (7); def inendo le X., 
:Y,, Z,, con posizione analoga alia (11), si costruisca F integrale doppio 

(15) [,,----.]'l~v(~,,,.~ y,,, z,, ; X,, , Y . ,  Z,)dudv. 
D 
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I1 nostro scop0 6 di dimostrare che riesce 

(16) lira. min. L~ ~ / .  
Tt - - - ~  OD 

A tal fine, proveremo ehe, in conseguenza delle indicate ipotesi, la dif- 
ferenza I , , - - L  o si pub scindere nella somma di vari termini, dei quali 

alcuni sono non negativi; mentre  gli altri, per valori opportunamente  seelti 
de l l ' indice  n, si possono r idurre in valore assoluto  inferiori a u n a  quantitfi. 
posit iva piccola a piacere, oppure, sempre per opportuni  valori di n si pub 
far divent, a re maggiore di mla quanti t~ posit iva grande a piacere. Poich6 le 

ipotesi fat te sulla successione delle S ,  sussistono del pari per ogni sotto. 

successione di essa, da,1 nostro ragionamento si conchder/~ dunque  che, in 

ogni suceessione estrat ta  datla I ~ -  I, / . 2 -  I , . . . ,  esistono infiniti termini 
superiori  a una quantit~ negativa prefissata a piacere, cib che pI'ova ap- 
punto la (16). 

6. Premett iamo,  in questo nmnero, alcuni lemmi riguardo alle funzioni 
Fix,  y, z; X, ~ ,  Z) verificanti  le ipotesi enunciate or ora. 

Se, per una certct terna di va, lori x, y, z~ esistono ire costanli non tulle 
nulle ),, ~ v, tall che, qualunque sict il punto X, Y,  Z diverso dall' origine, 
riesca (7) 

(17) )~Fx(x; X)  -t- ~Fy(x;  X)  + '~Fzfx; X)  = O, 

allora la F(x ;  X) non p'~,~b essere the identicamenle zero al variare di X, Y,  Z. 
Invero, dal l ' ipotes i  fatta discende che, qualunque siano le quanti th 

A~ B, C, t, la F(x, y, z; A + ),t, B + ~ t ,  C +  vt) 6 indipendente da t;  in 
particolare, F(x;  ),t) 6 zero qualunque  sia t. Detta  z nn 'a l t ra  quantith, arbi. 
traria, sarh quindi, tenendo conto del l 'omogeneith,  

Fix;  + A). 

M a i l  primo membro, per  z ~ 0 ,  deve avere il limite determinato e finito 

A F x ( x ;  ~ t ) - t -BF~(x;  ) , t ) +  C/~(x ;  ),t), 

mentre il secondo membro tende a F ( x ;  A) o a - - F ( x ;  A), secondoeh6 ~-*0 

pe r  valori positivi o per valori negativi. Ci6 non impliea contraddizione 

(7) Per brevitY, qui e in seguito, per ciaseuna delle terne di argomenti da eui dipemlono 
le funzioni ehe si eonsiderano/seriviamo sol/anto il primo argomento. 
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soltanto nel easo ehe F(x;  A) sia zero, onde, per l 'arbitrariet~t di A, B, C, 

resta provato quanto si voleva. 

Se, per  una  data lerna di valori x, y, z, la F(x; X) non ~ identicamente 

zero al variare di X, Y, Z, allora l ' insieme " co,, degli eventuali pun t i  X, Y, Z, 

oltre all' origine, in  cui P(x; X ) =  O, ~ un  insieme conves.so costituito da se- 

mirette per l' origine, formanti  tulte con una  certa direzione angoli di ampiezza 
r: 

non sut)eriore a una  cerla quanti th < ~2" 

Dal fatto che la funzione E di Weiers t rass  non b mai negativa segue, 

invero, che, per ogni t, 

d 
F(x ;  A) ~ dt F (x ;  X + At), 

onde, integrando rispetto a t e sostituendo poi le X,  )7, Z con le stesse 

quantith moltiplicate per i -- t, risulta, per t eompreso fra 0 ed 1, 

F(x ;  At  + X ( 1  - t ) ) ~ F ( x ;  A ) t + F ( x ;  X)(1 - -  t). 

Pertanto,  se (A, B, C) e (X, Y, Z) sono due punti  in eui la F b infe- 
riore a una certa quantit~ co, in ogni punto del segmento ehe li eongiunge 

la F sarh pure inferiore ad ~o. L ' ins i eme  ~(+) dei punti  (X, 7t'~ Z) in cui 
~oo) b un insieme convesso. riesce F(~c; X)_~_ ¢o (e quindi, in partieotare, o 

Poiehb inoltre, per l 'omogenei th  di F, ~ chiaro che ~0 si compone di 

semirette per  l 'origine,  basterh provare ormM che ~o non pub essere formato 
da tutti  i punti  eompresi in un angolo diedro con 1o spigolo passante per  
l 'origine, perehb Mlora manifestamente esisteranno piani passanti  per l 'ori- 

gine e non aventi  ulteriori  punt i  in comune con ~o, ed essendo ~o un 
insieme ehiuso, per  una direzione perpendicolare a un piano eosiffatto si 

verifieher~t evidentemente quanto afferma l 'enuneiato .  
3Ia se go contenesse tutta una ret ta  r per l 'origine,  esso sarebbe neees- 

sar iamente formato da rette parallele a r, e lo stesso varrebbe per l ' ins ieme 
~(to), qualunque sia (,; sieeh~ F dovrebbe essere costante su ogni retta pa- 
ral lela a r, eio~, detti )~, tb v i coeffieienti  di direzione di r, varrebbe identi- 
camente  la (17), eib ehe, in base al lemma preeedente,  contraddiee l ' ipotesi  

che F($ ;  X) non sia ident icamente nulla. 
Se, per  una, data terna di valori x, y, z, la F(x: X) non ~ idenlicamente 

zero al variare di X, Y,  Z, ad ogni quant i tg  positiva ~o sufficientemenle pic- 

cola si potranno far  corrispondere una quantillt 0 ~ 0 e un  raggio r, tali che~ 
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per ogni raggio formante con r un  c~ngolo minore di -F O, detti ~, ~, ~ i 

rispeltivi cosec,el divetlovi, riescct F(x; ~ ) >  ¢o. 
Infatti ,  l ' ins ieme dei punti  comuni a l l ' ins ieme (~, considerato or ora e 

alla superficie sferiea di centro nel t 'or igine e raggio unith., secondo qnanto 
risulta dalla dimostrazione precedente,  se non ~ vuoto, ~ tutto contenuto in 

un emisfero, senza nessun punto in comune col cerchio massimo che delimita 
l 'emisfero stesso. Egualmente  aceadrh per  l ' ins ieme dei punti  eomuni ad ~(~o) 

e a l l a  medesima sfera, quando ¢0 G suff ic ientemente prossimo a zero, per 
ragione d i  continuith. Detto 0 il minimo della distanza sferica da un punto 

di ~(¢o) a un punto del snddetto eerchio massimo ed r it raggio perpendi- 

colare al piano di questo e situato nel semispazio ehe non contiene (~(~o), 
chiaro allora che, per  r e 0 cosi definiti, si verificherh quanto afferma 
1' enunciato. 

§ 3. S e m i e o n t i n n i t a  d e g l ' i n t e g r a l i .  

7. Per  raggiungere lo scopo indicato in fine del n. o 5, ei converrh 

dist inguere due diversi casi~ secondo quanto adesso stabiliremo. Fissiamo 
anzitutto una quantit~ positiva % minore sin del massimo di F che del 

massimo di VX.~-t - :Y~-t-Z ~z su S. Dieiamo S(~) quella porzione di S, in cut 

riesce F ~ ,  \ / X  2 +  Y~ + Z  " ~ %  e D(~) la pol:zione di D, che ha per im- 
magine, in (2). S(~) e la sea  frontiera. Scomponiamo pot D(a) in un nmnero 
finito di domini parziali D(~){~), ciaseuno limitato da un numero finito di 

archi di curva dotati in ogni punto di tangente variabile con eontinuith. 
Sia ~ il massimo dei diametri  dei domini D(h)(~l, e siano S(h)(z), S,,(t~)(~)le 
porzioni, r ispet t ivamente di S e di S,~, corrispondenti  a D(~)(~). Fissata  pot 

ancora una quantith positiva ~, minore del semidiametro di S(h~(v), togliamo 
da S(h)I~) e, per  n suff ieientemente grande, da S..(~0(~) tutti i punti  aventi 

dalle r ispett ive frontiere una distanza minore di ~, e diciamo S(~)(a, ~), S, (h)t,o, ~) 
r ispet t ivamente le porzioni rimanenti,  e D(~*)(p, ~), D,,(h)(,~, z) le corrispondenti  
porzioni di D(h)(~). 

Cib posto, potranno presentarsi  le due al ternative seguenti :  

1) o, per ogni % esiste un numero positivo Po tale che, per  una op- 
por tuna decomposiziene di D(~), per ~alori di ~ e p arbi t rar iamente  prossimi 
a zero e per  valori d i n  arbi t rar iamente  grandi, r iesca 

area &/~)(~, ~) ~ P~, 
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2) oppure ,  per  ~ abbas tanza  piccolo,  c o m u n q u e  si assegni  un  numero  

posi t ivo P; si possono t rovare  un  ~ ,  un  pp e un  n,p tall che, per  ogni de- 

composiz ione  di D(~) con 5 ~ ~ e per  p ~ pp, n ~ rip, sia 

E a rea  S,(h)(~, ~) ~ P.  
h 

A proposi to  4i qaes t e  a l ternat ive ,  agg iung iamo qui  un 'osse rvaz ione ,  che 
ci torner'~ ut i le  in seguito.  S iano ~(n) .q(l~) ~(h) i coseni  d i re t tor i  di un  assG 

che con la nor.male in un  punto  var iab i le  di S(10(~} formi  un  angolo di am- 
u 

piezza l imi ta ta  s u p e r i o r m e n t e  da  una  quan t i th  minore  di ~, cio6 tale che 

I~(~0X -I- ~(h)y + ~(h)ZI sia l imitato  i a f e r io rmen te  in D(h)(~) da una quantit/~ 
maggiore  di zero, e de te rmin iamo,  come 6 indica~o nel  n. ° 4, un  ins ieme 
,A,(h)(~, ~) < /~(h)(~), ta le  che sia 

(18) 
~ j~,)(~, o) D(t,>(~, o) 

Ebbene ,  de t ta  T,,(~)(?, ~) la porzione di S,.(~} eor r i sponden te  a 

se Vale l ' a l t e rna t i va  1), oppure  l ' a l t e r n a t i v a  21, al lora  la c i rcos tanza  speci- 
f ica ta  in 1), o r i spe t t i vamen te  in 2), si p resen te rh  egua lmente ,  o re  si sosti- 

tu i scano  ]e S,,(h)(?, ~) con le T,,(h)(,~, ~). 
Ci6 riuseir/~ manifes to ,  o re  si r i conosca  che, f issat i  ~, ~ e la decompo-  

sizione di D(~) in domini  parzia.li D(/~)(~), e p resa  a p iace re  una  quant i th  po- 
s i t iva ,~ '~  ,~, da  un  certo va lore  d i n  in poi T,(~)(~', ~) conter rh  S,,(~)(e, ~} 
e Sfln)(~ ', a) conter r~  T,,(~z)(,a, ~). Ora a tale  proposi to  s i  pub  osse rvare  che 

T,,(n)(? ', ~) r i su l ta  def in i ta  come que l la  porzion e di  Sfl~)(z), che ~ con tenu ta  

entro  il c i l indro fo rmato  da  tu t te  le re t te  con la direzibne ~(~'), ~q(~)~ ~(n) con- 
dot te  per  i pun t i  del la  f ron t i e ra  di S(~)(~ ', ~),~ond% p rendendo  n snff ic iente-  

mente  grande,  si potrit r ende re  minore  di una  quantit/~ p re f i s sa ta  p iccola  a 

p iace re  la d is tanza  di ogni pun to  di T+,(~)(~ ~, Z) da S(n)t~ ', z), cosi come la 
d is tanza di ogni punto  di S,,(n)(?, ~) da  Sq~)(?, ~)~ SicchG essendo S(n)(~, ~) 
con t enu t a  in s(n)(? ', ~) ed essendo maggiore  di zero la d is tanza  tra  ]a fron- 
t ie ra  di S(n)(,~, ~) e que l l a  di S(n)t? ', ~}, 6 chiaro come, sempre  pe r  n suffi- 

e i en temen te  grande,  delle due  porzioni  S,(n)(?, z) e T,,(~)(? ', ~) di S,,(h)(~) la 
prima, debba  esser  con te~n ta  nel la  seconda ;  e allo stesso modo si vede  come, 

a s aa  volta,  T,,(h)(p, ~) sia con t enu t a  in S,(n)(p ', ~). 

8. S u p p o n i a m o  ora che si presel t t i  F a l t e rna t iva  1). In  ogni domin ic  
parz ia le  D(h)(~) f iss iamo un  pun to  (u(I~), v (h)) e, convenendo  di r a p p r e s e n t a r e  
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(21) 

il wJore  a~ssunto da una  funzione di u, v nel  punto  (u(h), v(h)) con 1' aggiunta  
alla lettera, che simboleggia quella funzione, de t l ' ind ice  superiore  h, deter- 
minimno, secondo quanto ~ detto net  n. ° 4, un  campo A (~)(~, ~)~,Dq~)(~), 
tale che r isnlt i  

+ /) (19) j,. XF.x(~("); X (h)) ...]dudv ~--- X , F x M h ) ;  X(h)p + ...]dudv, 
D(:~@, o) AJ:~>(~, o) 

]addove si noti che, in virtfl di (12) e (13), la funzione in tegranda  al pr imo 
membro sarg cer tamente  sempre superiore  a una  quant i th  maggiore di zero 
in tutto il dominio D(+O(~), purch~ la quant i tg  B si scelga suff ie ientemente  
piccola. Diciamo infine T,(h)(~, (~) la porzione di S ,  corr ispondente  a A,d~)(~, ~) 
e chiamiamo D(9, ~) e A (~ a) r i spe t t ivamente  la somma delle porzioni 
D(~)(& zj e quella delle porzioni A q0(~, ~) di D(h)(z). 

Chiarito in tal modo il significato dei simboli, scriviamo la seguente 
identi th : 

D--5,~(p, ~) D--DJ:) D(c)--D(R, ~) 

I/J  !iI -}-E {F(x,, ; X,,)--F(m(~);  X, , )}d , ,dv  { F(,(~); X(~OJ--F(x;  X)}duav+ 
a,y~)(7, o) DU~>( ~, o) 

-~[JF(x(~); X, ,)dudv - -  F(Mh); X(~)).mis D(h)(,, ~)l" 
sUn(p, z) 

Agli ul t imi due termini  sotto al segno di E in qnesta  uguagl ianza sosti- 
tuiamo an '  al tra espressione ad essi equivalente :  tenendo presenti  le (i2) e (13), 
scr iviamo cio~ 

x<h)). D<h@, X(,,))+ ]audv+ ~ ~X~  inis 

oppure anche, indicando con -~ Ih) un  campo arbi t rar iamente  fissato in 
A,~(n)(9, ~) e r icordando F espressione (14) della funzione E di Weierstrass ,  

JJF(;v!'~); X,, tdudv F(x("); X(h)). mis D(h)(p, ~ = ]  ] [ ( X -  XffO)Fx(W(h); X(h))+...]dudv + 
~#h)(~, o) y)u,>(~, o) 

An~ati  di Mv~temativa, S e r i e  I~i ". Tomo X V ,  22 
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Cib postt), dato ad arbi tcio un  n u m e r o  z > 0, f iss iamo,  come ~ evidente-  

men~e sempre  poss ib i l e ,  un  ~, minore  del massimo,  di F e del mass imo 

di V X ~ - t  - iX'~q-Z 2 su  S, eosi pross imo ~t zero ehe il seeondo in tegrMe al 

seeondo m e m b r o  eli (20) r isul t i  minore  di e. P r e n d e n d o  ~ su f f i e i en temen te  

pross imo a zero, po t remo poi sempre  o t tenere  ehe, per  n su f f i e i en temen te  

grande,, r isul t i  in tut to D(h)(~) 

(2~) IF(x, ,  ; x , , )  - F(~(,,~); x,,) t < ~-2 V x"~ + :t''~ + z''~' 

come si r i conosee  teneffdo presen te  il fat to ehe, per  quanto  si b supposto,  
te :v,,(u, v}, y,,(u, v), z,,(u, v) sono u n i f o r m e m e n t e  con t inue  in D, e r ieordando 

la suppos ta  omogenei th  di F .  
Inol t re ,  .per  la supposta, eont inui t~  del le  xtu, v), y{u, v), zlu, v), X{u, v), 

Y(u, v), Z(u, v), prendendo,  ove oeeorra,  un ~ aneora pifi p ross imo a zero, si 

potra, far  si the ,  in tu t to  D(n)(z), sin 

(23) I F(x~'~); x ( ~ )  ~ F ( ~ ;  X)  l < ~, [ (X - -X(~) :~ (x~"~;  X ~ , )  + ... [ < ~. 

Inf ine,  p rendendo  anehe  p abbas tanza  pieeola,  po t remo o t tenere  ehe il terzo 

in tegra le  al seeondo membro  di {20) sin < a. 
P r e m e s s o  eib, e samin iamo i d ivers i  termini  in eui t e s t a  deeompos ta  Ia 

d i f ferenza  I,, - -  I, seeondo le  formole  (20) e {21). I1 pr imo in tegra le  al seeondo 

membro  di (20) b non negat ivo,  pe r  03 ) ;  il seeondo e il terzo sono minor i  
di ~; il pr imo in tegra le  sotto M segno di E 6, per  (22}, in valore  assoluto  

minol:e di 

p .  -t- y ,  2 -t-Z,,='dudv := t'~----'area T,~(h)(p, ~}; 

il seeondo ~, p e r  (23), in valore  assoluto  minore  di s.misDl~O(p, ~); il terzo 
e i l  quar to  sono sost i tui t i  dal  seeondo membro  di 121). dove il pr imo in tegra le  

pure,  per  (23}, in valore  assoluto  m i n o r e  di e .mis  D(h)(p, a), il seeondo e i l  

terzo sono non negat ivi ,  pe r  (13) e {14), e l ' u l t imo,  ehe va poi preso  cot segno 

meno,  sar~ non posit ivo,  o re  si de te rmin i  il eampo A,,(h), del quale  poss iamo 
aneora  d i spor re  ad arbi t r i% come l ' i n s i e m e  dei  pun t i  di h,,(a){p, ~) in cui  

pos i t iva  la funzione  in tegranda .  
Pe r  l ' o s se rvaz ione  fat~a nel n. ° 7, poieh~ suppon iamo  ehe sin ver i f iea ta  

1' a l t e rna t iva  1}, po t remo d e t e r m i n a t e  ~ e p pross imi  a zero ed n grande  come 

ora  si ~ detto,  in man ie ra  tale ehe r iesca  inol t re  

a rea  Tv(h)(p , ~) ~ P~. 
h 
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Si r iconosce  al lora come, in base  a (20) e (21), la d i f ferenza  L , - - I  rest i  
deeompos ta  in una  s o m m a  di termini ,  di eui  aIeuni  posi t ivi  o null i  e i r ima- 

nent i  eomples s ivamen te  l imitat i  in valore  a s s o h t o  dal la  quanti t t t  e ( 3 d - 2 m i s D ) ,  

ehe, per  l ' a rbi t rar ie t '~  di s, si pub r ende re  p iccola  a piacere .  

9. Pas s i amo  adesso al caso che si ver i f ichi  l ' a l t e r n a t i v a  2) (n. ° 7). In  

ogni pun to  di S(~), per  il modo come abb iamo def in i ta  ques ta  porzione di S, 

r iesce  

F x; VX~+ Y ' ~ + Z  ~ > ~ ,  

ove si indiehi  con M il mass imo di ~+X~-I - Y ~ - k - Z  ~ su S. 

Dic iamo C(~) un  in torno di S(~} formato  da tut t i  i punt i  avent i  da S(e) 

d is tanza minore  di una  da~a quant i th ,  e C{h)(~) l ' i n to rno  di S(h)(v)formato 

dai pun t i  avent i  da S(h)(~t d is tanza  minore  del ia  s tessa  quantith,. P e r  ragione  
di continuitY, in ogni pun to  (~, y, z) di C(~), la /7  per  una  oppor tuna  t e rna  
di valori ,  con somma dei quadra t i  egua le  ad 1, dei  secondi  argoment i ,  si 
man te r r~  supe r io re  a n n a  eos tan te  maggiore  di zero. In  base  al terzo l emma 

del n. ° 6, de t ta  + una  quantit,~ pos i t iva  su f f i e i en temen te  p ross ima  a zero, 
sarh al lora poss ib i le  de te rminare ,  non appena  il mass imo d iamet ro  ~ dei 

domini  di decompos iz ione  Dq"~(~) sia abbas t anza  piccolo,  una  cos tante  0 e, 

per  ogni dominio  parzia le  D(h~(qt, un  raggio r(h), tali the ,  det t i  {, ~'i, ~ i coseni  
di re t tor i  di un quals ias i  raggio fo rman te  con r( ht un  angolo di ampiezza mi- 

nore  di 0 - t - ~ ,  per  ogni pun to  (x, y, z} di C(h)(~), f i e s t a  F(x, ~)> a). 

S u p p o n i a m o  inol~re che ~ sia pure  c o s i  p ross imo a zero, che, per  eia- 
s cuna  delle porzioni  S(10(v), ]a normale  in un pun to  var iab i le  formi  sempre  

con una  cer ta  direzione,  un  angolo di ampiezza non super iore  a n n a  f issa ta  

quant i t~  0; minore  di 0. 
Cib posto, si potrh de t e rmina re  un  e > 0 e una  direzione (~(h), ~(h), ~-(h)) 

fo rman te  con r( h} un  angolo minore  di 0, ta le  t h e  ]~(h}X + ~(h)y + ~{h)Z[ si a 

l imi ta to  in fe r io rmente ,  in Dih}(s), da  una  quan t i th  maggiore  di zero e tale  

che sia 

f]i + + z,;c<h) 1 >  .area S,,("O, 

Infat t i ,  f ra  le direzioni  (~/h) ~.l(h} ~(~,)) fo rmant i  con r(h) un angolo < 0 e tall 

che I ~(~')X d- ~(h)y d-  ~<~*)Z I super i  in tut t  o D~h}(z) Ulm cos tante  maggiore  di 
zero, vi sono ce r t amen te  tu t te  que l le  fo rmant i  con una  cer ta  direzione 
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0 - -  O' 
fissa un  angolo m i n o r e  di ~ - .  F r a  ques~e se ne pot ranno scegl iere  t re  

({i(~), ~,(~)~ ~,(~)) ( i =  1~ 2~ 3) fo rmant i  un  t r iedro non  degene re ;  e, q u a l u n q u e  

siano X,, , Y,, , Z~, , riuscir '~ 

.~. --,, + ~o*)y,, + ~,(~)Z,,) ~ ~ N - . ( X , ,  + Y,,~ + Z.-),  
i=1,2,a 

dove N ~ si potrg por te  uguaIe  al quadra to  del  d e t e r m i n a n t e  {(h), ~(a)  ~.J~) , 

diviso per  la somma dei quadra t i  dei minor i  di 2 ° grado del de t e rminan te  
medesimo.  In  ogni punto  di D,/h)(?, z ) ,  sarh ver i f ica ta  una  ahneno  delle tre 

d isuguagl ia  nze 

I {~(h)X,, + ~,:I<Y. + ~(h)Z,, f ~ N-~ V X,, ~ ~- Y+~ -I- Z,, "~, ( i -~1 ,2 ,3 ) ,  
~ 3  

sicch~ le ~(h), ,t(h), ~(h), per  un  valore  a lmeno di i, d~mno luogo al la  (24), 

N 
o re  si ponga  ~ - - - - - = _ "  onde si r iconosee  pure  che  ~ non  d ipende  da ~, ma  

3 V 3 '  
soltanto da 0 e 0'. 

F i ssa te  in tal  modo le {#~t ~l(h), ~(~) (s), de t e rmin iamo  poi al solito modo 
il h (h)(?, ~) in m a n i e r a  che valga la (18). P e r  n suf f ic ien te lnente  g rande  

e p' < p, k,,(h}(p ', ~) con te r rg  D,,(~)(& % e per tan to  sar'a, pure  

(.95) f[ X,{{I,) + y .~{h) + Z,,~(h) } dudv  ~> . - a r e a  S,,(h)(~, c~). 
AJa)(~,, ~) 

~(h)  ,. a) dei  punt i  di h,(l~)(e ', ~) in cui  E se ind ich iamo con ( ~  F i n s i e m e  

(26) X,~(I*) q-  Y,~t(~) + Z,~(ht > 0, 

da  (18} e (25) deduc iamo  

(27) f /(x,,~Ih) 
1 

+ y,~(h) + Z,,~{1~))dudv > 2 ~. area  S,,(h)(~, ,) + 

~ ] ](X~(h) _~_ y~(h) 4- Z~(h))dudv. .4- 
D~(h)(p ', ~) 

(s) L e  ~(h) .~#~> ~(I~) v e r r a n n o  a d i p e n d e r e  da  n, in  quan to  oh% al v a r i a r e  di n~ in  ge- 
ne ra l e  si dovr~  seegl ie re  vot~a a ~o l ta  uno  d ive r so  f r a  i ~re ass i  del  t r i ed ro  f i s sa to ;  m a  cib 

n o n  h a  i m p o r t a n z a  pe r  la  d imos t r az ione  del  testo. 
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D' altra parte, la (26) assicura che il vettore X,,, Y,,, Z,, forma un angolo 
r: 

acuto con ({(h), ~(1,) ~(h)}, e pertanto forma un angolo < 0 + 2  con r(l*), onde, 

non appena n sia suff icientemente grande affinch6 S, ,(a)sia contenuta  nel- 
l ' in torno C(a) di S(cT) considerato in principio di questo n. °, l isulter~ 

(28) IF(x, ,  ; ~ + . I f  V ~  + + 
/ ;  

X,)dudv Z.-' dudv. 

ajI,)(p,, o) ajh)(G ~) 

Ma l ' in tegra le  al secondo membro eli questa disuguaglianza evidente- 
mente  supera quello al primo membro della (27). Sommando, dunque, rispetto 
ad h, e tenendo conto del fatto ehe F non b mai negativa, da (27) e (28) si 
r icava infine 

D .O~h)(p', a) 

Dei due termini  al secondo membro, il seeondo 6 timitato superiormente 
1 

in valor assoluto da ~ o . a r e a S ,  mentre  il primo, poieh6 ci troviamo ora 

nel l 'a l ternat iva  2) del n. ° 7, si potr~, rendere  grande a piacere;  infatti, come 
abbiamo rilevato , ~o ed ~ sono quantit~ fissure iudipendentemente  da p e 5, 
per tutti  i valori suff!cientemente piccoii di queste. E con cib resta com- 
pletata la dimostrazione. 


