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It~sum~.- On ddmontre en particulier qu'un varidtd riemanienne com_pacte d'EssTEI~ de 
dimension quatre et de courbnre comprise entre 1 et t/4 est ndcessairement ~ courbure 
constante. 

1. In t roduct ion .  - Une vari~t~ r iemannienne est dire d'EINSTEIN si sa 
courbure  de Rice1 est proport ionelle ~ sa m~trique. Dans le cas off la struc- 
ture r iemannienne est celle assoei~e ~ une s t ructure  ki~hl~rienne, la courbure  
de RIccI peut  6tre exprim~e a l ' a ide  de la forme de K~.HLER; en uti t isant 
al0rs une m~thode due ~ E. C~LABI ([3l), on montre que si deux s t ructnres  
k~ihl~riennes diff~rentes sur  une m~me vari~t~ analyt ique complexe compacte 
sont routes deux d'EINSTEIN, avec une facteur  de proportionnalit~ n~gatif, 
les deux formes de I{AHLER sont n~cessairement proportionelles (thdor~me l). 
On peut  se demander  si eette unicit~ subsiste dans le cas off les deux fac- 
teurs de proportionnalit5 sont positifs et, plus g~n~ralement, dans ]e cas off 
]a s t ructure  r iemannienne n ' e s t  plus n~cessairement celle associ~e i~ une 
s t ructure  k~]h4rienne. On donne une r~ponse positive ~t cette derni~re question 
dans le cas tr~s par t ieul ier  d' une vari~tg de dimension quat re  et de courbure  
comprise entre 1 et I /4 (th~or~me 2). 

2 .  D 6 f l n i t i o n s .  - Soit V une vari~t~ ind~finiment diff~rentiabte, de dimen- 
sion sup~rieure ou (fgale ~ deux;  soit T(V)  (resp. T~) l ' espaee  de ses vecteurs  
(resp. vecteurs  d 'or ig ine  p e V). Une s t ructure  r i emann ienne  sur  V e s t  la 
donn6e, sur ehaque Tp, d ' une  forme bilin~aire sym~trique (not6e ( , ) p o u r  
tout 19) qui d~pend de p de fa¢on ind~finiment diff~rentiable et dont la forme 
quadra t ique  correspondante (notre I ii) est d~finie positive. A la s t ructure  
r iemannienne de V on associe canoJliquement son t e n s e u r  de c o u r b u r e  qui 
est, pour  chaque p, une forme bilin~aire antisym~tl ' ique sur  T~ ~t valeurs  
duns les endomorphisme valeur  de cette forme sur la couple (X, ]7). La 
c o u r b u r e  de V d a n e  u n  s o u s - e s p a c e  ~ d e u x  d i m e n s i o n s  de T~, engendrd par 
deux vecteurs  orthogonaux non nuls X, Y de T~, est le scalaire 

~(/ ,  ~7)~_~ ~ (~! ~ / ~  r) x ,  y )  
x it i', Y :1' I 1  
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La variedtd V est dire ~ courbure constante si le scalaire k-- ,a(X,  Y) 
ne ddpend, ni de X, YeT~,,  ni de p e  V. Il est classique que, si k est stric- 
tement positif, la s t ructure r iemannienne de V e s t  alors localement isomorphe 

celle de la sphi~re de rayon k -(~/~)de l ' espace  euclidien R "~+~ (off m ddsigne 
la dimension de V et off la s t ructure  r iemannienne de la sphere considdrde 
est celle induite par le plongement):  si k est ndgatif on nul, on a u n  ~dsultat 
analogue, off la sphere est remplacde par l ' espace  euclidien ou un espace 
hyperbolique.  

Si l 'on  fixe X et Y, l ' appl ica t ion Z ~ - - ( R ( X ,  Y ) ~  Z)  est une forme 
quadrat ique  sur  T~,; la trace de cette forme quadrat ique,  par  rapport  '~ la 
norme ddfinie sur  T~ par la s t ructure  r iemannienne,  est, en vertu des relations 
classiques que satisfait  le tenseur  de eourbure,  une forme bilindaire symdtrique 
en X, ]7, appelde la courbure de Ricci de la s t ructure  r iemannienne considd. 
rde; on notera Ric (X, Y) sa valeur  sur  le couple (X, :Y). Si iX~! 
( i -  1, 2, ..., m) est un repute  orthonormd de T~, on aura  done:  

(2.1) Ric (X,, X , ) =  Z ~(X,, Xs). 

La varidtd riemannienne V e s t  dite une varidtd d' Einstein s' il existe un 
nombre r~.el k tel que l 'on  ait 

(2.2) Rie,(X, Y ) = k ( X ,  Y), quels que soient X, ]~eT~ et p ~ V .  

(on pourrai t  exiger  seulement  d ' avo i r  Ric (X, Y) -- k(p) (X, Y ~/, off p ~ k(p) 
est une fonction sur  V, mais il rdsulte alors elassiquement  des propridtes du 
tenseur  de courbure  que la fonction k est constante sur  Y). Une sphere de 
l ' e space  euclidien, dtant ~ courbure constante, est dvidemment d'EI:~SWEIN. 
Rdciproquement ,  si V e s t  d'EI~s~E:[N et de dimension 2 ou 3, elle est h 
courbure  constante:  c 'es t  dvident en dimension 2; en dimension 3, si 
IX, Y, Z! est un rep~re orthonormd quelconque,  on a d ' aprbs  les formules  
(~.1) et (~.~): 

~(x, r) + ~(x, z) = p(r, x )  + ~(r, z) = ~(z, x )  + ~(z, Y) = k 

d'ot~ •(X, Y ) -  k/2 L 'd tude  des varidtds d'EI~s~v,n~ ne prdsente done 
d ' intdr~t  q u ' e n  dimension supdrieure ou dgale ~ quatre.  

Une classe assez large de varidtds d'EI~s~EIN compactes s 'obt ient  de la 
faQon suivante (LICHI~EROwICZ : [4]) : soit V --  G/tt un espace homog~ne de 
groupes de LIE compacts  G e t  H, muni d' une s t ructure  r iemannienne prove- 
nant d ' u n e  s t ructure  r iemannienne bi invariante sur  G; le groupe H poss~de 
canoniquement  une reprdsentat ion H duns l ' espace  tangent en un point 
quelconque de V (reprdsentation qui peut  s ' ident i f ier  ~t la restrict ion de la 
reprdsentat ion adjointe de H au sous-espace  orthogonal de l 'alg~bre de LIE 
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de H d~ns l 'alg~br~ de LrE d,~ G. Si la reprdse~tation H est irrdductible, 
alors V e s t  el' Einstein avec k ~ O. En effet, la repr~fsentation /-I, laissant 
invariantes I~ forme quadra t ique  d~finie positive !I X!  ~ et la forme quadr~ti- 
que Ric (X. X), est r~ductible si ces deux formes ~l(utdratiques ne sont pas 
proport ionnel les;  le fai~ que k soit s t r ietement  positif  provient  de ee que V 
est h courbure  positive ,)u nulle ([1], p. 287). Duns eette classe, on trouve en 
part icul ier  tous les espaces r iemanniens  sym6triques G/H ~ G simple 
et compact.  

3. Le ~tas k~ihldrien. - Soit V une vari~t~ aualyt ique eomplexe;  J d~si 
gnera F endomorphisme de carr4 - - 1  de T(V) qui d~fiait la s t ructure  presque 
eomplexe de V. On salt ce qu ' i l  faut entendre par  forme ext~rieure ~ sur  V 
de type (p, q) (le degr~ de ~ est alors p -~-q) :  voir~ par  exemple, [5], p. 205. 
La diff~rentielle exter ieure  d~ de ~ est somme d' une forme de type 
( p +  1, q) 0"esp. (p, q +  1)) que l 'on note d'~ (resp. d"~). Lu condition pour 
qu 'une  forme ext6rieure ~ de degr~ deux soit de type (1, 1) est :  
~(X, ~)---~(JX, JY) qu~.ls que ~oient X, Y. Ou en ddduit que si une forme 
extdrieure r6elle ~ est de type (1, 1), l 'expres~ion ~(X, ] ' ) - -~(X,  J Y ) e s t  une 
forme bilin~aire r~elle sy~J~ilrique sur V, que F on note g~. Une forme ext~- 
r i e . r e  to sur  V est appel~e une forme de KXt~LEI¢ si elle v6rifie lea trois 
conditions ,~uivantes" a ) -  ¢o est ferrule, c ' es t  fi dire d¢o - -0 ;  b ) -  co est r~elle 
de type ( [ . d ) :  c ) -  la forme quadra t ique  que d~finit la forme bilin6aire 
sym~triqne ~,) est d6finie positive. On notera i ~ la norme de la "structure 
r iemannienne que dgfinit une forme de KAttI~ER (o, e ' es t  h dire que l ' on  
1)~se: : X:i~ -- (,)(X, JX). 

Da~s ] e c a s  k~thl6rien, b~ courbure  de RIccI se relie k la forme de 
K.~'I-ILER de la fa¢on suivante ([51, p. ")53 et [31, p. 78.79): sur  toute vari~t~ 
~'iemannieune V. en pent d~finir un 6t~ment de volume qui est une forme 
ex~Srieure 5. de (le~r6 6gal h ]a dimension m de V, en posant : 
~(X,  X., .... , X , , ) ~  (,let ( X ~ ,  Xi l ) )  ~ (i, j-----1, 2 .... , m). Dans le cas d ' u n e  
struct~lre r iemannienne asso(.i~e ~ une forme de KAttLER % eomme (X,  Y) 
: ¢ o ( X ,  JY).  en prenant une base orthonorm~e de la forme i X~, JX~, X~, 
JX~, . . . ,  X , ,  JX,~ (of~ n d6signe la dimension eomp]exe de Y), on volt que 
| '~l~ment de volume correspondant,  not~ ~((,)), vaut :  ~(¢o)-  (1/n!)to% Dana 
, h e  carte locale U de V, l' unique coefficient de ~(a)) eat une fonetion r6elle 
s t r ietement  positive sur U, not,~e ~(,))~: ce qui permet de d~finir sur  U la 
forme extt!rieure de type (l, 1): d'd"tog(~(~)v). Si U, U' sont deux cartes 
locales et j leur jacobien de passage dan.~ U ('l U'. on a ~(~o)~7, "-jf~(o))v, d'ofl  
l 'on  d~duit:  d'd" log (~(~o)~,) := d'd" hog (~(to)v) duns U ~ U', ce qui prouve que 
l 'on d6finit ainsi sur  I" toute enti~re une forme de type (1, 1) que l ' on  
notera d'd"log(~(o))) (par abus de langage puisque log(~(¢o))n 'est  pus une 
fonetion sur V). Si l 'ou  d~si~ne par  Rie (¢o) la eourbure  de R~coI de la 
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s t ruc tu re  r i e m a n n i e n n e  que d~[init  m. il se t rouve que l ' o n  a: 

(3.1) Ric (to) - -  - -  d'd" log (~(to)). 

On a ~v idemment  Ric (kto) - -  Ric ((,)) pour  tout  sca la i re  r(~el k ~ 0. L a  s t ruc tu re  
kah l~r ienne  d~finie par  (o sera d'EI~STEIN si Ric (co) --  k~o. 

Dans  [3], E. CALABI a mon t r~  que si ~o e ta) '  sont deux  formes de KAHLER 
cohomologues  sur  une  vari~t(i ana ly t ique  complexe compacte,  tel les que 
Ric (co)-" Rie (to'), alors on a ndcessa icement  ¢o--co ' .En modi f ian t  tr~s l~g~re- 
ment  sa d~monst ra t ion ,  on obtient,  pour  1' unici t~ des s t ruc tu res  d' EINSTEIN, le : 

TH]~O~ME 1. - Soit V une varidtd analytique complexe compacte et to, ~' 
deux formes de Kgihler sur V, telles que Ric (~) --  k~) et Ric (to') -" k ~,. Alors, 
il est impossible que k k ' < O ;  et si k < O  et k ' < O ,  c'est que to et ~' sont 
proportionnelles. 

En mul t ip l i an t  ¢o et to' r espec t ivement  par  t k i et I k ' ~ ,  on peut  visi- 
b lement  supposer  que l' on a Ric (~o) --  - -  ¢o et Ric (to') ~ -~- ¢o', d'  off, d' apr~s 
(3.1): to --  d'd" log (r~(o))) et to' --  =i= d'd" log (~(¢o')). Comme le quot ien t  ~(to)/~(~o') 
de deux  formes ext~r ieures  de degr~ ~gal ~ la d imens ion  de V e s t  une  fon- 
ct ion s t r i c t ement  posi t ive sur  V, on peut  poser  -~(~)!~(¢o')--e f, et on cst 
amend fi, consid~rer  to =t:: to' --  d'd"f. Supposons  d' abord que to -{- to' - -  d'd"f ; en 
unn_point de V oh la fonct ion f est max ima ,  la forme bil i~aire sffm~t~.ique 
d'd"f est semi -d~f in ie  n~gative, ce qui est  impossible  pu i sque  to ~ to' est 
d~finie positive. 

Supposons  m a i n t e n a n t  que t o - - t o ' =  d'd"f; ce qui montre  d ' a b o r d  que to 
et ~o' sont  cohomologues,  puis  to" et to'" d 'of i  fto =fto'.. Mais r~(to)/vt(to' ) - -  

v 
to~/to"' ~ el; done ] to'~(e f -  1) = 0. Supposons  la fonet ion f non eons t ammen t  

nu l ]e ;  elle a t t e in t  done son m a x i m u m ,  s t r i c tement  positif,  en un point  pour  
lequel  on a u r a  t o ~ >  to"~. Mais, d ' ap r~s  [3], p. 87, en un  point  off f est max ima ,  
on doit avoir  t o " - - t o " < - - 0 .  C 'es t  une con t rad ic t ion ;  done f est cons t ammen t  
nu l le  et 1' on a to- -~o ' ,  

4. Le cas  des var i~t~s  r i e m a n n i e n n e s  de d i m e n s i o n  quatre .  - Le th~or~me 
precedent  mont re  l 'un ic i t~ ,  sur  une vari~t4 ana ly t ique  complexe  compacte ,  
des s t ruc tu res  k~hl~r iennes  d'EINS~EII~ ~ coeff ic ients  n~igatifs. On peut  se 
d e m a n d e r  si une  tel le unici t~ subsiste ou non :  d ' u u e  part,  duns  le cas des 
coeff ic ients  positifs,  d ' a u t r e  part ,  dans  le c~ts des vari~t~s d i f f6rent iables  
compaetes  suppos~es seu lemeut  r i emann iennes .  :Nous donnerons  seu lemen t  une  
r~iponse ~ la deuxi~me questioIi,  dans  le eas tr~s pa r t i eu l i e r  su ivan t :  

TH]~OR~Mm 2. - Soit V une varidtd riemannienne compacte de dimension 
cluatre et telle que 1/4 < ~(X, Y) <_ 1, quels que soient X,  I~ ~ T(V). Alors, si 
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la structure r iemannienne de V est d 'Einste in ,  elle est & courbure constante. 

RE~IARQUES: 1)-- d 'apr~s [2], la condition sur la courbure entraine que 
le rev~tement universel de Vest une sphere, ce que ]a conclusion du thdor~me 
entraine aussi. 

2)-- la ddmonstration ci-dessous montre facilement que, dans le eas off 
l 'on  suppose seulement que 1/4_< ,a(X, Y ) ~  l, soit V est St courbure con. 
stante, soit V a une structure r iemannienne isomorphe, loealement, ~ celle, 
eanonique, de l 'espace projeetif complexe P~(C), de dimension complexe dgale 
St deux. 

3)-- los exemptes du n ° 2 montrent  que, avec 1' hypoth~se 
0 <_ ~(X, Y) ~ 1, tous les espaces h0mog~nes G/H St G compact et H irrd. 
ductible, sont d 'EI~sCE~.  

L ~ , ~ E  1. - Si  V est une varidtd d' Einste in  de dimension quatre, quelle 
que soil la base orthonormde IX, )~, Z, T ! ,  on a ~(X, Y)----,~(Z, T). 

On a en offer, d 'apr~s les formules (2.2) et (2.2): 

y) + z) + T) = k X) + e(Y, Z) + r) = k 

~(Z, X) z¢. ~(Z, Y) ~- ~(Z, T) -- k ~(T, X)  -}- ~(T, Y) + ~(T, Z) ---- k. 

Si l 'on  additionne les deux dgalitds de |a premiere ligne et que l 'on en 
soustrait celles de la deuxi~me ligne, on obtient: 

2•(X, Y ) -  2,a(Z, T ) =  0, ce qu ' i l  fallait ddmontrer. 

Dans ee qui suit, nous employons la notation classique: 

R ~ j k a - - ' - - ( R ( X i ,  Xj)X~.  Xa) .  lorsque {Xi, X~, X~, Xh} est un ensem. 
hie orthonormd; on posera aussi: ~(X~, Xi)---",-,ii. 

LE~ME 2. - Soil V une varidtd r iemannienne d' Einste in  de dimension 
quatre ; quel que soil p e V, il existe un  repute orthonormd i X~ , X ,  , Xa , X ,  ! de 
T~ tel que: 1 ) -  tous les R, ikh(i, j, k, h - - 1 ,  2, 3, 4) soient nuls  a l 'exception 
des suivants  : R~2~ -- Rs,s,, R~3~s -- R, ,~ ,  Rm4 --  t~2s ,  R~,,4, R,s~,, R,,,~ (qui 
doivent satisfaire la relation classique : R228, ~ l¢~s4a ~ R~,~8 --  O) ; 2) - -  on nit 

Soit P c T~ un sous-espace vectoriel de dimension deux de T~ tel que 
la courbure de V darts P soil max~ima pour l 'ensemble des sous-espaces 
vectoriels de dimension deux de T~. Soil po l 'orthogonal de P duns T~,; 
choisissons X ~ e P ,  X ~ e P  o tel ,  que ~(X~, X ~ ) < ~ ( X ,  Y) quels que soient 
X e P  et Y e P  °. Compldtons :X~, X~; en un rep~reo r thonormd  iX~. X~, Xa, 
X~! tel que X ~  P et X, e po. Puisque ~(X, Y ) ~  ~(X~, X~) quels que soient 
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X ,  Y e T p ,  on a en pa r t i cu l i e r :  ~(X, Xs)~--p(X~, X~) quel  que soit X ~ T ~ ,  
c ' e s t  h di re  que p~s est une  va leur  m a x i m a  pour  la forme q u a d r a t i q u e  
p(X, Xa) en X;  on a alors e l a s s iquemen t :  Ra~a~ - -  R~,~ --  0. De mOme: R ~  =: 
R ~  ---- 0. ~a i s ,  d ' ap r~s  le l emme 1, la courbure  dans  pc ,  engendr~ par  X~ 
et X~, est aussi  m a x i m a ;  on a done aussi  : R ~  --  R ~ a  ~ / ~ 2 ~  - " / ~  --  0. 
C o m m e ,  par  cons t ruc t ion :  ~(X~, X ~ ) ~ ( X ,  Y) quels  que soient  X e P  et 
YeP~,  en pa r t i cu l i e r :  ~(X, X ~ ) ~ ( X ~ ,  X~) quel que soit X e P  o, d 'of i  l ' o n  
d~iduit: R~,~ ---" 0, et, de m6me:  R=~ ---- 0. Comme; d' aprils le l emme 1: ~,~ --  ~ , ,  
on a de me, me:  R ~ - -  R~s~--  0, ce qui  ach~ve la d~mons t ra t ion  du  1) du  
lemme. 

Expr imons  m a i n t e n a n t  que ~(X, Y) ~ ~(X~, X~) quels  que soient  X, Y e  T~, 
s0us la  f o r m e :  ~(ax~ Jr- bX~, cX~ + dX~) ~_ ~ quels  que soient  a. 'b, c, d. 
Un calcul  direct ,  compte tenu  de la conclus ion  1 ) d u  lemme,  mont re  que 
l ' in~gal i t~  c i -dessus  ne pea t  ~ r e  sat isfa i te  q u e s i  l ' o n  a : l R m ~ - - R ~ s ~ i  

~s  ~ p~.  On obtient ,  de m6me, les au t res  in~galit(is, en e x p r i m a n t  q u e T  on 
doit  avoir  : ~(aX~ q-- bX~, cX~ + dX~) ~ ~ et ~(aX~ q- bX~, cX~ q- dXs) ~ ~ .  

D]~)~rO~STR£TIOX OV TtIt~OR~E 2. - Etle repose sur  la f o r m u | e  (6.8) de [4], 
p. 10, qui  a f f i rme  que, si i X~} ( i - - 1 ,  2, 3, 4) est un rep~re or thonorm~ de 
T~, et K(p) l a f l onc t ion  sur  V d~finie pa r :  

K - -  Z 
i ,  j :  k ,  h,  l,  m 

(-- R~]h R~m,~Rjmm -]- R~iha Rkm~ R~q -F- 2 R~kih R~,,, Rk~,~) 

(i, j ,  k, h, l, m - - I ,  2, 3, 4) ,  

on a fK~ ~ O. Le th~ior6me r6sul tera  bien de cet te  condi t ion  sur  K si nous  
v 

mont rons  que, sous les hypoth6ses  du th~or6me, on a K(p)>  0 quel  que soit 
p e V e t  que K(d) --  0 en t ra ine  que la eourbure  au  point  p est eonstante .  

Uti i isons,  au  point  p, le rep6re or thonormd i Xii( i  = 1, 2, 3, 4) den t  
l ' e x i s t e n c e  et les propri~t~s sent  assur~es par  le l emme 2. Si l ' o n  pose:  
~12 - -  a, ~3 ~ b, p14 - -  c, RI~3~ ---- a, R1s4~ - -  ~, R142a --  y ,  un  caleul  d i rec t  mont re  
q u e .  

(~4.1) K / 8  = a (b  - -  c) 2 + b(c-:, a) 2 + c ( a  - -  b) 2 + a~(b + c - -  2a) + ~V(c q- a - -  2b) + ... 

... + 7~(a + b -- 2c) -- 6a~y --  6bya --  6c~ .  

Uti l i san t  les in~galit~s 2) du  l emme 2, on t rouve :  

R/16 ~ a~(b q- o - -  a) q- ~(c  q- a - -  b) q- y~(a q- b - -  c) - -  4a~7 - -  4bya - 4c=~. 

Comme a + ~ + 7 --  0. on peut  r emplace r  ~ pa r  - -  (:¢ + "l) et l 'on  obt ien t .  

K/96 ~__ ay 2 ~ ca 2 ~- (a -4:- c --  b):ty 
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forme quad ra t i que  en (a, ?) den t  le d i s c r iminan t  est h --  (a - -  c) 2 q- b" -- 2b(a ~ c). 
Sous les hypotheses  du th4or~me, on a 5 ~ 0. En  effet,  on peut  6crire 

"- (b - -  (a ~t~ -k c~/~)2)(b - -  (c ~/2 - am)~) ; m a i s  on a:  1/4 ~ a ~--c ~ , b  ~_ 1. d ' o h  
l 'on d~dui t :  b ~/2 ~ a ~]~ ~- c~/2 et b~ ~2 - -  c m q- a~/2 ~ b~/• - -  c ~ / ~  0, ee qui  en t r a tne  
bien , 5< :0 .  On a done tou jours  K ~ 0  et K----0 en t ra lne  a - - ' f - - 0 .  De la 
fo rmule  (6.8) de [4], on d~dui t  done que l ' o n  dolt a~oir  a - - - -~ , - -0  en tout  
point  de V (et auss i  ~ --- 0). l~Iais de la va leu r  de K fourn ie  pa r  la  fo rmule  
(4.1), on d~duit  aussi  la n~cessit~ d ' a v o i r  a - -  b - -  c --  k/3 (off k est la con- 
s t ,  nte d' E~NS~EIN) en tout  point  de V. I1 en rdsulte que ~(X, Y ) ) - - - k , 3  quels 
que soient X .  Y e T(V) ; car  le ca leul  direct  de o(aX~ -}- bX~ -}- cX~ -b dX4 , 
a'X~ -b b'X2 -b dXa -b d'X,),  eompte  t enu  de ce que  les seules  va leurs  non  nul les  
des R~i~a sent  les Ri#t  qui  sent  tous ~gaux, condui t  /~ la va l eu r  k/3, ind~ipen. 
dan te  des a, b, c, d, a', b', c', d ' .  
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