
Un'osservaz ione  sulle direzioni inflessionali d ' u n a  
t rasformazione Cremoniana  t ra  due piani. 

Memoria di EUGn~IO G. TOGLIATTI, (a Geneva). 

A Enrico Bompiani in occasione del suo Giubileo scientifico. 

Sunto. - Si dd una costruzione geometrica delle direzioni inflessionali d'una trasformazione 
Crentoniana tra piani (o tra spazi a tre dimensioni). 

Data  t ra  due p iani  7:, 7:' u n a  t ras formazione  b iun ivoea  T ehe, n e l l ' i n t o r n o  
di due punt i  omologhi  O, O' sia anal i t iea ,  e col Jacob iano  non hullo,  ~ noto 
t h e  esistono in genera, le i re  re t te  a, b, c uscent i  da  O e t re  re t te  a', b', c' 
uscent i  da 0' ta l l  ehe ogni  ramo l inea re  di 7: aven te  in 0 un  flesso con la 
t a nge n t e  a (o b, o c) vien mu ta t e  da  T in un  ramo ] ineare  avente  in 0' u n  
flesso con la t angen te  ce' (o r i spe t t ivamen te  b', o c'); tall  re t te  danno  Ie dire- 

z ioni  in f l ess ional i  useent i  da  0 e da O' (1). Esc lud iamo che ne l la  coppia  O, 
O' eons ide ra ta  esse siano inde te rmina te .  

Cib vale, in par t icolare ,  quando  T b u n a  t ras formaz ione  Cremoniana ,  
che suppor remo d ' o r d i n e  n > 1; in tal caso la eost ruzione di quel le  re t te  si 
pub fare nel modo seguente  (~). Dic iamo q) la rete  omalo id ica  di r: che cor- 
r i sponde  in T alle re t te  di r:'. Alle re t te  di rd useent i  da  O' cor r i spondono 
in r: le curve  C ~ d ' u n  fascio f, con tenu to  in (I), ed avente  in 0 un punto  
base  sempl ice  o rd ina r io ;  le coniehe  polar i  di 0 stesso r i spet to  alle curve  di 
f f o r m e r a n n o  esse pure  u a  fascio avente  in 0 un  punto  base sempl ice  ordi .  
na r io ;  se A, B, C sono gli a l t r i  t re pun t i  base di questo fascio di coniche,  
in questo sono con tenu te  le tre coniche spezzate OA, B C ;  OB, CA;  OC, A B ;  

le curve  di f di cui esse son eoniche polar i  hanno  in 0 un flesso con le 
t angen t i  r i spe t t ive  OA, OB, OC; sono d u n q u e  queste  le ret te  a, b, c r ichies te ;  
le re t te  a', b ~, c' son quel le  che cor r i spondono in n' alle tre curve  anzidet te  
di fi 

Q 

(i) O. BORUVKA, Sur les correspondances anatytiques entre deux plans projectifs~ Publica. 
tiens de la :facultd des sciences de l'universitd Masaryk, n ° 72, 1926, 14. 

(2) M. VILLA, Ricerche loeali sulle trasformazioni Cremoniane~ Mere. Ace. Bologna, (10) 
1~ 16 gennaio 19~:~ nora (Q. 
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La costruzione precedente  si pub modificare alquanto, in modo da otte. 
nere di re t tamente  le rette a, b~ c. 

Siano infatti  ~', ~" due curve di (I) passanti  per  O, e tangenti  in O 
r ispet t ivamente a due rette diverse r', r". Le due curve ~ ' -~  r", ~"--~ r '  defi- 
niscono an  fascio g di C ~+1, aventi  nei punti  base di (I) le stesse multipliciti~ 
che vi hanno le curve di (I), ed aventi  in O un punto doppio con le tangenti  
fisse r '  ed r". Esisterh allora in g una curva avente in 0 un punto tr iplo;  
le sue tre tangenti  in 0 sono le rette inflessionali ct, b, c. Infatti ,  si consideri 
il fascio delle c u b i c h e  polari di O rispetto alle curve di g; esso b definito 
dalle cubiche polari di O rispetto alle curve ¢p'-~ r", ~"-{-r', le quali si 
spezzano r ispet t ivamente  in r" (od r') insieme con la conica polare di O 
rispetto a ~' (o ¢~"); percib il fascio di quelle cubiche polari ha come punti  
base, diversi  da 0 (che ne assorbe sei), i tre punt i  A, B, C del ragionamento 
di prima. D' altra par te  la cubica polare di O rispetto alla Cn+ 1 d i g  che ha in 
O un punto triplo si compone delle tre tangenti  in O a detta eurva, le quali  
per tanto eoincideranno con le retie OA, OB, OC. 

I1 r isultato ~ indipendente  dalla scelta di ~' e ~"; ad i l lustrare maggior- 
mente  questa  circostanza, si osservi che hel lo  spazio S,~+~, ad n ~ 1 dimen. 
sioni~ i cui punti  rappresentano l inearmente  le Cn+ ~ aventi le stesse multi- 
plicit~ delle curve di ¢P ed aventi  inoltre in O un punto doppi% le curve spez- 
zate  in nna curva di qb ed in una retta r passanti  per 0 si rappresentano 
col punti  d~una quadrica ordinaria, s i tuata in un S~ avente un sol punto 
comune con 1'S~_2 i cui punti  rappresentano invece le C'+ ~ con le stesse 
multiplicit~ delle curve di (I) ed aventi  inoltre in 0 un punto triplo; tale 
punto r isul ta  allineato con tutte le coppie di punti  della quadrica immagini 
di curve come le ¢p'-~ r", ~"-F-r '  di cui sopra. 

Applichiamo la costruzione esposta al caso in cui T sia una trasforma- 
zione monoidale di ordine n;  (I) avrfi allora un punto base A di multiplicit~t 
n - - 1  ed inoltre 2 ( n -  1) punti  base semplici  A~. Prendiamo come curva ~' 
quel la  spezzata nella curva fondamentale  C "-~ di • e nella tetra OA; la 
re t ta  r" sia uu ' a l t r a  ret ta  uscente da O. La ret ta  r' coineider~ con OA, e si 
staccheri~ quindi dalle curve del fascio g come parte  fissa. I1 faseio residuo 
g', di ordine n, riesee cosi definito da due curve, una delle quali, la ~" 
(tangente in O ad r"), ha in A la multipliciti~ n - - 1 ,  mentre l~altra~ cost i tui ta  
da r" con la C "-~ fondamentale  di (I), ha in A la stessa multiplicith n - - 2  
di detta C ~-~ fondamentale  e con le stesse tangenti ;  quest~ultima circostanza 
si verif icherh dunque  per tutte le curve del faseio g' diverse dalla ¢~". Ed 
allora la curva di g avente in 0 un punto triplo si spezzerh nella retta OA 
ed in una C ~ con O doppio, le cui tangenti  in 0 saranno, insieme con OA, 
le rette inflessionali  a, b~ ~. Giova osservare che le condizioni di avere in A 
la multiplieith n -  2 con n - - 2  tangenti  asseguate (le stesse della C '~-~ fon- 
damentale  di (I)), di passare per i punt i  Ai e di avere in O un punto doppio, 
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i nd iv iduano  u n a  C% d~aecordo eol fa t to  che il r i su l t a to  de l la  8os t ruz ione  
non  d ipende  dal la  scel ta  di ~0' e ~" .  D u n q u e  le r e t t e  in f less iona l i  di T sono 
ore  la t e t r a  OA e le due  t angen t i  in 0 a que l l a  C n con 0 doppio,  che  ha  in 
A l a  s tessa multiplicit i~ e le stesse t angen t i  del la  C ~-~ f o n d a m e n t a l e  di (I) 
e che passa  per  i pun t i  A~; si r i t r ova  eiob la cos t ru~ione  a cui  E. ] 3 o ~ P ~  
era  p e r v e n u t o  con un  calcolo (s). La  cos t ruz ione  si app l i ca  anch8  pe r  n----2.  

]~ noto (~} che  anche  in una  re te  di c u rv e  p iano  quals ias i ,  vi sono t re  
c u r v e  aven t i  un  f lesso in un  p u n i c  gene r i co  0 del  p i a n o ;  le t re  t angen t i  di 
f lesso r e l a t i ve  si possono avere  con le cos t ruz ion i  suesposte .  

Ana l i t i c amen te ,  se la ro te  c o n s i d e r a t a  (omaloidica  o no) ~ de f in i t a  dal le  
t re  cu rve  : 

(1) • ~ l~) ~ - ~  0(~)~ ~-~ ... 0~) ~ =-- a(')x~ + O~ '~  + ~ ~ + + = 0 ,  ( i - - l ,  2, 3) 

o re  le 0~ .~) sono fo rme  di x~, x~ di grado j, l ' e q u a z i o n e  compless iva  del le  
r e t t e  a, b, c ~ : 

(2) I 07 ) ) t = o ;  

al la  qua le  si p e r v i e n e  sia t r a d u c e n d o  passo passo a n a l i t i c a m e n t e  la costru-  
zion8 qui  esposta,  sia, pifi in breve,  c o n s i d e r a n d o  u n a  r e t t a  u scen te  da As,  
luogo qu ind i  del pun to  (t, mr, 1) al v a r i a r e  di t, e d e t e r m i n a n d o  poi m in 
modo c h e l a  r e t t a  faec ia  pa r t e  de l la  con ica  polare  di As r i spe t to  a q u a l c h e  
c u r v a  de l la  rote.  

P e r  un  s i s t ema  l i nea re  ~ s  di i p e r s u p e r f i c i e  d ' o r d i n e  n in uno spazio 
S~, le 2 ~ 1 re t t e  in f less iona l i  uscen t i  da un  pun to  gene r i co  0 si o t t engono  
con g iungendo  O ai 2 ~ 1 pun t i  base, d ivers i  da 0 stesso, del  s i s tema l i nea re  
~ - ~  del le  q u a d r i c h e  po la r i  di O r i spe t to  al le  i p e r s u p e r f i c i e  del  s i s t ema  

(3} E. BO~PIA~I~ S~r les directions inflexionnetles d~une transformation de De-JonquiSres, 
Bull. ~_ead. Roum, 26~ 1946, pp. 1-3. 

(4) Questa proprlet~ ~ note da tempo sotto quest'ultra forma: Se 0 ~ un punto base 
semplice ed ordinario d'un fascio di U ~ plane, vi sono nel fascio, in generale, tre curve 
aventi in 0 un flesso; S. I~ANTOR la dimostra per n----3 (ma il sue ragionamento vale in 
generale) considerando la C 4 generate dal dato fascio di C a quando esso venga riforito 
(proiettivamente) al faseio delle tangenti in 0, C 4 ehe ha in 0 un punto triple. (Ueber ge~visse 
Curvenbi£schel dritter und vierter Ordnung,. Wien Sit~ungsber u I, 79, 1879~ p. 787). Sullo 
stesso argomento si veda anehe: a) l~ DOEtILEMANN~ Ueber die ~lgchen, die sich dutch 
eindeutig au/einander bezogene Strahlenbiindel erzeugen lassen, Diss. Miinchen~ 1889, p. 34; 
Ueber lineare Systeme in der Ebene und im Raum und i~ber deren Jacobi' sche Kurve 
beziehungsweise Jacobi'sche Fl~che. Math. Ann., 41, 189~, pp. 5~4-570, n. 6) a p. 550; b) G-. 
B. GUCCIA, Ricerche s~i sistemi lineari di curve algebriche piane~ dotati di singolarit~ ordi. 
narie, l~end. Palermo, 9, 1894, pp. 1-64~ teor. XXXVII I  a p. 6. 
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passanti  per  0. L ' a l t r a  costruzione si presenta  meno semplice;  acl es. per 
r ~ 3 essa ~ la Seguente. Si prendano nel dato sistema l ineare ~o 8 tre super- 
ficie ~', ~", ~" pass anti per  0 ed aventi  in 0 tre piani tangenti  ~', rJ', r~"' 
diversi  e non formanti  fascio. Le tre superf icie  ~' -~ ~" ~- ~'", ~" 4z ~'" ~ ~', 
~0"'-~--~'-~ ~" definiscono una rete avente in 0 un punto base triplo col cono 
tangente fisso ~ ' ~ - ~ " ~  r~"'; nella rete vi sara quindi un fascio f di super- 
ficie aventi  0 come punto quadruplo ;  il faseio dei coni quart iei  di vertice 
0 tangenti  in 0 a qt~este 001 superficie possiede 16 rette base, tre delle 
quali  sono le rette comuni ai ire piani ~', ~", ="' presi a due a due (pereh~ 
queste 3 rette stanno su tutte le superficie della rete Considerata), mentre  
altre sei sono le tre eoppie di tangeuti  prineipali  di ~o', ~", ~" nel punto 0 
(in quanto c iaseuna di queste  ha ineontro 5-punto  in 0 con tutte le super- 
fieie della fete, e quindi anche con quelle d e l  fascio f);  le r imanenti  sette 
sono le rette inflessionali  cereate, come si pub eontrollare ad es. con un fa- 
cile ealcolo: definendo il s is tema lineare oo ~ con quat t ro  forme analoghe 
alle (t), tali sette rette son quelle che annullano la matrice (2), la quale ha 
ora 4 linee. 


