Sopra gli scorrimenti proiettivi.

di P. Marcus (a Iassy, Romania)

A Ewnrico Bompiani in occasione del suo Giubileo scientifico

Sunte. - In questo lavoro diamo senza dimostrazioni (1) alewni risultali di geomeiria
proietiiva differenziale dovuti alla nozione di scorrimento proiettivo che si deve ol Bor-
TOLOTTI. 8i giunge a questi, dando una nuova caraiterizzazione di questa nozione,
cio che permetle a determinare tutie le superficie che ammettono scorrimenti proiettivi
in 8é. Caso particolare di gueste sono quelle le cui linee di Darpoux di un sistema
sono pangeodetiche di FUBINI ¢ che percid corrispondono ad wun problema di
E. BoMPIANIL Si pone poi sotto una wnwova Imce risultati recenti di IANGENBERG sulle
superficie che ammettono ot collineazioni in sé.

L 1. E beu noto che secondo BraNcHI [1], un movimento infinitesimo
Xf dello spazio S, & wuno scorrimento, quando esso imprima a tutti punti
spostamenti infinitesimi d’egunale ampiezza. La condizione mnecessaria e
snfficiente affinché un wmovimento infinitesimo X[ sia uno scorrimento é
- che le traiettorie del gruppo ad un parametro G,=[Xf] da esso generato,
siano linee geodetiche dello spaszio.

Questa nozione metrica & stata estesa dal BorroLorrI (2] ad un S; proiet-
fivo con la seguente definizione. Si chiama scorrimento proiettivo di una
superficie 3 in sé, una deformaszione proiettiva, per lo quale tutti i punii
di & scorramo di tratti infinitesimi di eguale lunghezza proiettiva, cioé

eguali nella metrica definita dal elemento lineare proiettivo -:if di FUBINI.
2

La condizione necessaria e sufficiente perché una deformazione proiettiva
di una supérficie in sé sia wno scorrimento proiettivo é che le sue
traiettorie siano pangeodetiche [2].

Notando con

n 2 = x -+ (24, + 2Bxv),

la pitt generale deformazione infinitesima di & in s®, ove ¢ indica una

(Y) Lie dimostrazioni verranno pubblicate prossimamente nella «Studii si cercetars
stitntifice ». Academia R.P.R., Filiale Tasi, anul XTI, 1961, fasc. 1.
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costante infinitesima le cui potenze superiori alla prima vengono trascurate,

Loy = 0,2, + Pry, + pur,

2) (0 = log Py),
Lpp = Yy + Oy, + P22y

il sistema canonico di FuBINI soddisfatto dalle coordinate x, e

du dv
®) 453

le traiettorie della deformazione infinitesima, allora secondo BORTOLOTTI
[2], il sistema

4,= B, =0,

" A, = — By = A — B
( 3

B 4 284,4°B — 2y AB — v, B* =0,
con

Ay =A4,+ 49,; 4.=4,; B.= B, + B0,
(3)

by = (log By®),; 2 =(og B )u,

sono le condizioni affinche la deformazione proiettiva (1) di & in sé, sia uno
scorrimento proiettivo.

Osservando che (4;) ¢ identicamente soddisfatta per ¢, = ¢, = 0, BorTo-
1oTTI deduce [2] pag. 111, il seguente risultato:

Le superficie di coincidenza sono caratterizzate da cido che ogni deforma-
gione proieltiva di una tale superficie in sé, é uno scorrimento proiettivo.

Sorge allora il problema dell’ esistenza di alire superficie, olire quelle
di coincidenza, che ammettono scorrimenti proiettivi in sé. Secondo la
definizione di BorroroTTi, se tali superficie esistono, queste oltre ad
ammettere deformazioni proiettive in &, dovranno anche verificare le condi-
zioni (4) del BorroLorT. Come & mnoto le superficie che ammettono defor-
mazioni proiettive in sé sono state determinate da FuBINI-CEcH [3] ed un
loro elenco si trova nel secondo tomo di 3] pag. 389-456.

Basta perd osservare le espressioni di §, vy delle superficie di specie
Biti=1, 2 .. 6) che ammettono o' deformazioni proiettive in se, per
desistere a risolvere il problema in questo modo.
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2. Uno degli scopi di questo lavoro & appunto quello di risolvere questo
problema. A c¢id siamo giunti dopo aver approfondito un po’ il bel risaltato
di BorrororTl, trovando wun’altra caratterizzazione della nozione di scorri-

mento proiettivo di superficie in s& e che facilita moltissimo la risoluzione
del problema.

Infatti possiamo dimostrare il seguente

TEOREMA. ~ La condizione necessaria e sufficiente perché wna deforma-
zione proieltiva di una superficie in sé sia uno scorrimento proiettivo, é che le
sue traietiorie appartengono ad una congruensa W.

Questo teorema oltre a risolvere il problema postoci, permette a com-
pletare i risultati di BorronoTIl e di porre sotio un altra luce alcuni
risultati di BORUVEA [4] ed in special’ modo risultati recenti di
W. LINGENBERG ([D]. Faremo anche vedere i legami fra qualcuno di questi
e un risultato pitt vecchio di H. BoMPIANTI [6].

3. - Superficie che ammettono scorrimenti proiettivi in se.

Supponiamo che una superficie & ammette una deformazione proiettiva
in s& con un gruppo ad un parametro. Adoperando la normalizzazione di
WILOZYNSKI, potremo scegliere i parametri #, v, tali da rendere

(6) 4A=B=1,
dopo di che si avra per B, vy, il sistema
K Bo + By = 0,

Tenendo conto del nostro teorema, risulta che la deformazione proiettiva
di & in s® & uno scorrimento proietfivo se

(8) ﬁv = Y-

Il problema di determinare futte le superficie con oo' deformazioni
proiettivi in sé e che ammettono scorrimenti proiettivi si risolve adesso
senza -difficolta. Basta verificare quali sono le superficie B,(¢ =1, 2 ...6) che

soddisfano (8). In questo modo si trovano tutte le superficie cercate e
che sono:

SPrCIE B,

2z

Le superficie del n°® 5 con (9) F =ke” — % +k, c=u—u)
(k, k., costante).

Annali di Matematica
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SPECIE B,

Tutte le superficie dal ne 9.

SPECIE B,

Le superficie dal n® 12 con
(10) a==1; e=—1

Tutte le superficie del n° 13.
Lie superficie del n° 18 con

(11) a==1; g =1.

Tutte le superficie del n° 23,

Tra le classi di specie B,, B;, By, non esistono superficie che ammetiono
scorrimenti proiettivi.

4. - Superficie con oo’ deformazioni proiettivi in sé.

Si pud dimostrare che queste superficie, determinate in [3] pag. 390-393,
non ammettono scorrimenti proiettivi. Abbiamo dunque il seguente risaltato.

Le superficie con oc* deformazioni proieltivi in sé, non ammettono scor-
rimenti proieftivi. Questo risultato non osservato da Borrororr: da wuna
seconda- analogia con la noziome metfrica di scorrimento, che Braxcmr [1]
aveva definito soltanto per un Gy._

5. - Superficie di coincidenza.

Queste superficie sono considerate da FuBiNI-CeEOH [3] come ammet:-
tendo oo® deformazioni proiettivi in se. Percid esse non possono ammettere
degli scorrimenti proiettivi. Esse ammeftono perd un gruppo di deformazioni
proiettivi in 88 con un parametro e come tali ammettono degli scorrimenti
proiettivi.

Ma a differenza del risultato del BoRTOLOTTI (2], non tutie le superficie
di  coincidenze ammettono scorrimenti proiettivi. Infatti noi dimostriamo
il seguente

TrOREMA. - Soltanto le superficie di coincidenza che non sono wminime
proiellive, ammetiono scorrimenti proiettivi.

Chiamando scorrimento omografico di wuna superficie in sé, una ira-
sformazione proiettiva di una superficie in sé, per la quale i punti della
superficie scorrano di fratli infinitesimi eguali nella metrica definita dall’ ele-
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mento lineare proieltivo della superficie, possiamo completare il teorema
precedente con il seguenfe risultato.

Le superficie di coincidenza minime proiettive wmmellono sollanto
scorrimenti omografici in sé. In fine da (7) e (B) risulta che le superficie
che ammefttono scorrimenti proiettivi, sono superficie T.E. (di TERRACINI-
CARTAN) [7] e percid le tangenti alle traiettorie ed alle loro coniugate
generano congruenze di rete proiettivamente applicabili di seconda specie.

Y

II. 6. - Superficie eon oo' collineazioni in sé.

In una nota del 1929 O. BORUVEA [4] studia il caso delle superficie
proiettivamente deformabili e ammettendo oo’ collineazioni in seé. Recente-
mente W. LINGENBERG [5] studia ampiamente il caso delle superficie con
un gruppo ad un parametro di collineazioni in sé, chiamandole superficie I
Cosl come osserva LINGENRERG, le pit importanti superficie II sono quelle
le cui traiettorie sono delle curve piane e che sono chiamate da questo
autore, superficie A.P.R. (Allgemeine Proijektivortationsflichen).

Nel citato lavoro del LINGENBERG, un ruolo importante ha 1’espressione

12 f:@-—-—-—v

i

Heco qualche teorema pitt importante del LINGENBERG.

L. Le iraiellorie del gruppo ad un parametro di wuna superficie 11

sono allora e soltanto allora piane, se si pud realizzare per la superficie
I' = k(k = cost.).

2. Le superficie A. P. R. sono le superficie Il per le quali le lrasformate
di LAPLACE di esse nel senso delle iraietiorie e le loro coniugale,
degenerano.

Per le superficie notate da Suss P.R. (Projektivrotationsfliichen) e che
LINGENBERG caratterizza con

(18) F=g~-yvy=0
si da il

TEOREMA. - Per le superficie P. R. e soltanto per queste, i piani
canonici formano un fascio ed i punti canonici sono allinealti.

A tutti questi risultati di LINGENBERG si possono dare delle interpre-
tazioni geometriche che crediamo assai interessanti, utilizzando la nozione
di scorrimento proieftivo con la caratterizzazione data piti sopra. All’ nopo
dimostriamo anzitutto il
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TEOREMA. - La condizione mnecessaria e sufficiente perché una deforma-
zione proietliva di una superficie in sé sia uno scorrimento proieitivo, &
che (MY =B -4y =1Fk (k= cost.).

Una prima osservazione. Questo teorema ci dice che basta una opera-
zione algebrica per determinare le superficie che ammettono scorrimenti
proiettivi in sé.

Seconda osservazione. Questo teorema ¢ valido anche nel caso degli
scorrimenti omografici. Questa ci permette di dimostrare il seguente

TrOREMA. - La superficie 11 con B -+ y = k(k = cost.). e soltanto queste
ammetlono scorrimenti omografici, cioé le lraieltorie sono pangeodetiche.

Poi faccio vedere che in questo caso le traiettorie sono curve piane
dimostrando il

TEOREMA. - Se una superficie Il ammette wuno scorrimento omografico,
allora e soltanto allora, le traietiorie sono piane.

La dimostrazione si fa osservando che se B4y =1Fk (k= cost) allora
le traiettorie sono linee proiettive di B. SEGRE. Essendo anche pangeodetiche
esse sono piane e linee coniche. Conseguentemente abbiamo il

TEOREMA. - Le superficie 11 che ammettono scorrimenti owmogrofici e
soltanto queste, sono superficie A. P. E.

Osservando che in questo caso le traiettorie sono piane e linee coniche
ed appartengono ad una congruenza W, risulta che la rete du®*— dev®* =0 &
isotermo-coniugata. Per un risultato di MARroUs [8] segue che anche le curve
du 4+ dv=0 sono piane e linee coniche. Percid la rete & una rete di

Kogexigs. Cid che spiega il secondo teorema di LINGENBERG.

Nel caso delle superficie P.R., cio¢ se B4 y=0, si osserva che le
linee canoniche

(14) by — Godv = 0

coincidono con le linee du --dv=0. Visto che le superficie P.R. sono
delle particolari superficie A.P.R., risulta che le linee du 4-dv=0 sono
cosi come abbiamo visto, linee piane e linee coniche, e percid i piani cano-
nici delle superficie P. R. formano un fascio.

Noi dimostriamo poi i risultati seguenti:

(*) 17 espressione I' di LiNGENBERG diventa nelle nostre notazioni [==f 47, perchd
seguendo FUBINI-ORCH consideriamo 8:==f{u —v), v = 17(w—r) mentre mnel lavoro di
LININBERG B==§(u +v); v ="Y(u -+ v).
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1. Se le traiettorie di uno scorrimento proieilivo sono piane, lo scorri-
mento & omografico.

2. Se le lraiettorie di un gruppo G, di deformazioni proiettive di
wna superficie in sé, sono linee proiettive, le deformmazioni sono delle
collineazioni.

3. Le superficie 11 isotermo-asinlotiche le cui traietiorie sono linee proiel-
tive, sono superficie minime proieitive.

4. Se i piani cononici di una superficie con oo' deformagioni proietlive
in sé formano un fascio e le linee canoniche sono coniugale con le fraietlorie,
allora la superficie ¢ di tipo P. R.

5. Se le linee coniugate con le troieftorie di uno scorrimento proiettivo
di una superficie che non é di coincidenza stanno in un fascio di piani, lo
scorrémento ¢ omografico e la superficie é di specie P. R.

7. Qualcuno di questi risultati possono essere considerati anche da un
altro punto di vista. Abbiamo dimostrato che I'=8 4y =k (k = cost.) carat-
terizza gli scorrimenti proiettivi. Nel caso k=0, ciod B~y =0, le traiet-
torie godono di un altra proprieta. Infatti, osservando che per le traiettorie
si ha du = dv. risulta che

(15) Bdu® + ydv® = dul® 4+ v) =0

Dunqgue le traiettorie dello scorrimento proiettivo sono linee di DarBoUX.
Ma esse sono anche pangeodetiche. Percid abbiamo il seguente

TEOREMA. - I = B+ v =0, caralterizza le superficie che ammetiono
scorrimenti proiettivi le cui {raiellorie sono nello stesso lempo linee pangeodeti-
che di FUBINT e linee di DARBOUX.

Questo teorema ci collega ad un risultato pit veechio di E. BOMPIANI.
Infatti in nna Memoria del 1926, E. BoMPIANI [6] si occupa del problema
del comportamento delle linee di DARBOUX rispetto a !’equazione delle
pangeodetiche di una superficie, dimostrando il

TrorEMA. - La condizione necessaria e sufficienle, affinché un sistema

di linee di DARBOUX sia cosfiluita da pangeodetiche, ¢ che le linee canoniche
costituiscono il sistema di SEGRE coniugalo al precedendte.

Olire le superficie di coincidenza non si danno in [6] esempi di super-
ficie avendo un sistema di linee di DARBOUX che siano pangeodetiche. Nel
nostro caso si possono dare esempi di tali superficie. Esse sono casi parti-
colari delle superficie che ammettono scorrimenti proiettivi. Cosi noi abbiamo
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SPECIE B,

Le superficie dal n® 5 con

(16) F =k — =7 (k, = cost.)

SPECIE B,

Le superficie dal n® 9 con &=0.

SPECIE B,
Le superficie dal n° 12 con
(17) a* =1
Tutte le superficie n°® 13 e 23.

8. Rilornando di nuovo alle superficie II, e tenendo conto della inter-
pretazione data alla espressione I' =81y =0, possiamo caratterizzare le
superficie P.R. anche in questo modo:

Le superficie 11 che ammetlono scorrimenti omografici le iraiettorie
di cui sono delle linee di DARBOUX e sollanio questo, sono superfi-
cie P. R.

Questo risultato, ed il teorema sopracitato del BOMPIANT, spiegano
meglio il teorema di LIN¢ENBER& sulle superficie P.R.
Le superficie P. R. sono determinate da

f=—v=r0—0v)
(18) 32
L=M= —%—q)»—-C,

con o fanzione arbitraria di w —v e C costante arbitraria, essendo L, M
le ben note espressioni della teoria delle superficie [3].

In fine vogliamo ancora menzionare che sia nel lavoro di Suss [9] che
nel lavoro di Su BucHIN [11] e che sono citati dal LINGENBERG, non si
osserva che le linee di DARBoUX del sistema che caratterizza secondo questi
autori le superficie P.R. e A.R. (Affinrotationsflichen) sono anche pan-
geodetiche, e che percio queste superficie soddisfano al problema di
BOMPIANI
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