
Sopra gli scorrimenti proiettivi. 
di F. MARCUS (a Iassy, Romania) 

A Enrico B o m p i a n i  in  occasione del suo Giubileo scientifieo 

Sunto. - I n  questo tavoro diamo senza dimostrazioni  (i) a tcuni  r i su t ta t i  di geometria 
proiet t iva differenziaZe dovuti  al la nozione di scorrin~ento proiettivo ehe si deve al Born 
TOLOTTL ~i giunge a questi~ dando una  nuova  carat ter izzazione di ques$a nozione, 
cib che permette a determinare tutte le superficie ehe ammet tono scorrimenti  proiet t iv i  
in  s~. Caso part icolare di queste sono quells le cut  linee di DARBOUX di un  sis tema 
sono pangeodetiche di FUB[NI e ehe percib corrispondono ad un  problema di 
E. B0~elANL Si pone pot  sotto u n a  nuova  lace r isul tat i  recenti di LI~ENBER~ sulle 
superfieie che ammettono ~ ~ collineazioni in s~. 

I. 1. ]~ beu noto t he  secondo BIA~CHI [1], un movimento infinitesimo 
X f  dello spazio S, ~ uno sco~'rimento, quando esso impr ima a tutt i  punti  
spostamenti  infinitesimi d ' egua le  ampiezza. La condizione necessasia e 
snfficiente a/~nch~ un movimento infinitesimo X f  sia uno scorrimento 
che le traiettorie del gruppo ad un paramet~o G~--[Xf] da esso gene~ato, 
siano linee geodetiche dello spazio. 

Questa nozione metr iea  i~ stata estesa dal BoR~or,o~I [2] ad un Ss proiet- 
tivo con la seguente definizione. Si chiaraa scorrimento proiettivo d i u n a  
supevficie 8 in s~, una deformazione p~'oiettiva, per la quale tutti  i punti  
di ~ scorrano di t~atti infinitesimi di eguale lunghezza proiettiva, cio~ 

eguali neUa metrica definita dal elemento lineaT'e proiettivo ~ di FUBINI. 
~2 

La condizione necessa~'ia e sufficiente perchO una deformazione proiettiva 
di una sieperficie in s~ sia uno scorvimento proiettivo ~ che le sue 
traiettorie siano pangeodetiche [21. 

Notando con 

(1) ~' -- ~ q- ~(2Ax~ q- 2Bwv), 

la pih generale  deformazione infini tesima di ~ in sb, ore  ~ indiea una  

(t) Le dimostrazioni verranao pubblicate prossimamente nella ,~St~dii si cercetari 
stiintiflce~. Academia R.P.R.,  Filiale Iasi, anul XII~ 1961, fase. 1. 
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costante infini tesima le cui potenze superiori alla prima vengono traseurate,  

(2) (0 = log [~y), 
~ = yx,, + O,x~ + p~x, 

il sistema canonico di FUBINI soddisfatto dalle coordinate x, e 

du clv 
(3) A --  B 

le traiettorie della deformazione infinitesima, allora secondo BOR~OLO~I 
[2], il sistema 

(4) 

c o n  

i A , , = B u = O ,  

, A I = _ B 2 _  A~bx-B+~ 
3 

I ~+tA* + 2~+2A~B-- 2y+~AB 3 -  y+2B ~ : O, 

(3) 
I A~=A~,+AO, , ;  A2=A~;  B2--B~,+BO~,, 

sono le condizioni affinch~ la deformazione proiettiva (1) di ~ in sP, sia uno 
scorrimento proiettivo. 

Osservando the  (48) ~ ident icamente  soddisfatta per ~1 -" +2 --  0, BORTO- 
LO~I deduce [2] pag. 111, il seguente r i su l ta to :  

Le superficie di coincidenza sono caratterizzate da cib che ogni deforma- 
zione proiettiva di una tale superficie in sO, ~ uno scorrimento proiettivo. 

Sorge allora il problema dell' esistenza di altre superficie, oltre quelle 
di coincidenza, the  ammettono scorr imenti  proiettivi in s~. Secondo la 
definizione di BORTOLOTTI, se tali superficie esistono, queste oltre ad 
ammet tere  deformazioni proiettive in s~, dovranno anche verif icare le condi- 
zioni (4) del BORTOLO~TI. Come ~ noto le superfieie che ammettono defor- 
mazioni proiettive in s0 sono state determinate  da FU]3I~I-CEc~ [3] ed un 
loro elenco si trova nel secondo tomo di [3] pag. 389-456. 

Basra perb osservare le espressioni di ~, y detle superficie di specie 
B~(i--1, 2 ... 6) che ammettono c~ 1 deformazioni proiettive in se, per 
desistere a risolvere il problema in questo modo. 
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2. Uno degli scopi di questo lavoro b appunto quello di risolvere questo 
problema. A cib siamo giunti  dopo aver approfondito un pc' il bel r isultato 
di BORTOLOTTI, trovando un ' a l t r a  earatterizzazione della nozione di scorri- 
mento proiettivo di superficie in s~ e che facili ta moltissimo la risoluzione 
del problema. 

Infat t i  possiamo dimostrare il seguente 

TEOREMA. - L a  condizione necessaria e sufficiente perch~ una  deforma. 
zione proieltiva di una  superficie in s~ s i r  uno scorrimento proiettivo, d che le 
sue traiettorie appartengoJw ad una  congruenza W. 

Questo teorema oltre a risolvere ii problema postoci, permette a com- 
pletare i r isultati  di BORTOLOTTI e di porre sotto un altra luce alcuni 

o 
r isul tat i  di BO~UVKX [4] ed in spec ia l  modo risultati  recenti di 
W. LIN~ENBER@ [5]. Faremo anche vedere i legami fra qualcuno di questi 
e un risultato pifi vecchio di E. BOMPIA~I [6]. 

3 .  - Superfieie ehe ammet tono  scorr iment i  proiet t ivi  in sb. 

Supponiamo che una snperficie $ ammette  una deformazione proiet~iva 
in sb con un gruppo ad un parametro. Adoperando la normalizzazione di 
WH~CZYNSKL potremo scegliere i parametr i  u, v, tali da rendere 

(6) A = B = 1, 

dopo di che si avrh per ~, ~', il sistema 

! ~ + ~ = o ,  
(7) 

I y _f_.~v=O" 

Tenendo conto del nostro teorema, r isulta c h e l a  deformazione proiettiva 
d i $  in s~ ~ uno scorrimento proiettivo se 

(8) 13. = r,,. 

I1 problema di determinare tutte le superficie con o01 deformazioni 
proiettivi in sb e che ammettono scorrimenti  proiettivi si risolve adesso 
senza.diffico]t~. Basra verificare quali sono le superficie B,(i = 1, 2 ... 6) che 
soddisfano (8). In  questo modo si trovano tutte le superficie cercate e 
ehe sono : 

SPECIE B1 

e2a~ 
del n o 5 con (9) F - - k e  x - - ~ -  q-k1,  ( x - -  u - - v ) .  Le superficie 

(k, k~ costante). 
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SPECIE B2 

Tut t e  le super f i c i e  dal  n o 9. 

SPECIE Ba 

Le  supe r f i c i e  dal n o 12 con 

(~o) a - -  "-[- 1 ; ~ - - - - 1  

T u t t e  le supe r f i c i e  del  n o 13. 
Le  supe r f i c i e  del n o 18 con 

(11) a : _ _ - l ;  e2 - -  1. 

T u t t e  le supe r f i c i e  del n o 23, 

Tra le classi di specie B4, B~, B6, non esistono superficie che ammeltono 
scorrimenti proieltivi. 

4 . .  S u p e r f i c i e  con ~ d e f o r m a z i o n i  p r o i e t t i v i  in s t .  

Si pub d i m o s t r a r e  che ques te  superf ic ie ,  d e t e r m i n a t e  in [3] pag. 390-393, 
non  a m m e t t o n o  s co r r imen t i  pro ie t t iv i .  Abbiamo d u n q u e  il s eguen te  risaltato' .  

Le superficie con c~ ~ deformazioni proieltivi in s~, non ammeltono scor. 
r imenli  proietlivi. Questo r i su l t a to  non  osservato  da BORTOLOTTI da u n a  
seconda ,  ana log ia  con la noz ione  m e t r i c a  di seor r imento ,  ehe  BIANC:gI [1] 
aveva  def in i to  sol tanto  per  un  G~. 

5. Superficie di coineidenza. 

Queste  super f i c i e  sono cons ide ra t e  da FuB1NI-CEoIt [3] come ammet-  
tendo c~ 2 de fo rmaz ion i  p ro ie t t iv i  in se. Perc ib  esse non  possono a m m e t t e r e  
degl i  s co r r imen t i  pro ie t t iv i .  Esse  a m m e t t o n o  perb  un  g ru p p o  di de fo rmaz ion i  
p ro ie t t iv i  in s~ con un  p a r a m e t r o  e come tali  a m m e t t o n o  degli  s c o r r i me n t i  
p ro ie t t iv i .  

Ma a differenza del risultato del BOR~OLOTTI [2], non tutte le superficie 
di coincidenze ammettono scorrimenti proiettivi. In fa t t i  noi d imos t r i amo  
il s eguen te  

TEOREMA. - Soltanto le superficie di coincidenza che non sono minime 
proiellive, ammettono scorrimenli proiettivi. 

Chiamando scorrimento omografico di una  superficie in s~, una  tra- 
sformazione proiettiva di una superficie in  s~, per  la quale i p u n t i  della 
superficie scorrano di tralti infinitesimi eguali nella metrica definita dall'ele. 
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mento lineare proieltivo della superficie, possiamo completare iI teorema 
precedente  con il seguente risultato. 

Le s~tperfioie di coiucideuza minime proiettive ammettono soltanto 
scorrimenti omografici in  s~. In  fine da (7) e (8 ) r i su l ta  ehe le superficie 
che ammettono scorrimenti  proiettivi, sono super[icie T .E .  (di TERRACINI- 
CARTA~) [7] e percib le tangenti  alle traiettorie ed alle loro coniugate 
generano eongruenze di fete proiet t ivamente applicabili  di seconda specie. 

II. 6. - Super f i c i e  con ~ 1  c o l l i n e a z i o n i  in s~. 
0 

In uua nora del 1929 O. BOaUVKA [4] s tudia il easo delle superf ieie  
proiet t ivamente  deformabil i  e ammettendo ~ colliueazioni in s~. Recente- 
mente W. LING E~BER~ [5] studia ampiamente  it caso delle superficie con 
un gruppo ad an  parametro di collineazioni in s~, chiamandole superficie II. 
Cosi come osserva LI~oE~RERO, le pifi importanti  superficie II sono quelle 
le cui traiettorie souo delle curve piane e che sono chiamate da questo 
autore, superficie A.P.R. (Allgemeine Proijektivortat ionsflachen).  

Nel eitato lavoro del LINGENBEnG, un ruolo importante  ha l ' espress ione 

(12) 1: - -  ~ - -  7. 

Eeco qualche teorema pifi importante  del LI~GE~BE~G. 

1. Le traiettorie del gruppo ad un  parametro di una  superficie [I 
sono allora e soltanto allora piane, se si pub realizzare per la superficie 

--  k(k ----- cost.). 

2. Le superficie A. P. R. sono le superficie II per le quali le trasformate 
di LAPLACE di esse nel senso delle traietlorie e le loro coniugate, 
degenerano. 

Per  le superfieie notate da SFss  P.R. (Projektivrotat ionsflachen) e che 
LIl~G:E57BERG caratterizza con 

(t3) I~ - -  ~ - y = 0 

si da il 

TEOREMA. Per le superficie 1 ). R. e soltanto 29er queste, i p ian i  
canonici formano un fascio ed i p u n t i  canonici sono allineati. 

A tutti  questi  r isultati  di LIlCGEt~BERG si posson0 dare delle interpre- 
tazioni geometr iche ehe crediamo assai interessanti ,  utilizzando la nozione 
di seorrimento proiett ivo con la caratterizzazione data pifi sopra. All' uopo 
dimostr iamo an•itutto il 
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TEORE1RA. - L a  condizione necessaria e suf[icie~de pertly@ u n a  deforma- 

zione proie t l iva  di u~a  superficie in  s@ sia uno scorrimento proietlivo, 
che ~-(~) - -  ~ + 7 - -  k, (k ~-- cost.). 

Unct p r i m a  osservazione. Qaesto  t e o r e ma  ci dice che basra  una  opera-  
z ioue a lgebr i ca  per  d e t e r m i n a r e  le super [ i c ie  che  a mme t t o n o  sco r r imen t i  
p ro ie t t iv i  in s~. 

Seconda osservazione. Questo t e o r e ma  ~ val ido auche  nel caso degli  
s co r r imen t i  omograf ic i .  Ques ta  ci p e r m e t t e  di d imos t r a r e  i] s eguen te  

TEORE~A. - L a  superficie II con ~ + 7 - -  k(k : -  cost.), e sollanto queste 
ammel tono  scorriment i  omografici,  cio@ le traieltorie sono pa~geodetiche. 

Poi  facc io  vede re  che in ques to  caso le t r a i e t to r i e  sono cu rve  p i ane  
d imos t r ando  il 

T E O R E ~ A . -  Se u n a  superficie iI ammet te  uric scorrimento omografico, 
a l lora e soltanto allora,  le traietlorie sono p iane .  

L a  d imos t r az ione  si fa osse rvando  che  se ~-~  y----k ( k - - c o s t )  a l lo ra  
le tra i e t to r ie  sono l inee  p ro ie t t ive  di B. SEGRE. Essendo  a n c h e  p a n g e o d e t i c h e  
esse sono p i ane  e l inee  coniche .  C o n s e g u e n t e m e n t e  abb iamo il 

T E O R E M A . -  Le superficie II che ammet tono scorri~nenti omografici e 

soltanto quesle, sono superficie A. P.  R.  

0 s s e r v a n d o  che  in ques to  caso le t r a i e t t o r i e  sono p iane  e l inee  con iche  
ed a p p a r t e n g o n o  ad una  c o n g r u e n z a  W, r i su l t a  c h e l a  re te  du ~ -  dv 2 - - 0  @ 

i s o t e r m o - c o n i u g a t a .  P e r  un  r i su l t a to  di MARCUS [8] segue  che  anche  le cu rve  
du  + d v - - O  sono p i ane  e l inee  coniche .  P e r c i b  la fe te  ~ u n a  re te  di 
KOENIGS. Gib che  sp iega  il secondo t eo rema  di LINGENBERG. 

Nel  easo del le  supe r f i c i e  P . R . ,  cio~ se ~ + 7 : 0, si osserva  che le 
l inec  c a n o n i c h e  

(14) ~ d u  - -  +~dv - -  0 

co inc idono  con le l inee  du-+- d r - -  O. Visto che le supe r f i c i e  P . R .  s o n o  
del le  pa r t i co l a r i  supe r f i c i e  A.P .R. ,  r i su l ta  che  le l inee  d u - ~ - d v  = 0 sono 
cosi come abb iamo visto, l inee  p i ane  e l inee coniehe~ e perc ib  i p iani  cano- 
nici  del le  super f i c i e  P . R .  f o rma n o  un  fascio.  

~Noi d imos t r i amo  poi i r i su l t a t i  s e g u e n t i :  

(l) L'espressione F di LINGENBERG diventa nelle nostre notaz~oni F - ~ - t - 7 ,  loerch~ 
seguendo FUBI~I-CEcH consideria.mo ~ ( u - - v ) ,  7 z T ( u - - r )  mentre nel lavoro di 
LININBERG ~ ~ ~(~, + V) ; 7 ~ 7( u -t- v}. 
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1. ~e le traieltorie di uno scorrimento proiettivo sono piane, lo scorri- 
mento ~ omografico. 

2 Se le traiettorie di un  gruppo G~ di deformazioni proiettive di 
una  superficie in sO, sono linee proiettive, le deformazioni sono delle 
eollineazioni. 

3. Le superfieie II isotermo-asintotiehe le eui traiettorie sono linee proiet. 
tive, sono superfieie min ime  proiettive. 

4. Se i p i a n i  eanoniei di una  superfieie con ~ deformazioni proieltive 
in  sb formano un  fascio e le tinee eanoniche sono coniugale con le traiettorie, 
allorct la superfieie ~ di tipo P . R .  

5. So le linee coniugate con le traiettorie di uno seorrimento proiettivo 
di una  superficie che non ~ di eoincidenza stanno in un  fascio di piani ,  lo 
scorrimento ~ omofrafico e la superfieie ~ di specie P . R .  

7. Qualcuno di questi r isultat i  possono essere considerati unche da ~n 
altro punto di vista. Abbiamo dimostrato che ~--- ~ + y -- k (k --  cost.) carat- 
terizza gli scorrimenti  proiettivi. Nel caso k = 0~ cio~ ~ + ~' -- 0, le traiet- 
torie godono di un al tra proprieth. Infatt i ,  osservando che per le traiettorie 
si ha d u - - d v ,  r isut ta  che 

(15) ~du ~ + ,Cdv ~ = du~(~ + ~) = 0 

Dunque le traiettorie dello scorrimento proiettivo sono linee di DARBOUX. 
Ma esse sono anche pangeodetiche. Perci5 abbiamo il seguente 

TEOI~E]~IA. - ~ = ~ + ~" --- 0, caratlerizza le sul)erficie che ammellono 
scorrimenti proiettivi le cui lraieltorie sono hello slesso tempo linee pangeodeli. 
che di FUmNI e linee di DAnBOUX. 

Questo teorema ci collega ad un risultato pi• vecchio di E. BOMPIAZ~I. 
Infat t i  in una )/[emoria de1 1926, E. B()z~PIA~I [6] si oceupa del problema 
del comportamento delle linee di DARBOUX rispetto a l 'equazione delle 
pangeodetiehe di una superficie, dimostrando il 

TEOREMA.- La  condizione t~ecessaria e sufficienle, a ffinchd u n  sislema 
di linee di DARBOUX sict coslituita da paugeodetiche, ~ che le linee ca~wniche 
eostituiseono il sistema di SEGR]~ coniugato al precedente. 

Oltre le superficie di coincidenza non si danno in [6] esempi di super- 
ficie avendo un sistema di linee di DARBOUX ehe siano pangeodetiche. Nel 
nostro case si possono dare esempi di tali superficie. Esse sono casi parti- 
colari delle superfieie che ammettono scorrimenti  proiettivi. Cosi noi abbiamo 
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~PECIE B~ 

Le  supe r f i e i e  dal  n o 5 con 

(16) F --  kl - -  e ~(~-v) (k~ -"  eos~.) 

SPECIE .B2 

Le  supe r f i e i e  dal n o 9 con b - - 0 .  

SPECIE B8 

Le  supe r f i e i e  dal n o 12 con 

(17) a 2 - -  1 

Tu t t e  le supe r f i c i e  n o 13 e 23. 

8. R i t o rnando  di nuovo  al le  supe r f i c i e  II, e t enendo  conto  del la  in ter .  
p r e t az ione  da ta  al la  espress ione  I~ - -  ~ ~ 7 - -  0, poss iamo ca ra t t e r i zza re  le 
sup e r f i e i e  P . R .  anehe  in ques to  m o d o :  

Le superficie H che ammettono scorrimenti omografici le traiettorie 
di cui sono delle linee di DARBOUX e soltanto questo, sono superfi. 
oie P. R. 

Questo  r i sa l t a to ,  ed il t e o r e ma  soprac i t a to  del Bo~[PIANI, sp iegano 
megl io  il t e o r e m a  di LI~GENBER~ sul te  supe r f i c i e  P . R .  

Le  supe r f i c i e  P. R. sono d e t e r m i n a t e  da 

(18) 

- -  - -  y ---- ¢p(u - -  v), 

3¢~ C, 
L - - - - M - -  2 

con ~ f a n z i o n e  a rb i t r a r i a  di u - - v  e C cos tan te  a rb i t r a r i a ,  essendo  L, M 
le ben  note  espress ion i  del la  teor ia  del le  supe r f i c i e  [3]. 

In  f ine  vogl iamo anco ra  m e n z i o n a r e  che  sia nel lavoro  di S ~ s s  [9] ehe  
nel  lavoro di Su  B u o ~ I ~  [11] e che sono ei ta t i  dal LINGENBERG, non  si 
osserva  ehe  le l inee  di DARBOUX del s i s t ema  che  ea ra t t e r i zza  secondo quest i  
au to r i  le super f i e i e  P . R .  e A .R .  (Af f in ro ta t ions f laehen)  sono anehe  pan- 
geodet iche ,  e che percib queste superficie soddisfano al problema di 
BO3IPIAI~I. 
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