
Une remarque relative ~ 1~ m6canique corpusculaire. 

par F, J. ur~ ~r~S~EWSX~ ~azin-Pologne). 

D~ns 1~ note su ivaa te  l '~mteur thehe de d6montver qu 'on  pea t  bbAir an 

s y s t [me  de m6canique  eorpuseula, ire qni, au point de r u e  quant ique,  cont ient  

les r6snltats  de la m6eanique  elassiqae et d.e l~ m6eanique ondulatoire  eomme 

ctts part ieul iers .  

On peut  d6mont re r  que ht ~bnction ~ qui rend e x t r e m u m  l ' in t6gra le  

i = , ' r t ,  h ~ I [ ~ \  ~ /~?\" [ ~ V ]  JJJ  tt ) +t )l + 

est une solution de l ' equa t ion  de SCHRODIbTGER: 

8rr~t 
V'°f0 h~ (h o - -  U)~o --=- 0 

si les foncfions Mx, 3/ly~ Mz satisfont ~t l~t re la t ion:  

~Mx ~M u ~Mz 
y ~ -  + - ~  + ~ _ o .  

On a en effet:  

En tenrmt eompte  des re la t ions:  

8s ~s - -Os\~s  87 ] - -  8 ~  - ~ s  ~ 
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et en remplagant les int6grales de volume par les int6grales de surface, on 

t r o u v e  : 

""~ h~ I he ',~ 2(t% 1 div M U)~lS~dz. : - ~  M,V¢ ~ 8 ~ d z  A -  + - -  

On pourra satisfaire let condition: 

8I--~ 0 

pour des valeurs arbitraires de 8~ si 1'Oll admet  qu 'en  ehaque point de 

l ' espaee a lieu l '6quation:  

(a) 8r:~m'V~ + .ho + ~ div M - -  ~-~-0 

et qu 'en  chaque point de la surface environante a lieu la relation: 

h ~ a~¢ + M,,'.¢ O. 

L' 6quation (a) est identique A 1' 6quation de SCHRODINGER si 1' on pose:  

div M - -  0. ~c) 

Donc, si la relation (c) est: remplie, route fonction qui rend l ' int6grale I 

ex t remum est une solution de l '6quation de SCHR6DINOER. 
On obtient l '6quation fbndamentale de la m6eanique ondulatoire quand 

on exprime que t ' int6grale:  

H a x ;  q~ay' ~ a z '  x, y, z - - h  o q~=d'~ 

a u n e  wdem" extremMe. 
Par  H on d6signe ici la Ibnction de H A M I L T O N  et pat" ~ une fonction qui 

est reli4e it la. fonction S de ..TAOOBI par la relation: 

h 
S = ~ - ~  tog~ 

h o d6signe la constante d'6nergie.  
On peut aussi suivre la route inverse et poser comme fonction de HA- 

MILTON d' Ulle m6eanique corpusculaire g(~n6ralis6e une fonetion H telle que 

l' in t6grale : 

j'j'j'..-,,o 
admette eomme condition d' extrernum l '6quation de SCHR6DI>TGEI¢. 
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D'apr~s  le theorOne d6montr6 plus haut, il suit que l ' express ion :  

peut @tre consid@rge comme fonction de HAMILTO~ d' une nl@anique corpu- 

seulaire gOt@Mis~e. 

Quand on remplaee  ~ par  S, on t rouve pour la fonetion H de gASIILTON- 

1' expression : 

 l(ssV+tssv /ssv  , 

od M x ,  M u, zllz doivent satisfaire la condition: 

8 M x  8 M  v 3 M .  
T~- + - ~  + Y~- = o. 

En d~signant par p la quantit~ du mouvement  de 1~ masse m e t  en posant:  

p = v S  

on obtient pour ta tbnction H de HAMILTON l 'expression suivante:  

1 
H = ~ ( p f f  + pu ~ -4- pz~( + (Jll~,po~ + MyT)y -t- Lllzpz) + U. 

On deduit les 6qua, tions du mouvement  de la masse m en appliquant les 

6quations de HAMILTON: 
d_qq _ 8 H  d p  8 H  

d t  ~ 87) ; d t  - -  8q"  

On trouve ainsi:  

dx  27: 
P x  = m d t  h mMx 

et quatre  6questions analogues pour Pv et p~. 

En ~liminant p ~ ,  p u ,  p~ ,  on obtient les trois ~quations du mouvement  

du corpuscule de masse m: 

t 8z 8x ] \ @- 8x )] 

2~%~ 8 M  ~ 8 U 

+ h ~ 8 x  8 x  

2rc~m 8M ~ 8 U 
-t- 

h ~ 8y 8y 

2r:~m 8M 2 8U + 
h "~ 8 z  8z" " 

Ann~di di Mcetematica, Ser i e  I V ,  Tomo X. 23 
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Pour  l ' express ion  de I '6nergie  totale du corpuscule  on t rouve :  

h o = ~ ( x  ' 2 + y ' ~ W z  '~) h~ M " +  U 

ou bieib eu rempla, cemt les composantes  de lo0 vitesse pal' les composantes  de 

la qu~ntit4 de mouvement ,  on a pour h 0 l ' exp res s ion :  

1 . 2~: 
ho = ~ ( P ~  + Pv" + PJ)  + ~ (Mxp~ + Mvp v q- M,p, )  + b\ 

Dans ce qui suit, nous allons passer  aux  applications,  et pr6cisement  on w 

t ra i te r :  1 °) l' osci l la teur  l in~aire;  2 °) le rote~teur; 3 °) le m o u v e m e n t  elliptique. 

1. L '  o s c i l l a t e u r  l i n ~ a i r e .  

Dans  le ca~s de 1' osci l la teur  lin4aire qui oscille da, ns la direct ion de 

l ' a x e  des x,  la condition (c) prend la forme s imple:  

d' o~i 1' on tire que : 

~M 
~x 

M ~ cost .  

En t i rant  p de 1' expression de 1' O~ergie totals  de 1' osci l lateur 

off 

47~ 
2mh° - -  P~ + 7[ romp + U 

U ~ 2~)~V~a~ ~, 

et en appl iquant  la condit ion de SOMMERFELD-WILS01~ 011 t rouve :  

n .h  = p d x  - -  h 'm" M d x  V + 2umv d x  2mh .h~ + 4~:"m~M ~ 

En effectuant  les calculs  indiqu6s, on a :  

h o = n . h v  - - - ~ - m . M ' .  

- -  X ~ ' 

On obtient  de cette mani4re  une expression de l ' 4ne rg ie  d ' u n  osci l la teur  

lin~aire qui cont ient  comme cas par t icul ier  les expressions auxquel les  con- 

duisent  la m4canique classique et la m~canique ondulatoire.  
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Si 1' on pose M ~ 0 ,  on t r o u v e  la fo rmule  donn4e pa r  1~ m6cemique clas- 

sique, et si l ' on  pose :  
h 

M=g~ m 
on t rouve  la fo rmule :  

ho = h v ' ( n  + ~ )  

en  acco rd  a v e c  la m6ean ique  ondula to i re .  

2. L e  r o t a t e u r .  

Supposons  que ]e r o t a t e u r  soit const i tu~ pal' deux  masses  m, et ,% ~t 

d is tance 7 l ' u n e  de l 'a .utre,  et  en ro ta t ion  au tou r  de leur  cen t re  de gravi t6 .  

Soit (x,  y) le plan de rota t ion.  Le s  d is tances  des  ma.sses de leur  cen t r e  

de g rav i t6  se ront  d~sign6es pa r  7~ et 7~. 

Chacune  de ces masses  doit  r empl i r  la condi t ion :  

8Mi~ aM~ v 
y X - - +  8y - - 0  

qui s '~c r i t  en coordonn~es  pola,ires c o m m e  il sui t :  

1 
3 [ M ~  cos ~ + M w sin ~ ]  + - -  [Mix cos O' i -'F" Miv sin ~i] + 

1 
+ ~ ~ [M w cos if, - -  Mix sin ~,] ----- 0 

oft 
wi - -  7, cos ~,;  Y~ - -  7, sin ffi- 

On peu t  sat isfaire  it ee t te  condi t ion en posan t :  

M# - -  ~Iix Cos ~i -t- Miy sin 0'~ : 0 

M~> : M w cos ~ - -  Mi ,  sin ~t - -  = ' g i .  

P o u r  M~ on obt ient  a lors :  

M[~ - -  M~r ~ + Mi~ 2 = ~ .  7i ~. 

L' ene rg ie  totate  h o du r o t a t e u r  s' 6cr i t  a, lors, en posan t  

rely ~ + m~7~ : I ; 9",' "-- 9'( : O", 
1 27: ~ 

ho = 7 2 I ' V  "~ - -  h~ "o:~'L 

(i ----- 1, 2) 
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Pour  la quant i t~  de m o u v e m e n t  p a ,  on obtien~ l ' e x p r e s s i o n  

27~ 
p~ = I .~ '  + 7~ o*I. 

Les  6quat ions  du m o u v e m e n t  de la m a s s e  n~t s ' (~er ivent :  

m i x , "  --~ h Y' \ ay~ ~x~ ] + h ~x~ 

r e , y ( ' - -  h ' < \ ~ ~x~ ] + h ~y, " 

P a r  un ea leu i  faeil% on t r o u v e :  

d 
m ~ ( y i x / - -  x , y / ' )  = - -  ~ ( m , ' r / ~ ' )  =-  

- -  h \ ay, ax, ] (x 'x '  + y ,y / )  + --]i--~Y~ am, - -  - x , , / .  

En t enan t  c o m p t e  des  r e l a t ions :  

on ob t i en t :  

d ' o d  

d 
d--} (md ' [q f )  ~ 0; m d ' / ~ '  ~ const .  

( rod-"  , + m~r~)O ,' - -  I ~ '  = A. 

En app t iquan t  la condi t ion de SOM~fERFELD-WmSON, on a 

d' Of X 

47~ 
n . h  --- p~d~  --- 2r:(I.l~') + ~ ~ [  

h 2u 

En in t rodu i san t  ee t te  exp res s ion  de If}' dans  l' express ion  de h o, on t r o u v e :  

h 2 
h o ~ 8 - ~ - ~ . n "  + o~.n. 

Si t ' o n  pose 

1' on pose  : 

dans  ee t te  fo rmule  ~--~ O, on ob t ien t  le c~ls e lass ique,  et si 

h ~ 
8rc~I 
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Oll I-t, 

h 2 
h0 - -  8 = ~ i  ~ (n  4 -  1) 

eon fo rm~men t  h la m~can ique  ondula, toire. 

On volt done que le r6sul ta t  ob tenu  est plus g6no ' a l  que e e u x  qui 6 ta ient  

donn6s pa r  la m~eanique  elassique et par  la m4can ique  ondula to i re  et q u ' i l  

eoHtient ees r6sut ta ts  c o m m e  eas  par t icu t ie rs .  

3. L e  m o u v e m e n t  e l l i p t i q u e .  

~Nous ~dlons tra,iter le cas  du m o u v e m e n t  el l ipt ique d ' u n  61eetron a u t o u r  

d ' u u  noyau  de c h a r g e  Ze. 
On suppose ra  que le m o u v e m e n t  ~ lieu dans le plan (x,  y). 

La  condit ion ~t sat isfaire s '6evi t  en coordonnSes  po la i res :  

1 o. 1 ~ l r ' m ~ l  + I M ~ f = 0 .  
'C 37 

Elle se ra  sat isfai te  si 1' on pose :  

M~ ~--- f(g); 
b 

d' off il suit  pour  M l ' e x p r e s s i o n :  

M ~ --- M~.~ + M r 
5 2 

g 

Les 4quat ions  du m o u v e m e n t  de l '61ectron sont :  

2r: ( 3 i x  3My~ 2n ~ aM" 
~nx" = + 7[ my' \ ~ ~'x ] + h~" m. 3x 

3My\ .=" aM ~ my" - -  2n (aM. 9 " 
h . , x '  ~ ay a ~ )  + 7 g  '" 3-7 - 

Au m o y e n  de ces ~quations,  on t r o u v e :  

d ,~, 2= LaMe m(xy" --  yx") = ~ (mr ) = --  - - . m  h \ 3y 
O F  O011]ln e 

et 

Z u  .2 
_ _  _ _ _ o  x ya 

Ze ~ 
~ ' Y .  

3x ] ~''(" 

b y b x 
] L , = - ~ x - - f ( ' N ~ ;  M v : = ~ Y + f ( r ) 7  

3Mx 3M v t 
3 y  ~ x  - - -  f ' (r)  - -  ~, f(Y) 
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O l i  t rouve  que :  

d' Off 

d (my~O,)) = 2re , ~ f , ( y ) . y . y ,  - i -  n ~ / ( y ) y '  

2u 
mY~O" ----- 7[  ~ ' Y  "f(Y) + A .  

En iu t roduisan t  l ' exp re s s ion  de M et de 0 e darts U6quation de l ' 6nerg ie ,  

Oll t rouve  : 
m M 1 2uA/'(y) 2iC" 12' Ze  ~ 

h ° = 2 - Y ' 2 + 2 m . y ~ d  h y h~ my.. Y 
d' off 

2mZe~" i A~ 4r:~ t 1 4~:mA f(T) 
m T' - -  2~nh o 4 . . . .  "r i /-V- m~b~ !y~ h y 

Pour  les quant i t6s  de mouvemel~t  Pr et  p~: 

2r~ 2= 
s~-Mv; p~ = mT°-~ ' 

Oil t r ouve  : 
p ~ = h ;  

2mZe~ t A.~ 4r:'~ 1 4v:mA 2re b - / 2 m h  ° t 7 {  ¢ m"-b" { f (7)  
Pv = - -  -17 m - + + - -  7 ' 7 t7" h y 

Eli appl iqual l t  les conditiol~s de SOMMERFELD-WILSON, on t ro t lve :  

ca r  

+ 

n ~ .  h = ~ p ~ d ~  --~ 2rch 

4r:~ m b h i +  n~. h =: pvdy  - -  - -  h- 7 

d7 /nh° + T - -  - ~ -  ttu"b2 ' - -  - -  l y~ h. 7 

~ dy log 1 == 2uhi .  (h ent ier)  
7 

Le  r6sul ta t  d ' i u t6g ra t ion  d6pend ici de l ' exp re s s ion  de la tbnction f(y). 

Nous allons t r a i t e r  le cas pour  lequel  /'(7)-----~iY. Eli in t roduisant  ce t te  

express ion  de f(y) et ell e f fec tuant  l ' in t6gra t ion ,  on obt ient  pour  ho: 

N"  h • Z "~ 
ho 

[~ 6~.h + V.,~ + co ~ + ~ . ~ ] ~  
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od l ' o n  a pos~ 
4n:**~b 8n 2 

= . . . . . . .  h - - "  i; ~. = - ~ .  m .  ~. 

P o u r  le d6faut  quan t ique  z on a a lo r s :  

~ - -  6 ) . h  + V n v  ~ + 6)~ --I - k . n v  - -  n ~ .  

Cette  e x p r e s s i o a  du d6faut  quan t ique  r edonne  pou r  :¢ ~ 0 tr4s e x a c t e m e n t  

les d6fauts  quan t iques  des  n i v e a u x  S et s du h~l ium pour  les n o m b r e s  quant i -  

ques  tr6s g rands .  

C o m m e  a u x  t e r m e s  S e t  s c o r r e s p o u d  le h o m b r e  n ~  I, on doi t  a v o i r  

pou r  

c a r  pou r  ~ - - 0  on a 

Cet te  exp re s s ion  de 

o b s e r v 6 e s  des  t e r m e s  S et s du h61ium si l ' o n  pose :  

h - - 1  pour  les t e r m e s  S 

k~---2 pour  les t e r m e s  s 
et  

y - -  0 J 5 6  

c o m m e  on s ' e n  r end  c o m p t e  pa r  la t ab le  c i -dessous 

h ~ (calcul6e) 

S 1 - -  O, 1440 

s 2 - -  0,3002 

~ - - - - 6 ~ . h + ( V l + 6 )  ~ -  1), 

). --~ O. 

e x p r i m e  tr6s e x a c t e m e n t  les d6fauts  quan t iques  

z (observ6e)  

- -  0,144 

- 0,300. 


