Zwei Beweise flir die isoperimetrische Haupteigenschaft
des Kreises.

Von K. TH. VauLex (in Wien}.

Unter der Bezeichnung Difterenzengeometrie fasse ich diejenigen Sitze
der endlichen Geometrie zusammen, aus denen durch Grenziitbergang Sitze
der Differentialgeometrie hervorgehen. Naturlich sollen diese Sdtze unter
Vermeidung von Grenzprozessen bewiesen werden. Indem man zum Schluss
den Grenztibergang macht, erh&ilt man einen neuen Zugang zu dem betref-
feuden Siatze der Differentialgeometrie. Aber wichtiger ist es, dass man auf
diesemn Wege zu Satzen kommt, die von der Differentialgeomeirie iiber-
sprungen werden, da sie ihren Methoden unicht zugénglich sind. In einem in
der Gesellschaft fiur Mathematik in Wien gehaltenen Vortrage (s. Monatshefte
fir Math. u. Phys. 1931) habe ich das an drei Beispielen erlautert. Der Satz
von Gauss, die Totalkrimmung eines Flachenstiickes plus geoditische To-
talkrimmung des Randes gibt 4 Rechte, wurde fiir polyedrische Flichen-
stlicke bewiesen, die durch unebene Polygone begrenzt sind. Die Unverbieg-
barkeit geschlossener konvexer Flachen wurde fiir Fachwerke bewiesen,
deren Stabe die Kauten eines Dreieckspolyeders sind; sie miissen konvex
sein, wenn unendlich kleine Verbiegbarkeit ausgeschlossen wird, Dass es
nicht immer angebracht ist, krumme Flachen und Linien durch Polygone und
Polyeder zu ersefzen, zeigt der a. a. O. gegebene sehr einfache Beweis des
Vierscheitelsatzes, bei dem ich das Oval als aus Kreisbogen zusammenge-
setzt annebme.

Zu den wichtigsten Desideraten auf diesem Gebiete gehért nun unstreitig
der Beweis der isoperimetrischen Haupteigenschaft des Kreises (*). Diese
lasst sich bekanntlich dahin ausdricken, dass zwischen dem Inhalt J und
dem Umfang U eines ebenen unicht kreisférmigen Flachenstiickes die Un-
gleichuug besteht:
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{1} Fir die Geschichte des Problems vergleiche man insbesondere: W. BLASCHKE,
Kreis und Kugel, Leipzig, 1916,
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oder dass die quadratische Fuuktion

J + U + wx?
fir geeignete Werte von x negativ wird. Das soll im Folgenden auf zwei
wesentlich verschiedenen Wegen bewiesen werden,. -

Einige allgemeine Bemerkungen sind vorauszuschicken, um den Gaug
der Beweise nicht mehr unterbrechen zu miissen. Fur den Umfang sei der
Umlaufsinn so festgesetzt, dass das Innere links liegf. Mehrfach wmlaufene
Teile kann man aus dem einfach umlaufenen herausnehmen und entsprechend
ihrer Vielfachheit an diesen aussen beriithrend ansetzen. Dabei bleiben Umfang
und Inhalt erhalten. Negativ zahlende Teile lasst man fort. Dadurch wird
der Umfang verkleinert, der Inhalt vergrossert. Man braucht also nur
einfach umlaufene Flichenstiicke zu betrachten. Einspringende Teile kann man
durch das Stiick der zugehoérigen Doppeltangente (Doppelstiitzgraden) ersetzen.
Dadurch wird der Umfang verkleinert, der Inhalt vergrossert. Das gentigt
filr den-zweiten der beiden folgenden Beweise. Fir den ersten benoligt man
eine Beseitigung der einspringenden Ecken, bei der die Seiten erhalten
bleiben. Sind 0123... aufeinanderfolgende Eckpuukte und ist 012 eine ein-
springende Icke, so ersetzen wir sie durch 012, sodass 01210 ein Paral-
lelogramm ist. Jetzt kann 123 eine einspringende Ecke sein, dann wird sie
ersetzt durch 1'2'3; usw. Das muss aber schliesslich authéren, denn die
Winkel 123, 284,..., deren Schenkel 1'2, 2’3, ... parallel siud, missen bei
einem geschlossene Polygon schliesslich itber 2 Rechte wachsen.

Dies vorausgeschickt, wird in dem ersten Beweise die obige Ungleichung
dadurch abgeleitet, dass ein Vieleck durch eine endliche Anzahl ausfiibrbarer
Umformungen in ein umfanggleiches, inhaltgrosseres regelmissiges 7 — Eck
tbergefithrt wird; fir ein solches ist:

| R T
EU -~ntg?-lJ_‘O.

Von folgenden Umformungen wird Gebrauch gemacht.

1) Umkehrung eines Segmentes. Eine Sehne teilt das Flachenstiick in
zwel Segmente; man kann die beiden Segmente lings der gemeinsamen Sehne
im umgekehrten Siun aneinanderlegen, gleichgtiltig, welches man umkehrt,
Kehrt man das Segment ABCDEFG und das Segment CDE um, so sind die
Segmente ABC und EFG vertauscht, Man kann also den Seiten eines Vielecks
jede Reihenfolge geben, ohne den Inhalt zu verdndern.

2 Symmetrierung. Ein Viereck mit zwei gleichen Gegenseiten wird
mi¢ Erhaltung der Seiten vergréssert, indem man es in ein gleichschenkliges



Haupteigenschaft des Kreises 125

Trapez, also in ein Kreisviereck verwandelf. Dasselbe gilt bel Segmentey,
z. B. wird ABCDEF mit AB=/F, B('= DF durch Symmetrierung der
Vierecke ABELF, BCDI symmetriert.

3) Gleichmachung zweier (anstossender) Seiten. Man ersetze jede durch
die halbe Summe beider, wodurch der Inhalt vergrossert wird.

4) Gleichmachung zweier Radien 40, BO mit Erhaltung der Sehne AB
und des Winkels 40B. Dadurch wird das Dreieck 4 0B vergrossert, die Sehne
mit dem zugehodrigen Segment bleibt erhalten.

Dies vorausgeschickt, mache man zwei Seiten einander gleich: (0) = (1).
Die eine Halfte einer dritten Seite vereinige man nach 3) mit (0) zu zwel
gleichen Seiten (00) = (01), die andere Hélfte mit (1) zu zwei gleichen Seiten
(10) == (11). Die vier gleichen Seiten (00) = (01)==(10)==(11) vereinige man
je mit einem Viertel einer vierfen Seite zu je zwei gleichen, also im Ganzen
zu acht gleichen Seiten (000)=(001) = ...==(111). Usw. So erhilt man ein
dem gegebenen umftanggieiches, inhaltgrosseres n-Eek, dessen Seiten einander
gleich sind und dessen Seitenzahl eine Potenz von zwei ist,

Man verbinde zwei Gegenecken durch eine Sehue, sodass also der Umfang
gehalftet wird, und symmeiriere nach (2) jedes der beiden Segmente. Dann
verbinde man die zwel symmetrischen Gegenecken durch eine Sehne, sodass
mit der ersten Sehne zusammen der Umfang gevierteilt wird, und symmetriere
die Segmente, die durch die zweite Sehne entstehen. Die beiden Sehnen
schneiden sich senkrecht in einem Punkte o und teilen das Vieleck in vier
kongruente (bzw. symmetrische) Quadranten. Deren Dreiecke mit rechtem
Winkel bei o vergrossere man nach 4), wiahrend man ihre Segmente nach 2)
symmetriert. Dann zerfallen die vier Quadranten in acht kongruente (bzw.
symmetrische) Oktanten, mit denen man ehenso verfihrt. Nach einer end-
lichen Anzahl von Schritten kommt man zu einem regelmassigen Vieleck,
womit der Satz bewiesen ist.

Der zweite Beweis bezieht sich auf ein Vieleck P, von dem mehrere
Seiten ein Tangentenvieleck 7' eines ihm einbeschriebenen Kreises A bilden,
der keine der iibrigen Seiten von PP schueidet. Nicht bei jedem Vieleck ist
ein solcher Kreis vorhanden, aber jedes kann in ein umtanggleiches, flachen-
grisseres der verlangten Art umgeformt werden. Z. B. durch die Steinersche
Symmetrisierung: man hilfte den Umtang durch eine Grade & und ersetze
das flachenkleinere Segment durch das Spiegelbild des flaichengrosseren an (.
Dasselbe wiederholt man mit einer zu ¢ senkrechten Graden H. Man ver-
meide, dass ( oder H einer Vieleckseite parallel sind. Dann haben dic auf G
und H liegenden vier Scheitel maximale Entfernungen vom Mittelpunkt
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(GH) =0, da man etwa einspringende Scheitel nach aussen klappt. Also giebt
es auf dem Umfang mindestens vier minimale Entfernungen, also einen ein-
beschriebenen Kreis, der mindestens vier Seiten berihrt und keine Seite
schneidet.

Dies vorausgeschickt, seien CC'C”... die Ecken des Tangeutenvielecks 7,
ferner J und U sein Inhalt und Umfang. Durch den Kreis KX wird 7' zerlegt
in die Kreisfliche =#* und die « Kappeun », jede begrenzt von je zwei aufein-
anderfolgenden Tangenten und dem Zwischenbogen von KA. Die luhalte
dieser Kappen seien bzaw. 4, ¢, ¢,... Von dem Vieleck P verliuft innerhalb
der Kappe ¢ (entsprechend bei #, ¢”,..) ein konvexer Streckenzug .. B
bestehend aus den Seiten ¢,, ¢,, ¢;,.., der mit den Abschnitten CA =¥,
OB = ¢ zusammen eine Kappe vom Inhalt j (7, j7, ...) begrenzt. Die Abstinde
der Seiten ¢,, ¢,,.. von o seien -k, © + h,,... Nun ist Ur==2J, also

H J—Ur~+mt=—J 4t =—i— 7 — i — ..
Ferner ist
ra4-b)y — Z(r 4 e =2y,
also
(2) —J+r{a+b—33¢y=j+4 Xhe.

Addiert man alle Gleichungen (2) zu (1) und bezeichnet mit J’, L Inhalt
und Umfang von P==ABA'B'A"B",..., so erhilt man

(3) J—Urt+mt=—(F—f—2he)— (' —j — 3Ny — ..

Die Parallelogramme hc liegen zwischen der betr. Seite ¢ und der zu
ibr parallelen Tangente im Abstande /. Zieht man die beiden anderen Seiten
parallel einer durch C und ¢ gehenden Graden, so iiberdecken sich die Pa-
rallelogramme nicht, es ist also
(4) JA=2he 4,
woraus mit (3) zusammen folgt

J — Uy 4-m® <o,

was zu beweisen war,



