
Zwei Beweise fiir die isoperimetrische Haupteigenschaft 

des Kreises. 

\ ton  K. rrH, Vat-ILSX (iu \Vien). 

Unter der Bezeichnuug Differcnzengeometrie fi~sse ioh diejenigen S~tze 

der endlichen Geometrie zusammen, atls denon dutch Orenzfibergang Sfitze 

der Differentia.lgeometrie hervorgehen.  Nattirlieh sollen diese Satzo unter 

ge rme idung  yon Grellzprozessen bewiesen werden. Illdelu ma, n zum Sehtuss 

den Grenzabergallg maeht, erhglt man einen neuen Zugang zu dem betref- 

fenden Satze der Differentiatgeometrie. Abet  wichtiger ist es, dass man auf 

diesem Wege  ztt Shtzen kommt, die yon der Differentialgeometrie tiber- 

sprungen werden, da sic ihren Methoden nieht zughnglich sind. In einem in 

der Oesetlschaft ftir Mathematik in Wien gelmltenen Vortrage (s. Momttshefte 

t't~r Math. u. Phys. 1931) habe ich das an drei Beispielen erlautert. Der  Satz 
yon Gauss, die Totalkrtimmung ei~ms Flhehensttickes plus geodatische To- 

ta lkrammung des Randes gibt 4 geeht% wurde ftir polyedrisehe ]?l~tehen- 

s taeke bewiesen, die dutch unebene Polygone begrenzt  sind. Die Unverbieg- 

barkei t  gesehlossener konvexer  Fl~tehen wurde far Fachwerke  bewiesen, 

deren Stgbe die Kanten eiaes Dreieekspotyeders  sind; sie m0.ssen konvex 
sein, wenn unendlich kleine Verbiegbarkei t  ausgesehlossen wird. Dass es 

nicht immer angebracht  ist~ krumme Flhehen und Linien dureh Polygone und 
Polyeder  zu ersetze, b zeigt der a. a. O. gegebene sehr einfache Beweis des 

Vierscheitelsatzes, bei dem ich das Oval als aus KreisbOgen zusammenge- 
setzt annehme. 

Zu den wiehtigsten Desiderateu auf diesem G-ebiete geh6rt nun unstreitig 

der Beweis der isoperimetrischen Haupteigensehaft  des Kreises (~). Diese 

lasst sieh bekamltlieh dahin ausdrfieken, dass zwischen dem Inhalt J und 

dem UmNng U eines ebenen nieht kreisf6rmigen Flgehensttlckes die Un- 
gleiehung besteht  : 

1 _ U~  - -  ~ J  > o 
4 

it) F i i r  die Gesch ich t e  des P r o b l e m s  vm,g-leiehe m a n  i n s b e s o n d e r e :  ~¢V. J~LASCHKt~ 
K~'eis ,t,~d .Kuedet, Leipzig,  1916. 
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oder dass die quadratische Funktion 

J + Ux q- r:;c "e 

fttr geeigaete Wer te  yon x negativ wird. Das soil im Fotgenden ~mf zwei 

wesentlieh versehiedenen Wegen bewiesen werden. 
Einige allgemeine Bemerkungen sind vorauszusehicken, um del~ Oang 

der Beweise nieht mehr unt;erbreehen zu massen. Fttr den Umfimg set der 

Umtaufsimt so festgesetzt, dass das Innere links liegt. MehrNeh umtaufene 

Teile kmm man aus dem einNch umlaut'enen herausnehmen und entspreehend 

ihrer Vielfimhheit a,n diesen aussen bertihrend ansetzen. Dabei bleiben Umfnng 

und Inhalt erhalten. Negativ zghlende Teile tgsst man fort. Dadureh wird 

tier Umfang verkleinert,  der Inhalt vergrOssert. Nan braucht  also nur 

einfaeh umlaufene Fl~iehenstt~eke zu betraehten.  Einspringende Teile kmm man 

dureh das Stack der zugehOrigen Doppeltangente (Doppelst~ttzgraden) ersetzem 

Dadurch wird der Umfang verkleiner L der Inhalt vergrOssert. Das gentigt 
fttr d e n z w e i t e n  der beiden folgenden Beweise. Ftir den ersten ben(Stigt; man 

eine Beseitigung der einspringenden Eekm b bei der die Seiten erhalten 

bleiben. Sind 0123... aul!eina.nderfotgende Eekpunkte  und ist 012 eine ein- 

springende Eeke, so ersetzen wit  sie dutch 01'2~ sodass 0121'0 ein ParaI- 

lelogramm ist. Jetzt  kann 1'23 eine einspringende Eeke seth. dann wird sis 

ersetzt dureh 1'2'3; usw. Das muss a, ber  sehliesslieh authOren~ dem~ die 
Winkel  1'23, 2'34,...~ deren Sehenkel 1'2, 2'3, ... parallel sind, mttssen bei 

einem gesehlossene Polygon schliesslieh tiber 2 lgeehte waehsen.  

Dies vorausgesehiekt,  wird in dem ersten Beweise die obige Ungleichung 
dadureh abgeleitet, dass ein Vieleek dureh eine endliche Anzahl ausftthrbarer 

Umformungen in ein umfanggleiehes~ inhaltgrOsseres regelm~ssiges n - - E c k  

t tbergeNhrt  wird;  ftir ein solehes ist: 

1 U~ 
5. - -  ~ tg n J = O. 

Von fotgenden Umtbrmungen wird Gebraueh gemaeht.  

1) Umkehrung eines Segmentes. Eine Sehne teilt das Flfiehensttick in 
zwei Segmente;  man kann die beiden Segmente l'angs der gemeinsamen Sehue 

im umgekehrten Siml aneinanderlegen, gleiehgtiltig, welches man umkehrt.  

Kehrt  man das Segment A B C D E F G  un, d das Segment C D E  urn, so sind die 
Segmente A B C  und E F G  vertauseht.  Man kam~ also den Seiten eines Vielecks 
jede Reihml%lge geben, ohne den Inhalt zu verii.ndern. 

2) Symmetrierung.  Ein Viereek mit zwei gleiehen Gegenseiten wird 

mit Erhaltung der Seiten vergr0ssert~ indem man es in ein gleiehsehenkliges 
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Trapez, also ill ein Kreisviereek verwandelt .  Dasselbe gilt bet Segmenten, 

z. B. wird ABCDEF mit AB~-I'~I~; B t ' : D E  dutch Symmetr ierung der 
Viereeke ABEl,; BC])E symmetriert .  

3) Gleiehmachung zweier (anstossender) Seiten. Man ersetze jede dureh 
(lie halbe Summe beider, wodurch der InhaR vergr0ssert  wird. 

4:) Gleichmaehung zweier  Radien A 0, BO knit Erhaltung (let" Sehne AB 
und des Winkels AOB. Dadureh wird das Dreieck AOB vergr6ssert,  die Sehne 

mit dem zugeh0rigen Segment bleibt erhalten. 

Dies vorausgeschickt,  mache mau zwei Seiten einander gleieh: ( 0 ) : ( 1 ) .  

Die eine HhlRe ether drRten Seite vereinige man naeh 3) mit (0) zu zwei 

gteiehen Seiten ( 0 0 ) =  (01), die andere H.alfte mit (1) zu zwei gleiehen Seiten 

tl0) == (11). Die vier gleiehen Seiten (00) = (01)-= (10) =:- (1 l) vereinige man 

je mit einem Viertel ether vierten SeRe zu je zwei gleiehen, also im Ganzen 
zu aeht gleiehen Seiten { 0 0 0 ) = ( 0 0 1 ) - -  ~ (111). Usw. So erh/~lt man eiu 

dem gegebenen  umfimggleiches, iuhaltgrOsseres ~-Eck, dessen Seiten einander 

gleieh sind mid dessen Seitenzahl eine Potenz yon zwei ist. 

Man verbinde zwei Gegeneeken dutch eine Sehne, sod~ss also dot Umthng 

geh/ilftet wird, mid symmetr iere  naeh (2)jedes der beiden Segmente. Dann 

verbinde man die zwei symmetrisehel,  Gegeneeken dutch eine Sehne, sodass 

mit der ersten Sehne zusammen der Umfang gevierteiR wird, und symmetr iere  
die Segmente, die dureh die zwei te  Sehne entstehen. Die beiden Sehnen 

sehneiden sieh senkreeht  in einem Punkte o und teilen das Vieleek iu vier 

kongruente (bzw. symmetrisehe) Quadranten. Deren Dreieeke mit reehtem 

Winkel  bet o vergr0ssere man naeh 4), wtihrend man ihre Segmente naeh 2) 

symmetriert .  Danu zerfallen die vier Quadrianten in aeht kongruente  (bzw. 
symmetrisehe)  Oktanten, mit denen man ebenso verNhrt.  Naeh ether end- 

lichen Anzahl yon Sehritten kolnmt man zu einem regehnassigen Vieleek, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Der  zweite Beweis bezieht sich auf ein Vieleek P, von dem mebrere  

Seiten ein Tangentenvieleek 5/' eines ihm einbesehriebenen Kreises K bilden, 
der keine der tibrigen Seiten yon P selmeidet. Nieht bet j edem Vieleek ist 

ein soleher Kreis vorhanden~ abet  jedes kam~ in ein umfimggleiehes~ fltiehen- 

gr0sseres der verhmgten Art umgeformt werden. Z. B. durch die Steinersehe 

Symmetr is ieruag:  man hfilfte den UmlRng dutch eine Grade (; u nd ersetze 

das flgehenkleinere Segment dutch das Spiegelbild des flfiehengrOsseren an G. 
Dasselbe wiederholt  man mit ether zu Cr senkreehten Oraden IL Man ver- 

meide, dass G oder H ether Vieleckseite parMlel sind. Dam~ haben die auf G 

und H liegendeu vier Seheitel maximate Entfernungen veto Mittelptmkt 
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( G H ) - - ~  o, da m~u etwa einspringeude Seheitel nach ausse~ klappt. Also giebt 

es auf dem Umt~ng mindestens vier minimale Entfernungelb also einen ein- 

beschriebenea Kreis, der mindestens vier Seiten bertitlrt und keine Seite 

schneider. 

Dies vorausgeschick~, seien C C ' C " . . .  die Eeken des %ulgentenvieleeks T, 

ferner J und U sein [nhalt trod Umfang. Durch den Kreis K wird J' zerlegt 

in die Kreisflhehe roy ~ und die ~ Kappeu >>~ jede begrenzt yon je zwei aufeiw 

anderfolgenden Tangenten uud dem Zwischenbogen yon K. Die Iuhalte 

dieser Ka.ppen seien bzw. i, i', i ' , . . .  Von dem Vieleck P verl~tuft innerhalb 

tier Kappe i (entsprechend bei i', i " , . . . )  ein konvexer  Streckenzug A ... B 

bestehend aus den Seiteu G,  c~, G~..., der mit den Abschuitten CA=-b,  

C B  = a zusammen eine Kappe vom Inhalt  j ( j ' ,  j ' ,  ...) begrenzt. Die Abstttnde 

der Seiten e~,  c 2 , . . ,  yon o seien v + l h ,  r + h . 2 , . . .  Nun ist U~'~2J~ also 

J -  U~" + r~ "~" ---: -- J + ~z~ "~ --~ -- i - -  i '  - -  i"  - -  ... 

also 
(2) 

~'(a 4 -  b) _ ~ v ( v  + h ) e  --~ 2 j ,  

- - - j  + ~'(a + b - -  ~ c ) - - - = j  + V h c .  

Addiert mau alle Gleichungen (2) zu (1) uud bezeiehnet mit d ' ,  U '  Inhale 

mad Umt~ng yon P =  A B A ' B ' A " B " , . . . ,  so erhSl~ man 

(3) J '  - -  U ' r  - t -  ~ ' ~  -~- - -  ( i  - - j  - -  ~ h e )  - -  (i' - - j '  - -  ~ h 'c ' )  - -  ... 

Die Parallelogramme h e  liegen zwischen der betr. Seite c und dcr zu 

ihr parallelen Tangente im Abstande h. Zieht ma, n (lie beiden anderen Seiten 

parallel einer dutch C u n d c  gehenden (.~raden~ so ttberdecken sieh (lie Pa- 

ral lelogramme nicht, es ist also 
(4) j + E h e  .-I i ,  

woraus mit (3) zusammen tblgt 

J '  - -  U ' r  q -  ~ ' ~  ~ G 

was zu beweisen war, 


