
Sugli spazi lineaJ'i metrici  e le h)ro wu'ieth lineari. 

Memoria 1 a di Crt:lDo A.SCOL~ ta Torino). 

Sunto. - In  questa p r i m a  Memoria  si  defi~dscono gli  sl~azi li,~eari metvici  (o vettoriali ,  se, 
condo ~l J~=CHET) e le loro varietg~ h:neari: in par t ico lare  gl i  i perp ian i  e le equazio~d 
l ineav i  che ti  ral)PVesentano, S i  estende po i  il concerto d i  corpo convesso e la sua  rap,  
presen taz ione  secondo ~.[INKO~VSKI; 8i dimost,ra l 'es is te~za d i  u n  cono tange~te  i n  u n  

p u n t o  del contor~w. Seguono alcune osservazio~i  s~tgli Sl)aZi completi  e separabiI:i, s~dlo 
spazio  duale  ecc., e l' esame di  ntvmerosi esempi di spaz i  aven t i  come eleme~nti successioni 

o [unzioni .  

I N T R O D U Z I O N E  

Sil l  d a l  1906 ~,{. FRI~CHET 1)oneva  con la  s u a  c l a s s i e a  Tes i  ( * ) i  fonda-  

m e n t i  d e l l a  t e o r i a  deg l i  sp~z i  astr ,~t t i ,  in cu i  v e n i v a n o  fusi  in u n a  e spos i -  

z i o n e  s i s t e m a t i c a  e g e n e r a l e  c o n c e r t i  g i g  e l a b o r a t i  d a  A~ZEL£,  PINCHERLE~ 

VOLTER~{A ed  a l t r i  (~) in v i s t a  di fini . . . . . . . . . . . . . .  con  n o z i o n i  n u o v e ,  e non 

m e n o  i m p o r ~ a n t i ,  a eu i  il FRgOHET s t e s s o  e r a  s t a t o  e o n d o t t o  dMlo  s v i l u p p o  

l o g i e o  d e l l e  s u e  r i e e r e h e .  S in [e s i  d u n q u e  n a t a  d a l l ' A n a l i s i ,  e d e s t i n a t a  a tor -  

n a r v i ,  s e e o n d o  le  e s p l i c i t e  i n t e n z i o n i  d e l l ' A u t o r e ,  p e r  a r r i e e h i r l a  di  n u o v e  

p r o s p e t t i v e  e d e l  s o e c o r s o  di u n a  s i a  p u r  v a g a  i n t u i z i o n e  g e o m e t r i e a .  

Ne i  c i n q u e  l u s t r i  d a  a l l o r a  t r a s c o r s i  le  t e o r i e  de l  F~{gCHE'I' h a n n o  a v u t o  

un v a s t o  e b r i l l a n t e  s v i l u p p o ,  di eu i  6 d o e u m e n t o  u n a  r e c e n t e  e s p o s i z i o n e  

s t o r i c o - e r i t i c a  (a). D M I a  q u a l e  r i s u l t a  p e r 6  e v i d e n t e  c o m e  le  d i r e t t i v e  d e l l a  

(i) FRt~CHET ~[.~ ,%"tt'/" quelq~es po in t s  dt~ Calcul fouctiom~el (~, Rend, Circ, Mat. Pa- 
Iermo ~,~ t. 22, 1906; ioag. 1-74). 

(~) A PI~CHEt~LE si deve in particolare 1 ~uso della parola (~ spazio ~ per indicare com- 
plessi di funzioni; si vegga per es, it C e ~ o  sullct Geometria dello spaz io  funzio,~ale nei 
,< Rend. Acc. Bologna ~> del 1897. Nella nomenclatura di FRECH~T tall complessi non sareb, 
bero per6 sl)azi, mancando in essi una definizione di linfite o di distanza; si potrebbe dirli  
molteplicitd~ a l ~ i .  

(~) Fl~l~CtIn'r M., Les espaces abs tra i t s  et tewr thdorie, considdrde comme int.~vd~ction ~ 
l 'Aua lyse  gdndrale tParis, Gauthier-Vfllars, 1928). Sarh richiam,nto in seguito con Fabbrevia.- 
zione ,< E. A. ~. 

Anna l i  di iVv~te~w~tic~, Serio IV, Tomo X. 5 



34 G. As('oLI: ,~agli sp(,zi tineari metrici e le loro varietit linea,ri 

teoria degti ag~grcgati abbiaL~o betl presto preso il sopravve~to su quelle di 

pill immediato b~teresse per l'Aualisi, sicch~ quali coHtributi esse~ziali che 

i~ quest 'ordine di studi possono riuscir utiti al l 'analista rimangono forse i 

primi lavori del FJ¢]~CHET e pochi altri. 

Fors~ ci6 era iHevitabite, a causa della immensa generalith del concerto 

di spazio astratto, topologi(*o o metrieo, auehe se limitato da alcune semplici 

determinazioni (completo, compatto, separabile...), la qualo ha come contrap- 

l)OS~O l 'esiguo nucleo di propriet/~ comuni. E il Ft~]~CHET stesso lo rico~msce 

qua~do consigtia lo studio di classi di spazi pifi particolari, allo scopo di foruire 

ai eampi funziouali che pi{t interessauo l'Aualisi << un mfiforme plus ajust~ ,, (% 
Quail sia tre~ questi ~ abiti pifi attillati ,, quello the  promette oggi piu 

fruttuose indagini~ mi sembra evidente:  ~ quello degli spaz i  linee~ri (~) e in 

modo particolare degli spaz i  l i near i  ~elr ' ic i  o vet tor iat i ,  studiati da .N. WIE~Ee., 

BANACg e FR1~CHET (~), giacch4 Hei primi rientrano se~z'~dtro tutti gli spazi 

funzionali e nei secondi molti, anzi i pi~t interessanti tra essi. 

CoHdotto a quest 'ordine di idee dallo studio di una questione particolare~ 

gig trattata da F. Ru~sz (~), ed anzi sviluppando un concetto geometrico 

astratto che mi era stato felice guida in quel caso, sono pervenuto a un 

gruppo abbastanza organico di propriet/~ degli spazi vettoriali separabil i ,  le 

quali, per essere alquanto riposte e di immediata applicazio~m all'Analisi, mi 

sembrano meritevoli di essere conosciute. Esse permettono i~ffatti di ricon- 

durre ,~d un' unica origine gruppi di proposizioni rifiettenti i funzionali tineari 

di vari spazi, che erano state ottenute dal RIESz (s), valendosi di procedimenti  

inspirati alle proprietg particolari dei campi studiati; e di r intracciarne altre 

non meno notevoli. 

(4) ~ E. A. ,,, pag. 123-157. 
(~) Spazi topotogicamente affini, seeondo il FRt:]CHET (~ E. A. *, pag. 123-t25). 
(6) ~ I E S E R  ~, ,  Limit  in terms of continous transfo.rmatio~,s ((~ Bull.  See. 5lath. de 

France  ~, vol. 16~ i926, pag. 51-6"2). BA~ACH S., Sur les opdrations da~s les ensembles ab. 
straits et teur application aux dquations intdgrales (<< ]~und. Math, >>, I I I ,  19~2, pag. 133-181). 
FR~CHET M.~ Les espaces topologiques affines (,, Acta Math. ~,, t. 47, 1926, pt~g. 25-52). 

(v) V. le mie Note:  Sullc~ rappresentazione app.rossimata di unce funzione mediante 
combinazioni lineari di funzioni date (~ :Rend, Ace. Lineei  ,,, 6 a, X~ 2 ° sere,  19"29); AJ~cora 
sulla vappresentazio~e lineare della funzioni continue (id. id., 6a~ XI ,  1 o sere., ]_930). 

(s) RIESZ F., Sur certains syst4mes d'dquations fonctionnelles et t'approssimation dos 
fonctions continues (~ Comptes rendus  de l 'Ac. des Sc. ~. 19]_0~ t. 150~ pag. 67~1.677; et ~, An- 
nales de l 'Ecole  normale sup. ~ 1911~ t. 28, pag. 33-62); Untersuchungen i~ber Systeme i~#e. 
grierba~'er Funktionen (,~ Math. Annalen .  ),, B. 69, ]_9]_0~ S. ~49497). Richiameremo slaesso 
queste Memorie con le indicazioni (Ml) e (M.z). 
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Si avver~ cosi aucora um~ volta l ' acuta  previsione di E. H. MOORE (~) 

secondo la quale 1' identitA formale dei risul~ati di piit teorie indiea 1' esistenza 

di una dottrina generale the  partendo dai presupposti comuni di quelle giunge 

con i suoi proprii mezzi ai medesimi risultati. 

Questo il noeciolo della presente Memoria, quale pub riseontrarsi nei 

Cap. V I e  VII; a cui per6 hello svituppo delh~ rieerea si sono aggiunti nu- 

merosi risultati preliminari e eomplementari  ehe non mi 6 parso possibile 

trascurare,  o menzionare solo in via di ineidenza; onde il lavoro ha finito 

per delinearsi come una trattazione geuerale degli spazi lineari metrici~ sotto 

1' aspetto metrieo e affiue. (Cfl'. la Nora alla fine-della parte P). 
Riassumo qui b revemente  il contennto delle singole parti. Nel Cap, I, 

r ipresa dal BASTAeH la definizione di spazio lineare metrico, vengono definite e 
studiate le varie lh  l inear i  e in partieolare gli iperp ian i ;  si presentano subito 

i fhnzionali lineari the  preferiseo denominate  f~tnzioni addi t ive  cont inue 

(f. a. c.). Nel Cap. II si trasportano agli spazi lineari i metodi di MINKOWSKI 

per to studio dei corpi convessi e si riconosee in sostanza nella geometr ic  

di questi spazi l 'estensione delle note geometr ic  di Minhowshi  in quanto 

le propriet~ poste par la funzione n~od~tlo~ cio~ per le distanze, esprimono 

soltanto la convessil~ della sfera hello spazio liueare. E si studiano poi 

alcuni eorpi speciali come i cilindri, rotondi o no; nell 'ul t ima ricerca (cono 

circoscritto a un corpo convesso in uu punto di eontorno) si profila gi~t quello 

ehe sar/~ strumento essenziale negli spazi separabili. 

Abbondauo iu questi capitoli nozioni e deduzioni ben note, su eui ab- 

biamo sorvolato quanto fu possibile; g da notate perb ehe ~ perieoloso in 

questi argomenti  una troppa frettolosa estensione dagli spazi ordinari, poichg 

la differenza topologica essenziale - -  la possibile mancanza di compattez.za ~-- 

pub condurre faeilmente in errori. 
Nel Cap. III sono riuniLe aleuue osservazioui sugli spazi completi e se- 

parabili e si introduce lo spazio duale o reciproco di cui la prima idea 
r isale  ad anti(thi lavori di PINCHERLE (~o). 

I Capitoti IV e V contengduo esempi di spazi lineari metrici, in grau parte 

noti, per i quail si ~ eercato di mettere in evidenza le propriet/~ ehe meglio 

si pres tawmo Mht rappresel~tazione geometrica, e ia eventuale sepm'abilith, 
preparando cosi il materiale per l 'applicazione delle teorie svotte nei eapitoli 

(~) I n  << At t i  del  I V  Congresso  i n t e r n a z i o n a l e  dei  Matemat ie i  ,, ( t loma.  190:L), pag. 98. 
(tO} PINCHERLE S., Stfl concetto di pia~o in. m~o spazio ad inf i~ite dime~sio~i (¢ R e n d .  

Ace. B o l o g n a  ,>~ 1898). 
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seguenti. Si 6 ratio anehe eenno di ~;~ovime~Li possibili in alcuni spazi~ forse 

non tutt:i fLIICOF3, osservati.  

II Capitolo V[ 6 dedicate agli spazi separabili ;  dimes*rate anzitutto per 

essi it teorema fondamentale del l 'es is tenza di un iperpiano (almeno) radente  

ad un eorpo eonvesso in un punto del sue eontorno e iudagato il signifieato 

geometrieo, assai sempliee, del proeedimento analitieo, si appliea il risultato 

a due easi elementari ,  i quali tbrniseono rapidamente  it gruppo delle proprietg 

delle varieti~ lineari eui pifi sopra si 6 alluso. Viene dimes*rate, tra l ' a l t ro :  

l'esistenz~t di iperpiani;  ta possibilitg di ot tenere una varietg lineare come 

intersezione eompleta, di una infinitg numerabile  di ip6rpiani; la proiungabilitg 

a tutto Io spazio di tma f. a. e. definita in una varieth lineare. Viene data 

inoltre In eondizione di risolubilitg di un sistema del tipo: 

A(x~)  = C~ 

rispetto at simbolo A di f. a. e., problema ehe ba la parte  prineipale nei 

eitati lavori di RIESZ; e vengono pure estesi altri teoremi di RIESZ sulla 

rappresentazione approssimata di uH elemento per mezzo di eombinazioni 

lineari di elementi dati. 

Le applieazioni di queste *eerie a spazi particolari  souo svelte nel Ca- 

pitolo VII. L 'esposizione 6 qui alquanto sommaria, in quanto l 'applieazioue 

si r iduee spesso a sempliei mu~amenti di linguaggio ed a raffronti con svi- 

luppi noti. Vi sarebbe eerto mater ia  in molti easi a indagini piu approfondite;  

ma esse sarebbero useite dal quadro, gih ben vasto, della Memoria, e 

potranno formare oggetto di sueeessivi tavori. Un' eeeezione 6 stata fat~a 

per la brevissima trat tazioue del problema de l l 'a ; ' , non ica  vicii~iore nelto 

spazio L:. 
Nel breve  Capitolo VIII si applieano i risultati del Cap. VI alia r ieerea  

di , b a s i ,  di uno spazio separabile do,ate di una eerta  proprieth sempliee, 

ma intet'essante, e a questioni eonnesse. 

Ohiude il tavoro il Cap. IX dove 5 dimostrato un teorema sull 'approssi- 

mazione di eer te  elassi di f. a. e. di uno spazio separabile mediante un'op- 

portuno sistema numerabi le  di esse; dimostrazione in cui mi sembra si renda 

ben manifesta l 'uti l i tg delia visione geometr iea offerta dalle nostre teorie. II 

teorema non dh fbrse nelle applieazioni risultati akre t tan to  preeisi quanto 

generali ;  ad ogni mode non sembra fi'mile r i t rovarl i  altrimenti, e d ' a l t ra  

parte non 6 eseluso ehe si possano t rarre  dallo st esso proeedimento, in easi 

speeiali, formulazioni pit, esatte. 

Si potr'g osservare  ehe un pitt ristretto sviluppo della interpretazione 
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geome t r i ea ,  o l~t su~t soppres s ione  assoluta ,  c o m e  helle mie  Note  ei~ate, 

a v r e b b e  dato  ~I l avo ro  m a g g i o r  rap id i th  e s t r inga tezza .  Po lchg  perb  nppunto  

~t tall v edu t e  geo lne t r i ehe  fll dovu to  il sueeesso  della, r i ee rca ,  mi ~ pa r so  

ehe  pe r  ci6 s tesso esse  ven i s se ro  ad ~fffermare il loro v a l o r e ;  s enza  eon t a r e  

la n a t u r a l e z z a  e la  t r a s p a r e n z a  t h e  pet' esse ~ v e n u t a  ad a e q u i s t a r e  l ' e spo -  

sizione.  

VogIio no t a r e  f ina lmen te  t h e  it eon tenu to  del nost ro  t e o r e m a  t'onda- 

m e n t a l e  (n. ° 34) non s e m b r a  e sau r i to  helle e o n s e g u e n z e  t h e  ne a b b i a m o  

trz,tte; sia pereh~  l ' a p p l i e a z i o n e  ad altri  eorpi  convess i  p o t r e b b e  forni re  

nuovi  r i sul ta t i  in te ressan t i ,  sia. pe rch~  gli ipe rp ian i  di eui in esso v iene  di- 

m o s t r a t a  l ' e s i s t e n z a  non sono solo ~'adengi, ma tc~nge;zli al eorpo  eonves so  in 

e s a m e ;  p rop r i e th  ben sot t i le  t h e  noi non abb i~mo  m i n i m a m e n t e  sfl 'uttata, e 

ehe  p o t r e b b e  forse eom~etters i  a qua lehe  c lass i f ieaz ione  mol to  p r ee i s a  dei 

funzional i  l inear i  (~). 

I. P r e l i m i n a r i .  V a r l e t s  l i n e a r i .  

1. D i r e m o  spazio linea~'e (~-~) (as t ra t to)  un a g g r e g a t o  S di e lemel l t i  (punti) 

dota to  delle seguent i  p r o p r i e t h :  

a) Sono definite sugli e l emen t i  di S ce r t e  operaz ion i  de t te  addiz io~e 

di due e lement i ,  ~;~olliplicozio~e d i t m  e t emen to  pe r  un n u m e r o  rea le ,  s e m p r e  

possibili~ te qual i  danno  e lement i  di S e godono delle o rd ina r i e  p r o p r i e t h  

a l g e b r i e h e ;  si ado t t a  pe r  esse il s imbol i smo de l l 'A lgebra .  Esis te  quindi  un 

e l cmen t o  mdlo  (0, punto origine)  tale t h e  a - + - 0 = o ,  0 . ) , = 0 ,  x . 0 =  0. Si 

pone  x . ( - -  1 ) = - - x ,  x ÷ ( - -  y ) - = x - -  y. 

Lo spazio  l inea re  S sa rh  det to met~'ico se ino l t r e :  

b) P e r  ogni e l em en t o  x di S esis te  un n u m e r o  rea  le~ il modulo di 

x (rood x), ta le  c h e :  

rood x ~ 0; rood x = 0 allor~, e Mlora  so l tan to  t h e  x - ~  0; 

r o o d ( x - 4 -  y) ~ rood x q - r o o d  y ;  

lnod (),x) = [k [.rood x se ). 6 un n u m e r o  r ea l e  (~3). 

(it) Un breve sunio di alcune parti della presente Memoria feee oggetto di una comuniea- 
zione hells XIX Riunione della Societ~t per il progresso delle Scienze (Bolzano-Trento~ 1930}. 

(,2) Siste~a lineare seeondo B[mAL1-FORT~ e .gAROOLON(~O (Analisi vettoriale (Bologna., 
Zanichelli~ I929), pag. 16). 

(~:~} La eondizione a) implies una lungs serie di enunciati; the sopprimiamo per breadth: 
si veggano i lavori citati nel]a nora (~}. I nostri simboli differiseono alquanto da quelli usati 
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Si def in isce  c o m e  distanza di due  punt i  x~ y, il m o d u l o  di x .... y :  

(x, y) = rood (x  - -  y);  

e qu ind i  

(x,  y ) ~ 0 ;  (x ,  y ) = 0  Mlo ra  e Mtora  so i t an to  t h e  x = y ;  

(x,  y) = ( y ,  x ) ;  (x, z ) ~ ( x ,  y) ÷ ( y ,  z ) ;  ( X x , ) , y ) =  ] ) , i (x ,  y);  

(0, x)  = rood x .  

Con la s e m p l i c e  i n d i c a z i o n e  di spazio lineare ci r i f e r i r e m o  in segu i to  

c o s t a n t e m e n t e  a un siffatto spaz io  S. Esso ~ d u n q u e  una  p a r t i c o l a r e  classe (D) 
nel senso  di FRECgET (*~), a. cut  sono pe rc i5  app l i cab i l i  i conce r t i  di limite, 

p~w~to di ace~mulazione, insieme chiztso, isolalo e t c .  e di conlinuitd, sin 

p e r  le funz ion i  n u m e r i c h e  c he  pe r  le c o r r i s p o n d e n z e .  

1~ e v i d e n t e  t h e  S a m m e t t e  uu g r u p p o  di movimenti ,  cio6 di t r a s f o r m a -  

z ioni  t h e  e o n s e r v a n o  le d i s t a n z e ;  sono  q u e s t e  le t r a s laz ion i  x ' ~ x  + a. Es i s t e  

p u r e  un a l t ro  g r u p p o  di t r a s i b r m a z i o n i  b i con t i nue ,  que l lo  del te  omoletie 
x '  := k x  r i spe t to  all '  o r ig ine ,  ne l  qua l e  le d i s t a n z e  v e n g o n o  mo l t i p l i e a t e  p e r  l )']. 

Da.lh~ loro e o m p o s i z i o n e  nasee  il g r u p p o  

t h e  (~ quel lo  f o r m a t o  dal le  o m o t e t i e  r i spe t to  a qua . lunque  centro~ e dal le  tra-  

sla.zioni. Spa.zi p~u'ticola.~ii possono  a m m e t t e r e  a lmhe  a l t re  t r a s f o r m a z i o n i  im- 

pot'tant.i, in p a r t i c o l a r e  ,'otazioni, cio6 m o v i m e n t i  elm t e n g o n o  fisso un puuto .  

II  c o n c e r t o  di dis ta .nza si e s t e n d e  in m o d o  noto  a due  a g g r e g a t i  a rb i -  

tr~ri  A, B di S, p o n e n d o  (A, B) egua.le al  l imi te  i n fe r io re  deiht  d i s t a n z a  f ra  

un e l e m e n t o  di A e uno d i  B. Se (A, B ) = 0  e A e B s o n o  ehius i  n o n  s i p u 6  

a f f e r m a r e  e he  A e B h a r e m  e l e m e n t i  c o m u n i  (~); se pe r5  x 6 un e l e m e n t o ,  

in questi lavori eve per es. b detta norton di x e indicato con [ix][ cib the not seriviamo 
modx ;  B ~ A c H  indica inoltre l 'origine con 0; non ei sembra perb che la  nostra notazione 
possa dar luogo ad equivoci. 

I l  FRI~CHET introduce accanto ai punti di S anche i vettori determinati da coppie di 
punti di S; cib non ~ indispens~bile e seguiamo percib in questo iI BAX,~CH, con guadagno 
di semplicith. Senza dubbio vi sono enunciati che l 'uso dei vettori renderebbe pifi espressivi; 
ma non sono molti e il lettore 1ootr~ faeilmente fare da s~ la sostituzione. 

I1 BANACH introduce anche una condizione che esp~ime la completezza delto spazio: 
seguendo il ~RECHET ]a omettiamo perch,; quasi sempre inutile per i nostri scopi. Si vegga 
deI resto il n. ° 16. 

(~) FI~ECHE:e, loc. cir. nora (i) e << E. A. ~ passim. 
(~) Cib sarebbe possibile ore A e B fossero compatti, tall cio~ che in essi ogni aggre- 

gato parziale infinito ammeita almeno un punto di aeenmulazione. Ia'ipotesi della eompattezza 
per5 troppo restrittiva per le applicazioni. 
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A un  ago ' regato chiuso, ed 6 (x, X)~---0, x 6 p e r  definizione un e lemento  di 

~mcumulazione di A e quindi  sta in A. 

2. Come negli ordinar i  spazi l ineari  si possono defix~ire in S re t ie ,  p i a n i  

e in gene ra l e  varlet& linea~'i ~ ' .  Cosi la r e t t a  passante  per  i punti  a, b sar~t 

il luogo degli e lement i  
),a + ~,b 

X-~--- ). -~- tt 

at va r i a r e  dei humer i  reali  >., ~ (con > .q- l~q: :0) ;  e se c e fuori di ques ta  

r e t t a  il piano a, b, c sar~t il luogo dei punti  

) , a + p , b  + r e  
X== 

; ~+  IS + v  

con Z d - V - J - v : } : 0 ;  e cosi vi~. Le  faeili quest ioni  t h e  si conne t tono  a ques te  

definizioni, e t h e  qui d o v r e m m o  r i so lvere ,  hanno  gig fo rma te  ogget to  di studi 

esaur ient i  nel case  dello spazio h i lber t i ano  (,6); questi  studi possono per6 

t raspor ta rs i  senza  a l t e raz ione  a qua lunque  spazio l ineare ,  onde possiamo 

senz ' a l t r o  aceettg~rne i r isultat i .  

Dobb iamo  inveee  no ta re  esp l ic i t amente  il t e o r e m a  s e g u e n t e :  

Una va~'ietd linea~'e ~ & z~n aggrega te  chiuso. 

Esso 6 immed ia t e  corol la r io  di un lemma,  in te ressan te  a n c h e  per altri  

r iguardi ,  e cio6:  

Le d i s t a n z e  di  u n  p u n t o  x di S da i  p~tnti eli una  va'rietd l i n e a r e  o~, 

a m m e t l o n o  un  ~;dnim.o. 

Suppor remo,  come 6 leeito, ehe V eon tenga  l 'o r ig ine ,  e sia definita da 

questo e lemento  e da altri  u~, u.2, Ua,"" u,, l i n e a rme n t e  indipendent i .  II teo- 

r e m a  esp r ime  a l lora  t h e  per  x e lemento  fisso e G ,  a~,.., a,, humer i  real i  

var iabi l i  la funzione 

f ( a , ,  a~, ... a,,) = mocl ( x  - -  Y,a~u3 

a m m e t t e  minimo.  Come si vede,  6 una ques t ione  di ripe note,  t h e  c o m p a r e  

in tut te  le r i c e r che  t h e  si conne t tono  ai metodi  di appross imaz ione  di TCHE- 

BITCHEFF (*~). 

(t~) V. FRECI-~E¢, Essai de Gdom. analytique ~ une infinitd de dimensious ~ Z~ouv. An- 
hales ,~, VIII ,  1908) e VITALI,. Geomehqa dello spazio hitbertiauo (~ Atti R. ]siituto Veneto ,, 
t. LXXXVII,  1928 e Bologna, Zaniehelli, 1929). 

(~) Cfr. i noti trattati di DE L~,-t VALLI~E POUSSIN, BERNSTEIN, etc.; e per le ipot~,si 
pifl generali: YouNG V~ r. It., General theory .... (~ Trans. Am. Math. Soc. ~, 8 °, 1907), pa- 
gine 331.3~. 
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Si noti anzitut~o ebe la f(a~, a.2,.., a , )  6 oontinu% peroh6 

i f ( a~ ,  a~ , . . ,  a . )  - -  f ( b , ,  b~, . . ,  b,~)l ~ rood (Xa~ui  - -  Eb~:u~) __~ E ] a~ - -  b~ i rood tt~. 

Si dica poi )~ il l imite inferiore dei valori della f ;  sar/t h ~ . 0 .  Si dimo- 

strer5~ che fuori di un cer~o campo finito R dello spazio delle at ~ / ( a , ,  

t~.~,.., a , , ) >  h ' ~ ) . ;  ~. g perei6 il l imite inferiore della f i n  R, che g effettiva- 

mente  raggiunto,  perchg R ~ finito. 

Pe r  costruire  R si osservi  che le espressioni 

rood (tt, -4- E~u~ d -  ... -4- {,,u,~) 

rood (~,u~ + u ,  + ,.. d -  { .u, , )  
, . , . . . . . . . .  , , . . . .  

mod ({tu~ + {.2u2 + ... + tt.). 

come funzioni di ~ ,  ~s,... {,,, non si a lmullano mai nel dominio l imitato 

[~il--~ 1; hanno dunque minimi posit, ivi, il cui minimo sia ~i. Allora pet" 

cq ,  a~ , . . ,  ct,, arbi trar i ,  supposto I a p l i l  mass imo dei loro moduli s a ra :  

( t i  
rood Y, aiu,  = 1% J rood v ~ u, ~ ~ lap,  = "~ max  i a, [, 

Si ha quindi :  

rood (~ad,h --  oo) -t- rood x ~ rood Ectiui  ~ ~ max ] ctit 
cio~: 

f (a~ ,  a~, ... a.,,) ~ "r 1 m a x  I a ,  i - -  rood x 

e bas te rg  p rendere  quindi 
;.' + rood x 

m a x  l a i ] >  

pereh~ sia f (a~ ,  a~ , . . ,  a , ) >  h'. Si pub dunque prendere  pet" R il dominio 

quadra to  
).' + mod x !a~}<-- 

e i l  nostro l emma  ~ dimostra to  (~). 

Se ora si suppone, in part ioolare,  che x sia un punto di aceumulaz ione  

di V, cio6 che sia (x, V) = 0 ,  si potr~ dedurne  t h e  esiste in V un elemento y 

(~a) Si i n t ende  che non  ~ ass icura ta  in gene ra t e  l 'unioit '~ det  pun to  di V oorrispon- 
den te  a l ia  m i n i m ~  d i s t anza ;  si po t r anno  a v e r e  anche  inf ln i f i  punt4 siffaft i  ed ~ facile dimo- 
s t r a f e  che essi cosf i tuiscono u n  aggrega to  c o n v e s s o  (v. n. ° 9). Si not i  che t r a  i p u n t i  di ques to  
aggrega to  se ne  pub scegl iere  uno con cr i ter io deiermina, to:  quello che cor r i sponde  ai nil- 
n imi  va lo r i  del le  a i .  
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tale t h e  (x, y ) = O ;  sarh  Mlora x ~ y ,  cio~ x apparterrA, a 17 , e r e s t a  pro- 

veto  cosi t h e  V 8 un agg rega t o  chiuso.  

Lo sp~zio S pub iu cer t i  casi co inc idere  con una delta sue va r i e th  l ineari ,  

per  as. con una  N volta infinite;  6 facile def ini te  a l lora  ogni puuto di 8 

med ian te  N coordimi.te ca r tesiane,  e in tad caso la sue g e o m e t r i a  affine non 

differisee da quel la  di uno spazio euel ideo ad N dimensioni .  Pub differ i rue 

i uvece  la metr ica ,  d ipendendo  ques ta  dMla n a t u r e  della, f lmzione modulo, ma 

ved remo  a suo luogo (u. ° 20) t h e  la topologia, dello spazio (limits, cont inui tg)  

ne ~ ind ipendente .  P e r  ques te  ragioni  questi  spazi a v r a n n o  per  noi sca rsa  

impor tanza .  

5In vi sono spa zi ehe  po t remo dire  a inf ini te  d imens ioni  (senza f e rmare i  

a giust i f ieare  la loeuz ione  in bass  tt una teor ia  dells  d'imensioni, cosa del 

res to  non difficile), in cui esistono variet/~ l inear i  di d imens ione  e o m u n q u e  

e l eva t a ;  ed esistono inol t re  aggrega t i  ehe  senza  essere  va r ie tg  l inear i  nel  

senso ore  fissato hauno  a eomune  con esse le due p ropr i e tg  seguen t i :  

a) eon tengono  ogni retta, di eui eon tengono  due punt i ;  

b) s o n o  ehiusi.  

In forza  di a), un a g g r e g a t e  siffatto eont iene  le variefft  l inear i  de te rmi-  

nate  da uu  g ruppo  fiuito di punti  de l l ' agg rega to ,  le quMi po t ranno  a v e r e  

d imens ione  e o m u n q u e  e leva te .  

Lo e h i a m e r e m o  e n c o r e  va~'ielg l ineare (a infinite dimensioni) ;  onde la 

condiz ioni  a) e b) cost i tu iranno l(t def iniz ione della varield~ l ineari ,  di qua- 

lunque  specie.  
Lo spazio l ineare  S g una  va r i e tk  l i nea re ;  v i e e v e r s a  ogni sue  variet/~ 

l ineare ,  passan te  per  l ' o r ig ine ,  ~ uno spa.,zio l ineare ,  con le stesse defini- 

zioni dei conce t t i  fbndamenta l i .  L ' i n t e r s e z i o n e  di due o pifl v a r i e t k  l inear i  

(anche  in n u m e r o  infinito) g una varietal l ineare .  

Una  propr ie t~  eomune  a tut te  le varietA l inear i  6 pu re  la s e g u e n t e :  la 

t ras laz ione  ehe por ta  un elemenlo x della variel~ in un altro x', p u r e  

della varietd,  muta  la varielC~ in s£  Se infatti  il punto  y della variet/~ 

por ta to  dalla t ras laz ione  in y', si ha x ' - - x  ~ y ' - - y  donde 

x '  + y x - t - y '  
2 2 

il punto z a l l iueato con x '  e y st~ nel la  varietA, quindi  anehe  y', al l ineato  

con z e x .  L a  eons ide raz ione  i n v e r sa  eomple t a  la d imos t raz ione .  

3. Un agg rega to  I di punti  di S d e t e r m i n a  sempre  una va r ie th  linea r e :  

la min ima  variet / t  l ineare  ehe  eont iene  L P e r  eos t ru i r la  si osservi  anzi tu t to  

Annali  di Matematico~, Ser i e  I V ,  Tomo X ,  6 
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che essa deve contenere i punti delle varietA lineari a 1, 2,... n,... dimen- 

sioni determinate dai punti di [ presi a due a due, a tre a tre, eec., punti 

il ctti eomplesso indiehiamo con G; e i loro punti di accumulazione. Effetti- 

vamente l 'aggregato cosi ottenuto, 6 una varietA lineare, che 6 quindi la 

cercata. Ed infatti esso possiede In proprietA b); per verificare la a) si os- 

servi ehe s e x  e y appartengono a G, essi appartengouo rispett ivamente a 

due varietA lineari V, V' determinate da gruppi finiti di elementi di I, quindi 

alla loro variefft congiungente V", che sar~t pure determinata da un gruppo 

finito di elementi di I e quindi apparterr~t a G. A V" appartiene ora anche 

la retta xy ,  siech6 per questo easo la proprieth 6 dimostrata. 

)~x + ~y 
Se pot x e y sono punti di aceumulazione di G, ogt~i punto z~-~--)U+-~- 

dalla r e t t a  x y  ha la stessa proprieta, giacch6 se x '  e y'  sono punti di G ab- 

bastanza prossimi a x e y, il puuto z ' - -  ~x' + ~ty' della retta x'y' sar~t vicino ) . d - ~  

quanto si vuole a z in virtfl della diseguaglianza, 

(z', (x', x)+lz+  y). 

La dimostrazione 6 analoga s e x  sta in G e y 6 punto di accumulazione. 

4. Estendendo ai nostri spazi una delle possibili definizioni degli iperpiani 

negli ordinari spazi lineari, diremo ipe~'piano di S una va~ietd t ineare r: 

di S, diversa da S, the  non 0 contenuta in un" altva variet~ linea~e, di- 

ve~'sa da ~ e da S. 

Questa definizione non dimostra l 'esistenza di iperpiani in qualunque 

spazio lineare, e non sappiamo neppure se questa possa accertarsi in ge- 

nerale. In seguito (Cap. VI) riusciremo per6 a stabilirla per la vasta e im- 

portante elasse degli spazi separabili. 

l~ proprieth~ fondamentale degli iperpiani, di uno spazio lineare ordinario 

quella di essere variet/~ di livello di una funzione lineare omogenea delle 

coordinate. Vale un risultato analogo in S; per enunciarlo 6 ~eeessario anzi- 

tutto definire ci6 che diremo una funz ione  additiva continua (fi a. c . )de i  

punti di S. Daremo tal nome a u n a  funzione numeriea A¢x) dei punti di S, 

continua, e dotata della proprieth: 

A(x  + y) -~ A(x) + A(y). 
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D a  ques t a  segue ,  in modo  ben  noto, 

A(),x) = XA(x) 

pe r  ;. r az iona le ,  e poi~ pe r  la continuit/~, pe r  ). r ea l e  qua lunque  (~9). 

I1 t e o r e m a  eui a l l u d e v a m o  p u s  a l lo ra  e n u n e i a r s i :  

Un iperp iano  di S 0 rappresen tab i l e  me d i a n t e  u n ' e q u a z i o n e  del t ipo 

A ( x )  -~- c 

dove A(x) ~ una  f. a. c.;  v iceeersa,  ~tna tale equazione,  dove A(xJ no~ 0 

i den t i eamen te  nul la ,  r a p p r e s e n t a  un  iperp iano .  

P e r  d i m o s t r a r e  la  p r i m a  p a r t e  o s s e r v e r e m o  anz i tu t to  che  b a s t e r h  limi- 

tars i  agli i pe rp ian i  pa s san t i  pe r  l' or igine,  pe r  i quali  l ' e q u a z i o n e  dovr~t ri- 

su l t a re  da l la  f o r m a  A ( x ) ~ 0 ;  oh6 se 7 : 6  un i p e r p i a n o  non p a s s a n t e  pe r  

t ' o r i g ine ,  e x 0 un suo punto,  la t r a s l az ione  x ' =  x - - x  o lo m u t a  in un iper-  

p iano 7:' p a s s an t e  p e r  l ' o r i g ine ,  e se A ( x ) = O  ~ la sun equaz ione ,  sa rh  

A(x)  = A(xo) quel la  di 7:. 

Pass i  dunque  r: pe r  l ' o r i g i n e  e sin a un punto  di S es te rno  a u;  la va- 

r ie t~  l inea re  d e t e r m i n a t a  da 7: e da  a dov rh  co inc ide re  con S. Ci6 va l  come  

dire  che,  det to  G l ' a g g r e g a t o  cos t i tu i to  dai punt i  del le  v a r i e t h  l inear i  deter-  

m i n a t e  da  a e da  un n u m e r o  finito di punt i  di =, ogni punto  di S 4 punto  

di G o punto  di a c c u m u l a z i o n e  di G. 

Un pun to  di G 6 g e n e r a l m e n t e  r a p p r e s e n t a t o  da  

~na -t- E~y~ ),a -I- y 
x - -  ko-4-Ek~ - -  

dove  k 5 un n m n e r o  r ea l e  a r b i t r a r i o  e y un elemento~ pu re  a rb i t r a r io ,  di r:. 

Ed  4 faci le  v e d e r e  che  tale decompos i z ione  di x ~ uaica~ in quan to  da  

),a -t- y = ),'a + y', o r e  y '  4 p u r e  in % s e g u i r e b b e  (), - -  k')a ~ y '  - -  y cib che  

4 a s su rdo  se non ~ k ~---k', y - - - y ' .  

I i  n u m e r o  )~ ~ dunque  una  d e t e r m i n a t a  funz ione  A(x)  di x .  

E ch ia ro  e lm A(x )  ~ funzione a d d i t i v a ;  d i m o s t r e r e m o  ora  che  5 anche  

cont inua .  Si a b b i a :  
x'  =- )4 a -t- y', x "  - -  )," a -~ y" 

con y' e y" in 7:; sar'~, se X'=t=)." 

( ) , ' -  x" / (a  - y ' " )  x '  - -  x "  --~ (;.' - ),")a + (y'  - -  y") --- Q.' - -  ).") a X' - -  )."] = 

(19) Alcun i  teoremi in teressant i  sulle funzioai  addit ive,  in un significato generale~ si 
t rovano in BANAC~ 4 loe. c i t .  II~ § 1. 
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ehe  va le  anehe  pe r  ) , ' =  X" e pub s c r i v e r s i  

i A(x ' )  - -  A ( x " ) l  ~ - - - - -  

e d i m o s t r a  la cont inui th  (uniforme) di A(x) in G. 

D i e i a m o  e ra  ehe  G 6 chiuso,  e quindi  co inc ide  con S. Se infat t i  x o 6 

punto di a e c u m u i a z i o n e  di G, e e o n s i d e r i a m o  i punt i  di G, dis tant i  da  xo 

non pifi di s, o, come  d i remo,  contenut i  nel la  sfera di c en t r e  x o e r agg io  s, 

2a 
l ' o se i l l az ione  di A(x) nel la  s fera  non s u p e r a  (a, re)' ed 6 quindi  inf in i tes ima 

con s. Ne segue  ehe  il l i lnite supe r io re  e il l imi te  infer iore  di A(x) en t re  la 

s fe ra  t endono pe r  ~ 0  a un m e d e s i m o  l imite  ~-0. Si vede  a l lo ra  f ae ihnen te  

t h e  l ' e l e m e n t o  Y0 = xo ;,o(t 6 punto di a e c u m u l a z i o n e  di e l emen t i  del ripe 

x - - - A ( x ) . a  (x 6ssendo punto  di G); e po i eh6  ques t i  s t anno  in % e rc 6 un 

a g g r e g a t e  ehiuso, s egue  ehe  Y0 s ta  p u r e  in r:. Va le  dunque  pe r  xo la de- 

eompos iz ione  

e v e  Y0 6 in 7:, cio6 x0 a p p a r t i e n e  a G. 

Res t a  eosl  p r o v a t a  la e s i s t enza  ill tutto S del la  f. a. e. A(x), defini ta  

dal fa t to  che  x - - A ( x ) . a  s~a in re; ed 6 ch ia ro  che  essa  si a m m l l a  a l lo ra  e 

a l lo ra  sol tanto  che  x s ta  in 7:. 

In  pa r t i co la re ,  6 A(a)~---1. 
Not i am o  di pas sagg io  che  la f. a. c. A(x) c o r r i s p o n d e n t e  a un da te  iper-  

p iano ~ 6 d e t e r m i n a t a  a meno  di un fa t tore  cos tante .  Se infatt i  l ' i p e r p i a n o  % 

t h e  pos s i amo  s u p p o r r e  p a s s a n t e  pe r  t ' o r ig ine ,  fosse i n s i eme  r a p p r e s e n t a t o  

dal le  equaz ioni  A ( x ) = 0 ,  B(x)--~O~ det~o x 0 un pun to  e s t e rno  a % la f. a. c. 

C(x) --= A(xo)B(x ) - -  B(xo)A(x) 

si a n n u l l e r e b b e  su r: e in xo, quindi  in tutto S~ cio6 s a r e b b e  i d e n t i c a m e n t e  

nulla.  Ne segue  appun to  
B(xo) 

B(x)_  A(xo) A(x). 

x o  ~ ~o a "+" Yo 

dove  y '"  6 pu re  un e l e m e n t o  di ~. P r e n d e n d o  i modu t i :  

(x', x")=]  x'--~,"l(a, y"'). 

Ora  la d i s t anza  (G Y"') non 6 infer iore  a l la  d i s t anza  (a, r:), pe r  ipotesi  

pos i t iva ;  si ha  dunque  
(x ' ,  x" )  ~ i ~ . '  - -  )," [ (a, ~) 
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D i m o s t r i a m o  o r a  13 s e c o n d a  p a r t e  del  nos t ro  t e o r e m a .  

I~ i n t a n t o  e v i d e n t e  e he  i ' a g g r e g a . t o  7: def ini to  da l l a  e o n d i z i o n e  A ( x ) = c ,  

d o v e  A(x)  ~ una  f. a. c. ~ una  variet/~ l i n e a r e ;  le due  p r o p r i e t h  a ci6 ne- 

c e s s a r i e  (n. ° 2) d e r i v a n o  infat t i  da l l a  i den t i t g  e v i d e n t e :  

e da l l e  e o n t i n u i t h  de l l a  A(x) .  

S a r h  p r o v a t o  ehe  r: ~ un i p e r p i a n o  m o s t r a n d o  ehe  ~ i n s i e m e  con un 

p u n t o  a ad  esso  e s t e r n o  def ln isee  tu t to  S ;  eh~ se u n a  v a r i e t g  V d i v e r s a  da  7: 

e da  S e o n t e n e s s e  u, la w t r i e t g  l i nea r e  def in i ta  d a r c  e da  un p u n t o  di V 

non  a p p a r t e n e n t e  a r: s t a r e b b e  in V e quindi  non e o i n c i d e r e b b e  con  S. O r a  

se x o 6 un p u n t o  di % e x un p u n t o  q u a l u n q u e  di S, il p u n t o  

A ( x ) -  c 
y =  x A(a) - -  c (a - -  x°) 

sia  in rc perch.~ A(y)--= e, onde  si ha  p e r  x una  d e c o m p o s i z i o n e  del  t ipo 

x = ;~(a - -  x0) + y 

d o v e  y s t a  in 7:, la q u a l e  p r o v a  ehe  x a p p a r t i e n e  al p i ano  a x o y  e quind i  a t la  

variet~t l i n e a r e  d e t e r m i n a t a  da  r: e da  a.  T a l e  v a r i e t h  c o i n c i d e  d u n q u e  con  S (-2,~). 

6. U n a  p r o p r i e t h  n o t e v o l e  del le  f. a. c. ~ la s eguenLe :  

P e r  ogni  f. a. c. A(x) esiste u n  n u m e r o  pos i t ivo  K tale che pe~' ogni  x ~, 

t A(x)[  < K m o d  x .  

E d  infat t i ,  e s s e n d o  A(x)  c o n t i n u a  p e r  x ~ 0 ,  e s i s t e rh  un e tale t h e  p e r  

ogni  x tale c h e  m o d x ~  

m e n t o  non  hullo,  si h a  

e qu ind i  

ehe  d~t la tesi. 

Viceeersa,  dal le  e o n d i z i o n i  : 

A ( x  + y) -= A (x )  + A(y), 

seg~,e h~ c o n t i n u i t d  del la A(x). 

s ix  I A (x ) ]<  1. Ore~ se  x g 

11]o X ---- 

) x i <7 1, c log  t A(x) 

un q u a l u n q u e  ele- 

I A(x) 

i 
-- rood x £ 

K rood x 

(:'°) I1 concerto di iperpiano si trova gi~t aeeennato da PINCHERLE (loe. cir.). 
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Si ha infatti  

i A ( x ' )  - -  A(x") / = I A ( x '  - -  x")l  < K m o d  (x' - -  x") : K(x', x") (~). 

Pet'  uu& data  f. a. c. A(x)  il l imite inferiore,  posi t ivo o h u l l o ,  dei hu- 

mer i  K tail t h e  [A(x) I < K rood x si dirh norma di A(x) o dell '  ope ra to re  A, 

e si ind iehera  con N o r A .  Se NorA-=--0  sarh  A ( x ) = O ,  iden t ieamente .  Si ha  

poi fae i lmente  : 

Nor  (A + B) ~ Nor A + Nor  B, Nor (1A) = I )' 1 Nor  A, proprietgt ana loghe  

a quel le  del la  fuuzione modulo.  

Se Nor  A : 1, la A(x) si dirh uninormale  o uni laria.  

7. II significato geomet r i co  della n o r m a  di una  L a. c. r i sul ta  dalle se- 

guent i  osservaz ioni  : 

a) La dlistanza dell" origine dall'ipe~'piano A(x)-----c vale I c ~  
Nor A" 

IA(x)l Icl 
P e r  ogni punto de l l ' i pe rp i ano  si h~t anzi tu t to  rood x > - -  

Nor  A - -  Nor A" 

In seeondo luogo se 0 < e < Nor A esiste un punto y tale ehe  

t A(y) I > (Not" A - -  ~) rood y; 

molt ip t ieando per  c/A(y)i e ponendo 

c 
Xo - -  A(y) y 

si r i c a v a  

Ic > (Nor A - -  ~) rood Xo, rood xo < 
[cl 

Nor A -- s 

perch6  A ( x o ) =  c, ha dal- 
lcl 

Nor A" 

0 dato da 

e r isul ta  cosl che  xo,  t h e  a p p a r d e n e  a l l ' ipm'piano 

l ' o r i ghm una distat~za che  pub supporsi  vicino~ quanto  si vuole a - -  

b) La dislanza del punto x o daI l ' iperpiano A ( x ) = c  

i A ( x o )  - -  c l 
Nor A 

Segue  da a) med ian te  la t ras laz ione  x ' - =  x -  xo .  

c) Dati gli iperpiani  % r:', di equazioni A ( x ) = c ,  A ( x ) =  c' la di- 
sta~za di ogni punto di ~: da ~' e di ogni pu~,to di re' da rc (e quindi anche 

la dislanaa dei d~te iperpiani)  vale I c -  c'l 
Nor A 

(21) L 'equiva . lenza  fra le due propriet~L della A(x) ~ ben nora;  cfr. per  un caso speciale,  
m~ con procedimento generale~ R1ESZ (Mt) ~ pag. 4041;  anehe BA~ACH, 10C. cir., pag. 153. 
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Di qui, pe r  t c - -  c' I ---- :Nor A, r i sut ta  : 

d) La n o r m a  di  u n a  f. a. e. 0 il vatoJ'e assoluto del la  d i f f ' erenza  dei  

oalori  ehe essa p r e n d e  s~t d~te sttoi i p e r p i a n i  di  l ivello,  aven t i  d i s t a ~ z a  

unita~'ia.  

8. II conce t to  di para.llelismo tra  var ie t~  l inear i  si e s t ende  allo spazio S 

nel la  fo rma  s e g u e n t e :  Due v a r i e t d  l i n e a r i  sono para t l e t e  se m e d i a n t e  u n a  

t r a s l a z i o n e  ~ possibile porta~'e u n a  a eon tenere  o ad  essere conten~da 

nell" alt~'a. 

In p a r t i c o l a r e :  sono p a r a l l e l i  due  i p e r p i a n i  se sono so v ra p p o n i b i l i  p e r  

t~'aslazione (e souo quindi var ie t~  di l ivello di una stesse~ f. a. c.); e u n a  

var ie t~  l i neare  V ~ p a r a l l e l a  ad  u n  i p e r p i a n o  ~: se p e r  V passa un  iper-  

p iano  pa, ral teIo a ~. 

Perc i5  i punt i  di V sa ranno  equidistat~ti da ~z e si tuati  r i spet to  ad esso 

da una stessa par te .  

Q u e s t ' u l t i m a  propr ie t / t  bas ta  del res to  da sola ad ass icura re  iI paral le -  

l i smo  di V e di u. Ed infatti,  se 7: ha l ' e q u a z i o n e  A(x ) - -~  m, o r e  A(x) 6 
f. a. C., e 

x --~ x ,  -t- t(x~ - -  x , )  

esp r ime  il punto  gener ico  di una r e t t a  di V, A(x)  + su ques ta  r e t t a  funzione 

l ineare  di t e pus  quindi  a s s u m e r e  su di essa  ogni Yalore, g in pa r t i co la re  

valor i  maggior i  e miuor i  di m, purch~ non si r iduca  ad una  costante ,  ci5 

che  r i ch iede  A ( x ~ ) ~ A ( x 2 ) .  T e n e n d o  fisso x~ e facendo v a r i a r e  x~ in V, si 

conc lude  che  per  ogHi punto x.  2 di V g A ( x 2 ) - ~ c o s t . ,  cio~ che  per  V passa  

un iperp iano  para l le lo  a ~. 

II. C o r p l  c o n v e s s i .  

9. Sa ra  per  noi della mass ima  impor t anza  este~ldere a tutti gli spazi 

l inear i  i concer t i  di aggregato  convesso e di eo~'po con~esso. Diciamo con- 

vesso un agg rega to  se con t iene  ogni  se.q~nento di  c~ti cont iene  gli  e s t remi ;  

cio~ se, a p p a r t e n e n d o v i  x e y, vi appa r t i ene  anche  

k x  -j- ~y 

per  ;k :> 0, 1~ ) 0. Sarh  poi det to  uu co~'po se ~ chiuso e cont iene  una  sfeJ'a (2~), 

(~2) Una definizione di oorpo convesso the negli si)azi ordinari equivarrebbe alla pre- 
cedente si avrebbe sostituendo a quest'ultima eondizione la seguente: la minima variet~ 
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Si pu5 dare  di ogni corpo convesso P umt semplice ca, ra t ter izzazione 

auali t ica.  Per  ipotesi, I' cont, iene una sfera;  sin, pe~" es., l 'o r ig ine  il eentro 

di questa  sf%ra, 6 r il suo rao',do~ . Se si prende un punto x=1= 0 e si considera  

la semire t ta  Ox, eio6 1' a.ggregato kx con ~ . > 0 ,  il corpo eon~iene di ess~ 

una par te  convessa,  che si r iduce a lmeno tt un segmento  di lunghezza  r ;  

quil~di t m segmellto o tut ta  la semiret ta .  Se ~ un segmento,  da l l 'o r ig ine  

~x, porremo ~ ( x ) ~  1/~: se ~ l ' i n t e r a  semiret ta ,  ~?(x)~ 0. Por remo inoltre 

~(0) ~ 0. Il~ al tre parole~ indicheremo con ~(x) il l imite  in fer iore  dei nume~'i 

posit ivi  h tall  che x/h  appar t i ene  a l?. 

]~ facile r iconoscere a lcune proprietA della, q~(x): 

a) ~ (x- t -  y) ~ ~(x) 4-~(y). Pe r  h ~> ~(x), h ~ ~(y) appar tengono al 

Y 

corpo i puuti  x y quindi anehe il punto __ x - t - y  1~ dunque 
h ' h '  h -+- h h -~- h '  

~ ( x - t - y )  __~ h - ~ - h  e valendo ei6 per h e h comunque  vieini a ~,(x), ¢~(y)segue 

la tesi. 
b) ~() ,x)~) . ,~(x) ,  per  ), positivo. IHih, tti della, semire t ta  Ox appar tengono 

x k-'/~ per  ~h > l~(x). al corpo i punti ~ per  h ~ ~0(x), cio~ i punti I x  

e) Esiste un numero  positivo K tale the  per  quahtnqtee x 

~(x) ~ K m o d  x.  

x 
Ci6 ~ evidente  se ~ (x ) - - -0 ;  se ¢~(x)=~0 si osservi che m o d - ~ '  e quindi 

~(x) ~ 1 rood x .  

D a a ) ,  b), e) s egue :  

d) ?(x) 0 cont inua:  si ha  infat t i :  

~(x')  - -  ~ (x")  <_ ¢~(x' - -  x " )  <_ K rood  (x '  - -  x")  = K(x', x") 

ed m)alogamente  : ~?(x') - -  ~(x") ~ K(x',  x"). 

t ineare che contiene l' aggregato ~ t' intero spazio  S. Q u i  I ' equ iva lenza  non  sussiste. E c c o n e  

u n  faer ie  e s e m p i o .  ~Tello spaz io  h i l b e r t i a n o  {n. ° 22) d o v e  x ~ (x t ,  x e ,  ..., x n ...) e rood x ~ (Ex~2)l[ 2 

s i  c o n s i d e r i  1' a g g r e g a t o  t d e i  p u n t i  a v e n t i  c o o r d i n a t e  n o n  n e g a t i v e ,  e ~ - i d e n t e m e n t e  c o n v e s s o .  

E s s o  d e t e r m i n a  l ' i n t e r o  s p a z i o ;  i n f a t t i  p e r  u n  x q u a l u n q u e  e s i s t o n o  i p u n t i  x r e x "  di c o o l  

d i n a t e  x i : = l x i [  e x i ~ i x i [ - - x ~  a m b e d u e  d i  I, e s i  h a  x : ~ x  t - x ' ,  o n d e  o g n i  p u n t o  x s t a  

n e l  pin.no d e l l ' o r i g i n e  e d i  d u e  a l t r i  p u n t i  d i  / .  M a  I n o n  h a  p u n t i  i n t e r n i ;  i n f a t t i  s e x  

i n  I v i  ~ u n  x , . < s ,  e se si  p o n e  y ~ ( x t ,  x ~  .... x , _ t ,  x , - - s ~  x~_t , . . .  ) e s so  ~ fuo r i  di  / e d  

(x. y ) =  s. 
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e) f l  corpo I ~ ~ def ini to  dal la  cond i z ione  ~(x) ~ 1, e p r e c i s a m e n t e  ~tn 

p u n t o  x 0 i n t e rno  a Y se ¢~(x)< 1, es terno se ¢p(x)> 1, di co~torno se 

~(x) = 1. 

Se ¢p(x)--O, o 6 x - ~ - 0  oppure la semire t ta  0x, e quindi x,  appar tengono 

a P. Se ~ ( x ) > 0 ,  della semire t ta  0x  5 c o . t e n u t a  ill F il segmento  da 0 

X 
a ~(x7 e questo cont iene o no x secondoch6. 6 ~ ( x ) ~  1 o ¢~(x) > 1. 

Sia ora ~(x)<~ 1; per  la continuitA di ¢~(x), esiste un t~ > 0 tale che 

per (x, y) < 9 6 ancora  ~(y) < I, c*o6 x 6 centro di una sfera appar tenen te  

a. P, ossia 6 inferno.  In modo analogo,  x 6 esterno se ~ (x ) />  1. Se infine 

6 ~ ( x ) =  1, appar t i ene  a P il segmento  Ox, non vi appar t iene  il suo prolun- 

gament% onde x ~ punto di contorno.  

f )  Ogni p u n l o  i n l e r n o  al segn~ento che unisce  due  p u n t i  d i  P, uno 

a lmeno  dei  quai l  sia in terno ,  ~ p u r e  i n t e rno  a r .  

Segue fac i lmente  dalla diseguagl ianza,  val ida  per  ), > O, [~ > 0 

(~'~ + ~Yt ~ lop(x) ÷ l~(y~ 
" - - +  p, / ), -4- ~ 

g) Se un  i p e r p i a n o  ~: non  cont iene  p u n t i  i n t e r n i  a F, F ~ tu t to  da 

una  p a r t e  di  ~. 
Se infatti  i punti  x, y di F fossero da patt i  opposte di 7:~ tali sarebbero  

anche  duo punti  interni  x' ,  y', abbast~nza prossimi a x ,  y~ e i l  segmento  x 'y '  

tagl ierebbe 7: iu un punto z~ inferno a F. 

Tu t t a  l~ teor ia  preeedente  si e~tende subito al caso in cui il punto dato 

interno a P sia uu punto gener ico xo ;  si ott iene per  i punti  di r u n a  condi- 

zione della forma 
~(x - -  xo) .~  1 

dove la ~(x) ha  ancora  le propriet~ a), b), c). 
Viceversa ,  da ta  una funzione ~(x) non nega t iva  che soddisfi a queste 

condizioui~ l ' a g g r e g a t o  definite da 

¢~(x - -  x0) ~ I 

u ,  corpo couvesso di cui x o 6 punto interno ; la ver i f ica  non offre difficolt~. 

per6 da no ta t e  che, a par te  le propriet~ di xo, l~ verif ica r iesce anche  se 

si par te  dal la  condizione pid genera le  

¢;(x -- Xo) ~ c 

dove la ¢~(x) soddisfa al la  a), b), c) senza  aJeuna condizione di segno ;  se 

A n n a l i  di  Matemat ica ,  Ser ie  I V ,  Tomo X[. 7 
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la p(x) non ~ mai  n e g a t i v a  si d e v e  solo a m m e t t e r e  c > 0 affinehg es i s tano  

punti  d e l l ' a g g r e g a t o  d ive rs i  da  x 0. 

L e  funzioni ehe soddisfano al la  condiz ione  a), 5), c), e cio~ 

:p(x ) - y ) ~ ( x ) d - ~ ( y ) ;  :p(Xx)=)~p(x)  p e r  ~ . > 0 ;  ~(x )<Kmodx (~ '~ )  

s a r anno  det te  funz ion i  di Minhowshi ( b r e v e m e n t e  ft~nzioni (M)) in r ag ione  

dell '  uso ehe  questo 5 ' Ia temat ico  ne ha  fat to pe r  scopi ana logh i  ai nostr i  negli 

spazi  o rd inar i  (.~4). Si pub dunque  d i r e :  

Se ~(x) 0 una funz ione  (M) ed esistono infiniti  punt i  x the soddisfano 
alla eondizione ~ ( x -  x o ) ~  e, essi costituiscono un corpo convesso. 

10. P os s i am o  dare,  pe r  tutti  gli spazi  l ineari ,  e s emp i  sempl ic i  di corpi  

convess i  : 

a) L a  sfera di een t ro  x 0 e r agg io  r ,  defini~a da l la  eondiz ione  

rood ( x - - X o ) ~  r .  L a  funzione rood x g infatt i  una  funzione (M) (~). 

b) I1 cilindro rotondo, di r agg io  r,  a v e n t e  pe r  asse una  da t a  v a r i e t h  

l inea re  V, eosi ind ieando  il luogo dei punti  aven t i  da  V d i s t anza  non m a g -  

g iore  di r : ( x ,  V ) ~  ~'. P e r  d imos t ra r lo ,  si s u p p o n g a  p r i m a  V pas san t e  pe r  

l ' o r i g i n e ;  si p rove r / t  a l lo ra  ehe  (x,  V) g una  funzione (M). Ed infatti ,  pe r  

x, y arbitrari e z', z" scelt i  c o m u n q u e  in V si h a :  

(x + y, z' + ~") ~ (x, z') -t- (y, z"). 

Si p r endano  i l imiti  infer ior i  dei due m e m b r i  al  v a r i a r e  dl z', z" in V; 
avendos i  

lira. inf. (x + y, z '  -t- z") ~_~ (x  + y, V) 

lira. inf. (x, z ' ) - -  (x, V), lira. ink (y, z") = (y, V) 
si deduce  : 

(x + y, v) ~ (x, v,) + (y, v)  

t h e  5 la condiz ione  a) del n. ° p r e c e d e n t e  

In  secondo luog% suppos to  ;~ 2> 0 e z var iab i l i  in V, anche  ;~z ~ u n  punto 

(83) Si noti the per la ~(x) si equivalgono le condizioni ~(x) ~ K m o d x  e I~(x) L~ 
Kmod x. Se v~Ie la prima si h~ infatti ~(x) + 9(-- x) ~ ~(0) ~ 0, eio~ - -  ~(x) ~ ¢p{-- x} 
K rood (-- x) ---- K :nod .~; e l'inverso ~ evidente. 

(2~) V. per es. ~INKOWSKI, Yo~l~,Sq~, und Oberfldiche (<~ Math. Ann. >>, B. 57, 1903}, 
pag. 447 e seguenti; ed anche il Cap. I delia Geomet~'ie der Zahlen (Leipzig, Teubner~ 1910). 

(2~,) In~ersamente, dalla convessith delIe sfere segue subito per il modulo la proprietfl 
rood (x-~. y ) ~  rood x ~ rood y, Questu ~ naturalmente la base per ogni dimostrazione di eon- 
vessith per i corpi di S, come ben risulta da] seguito. 
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gene r i co  di V e qu ind i :  

().x, V) --- lim. inf. ( k x , ) . z )  --- k lira. inf. (x, z) ~ ),(x, V) 

t h e  6 In eondiz ione  b). 

Final rnente ,  con tenendo  V l ' o r i g ine  si h a :  

(x, V) ~ (x, 0) -~ rood x, 

che  6 la propr ie t~  c), e comp l e t e  ta d imos t raz ione .  

Se V non cont iene  t ' o r ig ine ,  ed 6 x o un sue puuto, dando alia f igure  la 

t r as laz ione  che  po r t e  x o ne l l ' o r ig ine ,  si ha 

(x -x0 ,  V- -xo)~r  

e si vede  al lor~ che  si pu6 a s s u m e r e  ~ ( x ) - ~  (x, V - - x o )  , ehe  5 una fuuzione (M). 

c) I1 corpo  convesso  e ra  cons ide ra t e  ha la proprietor ev iden te  di r ime-  

he re  inva r i a to  per  tu t te  le trz~slazioni para l le le  ad una va r i e th  l inea re  V. A 

un corpo siffatto si pu6 dare  iu gene ra t e  il nome  di c i l indro  convesso. 

Si ott~engo~lo e i | indr i  convess i  con la s eguen te  cos t ruz ione  genera le .  

Da te  un corpo convesso  F si d iane ad esso ~utte le traslazioni  para i le le  

ad tam var ie th  l ineare  V: il corpo  descriver~t a l lora  un a g g re g a t e  che  con i 

suoi pm~ti di a c c u m u l a z i o n e  cost i tuisee un ei l indro convesso.  Se F 6 una sfera  

si o t t iene  in pa r t i co l a re  un ci l indro ro tondo.  

Senza  f e rmarc i  ai pa r t i co la r i  della, d imost raz ion% o s s e r v e r e m o  solo che  

si pu6 a s segua re  senz'  at t ro la fmtzione (M) co r r i sponden te  llel mode  seguente .  

P e r  semplicit~t, passi V pe r  l ' o r i g i n e ;  e sia F definite d~ 7 ( x ) ~ c  ; s i  ponga  

a l lora  per  due punti  x ,  y a rb i t r a r i  (x,  y ) v : ~ ( x - - y )  e si definisea inol t re  

(x, V)~ come  il l imite infer iore  di (x, y)~ al va r i a r e  di y in V. La. (x,  V)~ 6 

tma fuuzione (M), come  si v e d e  con r a g i o n a me n t o  ident ico  a quello usa.to 

iu b), e definisee il e i l indro ee rea to .  

]~ ch ia ro  che  un ci l indro convesso  cont iene  un'infinit& di var ie t~  l inear i  

tu t te  sovra.pponibili  t ra  lore  per  traslaziol~e, e cio~ qael le  g e n e r a t e  dando a 

mt punto del c i l indro tut te  le t raslazioni  t h e  mu tano  in s6 il c i t indro stesso. 

Po t r emo  dir te  variet/~ generat~' ici .  

d) Si possono a~tche def ini te  coni  convessi  avent i  per  ve r t i ce  un punto  

o pifl g e n e r a l m e n t e  una  variet/~ l ineare  V; sar~ tale un corpo  convesso  se 

cou t eaeudo  un punto  cont iene  anche  la semiwu'ietA Iine~re defini te  da V e 

da questo punto.  

Di ques to  e di altri  casi pifl gel~erali non aw 'emo  in seguito ad o c c u p a rc i :  

ua case  molto no tevo le  di coni convess i  si i neon t re rh  per6 al n. ° 13. 
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11. D i r e m o  she  uua va r i e t g  l iuea re  V 6 es t e rna  a un corpo  conves so  lP 

se ogni punto di V 6 e s t e rno  a P e la d i s t anza  (V, F) 6 pos i t i va ;  r a d e n t e  se 

nessun  punto  di V 6 in t e rne  a P e la d i s t anza  (1~ P) 6 nulla.  In ques to  secondo 

ease  in r a d e n z a  sar/~ e f e t t i v a  s e t e  due  f igure a v r a n n o  punti  e o m u n i ;  nel 

ease  opposto,  ehe  pu6 ben  a v v e n i r e ,  v i r lua le .  

Alia  definizione di r a d e u z a  si pu6 a n c h e  da re  la f o r m a  : V 6 r a d e n t e  a P 

se nessun  punto  di V 6 in t e rne  a P, men t r e  si pub da re  a V ( o  a P) una 

t r as laz ione  di a m p i e z z a  c o m u n q u e  p iceola  che  por t i  qua l che  punto  di V in- 

t e rne  a P. L ' e q u i v a l e n z a  delle due defiuizioni 6 mani fes ta .  

P e r  la r a d e n z a  e f fe t t iva  si ha  poi F e n u n c i a t e  s e m p t i c e :  V ~  r a d e n t e  effet- 

t i w t m e n t e  a 1' se V ha  uu [)unto e o m u n e  con P e nessun  punto di V 6  in- 

t e rne  a I'. 

1~ eh ia ro  anehe  ehe un ipe rp iano  r a d e n t e  a I ~ l ase ia  P tut to  da  una  

s t e s sa  pa r t e .  

12, Lo s tudio del le  posizioni r e l a t i ve  di un ipe rp i ano  e di uu c i l indro 

eonvesso ,  in p a r t i e o l a r e  rotondo,  p r e s e n t a  e i r ( .os tanze  ehe  sono faci le  es ten-  

sione di ci6 t h e  a v v i e n e  negli  spazi  ordinar i .  1~ neces sa r io  d a r n e  t u t t av i a  un 

b r e v e  cenno.  

Sin P uu c i l indro cenvesso ,  r: un i pe rp i ano  es t e rno  o r a d e n t e  a P e che  

Iasc ia  quindi P tutto da  una par te .  Ogni va r i e t g  V g e n e r a t r i e e  di P 6 s i tua ta  

tu t ta  da  una  p a r t e  di r:, quindi  (n. ° 8) ~ p a r a l l e l a  a r:. Se per6  r: con t iene  un 

punto  di V, cont iene  tu~ta V. Oss i a :  

Un i p e r p i a n o  r a d e n t e  o es terno a u n  c i l i n d ro  convesso ~ para l l e lo  alle 

sue g e n e r a h ' i c i  ; e se ha  comu, te  col e i l indro  un  p~tnto ha c o m u n e  t u t t a  la 

g e n e r a t r i c e  che passa p e r  questo pun to .  

In  pa r t i co l a re ,  se F 6 un c i l iudro rotondo,  di asse  V o e r agg io  r ,  l ' i p e r -  

p iano  r~, e s te rno  o r a d e n t e  a I', sa r~  para l le lo  a V0; poich6 a V 0 6 s o v r a p p o -  

nibile pe r  t r a s l az ione  ogni g e n e r a t r i e e .  E sa rg  perc i6  cos t an t e  la  d i s t anza  m 

di ogni  punto  di V 0 da  re. Se sar'£ poi m .> r ,  sar~t u es te rno  a F ;  infe~tti 

e s seudo  m = ( V o ,  r:), m 6 l imite  iu fer iore  delle dista.nze dei punti  di 7: da  V o. 

Ogni punto  di = dis ta  d u u q u e  da V o pifl di ~' e cio6 6 es te rno  a P. E ques ta  

p rop r i e t~  si c o n s e r w t  dando a r: una  t r a s l az ione  a b b a s t a n z a  p iceela ,  ta le  cio6 

che  p e r  la n u o v a  posiz ione r:' r isult i  a n e o r a  (Vo, r:') > r .  

Se i n v e c e  m = r, i punti  di r~ sono, pe r  la s t e s sa  rag ione ,  su F o es te rn i  

a P ;  per6  esistono, pe r  ogni ~ > 0 ,  t ras laz ioni  di a m p i e z z a  <~ e che  por- 

tano r: ad  a v e r e  punt i  in terni  a P. Ed infatti  es is te  un punto  x in V 0 e uno y 

in ~ tall t h e  (x,  y ) <  r + e ,  donde  (y, V0)< r + a .  P r e so  a l lo ra  nel s e g m e n t o  x y  
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il punto  

z ~ r y  + ex 
r - l - e  

si ha  : 

(z, i~)= ( z - - x ,  ~ ; - - x )  = ( y - - x ,  V o -  x ) = -  (y, v o ) <  r 

e 

(z, y) ~ r + ~ (x~ y) ~ 

donde (z, r~)~ e. Sicch~ 1' ipe rp iano  ~' par~l le lo  ~ ~ p~ssante  pe r  z dista d~ ~x 

meno  di z e con t iene  il punto  z in te rno  a F. 

Concludendo,  un  i p e r p i a n o  es lerno a un  c i l i ndro  ~'otondo ~ para l le lo  

a l l ' a s se  e ha  da esso d i s t a n z a  magg iore  del raggio ; un  i p e r p i a n o  r a d e ~ t e  

0 para l l e lo  a l l 'asse  e ha  da  esso d i s t a n z a  eguale  al raggio ; e viceve~'sa. 

Se l ' a s s e  si r iduce  ad un punto,  e il c i l indro a un,n sfera  va lgono consi- 

dera.zioni mmloghe  ed in forma anche  pifl semplice.  Cosi, in p ~ r t i c o l a r e :  

Se A(x) ~ f. a. c. u n i t a r i a ,  t ' ipe~ 'p iano A(x) :=  r ~ r a d e n t e  a l la  sfe~'a 

rood x - - r  e le ~ es terno l ' i p e r p i a n o  A ( x ) - - m ,  con m ~ r. 

13. Se da un punto  xo del eon to rno  di un corpo  convesso  P, si p ro ie t t ano  

con semire~te i punti  (ti P si ottiel~% c o me  ~ f~cile vedel'% un agg rega to  con- 

vesso,  e, unendo ad esso i suoi punti  di accumulaz ion% un corpo convesso  1~ 

e p r ec i s amen te  un cono convesso (di specie  1). 

Ci p ropon iamo qui di c o n f e r m a r e  ana l i t i camen te  ques to  r isul ta to  de termi-  

mmdo ltt funzione (M) co r r i sponden te  a I ' t .  Si ha  p r e c i s a m e n t e  il t e o r e m a :  

Sia  ?(x) u n a  f t tn2 ione  (M) e F iI covpo convesso ? ( x ) ~  ?(x0). Esis te  il 

l im i t e  

% ( x ) - -  lira ?(x0 + ~x)  - -  ~(Xo) 
s ~ + O  $ 

ed ~ ancora  u n a  f u n z i o n e  (M). I1 corpo convesso ? ~ ( x ) ~  ?(x0) ~ ~n echo di 

ver t i ce  x o e i suoi p u n t i  inter 'hi  sono t u t t i  e soli i p~tJ~ti i n t e r n i  alle sen~i- 

~'elte t h e  da  x o p r o i e t t a n o  i p u n t i  i n l e r n i  a I ~. 

Dal le  ipo~esi segue  infatt i  per  ~ ~ 0 

~(Xo + ~x) ~ ~(Xo) + ~ ( x )  

~(xo) ~ ~(Xo + ~x) + ~ ( - -  x) 
donde : 

(1) ....... ~(-- x ) ~  R(x, ~) ~ ~(x) 
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avendo posto 
~(Xo + ~x) - -  ~(Xo) R(x, ~) = 

D ' a l t r a  parte,  al t endere  di ~ a zero R(x, ~) non cresce m a i ;  posto i n -  

f a t t i  0 < ~' < ~ la diseguagliemza 

R(x, ~') <_ R(x, ~) 

si t ras forma agevohnen te  nell' M t r a :  

~(~Xo -~- ~dx) ~ ~(~'Xo + ~ ' x )  -1- ~(~Xo - -  ~'Xo) 

t h e  ev iden temen te  sussiste. Ne segue che R(x,  s), per ~ - 1 - 0 ,  ha. un li- 

mite %(x), come si era  t~sserito. 

P rov iamo ora che ~,(x) ~ una funzione (M}. Si ha la d i seguag l ianza :  

R(x + y, s) ~ R(x, 2e) + R~y, 2~) 

poieh6 sosti tuendo e r idueendo essa si manifes ta  equiva len te  alta s eguen t e :  

'4(2xo + 2zx -~- 2~y) _~ ~(x o -~- 2sx) + ~(xo -~- 2zy). 

Pet" e ~ A-  0 si deduce : 

%(x + y) _< ~,(x) + ~(y) .  

In seem)do luogo si h a :  

R@x, ~) = ~.R(x, ~.) 

da cui per  k > O  e e ~ + O :  

%(~.x) = ) ,~(x).  

FinMmente ,  supposto I~(x) l < K m o d x ,  si ha dalla (1): 

i R(x, ~) t ~ K m o d  x 

e, al l imite per  e~ - . pO ,  i % ( x ) l ~ K m o d x ;  eib che eompleta  la dimostra- 

zione det secondo assunto.  

Si ha  subito R(xo, ~ ) ~  ~Xo) e quindi % ( x 0 ) =  q~(x,) ; perci6 il corpo con- 

vesso F~, definito da ~ , ( x ) ~ ( x  0) eontiene x o (sul contorno). Sia ort~ x~ un 

punto interno a F e y appar t enga  alla semire t ta  xox  ~. Poich6 ogni punto 

tra x o e y conven ien temente  vicino a x o 6 interno a P, per  z abbas tanza  

piccolo si ha  
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che si trasforma subito in 
R(y, s) < ~o(xo). 

Di qui, al limite per ~ + 0 ,  notando chc R(y, e) tende a qh(Y) senza 

mai crescere, r isul ta:  
%(y) < ~(Xo) 

cio6 y 6 inferno a F,. 

Viceversa, s c y  6 i~,terno a F~, cio6 % ( y ) <  ~F(xo) si ha per s abbastanza 

piccolo 
R(y, s) < ¢P(Xo) 

cio6 

~ / < ~(Xo) 

ed esiste quindi tra Xo e y qualche punto interno a P. 

Da questa generazione di r~ risulta evidente che I', 

del resto confermato tra poco per altrt~ via. 

6 m) cono; ci6 verr/~ 

14. Si ha idcnticamente : 

R(x + aXo, s) = ~(Xo + s z  + ~aXo) - -  ~(Xo) 

~(Xo + ~ x  + SaXo) - -  (1 + ~a)~(xo) 
+ a~(xo)  

ed anche, se s 6 abbastanza piccolo perch6 sia i + a a  > 0 

R ( x  + a.Xo, s) = 1 + ~a + a~(Xo) = R x,  

1 + c a  

+ a~(xo). 

A1 limite per s ~ + 0  si ha perci6:  

(2) qo,(x -4- aXo) - -  % ( x )  -4- a~(Xo). 

Di qui 6 facile r icavare c h e s e  x i a p p a r t i e n e  a F~, anche tu t ta  la semi- 

t e t ra  XoX l vi appar t i ene .  Ogni punto di questa semiretta 6 dato infatti da 

x = xo + ~(xl -- xo) ----- kx, + (1 -- ~)x o 

con k > O. Ed altora, 

%(x)  - -  %(~.x,) + (1 - -  ),)q~(Xo) = ~qh(x3 + (1 .... ~)q~(Xo) 

e se ~i(x~) ~ ~(x o) risulta anche qh(x) ~ ~(xo). E si vede anche che qh(x) var}a 
l inearmente sulla semiretta. 
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Dal la  (1) si ha, al l imite per  ~ + 0  

%(x)  ~ ~(~) 

ehe  e sp r ime  it fatto e v i d e a t e  ehe  P~ cont iene  P. Di qui e dalla, (2): 

~(x + aXo) > %(x) + a~(Xo). 

Ci sarh utile r i c a v a r e  una re laz ione  a lquanto  piit gener~le .  

Si sost i tuisea x con b x ;  si ha  

~(ao~ 0 + bx)  ~ a~(Xo) + ¢~,(boo). 

Ora, se b ~ 0  si ha % ( b x ) = b % ( x ) ,  me n t r e  se b < 0 si ha 

% ( b x ) + % ( - - b x ) ~ O  e quindi % ( b x ) ~ - - % ( - - b x ) ~ - b % ( x ) ,  

siech~, in ogni c a s o :  
(3) ~(aXo +bm)  > a~(xo) + b%(x) 

ehe  ~ la re laz ione  ce rca ta ,  val ida  per  va lor i  real i  a rb i t ra r i  di a e b. 

15. I1 cono I~t di cui abb iamo d imos t ra to  l' es i s tenza  per  ogni punto  gv0 di 

con torno  di un eorpo  convesso  P s i  pub e h i a m a r e  cono circoscritlo a P in xo 
e le semi re t t e  t h e  ne fo rmano  il con torno  tangenti  aJ corpo  in a~ o. Ques to  

concer to  di t angen te  po t r ebbe  essere  messo in re laz ione  con quello ordinar io ,  

e identif icato cio~ con quello di t angen te  in x o ad un~ l inea s i tuata  sul con- 

torno di P e passan te  per  Xo. Ma di ci6 non possiamo occuparc i .  

Si po t r ebbe  anche  e s t ende re  la r i ee rca  in modo da g iungere  alla defini- 

zione di piano tangente, e pifi in gene ra l e  di variet& lineare tangente a un 

corpo convesso.  Ci6 r i ch i ede reb b e  anzi tu t to  lo studio accura to  di ce r t e  suc- 

cessioni di coni c i rcoser i t t i  a F, di specie sempre  pifi e leva ta ,  che  possono 

dedurs i  l' uno da l l ' a l t ro  con operaz ioni  ana loghe  a quel la  s tudiata .  Noi ei oceu- 

p e r e m o  b r e v e m e n t e  in seguito di ques ta  cos t ruz ione  (n. * 34, 35) non per6  pe r  

questo seopo, bensi  pe r  o t tenere ,  nei gig eitati  spazi  separabili, la dimostra-  

zione de l l ' e s i s t enza  di un iperp iano  r aden te  a un corpo  eonvesso  in un punto  

del suo contorno.  

Su questo  a r g o m e n t o  basti  qui la sempl iee  os se rvaz ione  t h e  un iperp iano  

r a d e n t e  a 1 ~ i~ xo deve  essere  anche  r a d e n t e  al cono c i rcoscr i t to  P, .  Se lP~ 

si r iduce  a un iperp iano  r~, ques to  ~ r a d e n t e  a F, e poieh~ un al tro iperp iano  

per  x0, t r a v e r s a n d o  =, non pub essere  r aden te  a P, esiste in x o un unico iper-  

piano r aden t e  a P. In a l t re  p a r o l e :  se 

:h(x) - -  lira ~(x,,-I-- egv) - -  ~(Xo) 

¢ funaione additiva, I' a m ~ e t t e  in xo mzo e un  solo iperpiano ~'adente. 
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III. S p a z i  l i n e a r i  c o m p l e t i  e s e p a r a b i l i .  S p a z i o  d u a l e .  

16. Ricordiamo che uuo spazio metrico S si dice con~pleto se uua succes- 

sione x~ di puuti di S che soddisfa al criterio di co~tvergenza di CAUCHY ha 

per  limite un determinato elemel~to di S. So cio~, per ogui ~ ~ 0, esiste un n 

tale che per  n', n " ~  n sin 
(x~, , x~,,) ~ ~, 

dovr~t auehe esistere un x tale che 

lim (x , ,  x ) : =  0. 

1~ stato osservato da HAUSSDORFF (2s) che ogni spazio S fa parte di uno 

spazio completo S, t he  ~ il pifi r istretto spazio completo che contiene S. La  

cosa ~ del resto molto sempl ice :  basra considerate  una successione x~ di ele- 

meuti di S t he  ~ convergente  seeondo il cri terio di CAUOHY ma non ha limite 

iu S, come definizione di uu nuovo elemento - - e l e m e n t o  i n t e g r a n t e -  e 

stabilire per i uuovi elementi opportuue definizioni. 

Pet" es. s e x  - -  (x~x~ ... x,,  ...) - -  (x~), y = (y~y: ... y,, ...) -~- (y~) sono elementi  

1 
integranti  si porr~ x =  y se (x,,, y,,) tende a zero con - .  

n 

Nel caso poi di spazi lineari si dimostra anzitutto che se la succes- 

sione x~ coave~'ge, couverge  anche la successioue modx~,  e i l  limite di essa 

si assume come valore di mod x.  In modo analogo, se x : ( x i ) ,  y : ( y ~ ) ,  dopo 

ave r  provato la convergenza  di ( x i ~  y~), si definisce x - ~ - y - - ~  (x~-+-y~). 

Si coustata allora facilmente che lo spazio ampliato S ~ ancora  uno 

spaz io  l inea~e (completo). 

Nei casi speciali, tale ampliameuto risulter~ spesso qualcosa di pifl di un 

artificio formate, in quauto ad una successione convergente  di elementi  di S, 

se non avente  limite in S, si potr~t talvolta far corr ispondere un effettivo ente 

fuori di ~ avente  coa gli elemeuti  di S una stret ta  affinith. Pe r  esempio, 

se S 4 composto di funzioni, gli elementi integranti  potranno essere ancora 

f'unzioni, alle quali risulti applicabile, eventuahnente  modificata, la definizione 

di dist~lnza adottata  in S, e che, in virtfi di essa, possano presentarsi  come 

limiti di successioni di elementi  di S. 

17. Essendo S uno spazio vettoriale,  diciamo che un aggregato B di ele- 

menti di S costituisce una base per S, se ogui elemento di S pub essere 

(~) HAUSDORFF F., Grundzi~ge der Mengenteh~'e (Leipzig,  Von  Veit ,  1914), pag. 315. 

Annall di Matematica, Serie IV, Tomo X. 8 
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~ppross imato  indef in i tamente  median te  combinazioni  l incari  di e lement i  di B;  

in a l t re  parole,  se per  un dato punto di .~ di S e un dato ~ > 0  si possono 

t r ova re  in B gli e lement i  u, ,  u.2~... , tt, in numero  f i , i to  e le quant i tg  reMi 

a~, a.2,.., a,,, tall ehe sia 
(x,  Y, a, u~) < ~ (~). 

Ogni spazio a m m e t t e  una b a s e :  lo spazio s tesso;  u n ' a l t r a  base  g i l  eon- 

torno di ttna sfera  di raggio  1 ; ma una base g n a t u r a l m e n t e  in te ressan tc  solo 

se g di po tenza  miuore  detlo spazio stesso. Dopo gli spazi a base  flnita, di 

cui abb iamo gig noeato lo searso interesse,  gli spazi pifi Senlpliei sono quelli  

pe r  i quMi esiste una  base numerabi le ;  per  i quali  clog gli e lement i  di B si 

possono o rd ina te  in un success ione  ~q, g~,..., u , ,  .... Si r iconosce  subito elm 

essi eoincidono con gli spazi l inear i  separabili ,  eiog con quelli ehe  possie- 

dono un aggrega to  numerab i l e  ovunque  denso. Ch~ infatti,  se si eos t ru iscono 
f t  

gli e lement i  Y,r~u~ dove  gli r~ sono razionali ,  pe r  n cos tante  questi  e lement i  
1 

cost i tu iseono un agg rega to  numerab i l e  H,, ; e tutti gli H,, un nuovo agg rega to  

numerab i l e  H. Esso e ovunque  denso in S, poich6 dato un e lemento  x esiste 

un e lemento  del la  fo rma 
iv 

y = E a i u ~  
1 

N 
tale che  (x, y ) <  s/2;  ed esiste poi un y ' - - -Er~ui  t h e  dista d a y  meno  di s/2, 

1 

come r isul ta  dal fatto t h e  

(Y, Y ' ) ~  E t a~ - -  ~'i] mod ui~_~ m a x  l a i - - r ~ t  E rood ui.  

Vi g quindi un e lemento  di H t h e  dista da x meno  di ~. 

poi s enz ' a l t r o  ev iden te  t h e  un aggrega to  denso in S ~ al tempo stesso 

un& b a s e .  

G-li spazi separabi l i  godono di moltepliei  propr ie t£ ,  ehe eost i tuiseono al tret-  

tanti  mezzi  per  p r o v a r e  la non separabil i t / t  di uno spazio. T r a  questi  uno dei 

piit semplici  ~ il seguente ,  sos tanz ia lmente  not% ohe app l i che remo  r ipetuta-  

men te  in segu i to :  

In  uno spazio metrico ( l ineare o no) S, separabile,  un gruppo  G di 

(~7) .In questa  definizione di base l ' o r ig ine  ha una parte pr iv i leg ia ta ;  l ' in t roduzione  di 
vettori ,  e diTuna base vettoriale sarebbe qui vantaggiosa.  P e r  oftenere una base p u ~ t u a l e  
basra del resto aggregare  l ' o r ig ine  al gruppo B. Qui ci at teniamo al concetto pi/t comodo 
per  le applieazioni. 
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pun t i  le cui mttltte d i s tanze  sono tutte sttperio~'i a un ntz~nero posit ieo d 
finito o n~tmerabile (.2s). 

Ed infatti, se V=~(v~v2...v,,... ) g una successione densa in ~:,~ per ogni ele- 

mento di G si pub fissare il pr imo  elemento di V the  dista da esso meno 

di d/2. Si rieonosce ailora che duo elementi distinti di G danno luogo a, ate- 

menti distinti di V; eh~ se per i punti x, y di G fosse 

d d 
(x, v d < ~ ,  ( y , v ~ ) <  

sarebbe anehe ix, y)~.. d, c o n t r o l '  ipotesi. Gli elementi di G si possono quindi 

riferire biunivoeamente a una sueeessione parziale di V, cio~ G ~ finito o 

numerabile.  

lS. Seeondo un teorema generale di Fm~CHET (sg), 0gni aggregato di uno 

spazio separabile b aneora separabile, ciob eontiene una suecessione di pm~ti 

densa nell' aggregato. La dimostrazione di questa proposizione fa uso per6, e 

in modo che non sembra evitabile, del postulate di ZERMELO. Poieh~ tutti gli 

sviluppi det nostro lavoro sono indipendenti da questo prineipio, ci interessa 

osservare ehe in eondizioni abbastanza targhe, e per noi suffieienti, si pub 

dare una dimostrazione the  non io presuppone, e e h e  potrebbe det resto 

essere ancora semplificata quando si volesse restringere la proposizioae agli 

spazi lineari. Preeisamente : 

In  uno spazio metrico completo separabile S ogni aggregato chiuso A 
b separabile. 

Per Ia dimostrazione proveremo anzitutto che ad ogni elemento x~di S 

possibiIe coordinare un elemanto x di A in modo the  sia 

(x, x) < K(x,  A) 

dove K ~ una terra  eostante positiva. Sia infatti c .>  1~ 0 < 0-/_ 1. Per la 

definizione di distanza esiste in A qualcha elemento y tale the  

(x, y) < c(x,. A) 

ed asiste inoltre nella successione v~ densa in S u n  elemento r,~ tale the  

(y, ~,~,) < O~x, A). 

(,os) I1 teorema ~. incluso in  teoremi pi~:l general i  di ]4~R~CHET ~cfr. Les e~sembles ab- 
straits  et Is Calc~d fo~ctionnel, ~ Rend. Circ. Mat, Palermo >,, vol. X X X ~  1910~ pag. 1-26) 
e di I~AUSDORFF (Mengenleh,re, De C~ru3rter ~ Berlin,  1927, pag. 1"-.)6-127)i il proeedimento di- 
mostrat ivo 6 usato, con qua]che vm-iante, da ambedue gli Autori .  

(~9) FRECgET~ 1OC. cir. nora (~)~ pag. 27. 
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Sarh  a l lora  
(x, v~,,) < (c +O)(x, A), (v,~, A) < O(x, A). 

I n d i c h e r e m o  p ree i s amen te  con eu, il pr imo  dei v~ ehe  soddisft~ a ques te  

relazioni  e ehe  g eosi p e r f e t t a m e n t e  de te rmina to .  

Ill modo anMogo, pa r t endo  da v,,, si t r o v e rg  un vno tale ehe  

(v,, ,  v~,) < (c-t-O)(v,,, A), (v,,~, A) < 0(v,,,, A) 

e eosi via. Si ve r i f i t a  subito t h e  

(c,,,,., v~,.+O < (c+O)O~(x, a) 

sieeh~ la ser ie  E(v,~, v~,i+l) ~ e o n v e rg e n t e .  Ne segue  t h e  la sueeess ione  v,,. sod- 

disfa alia eondiz ione  di CAUOHY e t ende  quindi  a un e lemento  x ,  per  it quale  

si ha  

(x, x ) <  (x, A)(c + 0 )~0 ,  _ c + O  o 1 - -  0 (x ,  A) := K [ x ,  A) 

(x, A) = lim (v,,, A) = O. 

Poich+ A ~ chiuso, x appa r t i ene  ad A ;  ed 6 con ei6 p rova to  t ' a s se r to .  

Si consider i  ora  il gruppo v~ di e lement i  di A t h e  con l ' a s s e g n a t a  costru- 

zione cor r i spondono  ai v~ e t h e  sono quindi  tali che  

(vi, v~) .< K(%, A). 

Di to  t h e  essi sono densi  in A. Infat t i  p reso  un punto y in A e un ~ > 0 

esiste un v,. tale che  (y~ v,.).I.  1--+~K e quindi (v,., A ) / - " 1 +  K ;  sar/~ a l tora  

(y, v,.) ~ (y, v,.) + (v~, v,.) < (y, v , . )+ K(v,., A) < 1 + K  ~ 1 + K - -  ~ 

e il t eo r ema  6 eosi d imost ra to .  

II t e o r e m a  vale  n a t u r a l m e n t e  anehe  per  un a g g re g a t o  th iuso  di uno spazio 

- n o n  comple to  quando  si aeeet t i  pe r  esso una base fb rmata  e v e n t u a l m e n t e  

afiehe con e lement i  in tegran t i  avent i  d is tanza  nulla d a l l ' a g g re g a t o .  

Notitmao il easo pa r t i eo la re  n o t e v o l e :  l e variet~t l ineari  di  uno spazio 
l ineare eompleto se'parabile sono pure  spaz i  l ineari  eompleti  separabili .  

19. Se S ~ uno spazio l ineare ,  dotato di iperpiani  ossia di f. a. e ,  si 

pub i m m a g i n a r e  un at tro spazi0 l ineare  E i eui e lement i  ~A siano in eorr i-  

spondenza  b iun ivoea  con le f. a. e. A ( x ) d i  S e per  i quali siano poste le 

definizioni 

rood ~A ~--- Nor  A ; 
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l ' u l t ima  (~ giust i f icata  dal  fat to eile sono soddisfat te  per  la n o r m a  le proprietor 

r ich ies te  per  il modulo in uno spazio l ineare  (n. ° 6). Un tale spazio, che 

esiste s empre  g iacch6 ~ pet" lo meno leci to a s sumere  c o me  suoi e lement i  gli 

opera to r i  A stessi, pub dirsi duale o vecip~'oco del d a t o ;  e d i remo anche  

duale metrico quando  vi possa essere  equ ivoco  con un duale topologieo che  

c o n s i d e r e r e m o  pifi avant i .  

Lo spazio E ~ semp~'e complelo. Se infatti  gli e lement i  ~A~- soddisfano alia 

condiz ione  di c o n v e r g e n z a  di CAUCHY, ci6 significa che  per  ogni ~ > 0 si pu6 

t r o v a r e  un indice n in modo ehe  pe r  ~', s > n sin 

sar/~ allora,  per  ogni x :  

Nor  ( A , . -  A~) < ¢ ; 

[ A,,(x) - -  A , (x) ]  <" ~ m o d  x 

e le quantit~t A,.(x) t ende ranno  per  ~ ' ~  ~ a un l imite B(x). E sar~t eviden-  

t emen te  
B(x + y) - -  B(x) + B(y). 

Ino l t re  si av r~  per  ~' abba s t a n z a  g r a n d e e  pet" ogni x :  

I B(x) - -  A,.(x) [ ~ ~ rood x 
donde  

[B(x) ] ~ (Nor A,. -t- e) mod x 

sicch~ B(x) sarh tma f. a. c . ;  ed avendos i  anche,  s empre  per  r abbas t anza  

g r ande  : 
Nor  ( B - -  A,.) < ~ cio~ rood (~B - -  ~.4,) < 

si vede  che  ~ ~ il l imite  del ia  success ione  ~A,-. 

Lo spazio ~ pub non essere  separabi le ,  mmhe se tale ~ S;  di ci6 si ve- 

d ranno  alcuni  esempi  nei capitoIi  seguent i .  

In E esistono c e r t a m e n t e  fi a. c.; ed infatti  il va lore  A(xo) di uua f. a. c. 

di S in un punto  de te rmina t% cons idera to  come  funzione d e l l ' o p e r a t o r e  A, o 

del co r r i sponden te  e l emento  ~A, ponendo  cio5 

A(xo) --~ e(~A), 

una fi a. c. in 2i. Si ha  in fa t t i :  

~(~A + ~B) = oC(~A i-B) = A(Xo) + B(xo) = Z(~A) + ~(~B) 

!e({A) I -" 1A(X,,)I ~ Nor  A .  rood 9:0 = rood {A" rood x o 

donde  anche  Nor  a ~ rood x 0. 
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Si pub anzi v e d e r e  t h e  Mmeno  se S i e  separab i l e ,  si ha  p r e e i s a m e n t e :  

Nor  ~ = tried X o ; 

si vedr.a, iufa, tti (u. ° 36) t h e  in tale ipotesi  esisf, e s e m p r e  ulla f. a.. e. B(w) tale  t h e  

Nor  B =-= 1, /3(.%) = mod  xo 

e p e r  essa  si ha  p r e e i s a m e n t e  

:~({B) = B(Xo) = m o d  x 0 = meet {B mod x o . 

Non pub a f f e rmar s i  che  le f. a. c. in 21 s iano so l tan to  quel le  del la  forma, A(xo) ; 

t r o v e r e m o  anzi un e sempio  in cui ~ vero  t ' oppos to .  Non vi ~ dunque  in gene-  

t a l e  pe r f e t t a  reeiproeit~t t r a  i due spaz i ;  pe rch6  ei6 s ia  oeeo r rono  due eon- 

dizioni : 

a) Le f. a. e. in 21 abb i ano  tut te  Ia form~ A(xo). 

I)) Es i s ta  in S una  f. a. e. A(x)  tale ehe f A(xo)l g vieino quan to  si 
m o d A  

vuole  a rood x o. 

Quando  la eondiz ione  a) non ~ soddis fa t ta  p o t r e b b e  dars i  ehe essa  io 

d iven isse  con un e o n v e n i e n t e  a m p i i a m e n t o  di S; la ques t ione  mer i ta ,  ei s e m b r a ,  

di e s se re  s tudia ta ,  a l m eno  in qua l che  easo pa r t i eo l a r e .  

IV. A l c u n i  e s e m p i  d i  s p a z i  l i n e a r i  m e t r i c i .  

20. L ' e s e m p i o  pifl s empl i ee  di spazio l inea re  6 date  da  uno spazio S 

a base  finiga u, ,  u2,... , u,,. Lo spazio  si r iduee  a l lo ra  a l l ' a g g r e g a t e  delle 

eombinaz ion i  l inear i  degli u ;  poieh6 ques to  g chiuso, c o m e  si ~ visto al n. ° 2. 

Si ha  t i e6  uno spazio  affine o rd inar io  a v ~ n  dimensioni ,  t h e  pub a v e r t  come  

model lo  uno spazio  euel ideo a v d imensioni .  Suppos t a  la ba se  r ido t t a  agl i  ele- 
ment i  l i n e ~ r m e n t e  indipendenti~ 

co r r i sponde  il punto  (x , ,  x~,..., 

. ~ x ~ =  1, su di essa  la funzione  

in questo  model to  a l l ' e l e m e n t o  x = E x ~ u i  

x~). Cons ide rando  Mlora  ht s fe ra  o rd ina r i a  

mod  E a ,  u, 6 eon t imm,  pe reh~  

y E ( x / - -  xi")  ~. m a x  rood u,~ 

e vi 6 s e m p r e  p o s i t i v a ;  onde vi h a  un m a s s i m o  M e un m i n i m o  m, a m b e d u e  

posit ivi .  Perei6~ pe r  x i  a rb i t r a r i  (non tutti nulli) si ha  

m ~ rood E x f u f  ~ M 
V2x? 
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eio6 

m \ E x i  ~ ~_~ rood E x ~ i  ~ M ¥  E x~ ~. 

0 n d e  il ~'apporto dei  moduli ,  e qu ind i  delle d i s tanze  cor~'isi)ondenti 

nella me t r i ca  dello spazio S e nel la me t r i c a  eucl idea non esee da due con- 

f ini posi t ivi .  Ne segue  subi to che  te proprietA di limite~ continuit/~, ece.,  va l ide  

in una  m e t r i e a  vaIgono  neli '  a l t ra ,  eio6 ehe tutti gli spa.z! vet tor ia l i  a v d imen-  

sioni son'o topologicamente  ident ici .  

Ne r i su l ta  ehe  le va r i e t ~  l inear i  di S sono le variet/~ l inear i  dello spaz io  

euel ideo ( x ~ x 2 . . . x , )  e in p a r t i c o l a r e  le f. a. e. hanno  la f b r m a  Ea~x~. Ci6 

del res to  e r a  gi~ p r e v e d i b i l e  p e r c h 6  se A(x)  ~ f. a. c. e x - -~Ex~u ,z  sa rh  

A(x)-~-EA(u~)x~;  r i m a n e v a  solo da  a s s i c u r a r e  la cont inui t~  in S eli ogui fun- 

z ioue l inea re  degli  x~ (~0). 

21. Gli spazi  p r eeeden t i  appa r~engono  al ia  e a t e g o r i a  degli  spazi  definibili 

pe r  mezzo  di sueeess ioni  finite o infinite di n u m e r i . r e a l i  ( c o o r d i n a t e ) i n  modo 

e h e l a  s o m m a  di due e l emen t i  e il p rodot to  di un e l emen to  pe r  un n u m e r o  

r ea l e  si effet tuino faeendo  ques te  operaz ion i  sulle coord ina te  dei singoli posti  (at). 

In  essi  in g e n e r a l e  le coo rd ina t e  non sono n u m e r i  rea l i  a rb i t r a r i  m a  soddisfano 

a d e t e r m i n a t e  eondizioni  t h e  i n t e r v e n g o n o  di solito ne l la  definizione del modulo .  

II  easo  di coo rd ina t e  in n u m e r o  fiuito 6 s ta to  esaur i to  neI n. ° p r e c e d e n t e ;  

d i amo  qui a leuui  e s em p i  di spazi  con infinite coord ina te .  

a.) Le  coord ina t e  x~, x ~ , . ,  x, , , . . ,  d e l l ' e l e m e n t o  x s iano sogge t t e  al ta  

eondiz ione  ehe  E Ix ,  i ~ e o n v e r g a ,  essendo  p >  1; e si p o n g a  

rood x = l ~ t x ~  1~ }~l~. 

L a  propr ie tA f o n d a m e n t a l e  del modu lo  6 soddis fa t t a  in ba se  a una  no ta  

d i s e g u a g l i a n z a  di NINKOWSKI. 

Ques to  spazio,  che  i n d i e h e r e m o  con 2gp, 6 s e p a r a b i l e ;  f o rmano  infatt i  una  

b a s e  gli e l ement i  n~==(0, 0,..., 0, 1, 0, 0,...) dove  1' unit~ c o m p a r i s e e  al posto i, 

(so) Poieh6 la. sfera ~mitaria di S 6 rappresentat a, hello spazio euclideo da un corpo 
convesso limitato~ simmetrieo rispetto all'origine~ le metriehe qui considerate coineidono 
evidenfemente con Ie cos~, dette geomet~'ie di Minkowski; v. di esse una elegante applieazione. 
netlo stesso nostro ordine di ide% in t{AAR A., Die Minko,Jvskische Geo~netrie und die An. 
ndherung der stetigen, Funktio~en (,( Math. Ann, % 78. 1918, pag. 294-311). 

(s~) Alcuni limitano a questi spazi la qualifica di linear i; essi possono in realth rientrare 
tra gli spazi funzionaH, it campo di definizione essendo la successione 1, 2, .., n .... ~-~AUSDORFF 
(1OC. cir. nota (4s)~ pag. 95) estende la qualifica agli spazi funzionali definiti in un aggregato 
qualunque. 
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giacch~ si h a :  
}b cx~ 

x - -  l im (x~, x~,..., x , ,  0, 0, 0,...) ~ lira E a:i u~ = E x~ ~ .  
n ~ o o  1 1 

Per  uua f. ,~. c. A(x) in ~ si deve  avere  

A(x)  = £ xi  A(u~) = E ai x l  (posto A(u~) = a~) 

dove la serie deve r isul tare  convergente .  Dis t inguiamo al lora i due casi p ~- 1, 

p = l .  

e) Sia p 2> 1. Da un teorema di LANDAU (3~), facile eonseguenza  di uua 

seconda d iseguagl ianza  di Mr~KOWSKI, segue t h e  condizione necessar ia  e suffi- 

P ciente pet" la det ta  conve rgenza  5 che converga  ia serie E l a~l q dove q .... 
p - - 1  

(ossia 1 1 ) - - } - - =  i . Tale  condizioue b~ anche  sufficiente per  la continuit/~ della 
P q 

funzione addi t iva  Y.a~x~ perch6 dalla medes ima  d iseguagl ianza  si ha pure 

] Z a ~ x ~ l ~ h m o d x ,  h = l ~ l a i l  q}tlq. 

Si ha  (1. c.) anzi l ' eguag l i anza  pet" gli e lement i  della forma 

I 

x = ),E I ai IP -1 sgn a~. u~ --- ;~y 

ci5 ehe p rova  anzi tut to che g 

Not' A = t~, = / ! :  [ a~ ! q l ~/~ 

segue anehe ehe s~ ogni  i p e r p i a n o  vi  ~ u n  p~n to  e uno solo che ha  dal- 

l ' o r i g i n e  la d i s t a n z a  m i n i m a .  Se infatti  si ha  l ' iperp iano r: di equazione 

A ( x ) - ~  c, pet" un tal puuto z deve  aversi  (n. ° 6) 

m o d z = ( 0 ,  ~ ) - -  IA(z) l 
Nor A 

clog i A(z)l =--mod z Nor A, e ci6 r iehiede ehe sia z =: )~y, dove ;( si determi-  

ner'& in modo unico mediante  la eondizione A ( z ) = c .  

La eosa si pub i n v e r t i r e :  dato un  p u n t o  z=l=0 vi  ~ uno e u n  solo iper-  

p i a n o  = passan te  p e r  z e d i s tan te  d a l l ' o r i g i n e  quanto  ne d is ta  z. Scr ivendo 

oppo rmnamen te  t ' equaz ione  del l ' iperpiano,  tra i eoefficienti a, di essa e le 

coordinate  ~'~ di z dovranno aver  luogo le relazioni 

1 

~ ,  --= [a,  I ~ - I  s g .  a~ 

(a') LANDAU" E., Ueber einen Konvergo~zsatz  (~ GOtt. N a c h r i c h t e n  ,,, 1907~ S. 25-27}. 
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fae ihnente  risolubili r ispetto alle a, perch6 sgn & = sgn (t, e 

1 
= 

onde 
ai = fail p-* sgll 3: i. 

Queste  proprieth,  ehe rondono la geomet r ia  di N~ per p > 1 assai ana- 

loga a quella euelidea~ possono esprimersi  anehe nelta f o r ma :  p e r  le sfe~'e 

di  Np, in  ogni  p u n t o  di  con torno  vi  O uno e an solo i pe , ' p iano  ~'adenle, e 

ogni  iper 'p iano  v a d e n t e  ha ~no e uu  solo p u n t o  di  ~ 'adenza.  

Dai ealeoli preeedent i  r isul ta  anehe  assoeia ta  ad una giaeitura~ eiog ad 

tin faseio di iperpiani  paratleli  A ( x ) = c o s t . ,  una direzione, ehe 6 quolta delle 

dis tanze doi punti  dello spazio dagl i  iperpiani  del faseio. Tale eorr ispondenza,  

ana loga  alla ord inar ia  ortogonalitg,  m a n e a  per6 di una delle proprietg di 

que s t a :  se una direzione appar t iene  alla g iae i tura  eoniuga ta  a l l ' a I t ra ,  questa  

non appar t ione  in goneralo al la g iae i tura  eoniugata  alla prima,. La  relazione 

t ra  Io due direzioni ha infatti la forma anal i t iea  

Z xi]  Yi ]~--~ sgn y ,  = 0. 

Essa ~ s immet r iea  solo per p - - 2 ,  eiob~ per  il notissimo spazio hilber- 

tiano (aa). 

Da ei6 ehe si ~ visto r isul ta  anehe  t h e  ad ogni f. a. e. A ( x ) ~ - - Z a ~ x t  

di 2V~ corr isponde un punto {A--~(a~a2...a,~...) di un 2Vq e si ha  pree isamente  

Nor A = meal ~A. 

Vieeversa ,  alia f. a.. e. di Nq eorr ispondono gli e tement i  di-N~, con t'ana.- 

loga relazione.  Gli spazi Y~, Yq sono eio6 m u t u a h n e n t e  (hmli (n. ° 19) e la r e e f  

proeit/~ ~ perfetta.  Pe r  p ~ 2 ~ q = 2, clog 2¢7 2 ~ dualo di sg stesso; ei6 sotto- 

l inea la par t ieolare  semplici tg dello spazio hi lbert iano.  

22. ~) Sia era p = 1, ossia Y. [ xi[  convergento  e mod x - -  Z I x~l. Si ott iene 

lo spazio che FR:ECHET ch iama  delle ser'ie a s s o t u t a m e n t e  conve~'genti  e indica 

con A (s4). 

Qui la conve rgenza  di Za~x~ r ichiede che lo a~ siano l imitate  in modulo (a~); 

{as} Cfr. nora (is} e anche (, E. A. ,~, pag. 83. 
(s~) ~ E. A. ,, pag. 86. 
(as) Cfr. ~7IADAMARD; Deux thdordmes d'Abel s~r lee convergence des sd~'ies (~ Acta Math. ,~, 

27, 1903, loag. 178). 

Annal i  di Matemc~tica, Seriu I~ r, Tome X. 9 
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cib r isulta del resto auche  dalla condiz ione  di continuit5., secondo cui 

I A(ud[ ~ Nor A mod u~=- Nor A 

cio6 {a~! ~ Nor A. Ef fe t t ivameute ,  se le a~ sono l imitate  in modulo,  conver-  

gendo E I x i l  , c o n v e r g e  anche  E a ~ x i ,  e si ha  

<_ lim s,,p i.,l' Ix {. 

Si ha  anzi fae i lmente  

Nor A = lira sup I al l  

pe r  quanto  non si posset s empre  t r o v a r e  un e l emen to  y pet" cui si abb ia  pre- 

c i samente  
A(y) --~ Nor A rood y. 

Qui dunque  le d is tanze  di un punto  da un iperp iano  uon mnmet touo  in 

gene ra l e  un minimo, clog le sfere posseggono iperpiani  con radenza  vir tuale.  

Esiste  per5  in ogni punto  di uua s fera  Mmeno un piano r a d e n t e ;  se infatti 

z =4=0 e sono z~ le coord ina te  di z, e si pone 

A(x) = E sgn z~. x~ 

l ' i pe rp i ano  A ( x ) - =  A(z) passa per  z e la sua d is tanza  da l l ' o r ig ine  4 A(z) ~- 

---~EIz~t ~ rood z. Si po t r ebbe  v e d e re  che  esso g l ' un i co  iperp iano  r aden te  se 

gli z~ sono tutti :4=0, men t r e  nel caso opposto ve  ne sono infiniti. 

Come spazio duale  di N~ si p r e sen ta  lo spazio delle successioni  l imi ta te  

in modulo, indicato da FI~I~CHET con D~ (~6). Esso g u n  pr imo esempio di spazio 

uon separabi le ,  come  ha  d imos t ra to  FRI~CHET in due modi.  Noi possiamo qul 

dedmqo dal er i ter io  del n. ° 17: cons ide rando  l ' a g g r e g a t o  dagli e lement i  le cui 

coord ina te  valgono 0 o l, la d is tanza  di due distinti di essi ~ l, e d ' a l t r a  par te  

l ' a g g r e g a t o  stesso ha  la po tenza  del  cont inuo.  

Questo aggrega to  ~ per  D~ una base ;  se infatti  la coord ina ta  gene r i ca  x~ 

si s c r ive  in sc r i t tu ra  diadica 
~i~" x~ = 2 1  2,--= ( ~ . . = 0  o 1) 

si ha  fac i lmente  : 

x - - 1 ~ ( ~ , . ,  s~,..., s,,,,...) 

dove  gli e lement i  ehe compar i seono  nel secondo me mb ro  a p p a r t e n g o n o  ap- 

pnnto  all' aggrega to .  

(3s) ~ E. A. >>, pag. 97. 
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c o n v e r g e  (n. ° 19); Sono f. a. c. in D o  le espressioni  E a~x~, dove  2] l a ~  

non sembra  facile dec ide re  se vi siano, ol tre  queste~ a l t re  f. a. c . .  

23. b) E in te ressan te  c a c h e  il ease in cui si a m m e t t a  solo In c o n v e r g e n z ~  

della serie  2] x~ e si ponga  

m o d x : l i m s u p i s ~ t ,  s~ - - - x~  + x ~ + . . . + x i .  

Si ot t iene lo spazio S det to  da FR~CHET (37) delle ser ie  c o n v e r g e n t i ;  esso 

d separabi le)  con gli stessi e lemeut i  base  u~ gib~ col~siderati pe r  gli :Y~ e si 

ha  a n e o r a  
x - -  2] x t  u i .  

INe segue  pe r  le f. 3. c. la fo rma  

A ( x ) - ~  2 ] a i x l ,  a i - ~  A(u~) ; 

le condizio~6 per  lo a~ si r i c a v a n o  subito da  uu t eorem~ di HADAMARD (3s)~ 

(che comple t~  un note  t e o r e m a  di ABEL)~ secondo il qual% per  in convergel~ze~ 

di E a ~ x ~ ,  per  ogni Y, x~ converggnte~ deve  essere  2 ] l a~- -  ai+~I c o n v e r g e n t e .  Cib 

po t r ebbe  espr imers i  d icendo c h e l a  success ione  delle a~ dove  essere  a v a r i a -  

z i o n e  t i m i t a t a ;  condiz ione  che  equ iva le  a quel la  di essere  differenze~ di due 

success ioni  non dec rescen t i  l imitat% e impliea~ in partieolare~ l 'esistel~z~ di 

lira a~. 

Questo~ condiz ione  por ta  anche  la continuit i t  della funzione addi t t iva  2] a~x~, 

potendosi  s c r i v e r e  : 

oo 

E a~ xi  --- lim [a~s~ + a~(s~ - -  s~) + -  a3(s  3 - -  s~) -+- ... -t- a . ( s .  - -  s~_~) ]  -~- 
1 r t ~ c < ,  

= lira [(a~ - -  a.~)s~ .-t- (a 2 - -  a~)s 2 -t-- ... -t- (a,~_~ - -  a , , )s ,  + a, ,s ,]  

c~ n - - 1  

12]a,x~t ~ lira sup [2] l a ,  --a~÷~l + l a,, l ] ' l i m  sup s , .  
1 1 

E si ha  p r ec i s amen te  

Nor  A --~ lira sup I 2] l a~ - -  a~+~ ] --t- l a,, ]I 

come  pub veders i  ponendo  x ~ + ~ - ~ x , + ~ - -  - - 0  e scegl iendo oppor tuna-  

g t e l l t e  8 i~  S.z~... ~ s n .  

(3S) HADAMARD~ IOC. cir, pag. :t79. 
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Le condizioni SOl/O qui amdoghe  a quelle di N , :  non vatendo in gene- 

rale pet' a leun elenlento y la 

A(y)  = Nor A rood y, 

le sfere possono avere  iperpiani con radenza  v i r t ua l e ;  vi 6 per6 in ogni 

punto z - = ( z ~ ,  z2,... , z,,,...) uu iperpiano radente .  F o r m a t e  infatti le somme 

parziali  delie z~ se tra queste  ve ne 6 una s,. mass ima  in valore assoluto, 

si ponga 
A ( x )  = x~ + x~ + ... + x , .  

al t r imen ti 
A ( x )  = x~ + x~  4 -  ... 4 -  x , ,  + .,. ; 

si ha A ( z ) ~  mod z, N o r A  = I, donde la eonclusione aeeennata .  

Si pub faeihnente  t ras formare  S netlo spazio S '  dells s~eccessioni  conve~'- 

ge~tti,  e cons idera te  i duali  di ambedue  gli spazi, ma su eib non insisteremo. 

2t .  c) Da eiascuno degli spazi preeedent i  si pub dedur re  un attro spazio, 

t h e  potrebbe dirsi ~qdotto,  consideraudo del primo solo quegli e lement i  in eui 

da un eerte  punto ill poi gli X sono nulli. Nel easo degti spazi _2g~) e S si 

ot tengono eosi aggregat i  ovunque  densi negli spazi originari,  e quindi non 

ehius i ;  e perei6 spazi no~t c o m p l e t i .  E gli spazi originari  sono i minimi spazi 

eompleti  ehe li eontengono.  

Le  f. a. e. negli spazi ridotti  si possono ev iden temen te  pro tungare  negli 

spazi da eui essi der ivano,  e sono quindi note. 

Tutlco ei6 non vale per lo spazio D~ ; il suo ridotto non 6 denso in D~, 

ma in una sua w,riet~ l iueare,  cio6 quella delle suceessioni eonvergent i  a 

zero (ehe 6 anehe varietA l ineare dello spazio S '  eonsiderato  in b));  ed 6 

questo pereib i[ minimo spazio eompieto ehe lo eontiene.  

d) Gli spazi N~,  8 ' ,  1)~ e in genera le  tutti gli spazi definiti da eoordi- 

nat% uei quali il modulo 4 funzione s immetr iea  di esse, ammet tono  un gruppo 

di ~ ' o t a z i o n i :  ie t rasformazioni  defiuite da una qualunque permutaz ione  delle 

eoordim~.te. Non 6 possibile d is t inguere  queste  t rasformazioni  in ~ o e i m e ~ t i  e 

p s e u d o m o v i m e n t i ,  almeno seeondo il eri terio ordinario,  poieh6, come ha  ossev- 

vato V1TALI (39), 1~ distinzione delle sosti tuzioni in due elassi seeondo questo 

eri terio non ha pill luogo nel easo di infiniti elemeuti .  

Ben iuteso, nou 6 eselusa l ' es is tenza di al tre speeie di rotazioni ;  per esempio 

(39} VITAL][ G., Sostituzioni sopra un'infiMt& nume.rabile di dementi (<~ Boll. 5Lat~hesis ,,~ 
1915~ pag. 29-31). 
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hello spazio h i lber t i ano  N~ si definiseono rota, zioni, e anzi Ie pifl general i ,  eonsi- 

de rnudo  un s i s tema v~ di e l ement i  unitnri  a due a due ortogonat i ,  tail da eo- 

s t i tuire  una base, e fimendo eo r r i sponde re  all' e l emento  (x~, x.  2,... x , , , . . )  = E oe, u~ 

l ' e l e m e n t o  Y,x~v, di eui si d imos t ra  t imilmente l ' e s i s tenza .  S e i v ,  non eostitui- 

scone una base, In eorr ispondenzt~ non g inver t ib i le ,  e pub dirsi seeondo la 

n o m e n e l a t u r a  di PINCHERLE, ro taz ione  degene~'e di I a specie. 

V. A l t r i  e s e m p i  : s p a z i  f u n z i o n a l i .  

25. Pifl impor tan t i  degli  esempi  p receden t i  di spazi l ineari  s o n o  quelli  

forniti  da veri  e propri i  spaz i  funz io~al i ,  eve  eio~ gli e lement i  sono funzioni 

n u m e r i e h e  di un punto P var iab i le  ill Un dominie  ~ (pifl g e n e r a l m e n t e  in un 

agg rega t e )  d i t m  S~ euc l ideo ;  in pa r t i eo t a re  funzioui di una var iab i le  t i u  un 

in terva l lo .  

Ln  somma  e il prodot to  per  un n u me ro  rea le  hanno sempre ,  come  si eom- 

prende ,  il signifieato usuale.  Numeros iss imi  sono i easi degni di nora per  qua lehe  

r i g u a r d o ;  noi ci l imit iamo qui agli esempi  pifi eara t te r i s t ie i .  

a) Tut te  le funzioni l imitate  x(P) ,  deft,rite in % con In posizione 

m o d x  = lira sup lx(P)l 

fo rmano  uno spazio l ineaxe F non sepe.rabile;  infatti In funzione OgQ(P) nulln 

iu tut to a salvo nel punto Q, e v e  vale  1, dese r ive  al v a r i a r e  di O un aggre-  

gate  ehe ha la po tenzn  del con t inue  e tale e h e l a  dis tanza di due suoi ele- 

ment i  ~ sempre  1. 

b) Le  funzioni sommabi l i  nel dominie  l imitato a, tall e h e l a  po tenza  di 

e sponen te  p ~  1 del lore  vnlore  assoluto 6 pure  sommabi le  in ~, con la eon- 

venz ione  ehe  x = y  signifiea ehe  g a ~ ( P ) =  y(P) quasi  o v u n q u e  in % e con la 

posizione 

mod x = l j'l x( P)I~ &(P) l~tv 
u 

eost i tu iseono uno spazio La ,  ehe  ~ t ra  i pifl important i .  Esso ~ s epa rab i l e ;  

ei6 po t r ebbe  r icnvnrs i ,  a lmeno per  le funzioni di una varinbile ,  i nd i r e t t amen te  

daile r i e e r e h e  di F.  RIEsz (4o) o dagli  svi luppi  in serie  di flmzioni or togonal i  

di HAAR (4~) o nnehe  dal la  teor in  del la  ser ie  di FOUI~ER; una  d imos t raz ione  

d i re t t a  ed e l e m e n t a r e  ~ la s e g u e n t e :  

I ~o) :La Memoria (M2) ~ dedicata integralmente a questo sImzio , per p ) 1. 
~ll) ~-]~AAR A,t Orthogonale Funlvtionensysteme, Cap. I I I  (~ Math. Annalen ,,, B. 69, 1910). 
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Si~ p r ima  ~ un intervnl lo,  (:he senzn r e s t r i n g e re  In genera l i tg  po t r emo  

suppor re  sin 0~--~1, e si p°ng 'a :  

r ~ - - t r + l  
~t,.(")(t) = 1 in - - - ,  zt,.~")(t) ---~ 0 nel e o m p l e m e n t a r e .  

Se nllorn x 6 un e lemento  di Lp ,  in funzione 

r + l  
~t 

~-i )j~(  
s,,(t) z n E u,.(~°(t "~)d'c 

0 

wd e  per  ogni t n e l l ' i n t e r v a l l o :  

['~t] + 1 

9¢ 

[ut]] 

ove si po| |gn 

X ( ~ t ]  + 11 - -  X ( ~ ! ]  I 

X ( t ) = ~ x ( ~ ) & .  

1 

Orn in geuera le  in ogni punto ove  6 X ' ( t ) = x ( l ) ,  ciob quasi ovunque ,  si ha  

lira X ( t  -1-- h) - -  X ( t  - -  h) __ x(t)  
h ~ + o  h -4- h 
l c ~  + O 

e quindi in pn r t i eo ln re :  
lim s . ( t )  = ~c(t). 

Sin orn x(t) l imi t a tn :  ix ( t ) l  < K ;  segue subito 

[ n t ] + l  

j 'x(~) & < K " n '  Is"(t) l < 1L Ix(I ) - -  s,,(t)[ < 2K 
[nt] 

sicch6 per  ogni p ~ I (nnzi p > O) la filnzione ] x ( l ) - -  s,( t)I  p tende a zero quasi  

o v u n q u e  r imnnendo  infer iore  n una. qua | | t i tg  finitn. P e r  il t eo rema  di AI~ZEL~.- 

LEBESGUE si hn p e r c i 6 :  
1 

~1i,2~ ! x(t) - s~(t) l~ dt = 0 
0 

cio6 
l i m ( x , s , ) = O  in L~.  
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E poieh5 s,, 6 eombinazione lineare delle u / "  il teorema per questo easo 

dimostrato. 

Se x(t) non ~ limitata, si diea im l 'aggregato  dei punti in eui ~ l x ( t ) l > m ,  
e si ponga 

xm(t) = 0 in i , ,  x ,d t )  -= x(t) nel eomplementare.  

Sar/~ in L~ : 

[ 

I 

0 ~m 

the  tende a zero con 1/m poich~ ~x(/,)] p ~ sommabile. Preso un ~ > 0 esiste 

dunque un xm tale ehe (x, x m ) <  ~/2. 

D' altra parte x~(t), ehe 6 limitata, ~ approssimabile mediante eombinazioni 

lineari delle u,." ' ,  eio6 esiste ram. siffatt, a eombinazione y tale ehe (x, , ,  y ) <  e/2. 

E si ha, allora (x, y ) <  ~, ei6 the  completa la dimostrazione. 

Nel easo di pi~l variabili si deve prima eonsiderare un dominio R rettan- 

golare, per il quale il proeedimento ~ quasi identieo: basta dividere l ' inter- 

vallo di ogni variabile in n patti uguali, con ehe R viene diviso in domini 

parziali, e definire in questi funzioni u (*') analoghe alle u~. (m prima con- 

siderate. A1 teorema X'( t ) -=x( t )  dovr/t sostituirsi qui il noto teorema pill 

generale sulla derivata di una funzione additiva d' intervallo.  

Qmmdo poi ~ sia un qualunque dominio limitato, lo si ehiuder/~ in un do- 

minio rettangolare R, nel quale si prolunghertt la funzione x(P) ponendola 

eguale a zero in R - - ~ ;  e e i  si rieondurr/~ eosl al easo preeedente. 

~6. Le f. a. e. in Lp, ehe eonverr/t qui ehiamare con il nome usuale di 

funz ional i  l ineari  (eontinui) sono stati studiati prima pet" p - - 2  da FR£CHET, 

poi per p > 1 da RIESZ (~s), ehe ha assegnato loro la forma:  

A(x) @ ( P ) ~ ( P } d a ( P )  
f f  

dove ~(P) g una funzione di L 1o - -  L z (della stessa elasse per p - -2 ) .  E si he~ 
p - - I  

Nor A - -  rood qo (in L~). 

Sieehg, come per 2Vp, lo spazio duale di un L~ ~ un Lq e la dualith 6 

perfetta. 

(4~) (M~), § 11. 
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L ' e v i d e n t e  ana logia  t ra  L~o e _-'~rr, pet' p > 1 si es tende  nile p ropr ie tg  delle 

sfere e dei loro iperpiani  r a d e n t i ;  nnehe  in 2Yp ogni s fera  ha  in un suo punto 

un iperp iano  rndente ,  e uno solo;  ogni iperp iano  r aden te  ha  un punto di eon- 

ta t to  e uuo solo. La  verifien, sulla base della d isegungl ianzn  da ta  da RIESZ 

come es tensione di quel la  di 3IINKOWSKI, non offre diffieolt£. 8e ne desmne  

aueo ra  unn re laz ione  t h e  ha  qua lche  ana logia  eon l ' o r togona l i th  mn ehe  non 

r e e i p r o e a  ehe  pet' p - - 2 ,  enso notissimo. 

Not inmo qui i ne iden tahnen te  che dalla separabi l i tg  di L. 2 segue una imme- 

diata  d imos t rnz ione  del t e o r e m a  di SCHlVIIDT seeondo eui un s i s tema di e lement i  

di L 2 a due  a due  or togonal i  ~ finito o numernbi le .  Ta le  s is temn pu6 infatti 

r idursi  al modulo  1 (si'stema normale) e nllora due e lement i  hnnno dis tanza 

cos tan te  = V 2  onde, pe r  il n. ° 17, esso 6 finito o numerab i l e .  

27. 0 c e u p a  un posto a par te  it caso p = 1 per  il q u a l e  cio~ per  la x(P) 
r i eh ies ta  soltnnto la sommabil i tg ,  e si pone 

rood x =I" t x(P) i da( P). 
5v 

ill questo  spazio L~ = L In forrna dei funzionnli l ineari ,  nel enso di una 

var iabi le ,  6, seeondo un t e o r e m a  di STEINHAUS (4a), In seguen te  

b 

A(x) =j~x(t):~(,)d~ 
a 

,.love q~(t) ~ sommnbi le  nel dato in tervnl lo  a ~--)b e l imitnta,  o nlmeno q~tasi 
limitata eio5 equ iva len te  n una funzione l imitnta.  Non snppiamo se la fo rmula  

sin s ta ta  estes~t al easo generMe,  inn In sun validi tg non pare  dubbia,  n6 

1' es tens ione diffieile. 

A m m e t t e n d o  pe r  ogni caso In fo rmula  

A( a) =~m( P)~( P)d~( P) 
U 

con ~(P) l imi ta ta  o quasi  l imitnta,  si r i eonosee  e h e l a  no rmn  di A coincide  con 

il numero  ~f ehe  pub eh iamars i  l imite super io re  elTettivo di ~(P);  eioe l imite  

super io re  quando  si t r aseur ino  gli nggregnt i  di misura  nulln. Si ha infatti 

(4a) STEINItAUS I~,, Additive uud stetige Funktio)~alopera.tiouen (,, Ma.th. Zeitschrift ,>, 
5~ 1919, pag. 186-221). 
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in tan to 

I A(x) [ ~ M j" I x(P)[ dr:(1 )) = M rood x.  

In secondo luogo, preso un ~ ~ 0 ,  si avrg ]~(P) I ~ M - - s  in uu aggregato I 

1 
di misura ~, non nulla;  posto allora x(P) ~----~.sgn ~(P) in I, x ( P ) = O  nel 

eomplementare, si avrg 

A ( x )  = • [ ~ ( l ) [  & ( P ) >  M - -  

I 

mentre 

mod x - -  ; 1. 
I 

Segue A(x) ~ (M- -  e) mod x, e quindi la tesi. 

Anche in L t e  sfere hanno in ogni loro puuto di contorno iperpiano ra- 

dente ;  eosl alia sfera rood x-=-rood y ~ radente nel punto y t ' iperpiano 

A(x) ~ fx(P) sgn y(P)da(P) = rood Y 
u 

giacch~ ~ Nor , 4 =  l, A(y) ~---mod y. Ma non wile in generale l ' inverso ; si 

pub vedere infatti che per uu iperpiano generico A ( x ) ~ N o r A  radente Mla 

sfera mod x = I  esiste puato di contatto soltanto se la corrispondente q0(P) 

ha quasi ovunque wflore assoluto eostaute;  e vi sono allora infiniti punti di 

eontatto. 
L o  spazio duale di L ~ evidentemente lo spazio delle funzioni sommabili 

e quasi limitate in a, con la posizione 

rood x = lira sup ef f ix(P)  t in ~. 

Tale spazio non ~ separabile;  sia infatti P=(t,t.~...t~) e a, b il massimo e i l  

mhfimo di t, .  Posto allora, per ogni ), in a~--~b: 

x ~ ( P ) = 0  per l, < ) i ,  x~.(P)---~l per l ~ ) , ,  

si ha un aggregato di elementi xz avente la potenza del continuo e tale ehe 

la distanza di due qualunque di essi ~ 1. Di qui (n. ° 17) segue l 'asserto.  

28. Tutti gli spazi Lz, arnmettono movimenti almeno nel caso di una va- 

riabile; basra infatti iu questo caso dividere F intervallo di definizione in un 

nmnero finito di intervalli parziali e permutare questi in un modo qualsiasi, 

Ann, all di Matematicct, Ser ie  I~(, Tomo X. 10 
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immag inando  ehe  e iasetmo di essi port i  con sg i valori  di ogni funzione di L~ 

in esso definita. Si o t t iene una t ras fo rmaz ione  b iun ivoea  t h e  ~ l ineare  e eon- 

serw~ i modul i ;  essa e o n s e r v a  quindi le distanze,  eio~ 5 un movimento .  

I mov imen t i  di L.~.eorrispondono a quelli dello spazio hi lber t iano,  a eui L~ 

a s m t t t a m e n t e  identieo,  e quindi  si ha, per  essi un' espress ione  gene ra l e  (n. ° 24, d). 

F r a  questi  sono notevoli  quelli st~udiati r e e e n t e m e n t e  dal sig. DELSARTE (44), e 

ehe  si possono e s p r i m e r e  con formute  del tipo FREDI-IOLM : 

x( P) -= x(P) -t-.f K( P, O)x( Q)dz( Q). 
f f  

29. Si pub no ta t e  In L~ una in te ressan te  variet/~ l ineare .  Dic iamo che una 

funzione di L~ ~ a~.monica se ~ equ iva l en te  ad una funzione a rmon iea  (e quindi 

cont inua)  in ogni punto in terno a c. Le  funzioni a rmo n i e h e  di L~ eost i tuiscono 

un agg rega to  eh iuso ;  infatti  se una suceess ione  x,,(P) di flmzioni a rmon iehe  

c o n v e r g e  in med ia  di ordine  p___~ 1 verso  una  funzione x(P)di  L~, la eonver -  

genza  5 uni forme (~) in ogni dominio inferno  a ~, sieeh~ la x(P), per  t eoremi  

noel, g p u r e  a r m o n i e a  ent.ro ogni tale dominio,  e quindi  en t ro  z. E poieh6 la 

linearitt~ d e l l ' a g g r e g a t o  6 ev idente ,  si ha  appunto  una v a r i e t g  l ineare .  

Cons idera ta  in s~, ques ta  va r ie t~  g uno spazio l ineare  Lp (a) e poieh5 Lp,  

(44) DELSARTE J-~ Los rotations fonctionneIles (~, Ann.  Fac.  So. Toulouse ~,, s. 3, t. XIX,  
1927, pag. 47-127) e anehe:  Mdmoire sur los groupes finis de rotations lbnctionnelles ((~ Rend,  
Circ. Mat. Pa l e rmo  ~, L I I I ,  1929, pag. 135.216). Si avve r t a  ehe fn questi  tavori  il nome di 
rotazione v i en  dato solo ai moviment i  del la  forma c~tata, senza ul ter ior i  a~wertenze. 

(~) Crediamo ehe per  p ---- 2 la propriet~ sia da at t r ibuirs i  a Z~tl~E~A (,, Ann,  Soc. Pol. )b 
1908). U n a  dimostrazione molto semi01ice ~ la  seguente.  S ia  g un dominio inferno a v, e Ia 
distanza dei due contorni  superiore  al numero  posi t ivo R. Se  _P ~ un punto eli d, ¢o la sfera 
di centro P e raggio R, Vt la sua misura,  si ha  per  ogai  funzione armouiea  x(P) sommabfle in 

1 ~x ~ f x ( Q ) l d ~ ( Q ) ~ l x ( Q ) , d ~ ( Q  x(P)----~j(Q)d:(Q), Ix(P) l ~  

e quindi, quando si tratt i  di I ,  max  [xj  in : ' ~  l m o d x .  ~ e  segue~ per  una suecessione u~(x); 

i 1 
max I ~ - -  u~ ~ ~ ~ rood (ui -- u~} 

e di qui  i l  teorema, per  L. P e r  p ~ 1 mediante  la diseguagl ianza di B~I~-KOWSKt-RInsz ap- 
pl icata  al prodotto x (Q) . l  si W o v a  

m a x ] x ]  in z ' ~  ~ ~ rood x 

e si proeede analogamente.  
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per il t eorema di F I S C t t E R - R I E S Z  general izzato  (~6) ~ complete,  segue subito che 

anche  Lp (a) ~ complete.  E dM teorem~ del n. ° 18 segue Mlora che esso ~ anche  

sepm~abile. Quest '  ult imo risultat% cio4 l" esistenza di una base mtmerabile per 
le f~tnzioni armoniche di L~ ci s embra  notevote  perch~ non si vede  mode di 

ot tenerlo per  edtra via. 

30. Un altro spazio di impor tanz~ fondament tde  6 senza dubbio queilo C 

delle funzioni cont inue nel dominie l imitato % con la posiz ione:  

mod  x - -  m~x I x(P) l in ~. 

l~ ben note che esso 4 complete  e separabi le  ; quest '  ul t ima proprieth,  meno 

evidente~ si prova con mezzi e lementar iss imi  (4:). 

Quanto  ai funzionati  l ineari,  essi sono espressi dalla formula  

A( x ) -~-~ x( P) dft 
u 

dove Q ~ funzione addi t iva  dei domini re t tangolar i  di % ed ~ a var iazione 

l imitata.  E si ha  Nor A --= vat .  tot. ~2. 

In par t icolare  se ~2 g asso lu tmnente  continua,  

Q(~) =~¢p( P)&:( P) 
s 

dove ~(P) ~ sommabile ,  si ha pitt s empl i eemen te :  

A(x) =~x(P)~( P)da(P), Nor A --=~1 ~(P) l dz(P). 
f f  f f  

Nel case di una var iabi le  t, eons idera ta  ne l l ' in te rva l lo  a~--~b, si hmmo 

le formule di F. RIESZ (~s): 

b 

--=tx(t)dO(t), Nor A = var. tot. 0(t) A(x) 

eve O(l) 6 a var iazione l imita ta  in a~--~b. 

(~) (~2), § 7. 
(~) E cio~ a s s u m e n d o  c o m e  ba, se  u n a  c e r t a  s u c c e s s i o n e  di  funz ion i  l i n e a r i  a t ra t t i ,  c o m e  

f a n n o  Fll~;~C~It~T e RIESZ (Mi) n e l  ca se  di  u n a  v a r J a b i l e ;  p e r  d u e  ~variabili si  pub  i m i t a r e  
il Io roced imento  r i c o p r e n d o  il d o m i n i e  z di  u n a  r e t e  di  t r i ango l i  a ]':~ti indef in i tament~e  de- 
c re scen t i ,  e a n M o g a m e n t e  n e l  case  g e n e r a l e .  

(~) (ml), III .  
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La  s t ru t tu ra  di C 6 assai d iversa  da quella euel idea e giova notarne al- 

t u n e  par t ieolar i tg  : 

~) Le  funzioni di C non nega t ive  e quelle non posit ive eostituiseono due 

eorpi convessi  ~' e 9Z  ~ - - g .  Essi sono eoni, con il ver t iee  nell' origine, perch6 

se o0 appar t iene  a ~ o ad 9E, anehe ~.w con ) . > 0 ,  vi appart iene.  Evidente-  

mente  g' 6 definito da m i n w ~ 0 ,  ~ da m a x w ~ 0 ;  ossia le eorr ispondent i  

funzioni (M) sono - -  rain x e m a x  oo. 

}) I eorpi g , ,  @g, ehe si ot tengono da g' e 9L  con le traslazioni ehe 

portano l 'o r ig ine  nei punti - -1 ,  - t - I  r i spe t t ivamente  (funzioni eostanti  di va- 

loft -- i~ -t-1) eorr ispondono alle eondizioni rain w~_~--.l, m a x  x ~ l ;  la loro 

parte  eomune 6 definita da m a , x l x l <  1, eio6 6 Ix sfera unitaria.  I loro con- 

torni si saldano nella regione delle funzioni ehe var iano tra - - 1  e -t-1 rag- 

g iungendo gli estremi.  

Poieh6 ogni sfera di C der iva  dalla sfera uni tar ia  per  traslazioni e omo- 

tetie, si pub dire ehe le sfere di 6' sono tutte intersezioni di eoni; la eongiun- 

genre dei vertiei  di questi eoni ha una direzione flssa. 

y) E facile p r o r a t e  ehe gli iperpiani radent i  a un eono passano pet" il 

suo vert iee (4~); in par t ieolare  gl i  iperpiani  radent i  al eono ~ (e quindi a gg(~) 

av rmmo uu 'equaz ione  del tipo A(x)=O,  dove A(x) 6 un funzionale l ineare tale 

da assumere  valori positivi pet" ogni x posit iwt (funzionale di tipo posit&~o) (~o). 
Si ha  un tale funzionale prendendo helle formule preeedent i  la ~(B)non uega- 

t iva o la O( t )non  deereseente .  

In ogni punto del eontorno di g' diverso dal vert iee vi 6 ahneno un iper- 

piano r a d e n t e ;  se infatti  y(P) 6 non nega t iva  e si ammlla  nel punto Q di % 

il funzionale x(O) si annul la  per x - = y  ed 6 positivo o hullo per ogni funzione 

di g'. E se y(P) si ammlla  in duo punti Q e R, saranno radent i  tutti gli iperpiani  

)~x(O)+I*x(R)=O con ~ . > 0 ,  ~ 0 .  

Non vale per6 l ' i n v e r s o ;  un iperpiano raden te  a g pub non avere  oltre l 'ori-  

gine altri punti di r a d e n z a ;  tale 6 il easo de l l ' iperp iano 

j 'w( = 0, P)d~( P) 
U 

gineeh6 una funzione non nega t iva  non pu6 soddisfare a ques ta  equazione o re  

(49) Po ich6  se i l  v sr t i ce  avesse  da l l ' iperpiano  distanza a > 0, si potrebbe trovare sul  
cone un punto avente  dis tanza < % e 1~ corr ispondente  generatr ice  tagl ierebbe  F iperpiano.  

(s0) N e l l e  ipotes i  del  testo, F. RIESZ [~ At t i  del  Congresso In ternaz iona le  dei  Matema- 
tici  ~ (Bologna,  19'28), T. III~ pag. 143] chiama A un ~ operazioue positiva. 
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non sit, identica, m e n t e  nulla.  Si p r o v a  f ae i lmen te  ehe  eib a v v i e n e  quando  la 

*hnzione a d d i t i v a  Q(8) 6 nul la  per  qua lehe p a r t e  di % o la 0(l) ha. tra, tti di 

in va r iab i l i th  (5~). 

Pub v i e e v e r s a  un ipe rp iano  r a d e n t e  a v e r e  un punto  di radenzt t  d ive r se  

da l l ' o r ig ine ,  quindi una g e l m r a t r i e e  di radenza~ o anehe  infinite, le qu~li for- 

m ime  in ogni case  un aggrega. to  convesso .  Oosi x ( q ) = 0  ~ r aden t e  a g, e 

sono punti  di r a d e n z a  tut te  le funzioni  di C, non nega t iv% t h e  si annu l l ano  

in q. S u t l ' i p e r p i a n o  esse  f 'ormano un a g g r e g a t e  eonves so  t h e  non a p p a r t i e n e  

a wu ' i e tg  liue,tri infer ior i  pe rch6  ogni punto  ¢ d e t l ' i p e r p i a n o  a p p a r t i e n e  al 

p iano  d e l l ' o r i g i n e  e dei punti  co r r i sponden t i  al le funzioni 

[ x ( P l  I, I x (PI l  - x( i , )  

ehe  sono tre ptmti  d e l l ' a g g r e g a t e .  Non si t r a t t a  tu t t av i~  di un eorpo  conves so  

(de l l ' i pe rp iano)  pe rch~  nessun punto vi ~ in t e rne  (err. n." 8, nora). 

~) T r a s p o r t a n d o  ques te  o s se rvaz ion i  ai coni g ~  ~ ,  e quindi  al la  s fera  

uuitttri~t si v e d e  t h e  a ques t a  sono raden t i  anz i tu t to  gli i pe rp ian i  

A(x)  = ~--- Nor  A 

d o v e  A(x )  ~ un funz iona le  di ripe posi t ive,  cou a lmeno  un puuto  di radenza~ 

nei puuto  x ( P ) - =  1 o x ( P ) = -  1. In ogui  punto v i ~  a lmeno  un ipe rp iano  

r a d e n t e  di una  di ques te  due c~ tegor ie .  

Se A(x)  non ~ funzionale  di tipo d e t e r m i n a t e ,  1' eque~zio~,e p r e c e d e n t e  r app re -  

senta, a u e o r a  un ipe rp i ano  raden t% m a  esso pub a v e r e  un punto  di radenza~ 

o p p u r  no. Cosi il funz iona le  x ( Q ) -  x (R)  h a  n o r m a  2 e si h a  x( Q) - -  x(  R)-=- 2 

p e r  ogni  funzione  t h e  ha  il m a s s i m o  1 nel pnnto  Q, il m i n i m o  - 1 nel puuto  R. 

I u v e c e  it fuuz iona le  
1 

f x (  P)d~(P) - -  x(  Q) A(x) - -  mis  
cy 

pm'e  di n o r m a  2~ non r a g g i u n g e  ma i  ques to  va lo re  pe r  e l ement i  unita, ri~ c o m e  

faci le  vede re .  

Il r i su l ta to  g e n e r a l e  ~ q u i i l  s e g u e n t e :  la va r i az ione  pos i t i va  del la  ~2(8)~ 

come  la n e g a t i v a  debbono  aunul la rs i  iu un dominie  pa rz i a l e ;  in pa r t i co l a r e  0(/) 

a v e r e  in te rva l l i  di non c r e s e e n z a  e di non d e e r e s e e n z a  (s~). 

(sl) Sia infatti A(x)-=O dove A g operazione positiva e x non ~ hullo; se 5 ~ un do- 
minie parziale dove xlP) ha minimo positive V, ~ A ( x ) ~  tJ~2(5); quindi Q(~} z 0. 

(s,) Detti A', A 't i funzionali (positivi) eorrispondenti alle variazioni positiva e negativa 
di .% si ha A'(x) -- A"(x) ~ A(x), Nor A' + Nor A" -~ Nor A. Segue faeilmente c h e s e  
] A(x) I := max x Nor A sarh A'(x) ~ -4- max x ~or  A', A"(x) .... ~ max x Nor A", e ap]?licando 
il risuttato della nora precedente si trova l'enunciato del testo. 
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e) Auche  C ammet t e  movimenti ,  ahneno nel case di una variabile.  Si 

operi infatti  un cambiamento  di variabi le  t = ~(t'), cont inue e invert ibi le ,  che 

muti la x(l) in una x[c~(t')] = x ( t ' ) ,  pm'e cont inua  in a~--~b; ht t rasformazione 

l ineare  e conserva  i moduli,  quindi le distanze. 

31. f )  Nel cons idera te  lo spazio duale di C ci l imi t iamo per  semplieitA al 

ca.so di umt var iabi le  t. Ad ogni funzionale l ineare  in C corr isponde una fun- 

zione a var iazione l imi ta ta  in a~-- 'b  ehe non ~ per6 per fe t tamente  determi-  

nata.  La  si definisee in mode uni te  fissando per es. ehe essa sin nulla nel- 

l ' e s t r emo  a e ehe nei punti interni  a l l ' in te rva l lo  s i a r e g o l a r e ,  ossia si abbia  

Posto al lora 
x(t ÷ o) + x(t - o) - -  2x(t). 

rood x = var. tot. x 

si ott iene come spazio duale di C uno spazio V non separabile.  Ed infatti, 

definiti per  a < ~. ~ b gli e lement i  

x.~(t)=O in a ' - - ' ) , ,  x z ( t ) - = l  in ; . ' --~b 

essi ~brmano un aggrega te  aven te  la potenza del cont inue e tale che ta di- 

s tanza di due elementi  distinti 6 sempre  2'. 

Sono funzionMi lineari  in V l e  espressioni 

b 

A(x) =j'~(t)dx(t) 
o~ 

dove ~(t) ~ cont inua  in a~--~b (n. ° 19); ma  si pus  qul af fermare  che esistono 

altri funzionali  l ineari  non compresi  in questa  forma ; per  esempio 

A(x) = x(a  + 0). 

Applicando infatti  l ' espress ione  in tegra le  di A(x) alle x). considera te  poco 

fa si o~terrebbe q~(~.)=0 per ogni ~.::t=0, e quindi anche per  ) , = 0 ;  onde A(x) 

iden t icamente  hullo. 
Si r iconosce subito il l egame di questo fatto con una impor tante  questione, 

che 6 s tata  ogget to  di studi important i  di LEBESQUE, JOU~G, RADO~ ed attri (ss): 

la estensione de l l ' in tegra le  di STIELTJES a funzioni discontinue.  I1 funzionale 

x(a  I 0) ~ infatii  esprimibile  con un in tegra le  di STIELTJES eve ]a ~(/,) e diseon- 

(5~) Cfr. LEBESGUE (H.)~ Lemons sur l'intdgratio~ et la recherche des fonction primitives~ 
2 a ed. (Pari% Gauthiers.Villur% 1928). Cap. XI .  
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tinua, e v i eeve r sa  ill tutti i easi ill cui si ~ definite l ' i n t eg ra l e  

b 

A x  = ~ ( t ) d x ( t )  
g~ 

in mode  da a v e r  signifieato per  tulle le funzioni a var iaz ione  limitata,  si ha 

una  l imi taz ione  det tipo 
iA(x) l ~ M var.  tot. m 

che ass icura  la eont inui tg  di A(0c) in f£ Come 4 note, il mass imo campo in 

eui s iaora  si pub scegl iere  la q~(l) ~ quello delle funzioni misurabi l i  B. 

Come si vede, si p rospe t ta  qui un mode  di impos ta re  la ques t ione  c i rca  

l' es teusione de l l ' i n t eg ra l e  di STIELTJES ehe 5 a lquanto  d iverse  da quello di 

LEBESGUE ; e (3]0~ come rappresen taz ione  dei funzionali  l ineari  in F per  mezzo  

di una funzione aus i l iada ,  di cui Ia r i ce rca  s tessa dov rebbe  de t e rmina re  impIi- 

c i t amente  il campo  di variabil i tg.  Vero  ~ ehe tale r i ee rca  non si p resen ta  age- 

vole a eausa  della non separabi l i tg  di V, d imos t ra ta  pifl sopra.  

g) Anche  in C 4 iu te ressan te  notare  l ' a g g r e g a t o  delle flmzimli armo- 

niche en t re  ~ e, na tura tmente ,  cont inue  al contorno.  Esse formano,  per  teoremi 

notissimi, una  var ie tg  l ineare,  e quindi uno spazio linear'e C (a) complete, 
e inoltre, per  il n. ° 18~ seporabile. Q u e s t ' u l t i m a  propr ie th  non 4 e v i d e n t e ;  

non sa rebbe  difficile p r o v a r l a  per  i domini  per  cui ~ risolubile it p rob lema  

di DIRICHLE% Ina lion s a p r e m m o  indieare  a leuna  via per  una  d imos t raz ioue  

geaera le .  

32. h) Per  dare  un esempio per  il ease di domini illimitati, si eousiderino 

le fuuzioui cont inue  e l imitate ne l i ' i n t e rva l lo  - - ~ - - d - o o  con la posizione 

rood a~ --~ lira sup Ix(t)!. 

Esse fo rmauo  uno spazio l ineare  complete ,  C~, non separabile; quest '  ul- 

l ima propr ie tg  si pub r i c a v a r e  d a l l ' e s a m e  delle funz ion i :  

xx(t) - -  sen ~.t. 

II lore a g g r e g a t e  ha la po tenza  del cont inue  e due elementi  di esso hanno 

d is tanza  non minore  di 1 (~). 

(~4t Se infatti si consideratm le funzioni sen st, sen ~t con z:~: ~, e si determinaao i 
valori della seconda nei punti dove la prima assume il valore 17 si tro~b posto ~/zzm, 
]'espressione sen (2k~m ~-mz/2). In essa gli archi formano llna progressione aritmetica, quindi 
se m non ~ intero i lore estremi sono ovunque densi sul cerchio unitario oppure dividono 
questo in parti uguali (ahneno duB). Percib Ira i detti vMori ve ne b mm .~0:  per esso 
sen zt - s en~ t~  ]. Sem ~ intero, lo scambio di z con ~ riconduce al case precedente. 
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i) Le funzioni con t inue  per iod iche  in - - c ~  + c~ non t b r m a n o  uno 

spazio l ineare ,  ma  definiseono en t re  lo spazio 6 ~  e ra  cons ide ra t e  una  va-  

r ie tg  l i n e a r e :  que l la  delle funzioni con t inue  app ros s imab i l i  u n i f o r m e m e n t e  

m e d i a n t e  s o m m e  di funzioni  per iod iehe .  Po iehg  una  funzione  con t inua  di t 

di per iodo  a si a p p r o s s i m a  quanto  si vuole  m e d i a n t e  pol inomi  t r i gonomet r i e i  

in s e n - - t  e cos si v e d e  ehe  la s tessa  var ie t / t  6 g e n e r a b i l e  p~r t endo  
a a 

dal le  fimzioni sen ?,t, cos ;.t, con k r ea l e  quMunque .  Si. o t t iene  eosi lo spazio  

delle f u n a i o n i  c o n t i n u e  q u a s i  p e r i o d i c h e ,  s tud ia te  da  H. BOHR appun to  sotto 

ques to  aspet to ,  pe r  quan to  nel la  espos iz ione  del la  sun teor ia  egli abb i a  prefe-  

r i te  poi a s s u m e r e  c o m e  definizione di ques te  funzioni  una  lore e o m p l e s s a  

p r o p r i e t g  (Verseh iebungs -e igenseha f t )  ehe  ha  il e a r a t t e r e  di una  per iod ie i tg  

a p p r o s s i m a t i v a .  

N e p p u r e  ques to  spazio  ~ separab i l e ,  e lo p r o v a  I ' e s e m p i o  s~esso delle 

funzioni sen)~t addot to  pe r  l ' i n t e ro  spazio C~.  Esso ha  t u t t av i a  una  base  

a v e n t e  la p o t e n z a  del cont inue,  ehe  6 quel la  del le  funzioni  sen kt,  eesXt .  

l) Oltre  agli  spazi  eons idera f i  sono degni  di nora  var~ spazi  s tudia t i  da  

BANACtt e a l t r i ;  come  quello delle funzioni sommabi l i  ehe  sono la d e r i v a t a  

del lore in teg ra le  indefini te  (funzioni d u h a m e l i a ~ e  di BANAC~); delle funzioni 

do ta te  di d e r i v a t e  ( n -  i)  esima a s s o l u t a m e n t e  con t inua  e d e r i v a t a  ~z -esima som- 

mabi le ,  o cont inua,  eee . .  Si p o t r e b b e r o  poi t r a t t a r e  e sempi  pres i  nel e a m p o  

del[e funzioni e o m p l e s s e  di va r i ab i l e  r ea l e  o e o m p l e s s a ;  dei ve t tor i  funzioni 

di punto o di ve t to re  eee. ,  easi su eui pure  non poss iamo f e r m a r c i  m a  ehe 

possono pure  a v e r e  no tevo le  i m p o r m n z a .  T r a  quest i  sono a n e o r a  f requent i  i 

easi  di spazi  separabi l i ,  ei6 ehe  ha  pe r  noi pa r t i eo l a r e  in te resse ,  essendo  dedi-  

anti ad  essi i Capitoli  r i m a n e n t i  della, p r e sen t e  Memor ia .  

N O T A  

Durante Ia stampa della presente }Iemoria sono venuto a conoscenza di due importanti 
lavori~ uno di E. HSLLY, Ueber SyMeme li~ectren Gleichungen mit  unendlich vielen Unbe. 
ka~tnten (~ i~¢[onatshefte ffir Math. u. Physik ~b B. X X X I ,  1921~ 60-91)~ l'altro di II. ttAHN, 
Ueber linearen Gleichungsysteme in li~earen R~umen (~< Journal f. reine u. ang. 3iath. 'L. 
B. 157, i9~07~ ~11-229)~ i qua]i offrono con essa notevoli eoincidenz% specialmente per aleune 
proposizioni del cap. VI. 

I1 sig. HELLY ~ condotto da una sua ricerca alla risoluzione rispetto all'operatore 
lineare A di un sistema deI ripe A(x.) ~ e,.~ in uno spazio separabile, che eseguisce in mode 
molto ingegnoso, giungendo all'estensione del teorema di t~IESZ che io trove nel n. ° 41 del 
cap. VI. Accenna pure allo spazio pola~'e ehe ~ quello da me detto duale. 

Pii~ eompleti sono i risultati ottenuti dal sig. HAHN nella sua bella Memoria~ in quanto 
llei suoi teor. II~ III~ IV. V sono contenuti i miei teoremi dei n.i 337 36~ 37 sulle varieta 
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t i nea r i ;  e nel  segui to  si h a n n o  sv i lupp i  notevol i  sugl i  spa zi dua l i ;  tu t to  cib o t t enu to  prescin-  
dendo da l l ' i po t e s i  del la  separab i l i th .  ] ) ebbo  per6 n o t a t e  t h e  ques ta  maggiore  es tens ione  si 
o t t iene  sol tanto  m e d i a n t e  l ' u s o  essenzia le  d e l F i n d u z i o n e  t r a n s f i n i t a  e del pr inc ip io  di ZER- 
MELO ne l la  sua  fo rma  piit ampia.  

l~ii duole  che con t r ibu t i  cosi impor t an t i  s iano s fuggi t i  a(ila mia  a t tenzione,  1' uno a causa  
deI suo titolo, l ' a l t r o  perch5  n o n  anco ra  recens i to  dal  J .  f. d. $~. d. M., fonte  a cui  sono 
spesso cost re t to  ad  a t t e n e r m i  a causa  delte mie g r avose  occupazioni.  Mi sia lecito t u t t av i a  
r i t ene re  che, sia pe r  il metodo pa r t i co la re  di  dedt tz ione  del le  e i ta te  propr ie th ,  fonda to  sul  
t eo rema  d e l l ' i p e r p i a n o  r aden t e  a u n  corpo convesso  (che non  si t rova ,  che io sappia~ in  pre-  
ceden t i  lavori) ,  s ia  pe r  lo svilupioo date  al le  i n t e rp re t az ion i  geomet r iche ,  e s ia  p e r  quanto.  
di o r ig ina le  pub  t r o v a r s i  ne l le  a l t re  p a t t i  de l la  ) i e m o r i a ,  essa  abb ia  eonse rva to  p i e n a m e n t e  
la sua  rag ione  d ' e s se re .  {G. A.) 

An*tctli di Matemcttica, ~erie IV, Tomo X. |1 


