Sugli spazi lineari metrici e le loro varieta lineari.

Memoria 1% di Guripo Ascori {a Torino).

Sunte. - In questa primma Mewmoria si definiscono gli spazi lineari metrici (o vettoriali. se-
condo il FrRECHET) e le loro varietd lineari; in particolure gli iperpiani e le equazioni
tineari che li rappresentano. Si estende poi il concefto di corpo convesso ¢ la sua rap-
presentazione secondo MINKOWSKL; si dimostra Uesistenza 'di un cono tangenie in un
punto del contorno. Seguono alcune osservasioni sugli spazi completi e separabili. sullo
spazio duale ecc., e Uesaime di niwmnerosi esempi di spaei aventi come elementi successioni
o funzioni.

INTRODUZIONE

Sin dal 1906 M. FRECHET pouneva con la sua classica Tesi () i fonda-
menti della teoria degli spazi astratti, in cul venivano fusi in una esposi-
zione gistematica e generale concetti gia elaborati da ARZELA, PINCHERLE,
VoLTERRA ed altri (*) in vista di fini particolari, con nozioni nuove, e non
meno importanti, a cui il FRECHET stesso era stato condotto dallo sviluppo
logico delle sue ricerche. Sintesi dunque nata dall’Analisi, e destinata a for-
narvi, secondo le esplicite intenzioni dell’Autore, per arricchirla di nuove
prospettive e del soccorso di una sia pur vaga intuizione geometrica.

Nei cinque lustri da allora trascorsi le teorie del FrECHET hanno avuto
un vasto e brillante sviluppo, di cui é documento una recente esposizione
storico-critica (°). Dalla quale risulta pero evidente come le direttive della

() Frecurr M., Sur quelgques points duw Calcul fonctionnel (« Rend. Cire, Mat, Pa-
lermo », t. 22, 1906; pag. 1.74).

(*} A PincHERLE si deve in particolare 1'uso della parola « spazio » per indicare com-
plessi di funzioni; si vegga per es. il Cenno sulla Geometria dells spazio funzionale nei
« Rend. Acc. Bologna » del 1897. Nella nomenclatura di Fracarr tali complessi non sareb-
hero perd spazi, mancando in essi una definizione di limite o di distanza; =i potrebbe dirli
wmolteplicita affini.

¢y Frecurer M., Les espaces abstrails ef lour théorie, considérée comne infroduction &
VAnalyse genérale (Parvis, Gauthier-Villars, 1928). Sard richiamato in seguito con 1 abbrevia-
zione « H. A. ».
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teoria degli aggregati abblano ben presto preso il sopravvento su quelle di
pitt immediato interesse per 'Analisi, sicché quali countributi essenziali che
in quest ordine di studi possono riuscir utili all’ analista rimangono forse i
primi lavori del FRECHET e pochi alfri.

Forse ¢id era inevitabile, a causa della immensa generalitd del councetto
di spazio astratto, topologico o metrico, anche se limitato da alcune semplici
determinazioni (compléto, compatto, separabile..), la quale ha come contrap-
posto V"esiguo nucleo di proprietd comuni. E il FRECHET stesso lo riconosce
quando consiglia lo studio di classi di spazi piti particolari, allo scopo di fornire
ai campi funzionali che pilt interessano I’Analisi « un uniforme plus ajusté » (*).

Quali sia tra questi «abiti pin attillati > quello che promette oggi pin
fruttuose indagini, mi sembra evidente: & quello degli spasi lineari (°) e in
modo particolare degli spazi lineari metrici o vettoriali, studiati da N. WIENER,
BaNACH e FRECHET (%), giacché nei primi rientrano senz’altro tutti gli spazi
funzionali e nei secondi molti, anzi i pitt inferessanti tra essi.

Condotto a quest' ordine di idee dallo studio di una questione particolare,
gia trattata da F. Rmmsz ("), ed anzi sviluppando un concetto geometrico
astratto che i era stato felice guida in quel caso, sono pervenuto a un
gruppo abbastanza organico di proprieta degli spazi vettoriali separabili, le
quali, per essere alquanto riposte e di immediata applicazione all’Analisi, mi
sembrano meritevoli di essere conosciute. Esse permettono infatti di ricon-
durre ad un’ unica origine gruppi di proposizioni riflettenti i funzionali lineari
di vari spazi, che erano state ottenute dal Riesz (%), valendosi di procedimenti
inspirati alle proprieta particolari dei campi studiati; e di rintracciarne altre
non meno notevoli.

(4) « B, A. »y pag. 128.157.

(%) Spazi topologicamente affini, secondo il PrEcHET (« B. A. >, pag. 123-124).

() Wigxer N, Limit in terms of continous transformations (<« Bull. Soc. Math. de
France », vol. 16, 1926, pag. 51-62). Baxacu 8., Sur les opdrations dans les ensembles ab-
straifs et lewr application aux éguations intégrales {« Fund. Math, », T1I, 1922, pag. 138-181).
Fricuapr M., Les espaces topologiques affines (« Acta Math. », t. 47, 1926, pag. 25-52).

{7) V. le mie Note: Sulla rappresentazione approssinate @i wig funzione mediante
combinazioni lineavi di funzioni date (< Rend, Acc. Lincei », 6% X, 2° sem., 1929): 4ncora
sulla rappresentazione lineare delle funzioni continue (id. id., 6%, XI, 1° sem., 1930).

(®) Rimsz ¥., Sur certains systémes d’équations fonctionunelles et I approssimation des
fonctions confinues (« Comptes rendus de I'Ac. des Sc. », 1910, t. 150, pag. 674677 ; et « An-
nales de I’Eeole normale sup. », 1911, t. 28, pag. 38-62); Unfersuchungen dber Systeme infe-
grievbarer Punkbionen (« Math. Annalen. », B. 69, 1910, 8. 449-497}. Richiameremo spesso
queste Memorie con le indicazioni (M) e (M).
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Si avvera cosi aucora una volta 1'acufa previsione di E. H. Moorg (%)
secondo la quale 1’identitd formale dei risultati di pit teorie indica |’ esistenza
di una dottrina generale che partendo dai presupposti comuni di quelle giunge
con i suoi proprii mezzi ai medesimi risultati.

Questo il nocciolo della presente Memoria, quale pud riscontrarsi nei
Cap. VI e VII; a cui perd nello sviluppo della ricerca si sono aggiunti nu-
merosi risultati preliminari e complementari che non mi & parso possibile
trascurare, o menzionare solo in via di incidenza; onde il lavoro ha finito
per delinearsi come una tratiazione generale degli spazi lineari metrici, sotto
I aspetto metrico e affine, (Cfr. la Nota alla fine- della parte 1%).

Riassumo qui brevemente il contennto delle singole parti, Nel Cap. I,
ripresa dal BANACH la definizione di spazio lineare metrico, vengono definite e
studiate le varield lineari e in particolare gli iperpiani; si presentano subito
i funzionali lineari che preferisco denominare [funzioni additive continue
(f. a. ¢.). Nel Cap. II si trasportano agli spazi lineari i metodi di MINKOWSKI
per lo studio dei corpi convessi e si riconosce in sostanza nella geomeiria
di questi spazi I’estensione delle note geometrie di Minkowski in quanto
le proprietd poste per la funzione modulo, cioé per le distanze, esprimono
soltanto la convessild della sfera nello spazio lineare. E si stadiano poi
alcuni corpi speciali come i cilindri, rotondi o no; neil’ ultima ricerca (cono
circoscritto a un corpo convesso in un punto di contorno) si profila gid quello
che sard strumento essenziale negli spazi separabili.

Abbondano iu questi capitoli nozioni e deduzioni ben nofe, su cul ab-
biamo sorvolato quanto fu possibile; & da notare perod che & pericoloso in
questi argomenti una troppa frettolosa estensione dagli spazi ordinari, poiche
la differenza topologica essenziale — la possibile mancanza di compatiezza —
puo condurre facilmente in errori.

Nel Cap. IIT sono riunite alcune osservazioni sugli spazi completi e se-
parabili e si introduce lo spazio duale o reciproco di cui la prima idea
risale ad antichi lavori di PINCHERLE (*°).

I Capitoli IV e V contengono esempi di spazi lineari metrici, in gran parte
noti, per i quali si & cercato di mettere in evidenza le proprietd che meglio
si prestavauo alla rapprescntazione geometrica, e la eventuale separabilita,
preparando cosi il materiale per 1'applicazione delle teorie svolte nei capitoli

(®) In « Atti del IV Congresso internazionale dei Matematici » (Roma, 1904), pag. 98.

(19 PIiNxcHERLE 8., Sul concefto i plano in wno spazio ad infinite dimensioni (<« Rend.
Ace. Bologna », 1898).
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seguenti. Si & fatto anche cenno di movimenti possibili in alcuni spazi, forse
non tutti ancorn osservadti.

II Capitolo VI & dedicato agli spazi separabili; dimostrato anzitutto per
essi il teorema fondamentale dell’ esistenza di un iperpiano (almeno) radente
ad un corpo convesso in un punto del suo contorno e indagato il significato
geometrico, assai seinplice, del procedimenfo analitico, si applica il risultato
a due ecasi elemeuntari, i quali forniscono rapidamente il gruppo delle proprieta
delle varietd lineari cui pin sopra si & alluso. Viene dimostrato, tra 1 altro:
I’ esistenza di iperpiani; la possibilita di ottenere una varieta lineare come
intersezione completa di una infinith numerabile di ipérpiani; la prolungabilita
a tutto lo spazio di una f. a. c¢. definita in una varietd lineare. Viene data
inoltre la condizione di risolubilitd di un sistema del tipo:

rispetto al simbolo 4 di f. a. ¢., problema che ha la parte principale nei
citati lavori di RIESZ; e vengouno pure estesi altri teoremi di Rirsz sulla
rappresentazione approssimata di un clemento per mezzo di combinazioni
lineari di elementi dati.

Le applicazioni di queste teorie a spazi particolari sono svolte nel Ca-
pitolo VII. 1/ esposizione & qui alquanto sommaria, in quanto I’applicazioue
si riduce spesso a semplici mutamenti di linguaggio ed a raffronti con svi-
luppi noti. Vi sarebbe certo materia in molti casi a indagini piti approfondite;
ma esse sarebbero uscite dal quadre, gid ben vasto, della Memoria, e
potranno formare oggetto di successivi lavori. Un’ eccezione & stata fatta
per la brevissima trattazione del problema dell’ ainionica wviciniore nello
spazio L,.

Nel breve Capitolo VIII si applicano i risultati del Cap. VI alla ricerca
di «basi»> di uno spazio separabile dotate di una certa proprietd semplice,
ma interessante, e a questioni connesse.

Chiude il lavoro il Cap. IX dove & dimostrato un teorema sull’ approssi-
mazione di certe classi di £ a. c. di uno spazio separabile mediante un’ op-
portuno sistema numerabile di esse; dimostrazione in cui mi sembra sirenda
ben manifesta I utilita della visione geometrica offerta dalle nostre teorie. Il
teorema non da forse nelle applicazioni risultati altreftanto precisi quanto
generali; ad ogni modo non sembra facile ritrovarli altrimenti, e d’altra
parte non & escluso che si possano trarre dallo stesso procedimento, in casi
speciali, formulazioni piu esatte.

Si potrd osservare che un piu ristretto sviluppo della interpretazione
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geometrica, o la sua soppressione assoluta, come nelle mie Note citate,
avrebbe dato al lavoro maggior rapidith ¢ stringatezza. Poiche perd appunto
a tall vedute geometriche fu dovuto il successo della ricerca, mi & parso
che per cid stesso esse venissero ad affermare il loro valore; senza contare
la naturalezza e la trasparenza che per esse & venuta ad acquistare 1" espo-
sizioue.

Voglio notare finalmente che il contenuto del nostro feorema fonda-
mentale (n.° 34) non sembra esaurito nelle couseguenze che ne abbiamo
tratte; sia perché 1'applicazione ad altri corpi convessi potrebbe foruire
nuovi risultati interessanti, sia perché gli iperpiani di cui in esso viene di-
mostrata 1’ esistenza non sono solo radenii, ma fangenti al corpo convesso in
esamne; proprietd ben sottile che noi non abbiamo minimamente sfrattata e
che potrebbe forse connettersi a qualche classificazione molto precisa dei
funzionali lineari (**).

I. Preliminari. Varieta lineari.

1. Diremo spazio lineare (‘*) (astratto) un aggregato S di elemenii (punti)
dotato delle seguenti proprieta:
a) Sono definite sugli elementi di S certe operazioni dette addizione
di due elementi, molliplicazione di un elemento per un numero reale, sempre
possibili, le quali danuo elementi di S e godono delle ordinarie proprieta
algebriche; si adotta per esse il simbolismo dell’Algebra. Esiste quindi un
elecmento nullo (0, punto origine) tale che ¢ +0==q, 0-A=0, 2-0=0. Si
pove w(—ly=—w, ¥ +{— Y =% —y.
Lo spazio lineare S sara detto miefrico se inoltre:
D) Per ogni elemento « di S esiste un numero reale, il modulo di
x (mod x), tale che:

mod x = 0; mod x =0 allora e allora soltanto che x =0;
mod (@ -+ y) << mod x 4 mod y;
mod (Aac) = | A |-mod & se X & un numero reale ('%).

(!1) Un breve sunto di alcune parti della presente Memoria fece oggetto di una comunica-
zione nella XIX Riunjione della Societd per il progresso delle Scienze (Bolzano-Trento, 1930).

('?) Sistema lineare secondo BURALI-ForT: ¢ MARCOLONGO (Analisi veftoriale (Bologna,
Zanichelli, 1929}, pag. 18).

{*3} La condizione ¢) implica una lunga serie di enunciati, che sopprimiamo per brevita:
si veggano i lavori citati nella nota (?). I nostri simboli differiscono alguanto da quelli usati
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Si definisce come distange di due punti @, y, il modulo di @ -- y:

(w, y) =mod (r — ¥);
e quindi
(, Yy =0; (@, y) =0 allora e allora soltanto che x = y;
(@, y) =y, 2); (&, ) < (0, y) ¥, 2); O, )= 1] (2, y);
(0, 2) = mod w,

Con la semplice indicazione di spagio lineare ci riferiremo in seguito
costantemente a un siffatto spazio S. Esso & dunque una particolare classe (D)
nel senso di FRECHET (**), a cui sono percié applicabili i concetti di limite,
punto di accumulazione, insieme chiuso, isolato ecc. e di conlinuitd, sia
per le funzioni numeriche che per le corrispondenze.

E evidente che S ammette uu grappo di movimenti, cioé di trasforma-
zioni che conservano le distanze; sono queste le traslazioni o' = + a. Esiste
pure un altro gruppo di trasformazioni bicontinue, quello delle omoletie
' = A rispetto all’ origine, nel quale le distanze vengono moltiplicate per | X/
Dalla loro composizione nasce il gruppo

® =ir +a

che & quello formato dalle omotetie rispetto a qualunque centro, e dalle tra-
slazioni, Spazi particolari possono ammettere anche altre trasformazioni im-
portanti, in particolare rofazioni, cioé movimenti che tengono fisso un punto.

Il concetto di distanza si estende in modo noto a due aggregati arbi-
trari 4, B di §, ponendo (4, B) cguale al limite inferiore deila distanza fra
un elemento di A e uno di B. Se (4, B)==0 e A e B sono chiusi non si pud
affermare che A e B hanno elementi comuni (*?); se peré x & un elemento,

in guesti lavori ove per es. & detta sormae di x e indicato con |[«] cid che noi seriviamo
mod «; BANAcH indica inoltre D origine con 6; non ci sembra perd che la nostra notazione
possa dar luogo ad equivoci.

11 FricHET introduce accanto ai punfi di S anche i veffori determinati da coppie di
punti di §; ¢id non ¢ indispensabile e segniamo percid in questo il BaxacH, con guadagno
di semplicith. Senza dubbio vi sono enunciati che I'uso dei vettori renderebbe pil espressivi;
ma non sono molti e il lettore potrd facilmente fare da s& la sostituziome.

Tl BanacH introduce anche una condizione che esprime la completezea dello spazio:
seguendo il FrECHET la omettiamo perché quasi sempre inutile per i nostri scopi. Si vegga
del resto il n.% 18.

() FrECHET, loc. cit. nota (Y ¢ « B. A, » passim.

(3} Cid sarebbe possibile ove 4 e B fossero compatti, tali ciod che in essi ogni aggre-
gato parziale infinito ammetta almeno un punto di accumulazione. 1./ ipotesi della compattezza
& perd troppo restrittiva per le applicazioni.
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A4 un aggregato chiuso, ed & (, 4)=0, x & per definizione un elemento di
accumulazione di 4 e quindi sta in 4.

2. Come negli ordinari spazi lineari si possono definive in § relte, piani
e in generale varield lineari o<, Cosi la retta passante per i punti «, b sard
il luogo degli elementi

A~ pb
r=-—
A

al variare dei numeri reali A, p (con XA+4-p==0); e se ¢ & fuori di questa
retta il piano a, b, ¢ sard il luogo dei punti

a4 b+ ve
T oA+t

con A —-w-+v==0; e cost via. Le facili questioni che si connettono a queste
definizioni, e che qui dovremmo risolvere, hanno gia formato oggetto di studi
esaurienti nel caso dello spazio hilbertiano (*%); questi studi possouno perd
trasportarsi senza alterazione a qualunque spazio lineare, onde possiamo
senz’ altro accettarne i risultati.

Dobbiamo invece notare esplicitamente il teorema seguente :

Una varield lineare o™ ¢ un aggregalo chiuso.

Esso é immediato corollario di un lemma, interessante anche per altri
riguardi, e ciod&:

Le distanze di un punto X di S dai punti di wna varietd lineare oo®
anunetlono un 1inimo.

Supporremo, come & lecito, che V contenga 1 origine, e sia definita da
questo elemento e da altri w,, u,, u#,,.. u, linearmente indipendenti. Il teo-
rema esprime allora che per x elemento fisso e a
variabili la funzione

oy Oy, @y DUMeri reali

fla,, a,,.. &)= mod{x — Zau,)

ammette minimo. Come si vede, & una questione di tipo noto, che compare
in tutte le ricerche che si connettono ai metodi di approssimazione di TCHE-
BITCHEFF (V7).

(1%} V. FrECHET, Essai de Géom. analytique & une infinité de dimensions {« Nouv. An-
nales », VIII, 1808} e Vitary, Geometria dello spazio hilbertiane {« Atti R. Istituto Veneto »,
t. LXXXVII, 1928 ¢ Bologna. Zanichelli, 1929},

(") Cfr. i noti trattati di De Lia Varrke PoussiN, BERNSTEIN. ece.; e per le ipotesi
pitt generali: Young W. I, General fheory... (<« Trans. Am. Math. Soc.», 89 1907), pa-
gine 331-544.
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Si noti aunzitutto cbe la fla,, a,,... a,) © continua, perché
e, gy ) — [0, by, bp)| < mod Bau, —Db) << S| a; — b, mod ;.

Si dica poi A il limite inferiore dei valori della f; sard X > 0. Si dimo-
strerd che fuori di un certo campo finito R dello spazio delle a; & f(a,,
yy.oo ) >N > A; A & percio il limite inferiore della 7/ in R, che ¢é effeitiva-
mente raggiunto, perché R & finito.

Per costruire R si osservi che le espressioni

mod (v, ~+ Eur, 4+ .. 4 E,00,)
mod §,u, + v, + ... 4+ £, 1)

mOd (Elzl/i -+ ggzbg A Mn>.

come funzioni di &, &,,.. &,, non si annullano mai nel dominio limitato
[E;]=<1; haunno dunque wminimi positivi, il cui minimo sia %. Allora per
@y, Gy,... @, arbitrari, supposto |a,| il massimo dei loro moduli sara:

a; .
mod Zau; = | a, | mod I ﬁ Wy == |y = max | a,l.
D
Si ha quindi:
mod (X, — x) -+ mod » = mod Zau; =1 max | a,|
¢ciod:
fla,, a,,... a,) =7 max|a;| —mod x

e bastera prendere quindi

A+ mod wx
max | a; | > —

perché sia fla,, a,,.. a,)>X. Si pud dunque prendere per R il dominio
quadrato ,
1ai}gl—}—mod‘c{c
7
e il nostro lemma & dimostrato {**).
Se ora si suppone, in particolare, che x sia un punto di accumulazione

di V, cioe che sia (w, V) =0, si potra dedurne che esiste in V un elemento y

{(!%) 8i intende che non & assicurata in generale U unicitdh del punto di V corrispon-
dente alla minima distanza; si potranno avere anche infiniti punti siffatti ed & facile dimo-
strare che essi costituiscono un aggregato convesse (v. n.? 9). 8i noti che fra i punti di questo
aggregato se me pud scegliere uno con criterio determinato: quello che corrisponde ai mi-
nimi valori delle a;.
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tale che (x, y)=0; sarad allora x ==y, cioé x apparterra a V, e resta pro-
vato cosl che V & un aggregato chiuso.

Lo spazio § pud in certi casi coincidere con una delle sue varieta lineari,
per es. con una N volte infinita; & facile definire allora ogni puuto di &
mediante N coordinate cartesiane, e in tal caso la sua geometria affine non
differisce da quella di uno spazio euclideo ad N dimensioni. Pud differirne
invece la metrica, dipendendo questa dalla natura della funzione modulo, ma
vedremo a suo luogo (n.° 20) che la topologia dello spazio (limite, continuitd)
ne & indipendente. Per queste ragioni questi spazi avranno per noi scarsa
importanza.

Ma vi sono spazi che potremo dire a infinite dimensioni (senza fermarci
a giustificare la locuzione in base a una teoria delle dimensioni, cosa del
resto non difficile), in cui esistono varietd lineari di dimensione comunque
elevata; ed esistono inoltre aggregati che senza essere varietd lineari nel
senso ora fissato hanno a comune con esse le due proprietd seguenti:

a) contengono ogni retta di cui contengono due punti;
b) sono chiusi.

In forza di a), un aggregato siffatto contiene le varietd lineari determi-
nate da un gruppo finito di punti dell’ aggregato, le quali potranno avere
dimensione comunque elevata.

Lo chiameremo ancora wvarietd lineare (a infinite dimensioni); onde l¢
condizioni a) e b) costituiranno la definizione delle varield lineari, di qua-
lunque specie.

Lo spazio lineare S & una varietd lineare; viceversa ogni sua varietd
lineare, passante per l'origine, & uno spazio lineare, con le stesse defini-
zioni dei concetti fondamentali. L’intersezione di due o pill varietd lineari
(anche in numero infinito) & una varietd lineare.

Una proprietd comune a tutte le varietd lineari & pure la seguente: la
traslazione che porta un elementio x dellu wvarietd in un altro X, pure
della varietd, muta la varietd in sé. Se infatti il punto y della varieta é
portato dalla traslazione in ¢/, st ha o' — x =19 —y donde

Ay _ oy .
- - b

2 2

il punto z allineato con ' e y sta nella varieta, quindi anche y/, allineato
con z e . La considerazione inversa completa la dimostrazione.

3. Un aggregato I di punti di § determina sempre una varietd lineare:
la minima varietd lineare che contiene I. Per costruirla si osservi anzitutto

Annoli di Matemotice, Serie IV, Tomo X, [
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che essa deve contenere i punti delle varietd lineari a 1, 2,.. #,... dimen-
sioni determinate dai punti di / presi a due a due, a tre a tre, ecc., punti
il cui complesso indichiamo con G; e i loro punti di accumulazione. Effetti-
vamente | aggregato cosi ottenuto, & una varietd lineare, che & quindi la
cercata. Hd infatti esso possiede la proprietd 5); per verificare la a) si os-
servi che se @ e y appartengono a (, essi appartengono rispettivamente a
due varieta lineari V, V' determinate da gruppi finiti di elementi di I, quindi
alla loro varietd congiungente V", che sard pure determinata da un gruppo
finito di elementi di I e quindi apparterra a G. A T appartiene ora anche
la retta oy, sicche per questo caso la proprietd & dimostrata.

. - . . . A
Se poi @ e y sono punti di accumulazione di G, ogui punto z— Py

dalla retta xy ha la stessa proprietd, giacché se & e y' sono punti di G ab-

M della retta
A

quanto si vuole a # in virth della diseguaglianza,

bastanza prossimi a a e y, il punto 2’ = 'y’ sard vicino

La dimostrazione é analoga se x sta in G e ¥ & punto di accumulazione.

4. Estendendo ai nostri spazi una delle possibili definizioni degli iperpiani
negli ordinari spazi lineari, diremo iperpiarno di S una varietd lineare
di S, diversa da S, che non é contenula in wn’ altra varietd lineare, di-
versa do m e da S.

Questa definizione non dimostra 1 esistenza di iperpiani in qualunque
spazio lineare, e non sappiamo neppure se questa possa accertarsi in ge-
nerale. In seguito (Cap. VI) riusciremo perd a sitabilirla per la vasta e im-
portante classe degli spazi separabili.

E proprieta fondamentale degli iperpiani di uno spazio lineare ordinario
quella di essere varietd di livello di una funzione lineare omogenea delle
coordinate. Vale un risultato analogo in S; per enunciarlo & necessario anzi-
tutto definire cid che diremo una [unzione additiva continua (f. a. c.) dei
punti di 8. Daremo tal nome a una funzione numerica Alx) dei punti di S,
continua, e dotata della proprieta:

Al 4+ y) = A(x) + Aly).
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Da questa segue, in modo ben noto,
AQux) = Mx)

per A razionale, e poi, per la continuita, per A reale qualunque ('*).
Il teorema cui alludevamo pud allora enunciarsi:
Un iperpiano di S é rappresentabile mediante un’ equazione del tipo

Alx)y=c¢

dove AX) é una f. a. ¢.; viceversa, una tale equazione, dove A(X) non &
identicamente nulla, rappresenta un iperpiano.

Per dimostrare la prima parte osserveremo anzitutto che basterd limi-
tarsi agli iperpiani passanti per 1'origine, per i guali 1’equazione dovra ri-
sultare dalla forma A(x)==0; ché se = & un iperpiano non passante per
I’ origine, e @, un suo puntb, ia traslazione o' = o — x, lo muta in un iper-
piano = passante per 1'origine, e se A(x)=0 & la sua equazione, sari
Alx) = A(x,) quella di m.

Passi dunque © per 1'origine e sia a un punto di S esterno a =n; la va-
rietd lineare determinata da m@ e da a dovrd coincidere con S. Cid val come
dire che, detto G |’ aggregato costituite dai punti delle varieta lineari deter-
minate da a e da un numero finito di punti di =, ogni punto di § & punto
di G o punto di accumulazione di G.

Un punto di ¢ & generalmente rappresentato da

A = 20y,

EE, ety

dove A & un numero reale arbitrario e y un elemento, pure arbitrario, di .
Ed e facile vedere che tale decomposizione di x ¢ uanica, in quanto da
A A~y = Aa + 1y, ove i & pure in w, seguirebbe (A — e =1y — y cid che
& assurdo se non & A=2X, y=1y/

Il numero A & dunque una determinata funzione A(wx) di «.

& chiaro che A(x) & funzione additiva; dimostreremo ora che é anche
continua. Si abbia:

x — Na —- y', 2 = 1a 4+ y"

con 3 e y” in w; sard, se A ==1"

1 !

,_/,C' — x/l :(}\’ . )&//)(Z + <yl — y’/) — (l! . )\/l) (éf, . % : ;.?,) o (}\/ . }\![}(a . ‘2/'/1)

(**) Alcuni teoremi interessanti sulle funzioni additive, in un significato generale, si
trovano in Bawacs, loc. cit, 11, § 1.
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dove y” & pure un elemento di wn. Prendendo i moduli:

(ml’ x/l) P l ;\/ _— )\/I | (a’ yfl/)‘

3

Ora la distanza (¢, y”) non & inferiore alla distanza (a, m), per ipotesi

positiva; si ha duunque
{xi) w//) 2 ‘ )\/ . 7\// l ((L, TL')

che vale anche per AX’==1" e pud scriversi

4

(o, ")

(@, =)

| Al — A" =

e dimostra la continuitd (uniforme) di A(a) in G.

Diciamo ora che G & chiuso, e quindi coincide con S. Se infatti x, ¢
punto di accumulazione di &, e consideriamo 1 punti di &, distanti da 2,
non piu di e, o, come diremo, contenuti nella sfera di centro x, e raggio e,

' oscillazione di A{x) nella sfera non supera - ed ¢ quindi infinitesima

2e
(a, m)’
con e. Ne segue che il limite superiore e il limite inferiore di A(x) entro la
sfera tendono per e—0 a un medesimo limite A,. Si vede allora facilmente
che 1'elemento y, == x, — A, & punto di accumulazione di elementi del tipo
x — A{x)-a (x essendo punte di G); e poiché questi stanno in 7, ¢ @ & un
aggregato chiuso, segue che y, sta pure in m. Vale dunque per x, la de-
composizione
Dy = Aol + Y,

ove ¥, & in =, cioé w, appartiene a G.

Resta cosi provata la esistenza in tutto § della f. a. c. A(x), definita
dal fatto che & — A(w)-o sta in n; ed & chiaro che essa si annulla allora e
allora soltanto che o sta in =,

In particolare, & Ala)=1.

Notiamo di passaggio che la f. a. c. A{w) corrispondente a un dato iper-
piano = & determinata a meno di un fattore costante. Se infatti 1"iperpiano =,
che possiamo supporre passante per ! origine, fosse insieme rappresentato
dalle equazioni A(x) =0, B(ax) =0, detto &, un punto esterno a =, la f. a. ¢.

Cle) == A(o,) Bloe) — B(a ) Aee)

si annullerebbe su = e in «,, quindi in tutto S, cioé sarebbe identicamente

nulla. Ne segue appunto
B(z,)

A(a,)

Bloe) = Alx).
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Dimosiriamo ora la seconda parte del nosiro teorema.

E intanto evidente che 1'aggregato = definito dalla condizione A(x)=-c,
dove A(x) & una f. a, ¢. & una varietd lineare; le due proprieta a cid ne-
cessarie (1.° 2) derivano infatti dalla identitd evidente:

A(kw—l— py)m AA(x) + pA(y)
Abp ) A

e dalle continuitd della A(w).

Sard provato che m & un iperpiano mostrando che = insieme con un
punto ¢ ad esso esterno definisce tutto S; ché se una varietda V diversa da n
e da S contenesse m, la varietd lineare definita da wm e da un punto di V
non appartenente a w starebbe in V e quindi non coinciderebbe con S. Ora
se x, ¢ un punto di =, e & un punto qualunque di S, il punto

Alx)— ¢
Y=o — ———(a — &
.j A((l) — C( O)
sia in m perché A(y)==c¢, onde si ha per x una decomposizione del tipo
x=MNa— %)+ Yy
dove ¥ sta in w, la quale prova che « appartiene al piano aw,y e quindi alla
varieta lineare determinata da ©m e da a. Tale varietid coincide dunque con S (39),

6. Una proprieta notevole delle f. a. c. ¢ la seguente:

Per ogni f. a. ¢. A(X) esiste un numero positivo K lale che per ogni x é
| 4(w) | < K mod x.

Ed infatti, essendo A(w) continua per o« =0, esisterd un ¢ tale che per

ogni « tale che moda <<e sia |A(x)] < 1. Ora se 2 & un qualunque ele-
mento non nullo, si ha

e quindi

|
;o)’ <1, cioé |A(m)| < i mod x

| 4 (mogd ® J

che da la tesi,
Viceveisa, dalle condizioni:

Al + y) = A(x) + Ay), |A@)] < Kmodw

seque lu continuitd della A(X).

{(*®) 11 concetto di iperpiano si trova gid accennato da PincHERLE (loc. cit.).
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Si ha infatti
| d(a') — A(x")| = | Ale’ — x")| << Kmod (2’ — ") = K(x', x") (*).

Per una data f. a. c. A(e) il limite inferiore, positivo o nullo, dei nu-
meri K tali che |4{x)|< Kmod o si dird norma di A(zx) o dell’ operatore A4,
e si indichera con Nor 4. Se Nor 4 =0 sard A(x) =10, identicamente. Si ha
poi facilmente:

Nor (4 + By Nor 4 + Nor B, Nor(id)=|A|Nor 4, proprieta analoghe
a quelle della funzione modulo.

Se Nor A =1, la A(x) si dird uninormale o unilavia.

7. 1l significato geometrico della norma di una f. a, c. risulta dalle se-
guenti osservazioni:

}
a) La distanza dell’ origine dall’ iperpiano A(X)=—c vale Nlo(; |A'
Per ogni punto dell’iperpianc si ha anzitutto modw>!A(m” = el
sutp perp . “~Nor A4 Nord’

In secoundo luogo se 0 << e << Nor 4 esiste un punto y tale che
| A(y)| > (Nor 4 — ¢) mod y;

moltiplicando per ' ¢/4{y)| e ponendo

¢
T Aw?
si ricava
~ (Nor el
in)(NOlA—E)ﬂlOdwo, mOdwo<m—é
e risulta cosl che x,, che appartiene all’iperpiano perché A(x,) = ¢, ha dal-
¢
I’ origine una distanza che pud supporsi vicina quanto si vuole a N—l()l—lA-
b) La distanza del punto x, dall’ iperpiano A(x)=c¢ ¢é dato da
i A(Xo) - C'
NorA

Segue da a) mediante la traslazione ' =% — x,.
¢) Dati gli iperpiani =, w, di equazioni A(X)=c, AX)=1¢ la di-
stanza di ogni punto di m da «' e di ogni punfo di n' da = (e quindi anche
. . . , c—d|
la distanga dei due iper / Ie}———.
a dislanza dei due iperpiani) va Nor A

(?t) I/ equivalenza fra le due proprieth della A(x) & ben nota; cfr. per un caso speciale,
ma con procedimento generale, Riusz (M), pag. 40-41; anche Bawach, loc. cit., pag. 153.
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Di qui, per | ¢ — ¢'| =Nor 4, risulta:
d) La norma di una [. a. ¢. é il valore assoluto della differenza dei
valori che essa prende su due suoi iperpiani di livello, aventi distanza
unitaria.

8. Il concetto di parallelismo tra varietd lineari si estende allo spazio §
nella forma seguente: Due wvarietd lineari sono parallele se mediante una
traslazione ¢ possibile portare wuna a conlenere o ad essere contenulq
nell’ altra.

In particolare: sono paralleli due iperpiani se sono sovirapponibili per
traslazione (e sono quindi varietd di livello di una stessa f. a. c.); e una
varietd lineare V é parallelo ad un iperpiano w se per V passa un iper-
piano parallelo a .

Pereio i punti di V saranno equidistanti da = e sifuati rispetto ad esso
da una stessa parte.

Quest’ ultima proprietd basta del resto da sola ad assicurare il paralle-
lismo di V e di =, Ed infatti, se n ha l'equazione A(x)=—=1m, ove A(x) &
f.a. c, e

® =, + {x, —x,)
esprime il punto generico di una retta di V, A{w) & su questa reita funzione
lineare di / e pud quindi assumere su di essa ogni valore, & in particolare
valori maggiori e minori di m, purché non si riduca ad una costante, cio
che richiede Ad(x,)== A(x,). Tenendo fisso x, e facendo variare «x, in V, si
conclude che per ogni punto x, di V & A(w,) — cost.,, cioé che per V passa
un iperpiano parallelo a =,

II. Corpl convessi.

9. Sard per noi della massima importanza estendere a tutti gli spaai
lineari i concetti di aggregato conwvesso e di corpo convesso. Diciamo con-
vesso un aggregato se contiene ogni segmento di cui contiene gli estremi;
cioé se, appartenendovi x e y, vi appartiene anche
- A+ Yy

A+

per A >0, u > 0. Sara poi detto un corpo se & chiuso e contiene una sfera (*%).

(**) Una definizione di corpo convesso che negli spazi ordinari equivarrebbe alla pre-
cedente si avrebbe sostifuendo a quest’ultima condizione la seguente: la minima varietd
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Si pud dare di ogni corpo convesso I' una semplice caratterizzazione
analitica, Per ipotesi, I' contiene una sfera; sia, per es, I’origine il centro
di questa sfera, & # il suo raggio. Se si prende un punto x == 0 e si considera
la semiretta O, cioé 1" aggregato Az con A =0, il corpo contiene di essa
una parte convessa, che si riduce almeno a un segmento di lunghezza »;
quindi un segmento o tutta la semiretia. Se & un segmento, dall’ origine
a pa, porremo (o) == 1/w: se & I'intera semiretta, ¢(x)==0. Porremo inoltre .
¢(0)==0. In altre parole, indicheremo con ¢(x) il limite inferiore dei numenri
positivi h tali che x/h appartiene a I\

B facile riconoscere alcune proprieta della o) :

a) ol +1y) << (@) + (). Per h > ¢(x), & > ¢(y) appartengono al
@ 1
h—+k% 5y
h+k k'
p(x+y)<<h 4+ k e valendo cié per 2 e k comunque vicini a ¢(a), ¢(y) segue
la tesi.
by @(hx) == (), per A positivo. Infatti della semiretta Ox appartengono
al corpo 1 punti %} per & > ¢(x), ciod i punti ;%1 per Ak > Ag(x).
¢) Esiste un numero positivo K tale che per qualungue X é

. . ) - . -
corpo 1 punti ?—:,%, quindi anche il punto I dunque

o(w) << K mod x.
&z

= e quindi
P() 4

Cio & evidente se o(x)=0; se ¢x)3=0 si osservi che mod

p{ae) g;l‘mod x.

Da a), b), ¢) segue:
dy ¢(x) & continua: si ha infatti:

ooy — plae”) << @la’ — 2"y << K mod (&' — ") = K(x', ")

ed analogamente: o(x') — @la”) << K (', 2.

lineare che comtiene 1 aggregato ¢ Uintero spazio S. Qui Uequivalenza non sussiste. Eccone
un facile esempio. Nello spazio hilbertiano (n.° 22) dove s == (%, , %, ., %, ...) € mod 2~ (Zoc;?)1/2
si comsideri I'aggregato I dei punti aventi coordinate non negative, evidentemente convesso.
Esso determina Uintero spazio; infatti per un x qualunque esistono i punti &' e & di coor
dinate o == [o;| e x; = |x;| — oy ambedue di I, e si ha x==2"—a", onde ogni punto x sta
nel piano dell’origine e di due altri punti di I. Ma I non ha punti interni; infatti se x &
in 7 viéun o <t e se sl pone y== (0, ®gy.or Loy, Xr—2 Xriyy..) esso & fuori di T ed
& (., y)==.
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e) Il corpo I' & definito dalla condizione @(x)<<1, e precisamente wun
punto x & interno a T se o(X) <1, esterno se ox) > 1, di contorno se
p(x)==1.

Se o(x)==0, o & x ==0 oppure la semiretta Ox, e quindi @, appartengono
a I'. Se @) >0, della semiretta Ox & contenuta in I' il segmento da O

a 97% e questo contiene o no x secondoché, & ¢(x) =<1 o ¢w) > 1.

Sia ora o(x) << 1; per la continuitdh di ¢(a), esiste un p >0 tale che
per (x, y) << p & ancora @(y) << 1, cioé x e ceniro di una sfera appartenente
a I, ossia & interno. In modo analogo, x & esterno se o{x) > 1. Se infine
& g(w) =1, appartiene a I' il segmento Ox, non vi appartiene il suo prolun-
gamento, onde o & punto di contorno.

1) Ogni punto interno al segmento che unisce due punti di T, uno
almeno dei quali sia interno, & puse interno a I.
Segue facilmente dalla diseguaglianza, valida per X >0, p >0

<Lﬁc + uy> _ M9(@) + poly)
A4-p )7 X4 g ’

9) Se un iperpiano © non conliene punti interni a I, I' & tutto da
una parte di w.

Se infatti i punti », y di T' fossero da parti opposte di =, tali sarebbero
anche due punii interni ', 3/, abbastanza prossimi a 2, y, e il segmento 'y’
taglierebbe = in un punto 2, interno a I,

Tutta la teoria precedente si estende subito al caso in cui il punto dato
interno a I' sia un punto generico x,; si ottiene per i punti di I' una condi-

zione della forma
cp(a; - wo) = 1

dove la ¢(o) ha ancora le proprietd a), &), ).
Viceversa, data una funzione ¢(x) non negativa che soddisfi a queste
condizioni, 1’aggregato definito da

B — ) < 1

é un corpo convesso di cui «, & punto interno; la verifica non offre difficolta.
E pero da notare che, a parte le proprietd di w,, la verifica riesce anche se
si parte dalla condizione pilt generale

oo — @) <€
dove la o(w) soddisfa alla a), &), ¢) senza alcuna condizione di segno; se

Annali di Matemaotica, Serie IV, Tomo X, 7
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la p(a) non & mai negativa si deve solo ammettere ¢ => 0 affinché esistano
punti dell’ aggregato diversi da a,.
Le funzioni che soddistfano alla condizione a), &), ¢), e cioé

ol - Yy < @) +oly); pAx)=2le(x) per A >0; ¢(x)< Kmodwx (*)

gsaranno dette funszioni di Minkowski (brevemente fungioni (M)) in ragione
dell’ uso che questo Matematico ne ha fatto per scopi analoghi ai nostri negli
spazi ordinari (**). Si pud dunque dire:

Se 9(x) & una funzione (M) ed esistono infiniti punti x che soddisfano
alla condizione @X — X,) << ¢, essi costituiscono un corpo COnveEsso.

10. Possiamo dare, per tutti gli spazi lineari, esempi semplici di corpi
convessi :

a) La sfera di centro x, e raggio s, definita dalla condizione
mod (x — x,) << ». La funzione mod o« & infatti una funzione (M) (*%).

b) Il cilindro rotondo, di raggio i, avente per asse una data varieta
lineare V, cosi indicando il luogo dei punti aventi da V distanza non mag-
giore di (2, V)<< . Per dimostrarlo, si supponga prima V passante per
I’ origine ; si proverad allora che (w, V) & una funzione (M). Ed infatti, per
2, y arbitrari e 2/, 2" scelti comunque in V si ha:

(m+y’ z!+211)£(m} Z’)‘i"(y, ZU.

Si prendano i limiti inferiori dei due membri al variare dl 2/, 3”7 in V;
avendosi
lim. inf. (¢ +y, &'+ 2"V =(x + 1y, V)
lim. inf. (2, ") ==(x, V), lim.inf (y, 2" =(y, V)
si deduce:
@+y V<@, V)+({y, V)

che & la condizione a) del n.” precedente
In secondo luogo, supposto A >0 e z variabili in V, anche Xz & un punto

(*3) Bi noti che per la (x) si equivalgono le condizioni ofx) < Kmoda e |gx), <
< Kmod x. Se vale la prima si ha infatti o(x) + ¢(— o) = ¢(0) =0, ciod — o) < o(— 2} <
< Kmod {— x}) =K modx; e inverso & evidente.

(®9) V. per es. Minxrowskr, Volumen und Oberfliche (<« Math. Ann. », B. 57, 1908),
pag. 447 e seguenti; ed anche il Cap. I della Geomelrie der Zahlen (Leipzig, Teubner, 1910).

(**) Inversamente, dalla convessith delle sfere segue subifo per il modulo la proprieta
mod (x +y) <<mod x + mody. Questa & naturalmente la base per ogni dimostrazione di con-
vessith per i corpi di S, come ben risulta dal seguito.
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generico di V e quindi:
(A, V)y=1lm. inf. (Az, Az} =2 lim. inf. (@, 2) = A, V)

che ¢ la condizione ).
Finalmente, contenendo V 1’ origine si ha:

(e, V)<< (2, 0) == mod x,

che ¢ la proprietd ¢), e completa la dimostrazione.
Se V non contiene 1 origine, ed ¢ x, un suo puunto, dando alla figura la
traslazione che porta «, nell’ origine, si ha

(x —ax,, V—a,) <1

e si vede allora che si puo assumere o(w)={(x, V—x,), che & una funzione (M).

¢) 11 corpo convesso ora considerato ha la proprietd evidente di rima-
nere invariato per tutte le traslazioni parallele ad una varietd lineare V. A
un corpo siffatto si pud dare in generale il nome di cilindiro convesso.

Si ottengono cilindri convessi con la seguente costruzione generale.

Dato un corpo convesso I' si diano ad esso tutte le traslazioni parallele
ad una varietd lineare V: il corpo descrivera allora un aggregato che con i
suoi punti di accumulazione costituisce un cilindro convesso. Se I' & una sfera
si oftiene in particolare un cilindro rotondo.

Senza fermarci ai particolari della dimostrazione, osserveremo solo che
si pud assegnare senz altro la funzione (/) corrispondente nel modo seguente.
Per semplicita, passi V per Porigine; e sia I' definito da ¢(w)<Cc¢ ;si ponga
allora per due punti x, y arbitrari (@, ¥), = ¢(@w —y) e si definisca inoltre
(@, V), come il limite inferiore di (x, y), al variare di y in V. La (2, V), &
una funzione (M), come si vede con ragionamento identico a quello usato
in 0), e definisce il cilindro cercato.

B chiaro che un cilindro convesso contiene un’infinita di varieta lineari
tutte sovrapponibili tra loro per traslazione, e cioé quelle generate dando a
un punto del cilindro tutte le traslazioni che mutano in sé il cilindro stesso.
Potremo dirle varietd generatrici.

d} St possono anche definire coni convessi aventi per vertice un puunto
o pit generalmente una varieth lineare V; sard tale un corpo convesse se
contenendo un punto contiene anche la semivarietd lineare definita da T e
da questo puanto.

Di questo e di altri casi piu generali non avremo in seguito ad occuparci:
un caso molto notevole di coni convessi si incontrera perd al n.° 13.
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11. Diremo che una variety lineare V & esterna a un corpo convesso I'
ge ogni punto di V & esterno a I' e la distanza (V, I') & positiva; radente se
nessun punto di V & interno a T' e la distanza (V, ') é nulia. In questo secondo
caso la radenza sara effefliva se le due figure avranno punti comuni; nel
caso opposto, che pud ben avvenire, viriuale.

Alla definizione di radenza si pud anche dare la forma: V & radente a I’
se nessun punto di V & interno a T, mentre si pud dare a V (0 a I') una
traslazione di ampiezza comunque piccola che porti qualche punto di V in-
terno a I'. L’ equivalenza delle due definizioni & manifesta.

Per la radeuza effettiva si ha poi ! enunciato semplice: V & radente effet-
tivamente a }' se ¥V ha un punto comune con I' e nessun punto di V & in-
terno a I

E chiaro anche che un iperpiano radente a I' lascia I' tutto da una
stessa parte.

12, Lo studio delle posizioni relative di un iperpiano e di un cilindro
convesso, in particolare rotondo, presenta circostanze che sono facile esten-
sione di cio che avviene negl spazi ordinari. E necessario darne tuttavia un
breve cenno.

Sia I' un cilindro couvesso. m un iperpiano esterno o radente a I' e che
lascia quindi T' tutto da una parte. Ogni varietd V generatrice di T' & situata
tutta da una parte di =, quindi (n.° 8) & parallela a = Se perd n contiene un
punto di V, contiene tutta V, Ossia:

Un iperpiano radente o esterno a un cilindro convesso ¢ parallelo alle
sue generatiici ; e se ha comune col cilindro un punto ha comune tulte la
generalrice che passa per gquesto punto.

In particolare, se I' & un cilindro rotondo, di asse V, e¢ raggio », l'iper-
piano =, esterno o radente a I, sard parallelo a V,; poiché a V; & sovrappo-
nibile per traslazione ogni generatrice. E sard percio costante la distanza m
di ogni punto di V, da m. Se sard poi m >, sard = esterno a I'; infaiti
essendo 1 == (V,, n), m & limite inferiore delle distanze dei punti di = da V.
Ogni punto di = dista dunque da V, pilt di 7 e cioé & esterno a I'. E questa
proprieta si conserva dando a m una traslazione abbastanza piccola, tale cioé
che per la nuova posizione # risulti ancora (V,, =) > 7.

Se invece m ==1, i punti di % sono, per la stessa ragione, su I' o esterui
a I'; pero esistono, per ogni e >0, traslazioni di ampiezza < e che por-
tano = ad avere punti interni a I'. Ed infatti esiste un punto x in ¥V, e uno ¥
in 7 tali che (2, ¥) <1 +4-¢, donde (y, V,)<<1 +-e. Preso allora nel segmento xy
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il punto
g___f_'_y - g
T r4e
si ha:
g A
Z, Vy=0@—x V,—x) =- - (y — 1, Vo“w):7,+e<?/; Vo <o

3

(%, y):m(w, y)<e

donde (g, ) < e. Sicché I'iperpiano =" parallelo a = passante per 7 distada «
meno di ¢ e contiene il punto z interno a I\,

Concludendo, un iperpiano esterno o wun cilindro rotondo & parallelo
all’ asse ¢ ha da esso distanza maggiore del raggio ; un iperpiano radente
é parallelo all’asse e ha da esso distanza eguale al raggio ; e viceversa.

Se 1 asse si riduce ad un punto, e il cilindro a una sfera valgono consi-
derazioni analoghe ed in forma anche piu semplice. Cosi, in particolare :

Se A(X) & . a. ¢. unitaria, Uipeipiano A(X)==r & radenfe alle sfera
modx=r e le & esterno I’iperpiano A(X)==m, con m > r.

13. Se da un punto «, del contorno di un corpo convesso I, si proiettano
¢on semirette 1 punti di T' si ottiene, come & facile vedere, un aggregato coun-
vesso, e, unendo ad esso i suoi punti di accumulazione, un corpo convesso I',,
e precisamente un cono convesso (di specie 1).

Ci proponiamo qui di confermare analiticamente questo risultato determi-
nando la funzione (M) corrispondente a I',. Si ha precisamente il teorema:

Sia ¢(x) una fungione M) e I' il corpo convesso 9(X)< ¢(x,). Esiste il
limite

e Py ) — ()
%(0@——8}}}30 z

ed & ancora una funzione (M). Il coirpo convesso ¢ (X) << 9(X,) & un cono di
vertice X, e © suoi punti interni sono tutti e soli i punti interni alle semi-
retle che da x, proiettano i punti interni a T

Dalle ipotesi segue infatti per e >0

P(x, 1 ew) << ¢(@,) -+ ep(@)

Cp(“’o) = CP(Wo -+ 593) -+ 8‘9("” 06‘)
donde :

1) — 9(— @) < R(x, &) < 9(x)
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avendo posto
M%ﬁ:¢Wﬁ4?~M%L

D’ altra parte, al tendere di e a zero FR(ux, ¢) non cresce mai; posto in-
fatti 0 << ¢’ << e la diseguaglianza

R(x, &) < R(w, ¢)
si trasforma agevolmente uell’ altra :
(e, +ee'w) << @(e'w, +e'w) + plex, —'w,)

che evidentemente sussiste. Ne segue che R(x,¢), per e~ +0, ha un li-
mite ¢,(a), come si era asserito.
Proviamo ora che o,(2) ¢ una fanzione (M). Si ha la diseguaglianza :

R(x + vy, &) << R(w, 2¢) -+ Ry, 2¢)
poiché sostituendo e riducendo essa si manifesta equivalente alla seguente:
020, + 2ex - 2ey) <L olo, + 2ex) + pla, - 2ey),
Per ¢ — +4- 0 si deduce :
Pu(% +Y) < 9.(@) + 9.(y).
It secondo luogo si ha:
R(Ax, ¢) == AR(x, e})
da cui per A >0 6 e—+40:
o, (ha) = Lo ().
Finalmente, supposto |¢(x)| << Kmod x, si ha dalla (1):
| R(z, &) | << K mod &

e, al limite per e— -0, |¢, (@) | << Kmodw; cido che completa la dimostra-
zione del secondo assunto.

Si ha subito R(x,, &) = ¢(x,) e quindi 9,{x,) = @(x,); percid il corpo con-
vesso T',, definito da ¢ (%)< ¢(2,) contiene 2, (sul contorno). Sia ora =, un
punto interno a I' e y appartenga alla semiretta w,x,. Poiché ogni punto
tra x, e y convenientemente vicino a o, & interno a I', per ¢ abbastanza
piccolo si ha

(??m;*;?lf

1+8)<%%)
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che si trasforma subito in
Ry, &) < o(z,).

Di qui, al limite per e— 40, notando che R(y, ¢) tende a o,(y) senza
mal crescere, risulta:

) @,(y) << p(a,)
cioé y & interno a T,.

Viceversa, se y & interno a I',, cioé ¢,(y) < ¢(x,) si ha per ¢ abbastanza

piccolo
o Ry, &) < 9(x,)
cioé
. (wg + ey

P ‘“1—:*'_—;“) < 9(%,)

ed esiste quindi tra «, e y qualche punto interno a T.
Da questa generazione di I', risulta evidente che I', & un cono; cid verra
del resto confermato tra poco per altra via.

14. Si ha identicamente :

R(x+aw0, 5) — CP(QCO R +iawa) e (P(mo)

- — {1
_ Qlac, + e 4 eaoc:) (1 +ea)yp(ow,) + aw(w,)

ed anche, se ¢ & abbastanza piccolo perché sia 1 4-eq >0

\

P (wo e 90) — ¢la,)
) + ap(wx,).

1+-ea

R +aw,, &)=

o) = R

1420
Al limite per ¢ — -0 si ha percio:
@) @, +0xy) = 9, (%) + ag(x,).

Di qui & facile ricavare che se X, appartiene a T, anche tutia la semi-
refta X,X, vi appartiene. Ogni punto di quesia semiretta & dato infatti da

% =%, + Mo, —®,) = Ao, + (1 — V),
con A > 0. Ed allora
CPL(OG) = CP{O‘ml) -+ (1 - )‘)Cp(mo) = XCPA(WJ -+ (1 — l)C;D(*xo)

e se g,(x,)<T p(a,) risulta anche ¢ (x) << 9(w,). E si vede anche che ¢,(x) varia
linearmente sulla semiretta.
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Dalla (1) si ha, al limite per ¢ — 40
¢, (@) < 9l@)
che esprime il fatto evidente che I', contiene I'. Di qui e dalla (2):
ol 4 awy) = (@) -+ ap(w,).

Ci sara utile ricavare una relazione alquanto pilt generale.
Si sostituisca x con bar; si ha

plax, + bx) = ag(x,) - ¢,(0x).
Ora, se 5 =0 si ha ¢,(bx) = by, (x), mentre se b <0 si ha
9, (0w) + (b)) =0 e quindi ,(bx) = — ¢,(—bx) = by, (x),
sicché, in ogni caso:
(3) plao, 4 bx) = ap(xy) + be,(x)

che & la relazione cercata, valida per valori reali arbitrari di a e &.

15. Il cono I, di cui abbiamo dimostrato 1’ esistenza per oguni punto x, di
contorno di un corpo convesso I' si pud chiamare cono circoscritto a I' in @,
e le semirette che ne formano il contorno fangenti al corpo in @,. Questo
concetto di tangente potrebbe essere messo in relazione con quello ordinario,
e identificato cioé con quello di tangente in 2, ad una linea situata sul con-
torno di I' e passante per 2,. Ma di cidé non possiamo occuparci.

Si potrebbe anche estendere la ricerca in modo da giungere alla defini-
zione di piano tangente, e piu in generale di varietd lineare tangente a un
corpo convesso. Cio richiederebbe anzitutto lo studio accurato di certe suc-
cessioni di coni circoseritti a T', di specie semnpre piu elevata, che possono
dedursi 1’uno dall’altro con operazioni analoghe a quella studiata. Noi ci occu-
peremo brevemente in seguito di questa costruzione (n. 34, 35) non perd per
questo scopo, bensi f)er ottenere, nei gia citati spasgi separabili, la dimostra-
zione dell’ esistenza di un iperpiano radente a un corpo convesso in un punto
del suo contorno.

Su questo argomento basti qui la semplice osservazione che un iperpiano
radente a T' in @, deve essere anche radente al cono circoscritto I',. Se T,
si riduce a un iperpiano =, questo & radente a I, e poiché un altro iperpiano
per x,, traversando m, non pud essere radente a T, esiste in o, un unico iper-
piano radente a I'. In altre parole: se

p,(2)= lim P&, - e0) — A,

g0 e

é funzione additiva, T' anvnette in x, uno e un solo iperpiano radente.
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I11. Spazi lineari completi e separabili. Spazio duale.

16. Ricordiamo che uno spazio metrico S si dice completo se una succes-
sione wm; di punti di S che soddisfa al criterio di convergenza di CAUCHY ha
per limite un determinato elemento di S. Se cioe, per ogni & > 0, esiste un n
tale che per #', n” > n sia

(xn!, xnn) < E,
dovrd anche esistere un x tale che
lim {zx,,, ®) = 0.

K stato osservato da HAUSSDORFF (*%) che ogni spazio S fa parte di uno
spazio completo S, che & il piu ristretto spazio completo che contiene 8. La
cosa & del resto molto semplice: basta considerare una successione x; di ele-
menti di § che & convergente secondo il criterio di CAUCHY ma non ha limite
in S, come definizione di un nuovo elementc — elemento infegranie — e
stabilire per i nuovi elementi opportune definizioni.

Per es. se w=(w,2,..@,..) = (@), Y= (Y, Yy Yn...)==(Y;) sono elementi
. 1
integranti si porrd w =¥y se {x,, ¥.) tende a zero con po

Nel caso poi di spazi lineari si dimostira anzitutto che se la succes-
sione a; converge, converge anche la successione mod x,, e il limite di essa
si assume come valore di mod x. In modo analogo, se x == (%), y¥=(y,), dopo
aver provato la convergenza di (a;-+ y,), si definisce & + y = (2;+¥,).

Si constata allora facilmente che lo spazio ampliato S & ancora ‘uno
spasgio lineare (completo).

Nei casi speciali, tale ampliamento risulterd spesso qualcosa di pit di un
artificio formale, in quanto ad una successione convergente di elementi di S,
se non avente limite in 8, si potra talvolta far corrispondere un effettivo ente
fuori di 8§, avente con gli elementi di S una stretta affinita. Per esempio,
se S & composto di funzioni, gli elementi integranti potranno essere ancora
funzioni, alle quali risulti applicabile, eventualmente modificata, la definizione
di distanza adotfata in S, e che, in virtt di essa, possanc presentarsi come
limiti di successioni di elementi di S.

17. Essendo S uno spazio vettoriale, diciamo che un aggregato B di ele-
menti di S costituisce una base per 8, se ogni elemento di S pud essere

(¥} Havusporrr F., Grundezige der Mengenlehre (Leipzig, Von Veit, 1914}, pag. 315.

Annali di Matemaolica, Serie IV, Tomo X. 8
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approssimato indefinitarnente mediante combinazioni lineari di elementi di B;
in altre parole, se per un dato punto di & di S e un dato >0 si possono
trovare in B gli elementi u,, w,,.., u, in numero finito e le quantitd reali
(y, (y,.. Qy, tali che sia

(¢, Da,u;) < e (M)

Ogni spazio ammette una base: lo spazio stesso; un’altra base & il con-
torno di una sfera di raggio 1; ma una base & naturalmente interessante solo
se & di potenza minore dello spazio stesso. Dopo gli spazi a base finita, di
cui abbiamo gia notato lo scarso interesse, gli spazi piu semplici sono quelli
per i quali esiste una base numerabile; per i quali cioé gli elementi di B si
possono ordinare in un successione i, ¥,,..., Uy,.... Si riconosce subito che
essi coincidono con gli spazi lineari separubili, cioé con quelli che possie-

dono un aggregato numerabile ovunque denso. Ché infatti, se si costruiscono
n

gli elementi X»;u; dove gli »; sono razionali, per n costante questi elementi
1

costituiscono un aggregato numerabile H,; e tutti gli A, un nuovo aggregato
numerabile H. Esso & ovunque denso in S, poiché dato un elemento o esiste
un elemento della forma

N
y=2a;u,
1

N
tale che (@, y) < ¢/2; ed esiste pol un y = X, u,; che dista da y meno di ¢/2,
1

come risulta dal fatto che

(y, ¥) << Xla;— i;) mod »; << max

a; —+,| L mod u;.

Vi & quindi un elemento di H che dista da 2 meno di e.

E poi senz’altro evidente che un aggregato denso in S & al tempo stesso
una base.

Gli spazi separabili godono di molteplici proprieta, che costituiscono altret-
tanti mezzi per provare la non separabilitd di uno spazio. Tra questi uno dei
pitt semplici & il seguente, sostanzialmente noto, che applicheremo ripetuta-
mente in seguito:

In uno spazio wmetrico (lineare o no) S, separabile, un gruppo G di

(?") In questa definizione di base 1 origine ha una parte privilegiata: I’introduzione di
vettori, e di’una base vettoriale sarebbe qui vantaggiosa. Per ottenere una base puniuale
basta del resto aggregare 1'origine al gruppo B. Qui c¢i atteniamo al concetto pit comodo
per le applicazioni.
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punti le cui mutue distanze sono tutte superiori a wun numero positivo d é
finito o0 numerabile (*%).

Ed infatti, se V=(v9,..v,..) & una successione densa in .S, per ogni ele-
mento di G si puo fissare il primo elemeunto di V che dista da esso meno
di d/2. Si riconosce allora che due elementi distinti di G danno luogo a ele-
menti distinti di V; ché se per i punti x, y di G fosse

da d
(90) Ul) < §; (ya Uz’) < §

sarebbe anche (%, y) < d, contro l'ipotesi. Gli elementi di & si possono quindi
riferire biunivocamente a una successione parziale di V, cicé G & flnito o
numerabile.

18, Secondo un teorema generale di FRECHET (*%), ogni aggregato di uno
spazio separabile & ancora separabile, cioé contiene una successione di punti
densa nell’ aggregato. La dimostrazione di questa proposizione fa uso pero, e
in modo che non sembra evitabile, del postulato di ZErRMELO. Poiché tutti gli
sviluppi del nostro lavoro sono indipendenti da questo principio, ¢i interessa
osservare che in condizioni abbastanza larghe, e per unoi suafficienti, si pud
dare una dimostrazione che non lo presuppone, e che potrebbe del resto
essere ancora semplificata quando' si volesse restringere la proposizione agli
spazi lineari. Precisamente :

In uno spazio metrico completo separabile S ogni aggregato chiuso A
é separabile.

Per la dimostrazione proveremo anzitutto che ad ogni elemento x.di S &
possibile coordinare un elemento x di 4 in modo che sia

(2, ) < K(a, A)
dove K & una certa costante positiva. Sia infatti ¢ > 1, 0 <8 <7 1. Per la
definizione di distanza esiste in 4 qualche elemento y tale che

(@, y) < C((I},— A)
ed esiste inoltre uella successione », densa in S un elemento z,, tale che

(Y, Un,) < B, A).

(%) Il teorema &. incluso in teoremi pint generali di FrEcHET (cfr. Les ensembles ab-
straits et le Calcul fonctionnel, « Rend, Cire. Mat, Palermo », vol. XXX, 1910, pag. 1-26)
e di Hausporrr (Mengenlehre, De Gruyter, Berlin, 1927, pag. 126-127); il procedimento di-
mostrativo & usato, con qualche variante, da ambedue gli Autori.

(*) FricuET, loc. cit. nota (!), pag. 27.
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Sara allora
(2, vn,) < (c40)2, 4), (Va,, A) < Bz, 4).

Indicheremo precisamente con v,, il primo dei v; che soddisfa a queste
relazioni e che & cosl perfettamente determinato.

In modo analogo, partendo da w,, si troverd un w,, tale che

(Vy,, vm) < (C”{—e)(vn,; A); (Diy, 4y < Q(Uﬂ,; 4y
e cosi via. 8i verifica subito che &
(Vngy Ongry) < (€004, a)

sicché la serie X(v,;, v,,.,) ¢ convergente. Ne segue che la succe_ssione Vn, S0d-
disfa alla condizione di CAUCHY e tende quindi a un elemento a, per il quale
si ha
¢+ 0

(2, ) < (@, A)e + ) %09‘ =@ 4) = K, 4)

(2, 4)=lim (v,,, 4)=0.

Poiché 4 & chiuso, 2 appartiene ad 4; ed & con cid provato I asserto.
Si consideri ora il gruppo o, di elementi di 4 che con I’ assegnata costru-
zione corrispondeno ai »; e che sono quindi fali che
(Uh ”l) < K(?)@, A)

Dico che essi sono densi in A, Infatti preso un punto y in 4 e un ¢ >0

. € s s € ;
esiste un », tale che (y, v,) < e e quindi (v,, 4) < —1——47—[?; sara allora
_ — 3 eK
(% U’I‘) = (?/, 7),.) + (Um U,.) < (?/, Ur) + K(Ur) A) < 1__*—__“]?+ ’1“'_"’7{:: €

e il teorema & cosi dimostrato.

Il teorema vale naturalmente anche per un aggregato chiuse di uno spazio
non completo quando si accetti per esso una base formata eventualmente
anche con elementi integranti aventi distanza nulla dall’ aggregato.

Notiamo il caso particolare notevole: le warietd lineari di uno spazio
lineare completo separabile sono pure spazi lineari completi separabili.

19. Se S & uno spazio lineare, dotato di iperpiani ossia di f. a. c., si
pud immaginare un altro spazic lineare X 1 cui elementi £4 siano in corri-
spondenza biunivoca con le f. a. ¢. A(x) di S e per i quali siano poste le

definizioni
Ea+Ep=C84.8, Ma=2¢&u
mod £4 — Nor 4;
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U ultima & giustificata dal fatto che sono soddisfatte per la norma le proprieta
richieste per il modulo in uno spazio lineare (n.° 6). Un tale spazio, che
esiste sempre giacché & per lo meno lecito assumere come suoi elementi gli
operatori 4 stessi, pud dirsi duale o reciproco del dato; e diremo anche
duale metrico quando vi possa essere equivoco con un duale fopologico che
considereremo pitl avanti.

Lo spazio % & sempre complelo. Se infatti gli elementi &4, soddisfano alla
condizione di convergenza di CAUCHY, cid significa che per ogni ¢ >0 si pud
trovare un indice n in modo che per », s > n sia

Nor(4, —A4,) < ¢;
sara allora, per ogni x:

| (@) — 4,()| < e mod @

e le quantita A4,(x) tenderanno per »-— oo a un limite Blow). E sarid eviden-
temente

B(x + y) = B(@) + B(y).

Inolire si avrd per » abbastanza grande e per ogni x:

| Bla) — A ()| << e mod @
donde
| B(x)| << (Nor 4, + &) mod x
sicche B(x) sard una f. a. c.; ed avendosi anche, sempre per » abbastauza
grande :
Nor(B—A,) <e cioe mod{fg —E4) < e
si vede che £ & il limite della successione Eg4,.
Lo spazio X pud non essere separabile, anche se tale é §; di cio si ve-
drauno alcuni esempi nei capitoli seguenti.
In 2 esistono certamente f. a. ¢.; ed infatti il valore A(wx,) di una f. a. c.
di S in un punto determinato, considerato come funzione dell’ operatore 4, o
del corrispondente elemento £4, ponendo ciod

A(mo) == “(EA))
& una . a. ¢. in Z. Si ha infatti:

(4 +Ep) = a4 B) = Alw,) + Bla,) = a(f4) + «(Ep)
A 4) = a(Bra) = AA(%,) = Aa(Sa)
la(€4)| == | A(2,)| << Nor A - mod 2, = mod £4 - mod x,

donde anche Nor a < mod a,.
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Si pud anzi vedere che almeno se S & separabile, si ha precisamente :
Nor a == mod @, ;
si vedra infatti (n.° 36) che in tale ipotesi esiste sempre una f. a. c¢. B(w) tale che

Nor B =1, B(w,) = moda,

e per essa si ha precisamente
o(€p) = B(w,) = mod x, = mod £z mod x,.

Non puo affermarsi che le f. a. c. in Z siano soltanto quelle della forma A{x,);
troveremo anzi un esempio in cui & vero I"opposto. Non vi & dunque in gene-
rale perfetta veciprocitd tra i due spazi; percheé cid sia occorrono due con-
dizioni :

a) Le f. a. ¢. in Z abbiano tutte la forma A(x,).

| Al,) |

h) Esista in § f. a. c. tale che ———
b) Esista in & una f. a. c. A(w) tale che od A

& vicino quanto si
vuole a mod w,.

Quando la condizione @) non & soddisfatta potrebbe darsi che essa lo
divenisse con un conveniente ampliamento di S; la questione merita, ci sembra,
di essere studiata, almeno in qualche caso particolare.

IV. Alcuni esempi di spazi lineari metrici.

20. I’ esempio pitt semplice di spazio lineare & dato da uno spazio S
a base finita u,, u,,.., u,. Lo spazio si riduce allora all’ aggregato delle
combinazioni lineari degli #; poiché questo & chiuso, come si & visto al n.° 2.
Si ha cioé uno spazio affine ordinario a v<<#u dimensioni, che puod avere come
modello uno spazio euclideo a v dimensioni. Supposta la base ridotta agli ele-
menti linearmente indipendenti, in questo modello all’elemento o —=3Xx;u;
corrisponde il punto (@,, %,,.., «,). Considerando allora la sfera ordinaria
S =1, su di essa la funzione mod X o, 1, & conlinua, perché

Imod 2o/ vu; —modZ ;" ;| < mod X () — /Y v, <Dl — x/

< mod #;
< VI3{wm, — x/)* - max mod u,
e vi & sempre positiva; onde vi ha un massimo M e un minimo m, ambedue

positivi. Percid, per @, arbifrari (non tutti nulli) si ha

Dxuy
m=<mod —== << M
Zuf
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cioé
m\ St <mod L, < MVIx?

Onde il rapporto dei moduli, ¢ quindi delle distanze corrispondenti
nella metrica dello spazio S e nella metrica euclidea non esce da due con-
fini positivi. Ne segue subito che le proprieta di limite, continuita, ecc., valide
in una metrica valgono nell’ altra, cioé che tutti gli spazi vettoriali a v dimen-
sioni sowo fopologicamente identici.

Ne risulta che le varieta lineari di § sono le varietd lineari dello spazio
euclideo (x, «,...20,) € in particolare le f. a. ¢. hanuo la forma Xa,x;. Cid
del resto era gid prevedibile perché se A{x) & f a. c. e . =2Xw, u; sara
Ay =2 A(u) 2, ; rimaneva solo da assicurare la continuita in S di ogni fun-
zione lineare degli @, (*%.

21. Gli spazi precedenti appartengono alla categoria degli spazi definibili
per mezzo di successioni finite o infinite di numeri reali (coordinate) in modo
che la somma di due elementi e il prodotto di un elemento per un numero
reale si effettuino facendo queste operazioni sulle coordinate dei singoli posti (*!).
In essi in generale le coordinate non sono numeri reali arbitrari ma soddisfano
a determinate condizioni che intervengono di solito nella definizione del modulo.

Il easo di coordinate in numero finito é stato esaurifo nel n.° precedente;
diamo qui alcuni esempi di spazi con infinite coordinate.

a) Le coordinate x,, x,,.., ®,,. dell’elemento x siano soggette alla
condizione che X|x;|? converga, essendo p =1; e si ponga

mod @ = | 2|, [P i1,

La proprietd fondamentale del modalo & soddisfatta in base a una nota
diseguaglianza di MINKOWSKI.

Questo spazio, che indicheremo con N,, € separabile; formano infatti una
base gli elementi «;=(0, 0,..., 0, 1, 0, 0,...) dove I’unitd comparisce al posto 7,

(3) Poiche la sfera unitaria di S. & rappresentata nello spazio euclideo da un corpo
convesso limitato, simmetrico rispetto all’origine, le metriche qui considerate coincidono
evidentemente con le cosi dette geometrie di Minkowski; v. di esse una elegante applicazione,
nello stesso nostro ordine di idee, in Haar A., Die Minkowskische Geometrie und die An-
niherung der stetigen Funktionen (<« Math. Ann. », 78, 1918, pag. 204-311).

(34) Alcuni limitano a questi spazi la gqualifica di lineari; essi possono in realtd rientrare
tra gli spazi funzionali, il campo di definizione essendo la successione 1, 2, .., n.... HAUSDORFF
(loc. cit. nota ('8), pag. 95) estende la qualifica agli spazi funzionali definiti in un aggregato
qualungue.
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giacché si ha:

1 &=
= lim (%,, &,y &n, 0,0, 0.0 =lm Do, u;, =, u,.
70—+ 00 1 1
Per una f. a. c. A(w) in N, si deve avere
Aloe) = B oc; A(u,) = Z a; 2, (posto A(u,)=a;)

dove la serie deve risultare convergente. Distinguiamo allora i due casi p > 1,

P = 1.
o) Sia p > 1. Da un teorema di LANDAU (**), facile conseguenza di una
seconda diseguaglianza di MINKOWSKI, segue che condizione necessaria e suffi-

ciente per la detta convergenza & che converga la serie X[, |[? dove q-::;?——

—1
<ossia %—{—é: 1>. Tale condizione & anche sufficiente per la continuitd della
funzione additiva X a;x; perché dalla medesima diseguaglianza si ha pure
|Sa;;| < kmoda, k={Z|a;|?}!e,
Si ha (1. ¢.) anzi !'eguaglianza per gli elementi della forma

1
x=AZ|a;[P~tsgna; -, =Ly

cié che prova anzitutto che &
Nord =h={Z|a,|?ile
segue anche che su ogni iperpiano vi é un punto ¢ uno solo che ha dal-

U origine la distanga minima. Se infatti si ha liperpiano = di equazione
A{x) == ¢, per un tal puuto z deve aversi (n.° 6)

)
T Nor A

mod & = (0, =)

cioé ' A(z)| = mod & Nor 4, e ci¢ richiede che sia z == 1y, dove A si determi-
nerd in modo unico mediante la condizione A(z)=c.

La cosa si pud invertire : dato un punto z==0 vi é uno e un solo iper-
piano n passante per z e distante dall’ origine quanto ne dista z. Scrivendo
opportunamente 1’ equazione dell’iperpiano, tra i coefficienti a, di essa e le
coordinate z, di # dovranno aver luogo le relazioni

1
3 =|a, |10T1 sgn a;

() Laxpav E., Ueber cinen Konvergenzsetz (« Gott. Nachrichten », 1807, S, 25.27),
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facilmente risolubili rispetto alle a, perché sgn gz, =sgna,; e
1
o] =]a, 7
onde
a; ==|5;P"'sgn z;.

Queste proprieta, che rendono la geometria di N, per p > 1 assai ana-
loga a quella euclidea, possono esprimersi anche nella forma: per le sfere
di Ny, in ogni punto di contorno vi é uno e un solo iperpiano radente, e
ogni iperpiano radente ha uno e un solo punto di radensza.

Dai calcoli precedenti risulta anche associata ad una giacitura, cioé ad
un fascio di iperpiani paralleli A{w) == cost., una direzione, che & quella delle
distanze dei punti dello spazio dagli iperpiani del fascio. Tale corrispondenza,
analoga alla ordinaria ortogonalith, maunca perd di una delle proprietd di
questa: se una direzione appartiene alla giacitura coniungata all’ altra, questa
non appartiene in generale alla giacitura coniugata alla prima, La relazione
tra le due direzioni ha infatti la forma analitica

T,y Pt sgny, =0,

Essa & simmetrica solo per p =2, cio¢ per il notissimo spazio hilber-
tiano (3%).

Da cié che si & visto risulta anche che ad ogni f. a. c. A(x)=2a,;x,
di N, corrisponde un punto §4=(a,a,..a,..) di un N, e si ha precisamente

Nor 4 = mod 4.

Viceversa, alla f. a. ¢. di N, corrispondono gli elementi di-¥,, con I’ana-
loga relazione. Gli spazi N,, N, sono cio¢ mutualmente duali (n.° 19) e la reci-
procita & perfetta. Per p =2 & ¢ =2, cioé N, & duale di sé stesso; c¢id sotto-
linea la particolare semplicitd dello spazio hilbertiano.

22. B) Sia ora p=1, ossia X |x;| convergente e mod x =23 |x;|. Si otliene
lo spazio che FRECHET chiama delle serie assolutamente convergenti e indica
con 4 (®Y).

Qui la convergenza di Xa,x, richiede che le g, siano limitate in modulo (*);

(#) Cfr. nota (*%) e anche « E. A. », pag. 83.

4 « E. A. >, pag. 86.

(*®) Cfr. HADAMARD, Deux théorémes d’Abel sur la convergence des séries (« Acta Math. »,
27, 1908, pag. 178).

Annali di Motematicn, Serie IV, Tomo X. 9
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¢io risulta del resto anche dalla condizione di continuitd, secondo cui
| A(2;)| =< Nor A mod u; = Nor 4

cioé |«;! << Nor 4. Effettivamente, se le a; sono limitate in modulo, conver-
gendo X|x,|, converge anche Zu,x;, e si ha

|Za; 2, < limsup [a,; |- 3| x,].
Si ha anzi facilmente
Nor 4 ==lim sup | a, |

per qualto non si possa sempre trovare un elemento y per cui si abbia pre-
cisamente
A(y)=Nor 4 mod y.

Qui dunque le distanze di un punto da un iperpiano unon ammettono in
generale un minimo, cioé le sfere posseggono iperpiani con radenza virtuale.
Esiste perd in ogni punte di una sfera almeno un piano radente; se infatti
¢ 23=0 e sono 2; le coordinate di &, e si pone

Afloe) = D sgn ;- 2;

I"iperpiano A{x) == 4(2) passa per # e la sua distanza dall’ origine & 4(z)=
=2X|%;| ==mod z. Si potrebbe vedere che esso ¢ I’unico iperpiano radente se
gli z; sono tutti =0, mentre nel caso opposto ve ne sono infiniti.

Come spazio duale di N, si presenta lo spazio delle successioni limitate
in modulo, indicato da FRECHET con D, (*%). Esso & un primo esempio di spazio
nou separabile, come ha dimostrato FRECHET in due modi. Noi possiamo qui
dedurlo dal criterio del n.® 17: considerando I’aggregats dagli elementi le cui
coordinate valgono 0 o 1, la distanza di due distinti di essi & 1, e d’ altra parte
Y aggregatb stesso ha la potenza del continuo.

Questo aggregato & per I, una base; se infatti la coordinata generica «,
si scrive in scrittura diadica

mi:}}% (gr==001)
81 ha facilmente :

1
0 == Z QT‘(EU'? 527.,..., 5711’7"')

dove gli elementi che compariscono nel secondo membro appartengono ap-
pnnto all’ aggregato.

(%% « E. A. », pag. 97.
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Sono f. a. ¢. in D, le espressioni Xa,x,;, dove Xl|a,! converge (n.° 19);
non sembra facile decidere se vi siano, oltre queste, altre f. a. c..

23. b} E interessante aunche il caso in cui si ammetta solo la convergenza
della serie 2 a; e si ponga

mod @ = lim sup | s;|, s, =, + 2, 4+ ... + @,.

Si ottiene lo spazio § detto da FrecurET (*7) delle serie convergenti; esso
¢ separabile, con gli stessi elementi base u; giad considerati per gli N, e si
ha ancora

:2904 u{.

Ne segue per le f. a. c. la forma
Alw) =Za;x;, a;=Ay,);

le condizioni per le a; si ricavano subito da un teorema di HADAMARD (*%),
{che completa un noto teorema di ABEL), secondo il quale, per ia convergenza
di Za,x,, per ogni I x; convergente, deve essere X|a; — a,,,| convergente. Cid
potrebbe esprimersi dicendo che la successione delle a, deve essere a varia-
zione limitata; condizione che equivale a quella di essere differenza di due
successioni non decrescenti limitate, e implica, in particolare, 1’ esistenza di
lima,.

Questa condizione porta anche la continuita della funzione addittiva Z a,x,,
potendosi scrivere:

o
Zac, = Hm [a,s, 4 ay(s, — 5,) 4 0y(S; — 85) A oo A A, {8y — Sp))] =
1

0 —r O
= lim [(a, — a,)s, 4 (@ — @)S; ~ vo. = (Gp—, — Q)8 + B8y
b > OO

0 n~—1
[ Zao; ] <<limsup[2X|a; — sy, |+ |a,|]-limsups,.
i 1

E si ha precisamente
#-—1

Nor A =limsup {Z|a; — @y, | + | n|}
1

come pud vedersi ponendo ®,,, = ®,4,==..=0 e scegliendo opportuna-
mente s, S$,,.., Sy.

(37) « B, A. >y pag. 84,
(3*) HapAMARD, loc. cit., pag. 179,



68 G Ascori: Sugli spozi lineari metrici e le loro varieta lineuri

Le condizioni sono qui analoghe a quelle di N,: non valendo in gene-
rale per alcun elemento y la

A(y) = Nor 4 mod y,

le sfere possono avere iperpiani con radenza virtuale; vi é perd in ogni
punto g =(2,, Z,,..., &n,...) un iperpiano radente. Formate infatti le somme
parziali delle z; se tra queste ve ne & una s, massima in valore assoluto,
si ponga
Axy=o, + 2, ... + 2,
altrimenti
dy=12, +x,+ ..+ Ty + .

si ha A(2)==mod 3, Nor 4 == |, donde la couclusione accennata.
Si puéd facilmente trasformare 8 nello spazio 8 delle successioni convesr-
genti, e considerare i duali di ambedue gli spazi, ma su cidé non insisteremo.

24. ¢) Da ciascuno degli spazi precedenti si pud dedurre un aliro spazio,
che potrebbe dirsi #idotfo, cousiderando del primo solo quegli elementi in cui
da un certe punto in poi gli & son6é nulli. Nel caso degli spazi N, e § si
ottengono cosl aggregati ovunque densi negli spazi originari, e quindi non
chiusi; e percid spazi non completi. E gli spazi originari sono i minimi spazi
completi che Ii contengono,

Le f. a. c. negli spazi ridotti si possono evidentemente prolungare negli
spazi da cui essi derivano, e sono quindi note.

Tutto cié non vale per lo spazio D,; il suo ridotto non & denso in D,,
ma in una sua varietd lineare, cioé quella delle successioni convergenti a
zero (che & anche varietd lineare dello spazio 8§ considerato in 5)); ed &
questo percio il minimo spazio completo che lo contiene.

d) Gli spazi N,, 8, D, e in generale tutti gli spazi definiti da coordi-
nate, nei quali il modulo e funzione simmetrica di esse, ammettono un gruppo
di rofazioni: le trasformazioni definite da una qualunque permutazione delle
coordinate. Non & possibile distinguere queste trasformazioni in movimenti e
pseudoinovimenti, almeno secondo il criterio ordinario, poiché, come ha osser-
vato ViTaLl (*), la distinzione delle sostituzioni in due classi secondo questo
¢riterio non ha pit luogo nel caso di infiniti elementi.

Ben inteso, non & esclusa I esistenza di altre specie di rotazioni; per esempio

%) ViTary G., Sostifuzioni sopra uw’ infinitd nwmerabile di elementi (<« Boll. Mathesis »,
1915, pag. 29-31).
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nello spazio hilbertiano N, si definiscono rotazioni, e anzi le pitt generali, consi-
derando un sistema v; di elementi unitari a due a due ortogonali, tali da co-
stituire una base, e facendo corrispondere all’ elemento (@,, X,,... Lp,...) == 22, 1,
I"elemento X a;v; di cui si dimostra facilmente 1" esistenza. Se i v, non costitui-
scono una base, la corrispondenza non & invertibile, e pud dirsi secondo la
nomenclatura di PINCHERLE, rotazione degenere di 1% specie.

V. Altri esempi: spazi funzionali.

25. Pin importanti degli esempi precedenti di spazi lineari sono. quelli
forniti da veri e proprii spazi funzionali, ove cioé gli elementi sono funzioni
numeriche di un punto P variabile in un dominio ¢ (pill. generalmente in un
aggregato) di un S, euclideo; in particolare funzioni di una variabile ¢ in un
intervallo.

La somma e il prodofto per un numero reale hanno sempre, come si com-
prende, il significato usuale. Numerosissimi sono i casi degni di nota per qualche
riguardo; noi c¢i limitiamo qui agli esempi piu caratteristici.

a) Tutte le funzioni limitate a(P), definite in o, con la posizione

mod 2 == lirn sup | 2(P)]

formano uno spazio lineare F non separabile; infatti Ia funzione @xo(P) nulla
in tatto o salvo nel punto @, ove vale'1, descrive al variare di @ un aggre-
gato che ha la potenza del continuo e tale che la distanza di due suoi ele-
menti & sempre 1. :

b) Le funzioni sommabili nel dominio limitato o, tali ehe la potenza di
esponente p == 1 del loro valore assoluto & pure sommabile in o, con la con-
venzione che x =1y significa che & z(P)= y(P) quasl ovunque in ¢, e con la
posizione

mod o = : J'] w(P)Pdap)| "

costituiscono uno spazio L,, che & tra i piu importanti. Esso & separabile;
¢ié potrebbe ricavarsi, almeno per le funzioni di una variabile, indirettamente
dalle ricerche di F. Rigsz (*%) o dagli sviluppi in serie di funzioni ortogonali
di HaAAR (*") o anche dalla teoria della serie di FouriEr; una dimostrazione

5

diretta ed elementare & la seguente:

(1) La Memoria (M;) & dedicata integralmente a questo spazio, per p > 1.
(*1) Haar A., Orthogonale Funktionensystemne, Cap. 111 (« Math. Annalen », B. 69, 1910).
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Sia prima o un intervallo, che senza restringere la generalitd potremo
supporre sia 01, e si ponga:

7»‘—*[7v et 1
?

u ) =1 in P " u,"™(¢) = 0 nel complementare.

Se allora @ & un elemento di L,, la funzione
r+i

n-—1

Spt)==n X u,.‘"’(t)foo(r)dr
i}

3

vale per ogni ¢ nell’ intervallo :

S (L) ()

Sn (é) = Hjac(*c)dr o

[#t] -
n

ove si ponga

3
X(l) = J w(E)dx.
0

Ora in generale in ogui punto ove & X'(£)==a({), cioé quasi ovunque, si ha

g X+ —X(—R) _
[ h+Fk

E— 40

e quindi in particolare :

a(t)

lim s,,(¢) = o(f).

Sia ora x(f) limitata : |x(f)] < K; segue subito

prtl+t
" K

fomael <2, 1] < K (00 — sut)] < 2K
fnt)

k3
sicché per ogni p=1 (anzi p >0) la funzione |x(f)—s,({)|? tende a zero quasi
ovunque rimanendo inferiore a una quantitd finita. Per il teorema di ARZELA-
LEBESGUE si ha percio :
1
lim jj 2(t) —s,(HFdt =0
0

W e OO
cioé
lim (2, s,) =0 in L,.

W vt OO
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E poiché s, & combinazione lineare delle «," il teorema per questo caso
& dimostrato.
Se x(¢) non & limitata, si dica i, I’aggregato dei punti in cui & |x(¢)] > i,
e si pouga
Xy =0 in i,, 2, = o) nel complementare.

Sard in L,:

%1110 %llp

:U{m(t)[ﬂdt

b

1
(5, ) = | jlm(t) — () |P de
[}

che tende a zero con 1/m poiché {x(/)[? & sommabile. Preso un ¢ > 0 esiste
dunque un a,, tale che (x, 2,,) < ¢/2.

D’ altra parte x,,(¢), che & limitata, & approssimabile mediante combinazioni
lineari delle #,"”, cioé esiste una siffatta combinazione y tale che (x,, y) < &/2.
E si ha allora (x, ) <Ze, cid che completa la dimostrazione.

Nel caso di pit variabili si deve prima considerare un dominio R rettan-
golare, per il quale il procedimento & quasi identico: basta dividere I inter-
vallo di ogni variabile in n parti uguali, con che R viene diviso in domini
parziali, e definire in questi funzioni uﬁ’fl,z_,mv analoghe alle %, prima con-
siderate. Al teorema X'(4)= x(¢) dovrd sostituirsi qui il noto teorema piu
generale sulla derivata di una funzione additiva d’intervallo.

Quando poi o sia un qualunque dominio limitato, lo si chiudera in un do-
minio rettangolare R, nel quale si prolunghera la fanzione a(P) ponendola
eguale a zero in R — g; e ci si ricondurrid cosl al caso precedente.

26. Le f. a. ¢. in L,, che converra qui chiamare con il nome usuale di
[unzionali lineqri (continui) sono stati studiati prima per p=2 da FrECHET,
poi per p >1 da Rirsz (**), che ha assegnato loro la forma :

A(x) :Jm(P)cp(P 1do( P)

dove ¢(P) & una funzione di L , = L, (della stessa classe per p=2). E si ha
p—1

Nor A =mod ¢ (in L,).

Sicche, come per N,, lo spazio duale di un L, é un L, e la dualita é
perfetta.

(%) (L), § 11.
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L’ evidente analogia tra L, e N, per p > 1 si estende alle proprieta delle
sfere e dei loro iperpiani radenti; anche in NV, ogni sfera ha in un suo punto
un iperpiano radente, e uno solo; ogni iperpiano radente ha un punto di con-
tatto e uno solo. La verifica, sulla base della diseguaglianza data da Riesz
come estensione di quella di MiNkowsKi, non offre difficoltd. Se ne desume
ancora una relazione che ha gualche analogia coun I’ ortogonalith ma che non
& reciproca che per p =2, easo notissimo.

Notiamo qui incidentalmente che dalla separabilitd di L, segue una imme-
diata dimostrazione del teorema di SCHMIDT secondo cui un sistema di elementi
di L, a due a due ortogonali & finito o numerabile. Tale sistema pud infatti
ridursi al modulo 1 (sistema normale) e allora due elementi hanno distanza
costante = V2 onde, per il n.° 17, esso & finito o numerabile.

27, Ocecupa un posto a parte il caso p =1 per il guale cioé per la ®m(P)
¢ richiesta soltanto la sommabilita, e si poune

mod x :jj w(P)da( P).

In questo spazio I, = L la forma dei funzionali lineari, nel caso di una

s

variabile, &, secondo un teorema di STEINHAUS (*%), la seguente

b

Aloey =V (D)p()dt

2
dove «(f) & sommabile nel dato intervallo a' —'6 e limitata, o almeno quasi
limitate cioé equivalenfe a una funzione limitata. Non sappiamo se la formula
sia stata estesa al caso generale, ma la sua validith non pare dubbia, ne
" estensione difficile.

Ammettendo per ogni caso la formula

(o) = j ( P)g(P)do(P)

con @(P) limitata o quasi limitata, si riconosce che la norma di 4 coincide con
il numero M che pud chiamarsi limite superiore effeltivo di ¢(P); cioé limite
superiore quando si trascurino gli aggregati di misura nulla. Si ha infatti

(%) Steinmavs H,, Additive und stetige Funktionaloperationen (<« Math. Zeitschrift »,
5, 1919, pag. 186.221).
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intanto
| o) | = M j | @(P)| do(P) = M mod z.
In secondo luogo, preso un e >0, si avrad |9(P)| > M —e¢ in un aggregato /
di misura p non nulla; posto allora x(P):}—i-sgn o(P)y in I, x(P)=0 nel
complementare, si avra

A) = {; o P)| do(P) > M — ¢

I

=]

menftre

1

mod o = — fdc(P) == I,

e

I
Segue A(x) >> (M—e)mod 2, e quindi la tesi.

Anche in L le sfere hanno in ogni loro punto di contorno iperpiano ra-

dente; cosi alla sfera mod 2 = mod y ¢ radente nel punto y 1 iperpiano

Alxy = j %(P) sgn y(P)do(P) = mod ¢

giacché & Nor .4 =1, A(y)=mody. Ma non vale in generale l'inverso; si
pud vedere infatti che per un iperpiano generico A(x)==Nor 4 radente alla
sfera mod @ = 1 esiste punto di contatto soltanto se la corrispondente @(P)
ha quasi ovunque valore assoluto costante; e vi sono allora infiniti punti di
contatto.

Lo spazio duale di L & evidentemente lo spazio delle funzioni sommabili
e quasi limitate in o, con la posizione

mod o = lim sup eff |%(P)| in o.

Tale spazio non & separabile; sia infatti P=({¢,...1,) e a, b il massimo e il
minimo di ¢,. Posto allora, per ogni A in '~ 'b:

2, (P)y=0 per (, <k, o (P)y=1 per [, =4,

si ha un aggregato di elementi w, avente la potenza del continuo e tale che
la distanza di due qualunque di essi ¢ 1. Di qui (n." 17) segue 1" asserto.

28. Tutti gli spazi L, ammettono movimenti almeno nel caso di una va-
riabile ; basta infatti iu questo caso dividere l'intervallo di definizione in un
numero finito di intervalli parziali e permutare questi in un modo qualsiasi,

Annoli di Malematica, Serie IV, Tomo X. 10
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immaginando che ciascuno di essi porti con sé i valori di ogni funzione di L,
in esso definita. Si ottiene una trasformazione biunivoca che & lineare e con-
serva i moduli; essa conserva quindi le distanze, cioé & un movimento.

I movimenti di I, corrispondono a quelli dello spazio hilbertiano, a cui L, &
astrattamente identico, e quindi si ha per essi un’ espressione generale (n.° 24, d).
Fra questi sono notevoli quelli studiati recentemente dal sig. DELSARTE (*), e
che si possono esprimere coun formule del tipo FREDHOLM :

@ P) = 2(P) 4 j K(P, Qo Qdo(Q).

29. Si pud notare In L, una interessante varietad lineare. Diciamo che una
funzione di L, & aimonica se & equivalente ad una funzione armonica (e quindi
continua) in ogni punto interno a ¢. Le funzioni armoniche di L, costituiscono
un aggregato chiuso; infatti se una successione a,(P) di funzioni armoniche
converge in media di ordine p =1 verso una funzione w(l’)di L,, la conver-

Y .

genza & uniforme {(**) in ogni dominio interno a o, sicche la w(P), per teoremi
noti, & pure armonica entro ogni tale dominio, e quindi entro o. E poiche la

3

linearita dell’ aggregato & evidente, si ha appunto una varietd lineare.
Considerata in sé, questa varietd & uno spazio lineare L,® e poiché L,

(4) DersarTE J, Les rotations fonctionnelles (< Ann, Fac. Se. Toulouse », s. 3, t. XIX,
1927, pag. 47-127) e anche: Mémoire sur les groupes finis de rotations fonctionnelles (« Rend,
Cire. Mat. Palermo », LILI, 1929, pag. 185.216). Si avverta che in questi lavori il nome di
rotazione vien dato solo ai movimenti della forma citata, senza ulteriori avvertenze.

(*} Crediamo che per p =2 la proprietd sia da attribuirsi a ZAREMBA (<« Ann, Soc. Pol. »,
1908). Una dimostrazione molto sexplice & la seguente. Sia ¢ un dominio interno a o, e la
distanza dei due contorni superiore al numero positivo . Se P & un punto di o, v la sfera
di centro P e raggio B, p la sua misura, si ha per ogni funzione armonica x(P) sommabile in ¢

(Al

1 1
otp) = [a(@as0), 10(P) = [jo(@)] a0 = fiet0) ast0)

. " 1 .
e quindi, quando si tratti di J, max |2 in 3’ << -mod x. Ne segue, per 1na successione u,(x),
n

1
mAX | W — U | << . mod {u; — ux}

e di qui il teorema, per L. Per p > 1 mediante la diseguaglianza di Mixxowsgr-Rigsz ap-
plicata al prodotto x(¢)-1 si frova:
gt

Do i
max|x| in o'=<-¢ ¢ modwx
®

e si procede analogamente.
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(=13

per il teorema di FrscHER-RIESZ generalizzato (*°) & completo, segue subito che
anche L,'® & completo. E dal teorema del n.” 18 segue allora che esso & anche
separabile. Quest’ultimo risultato, cioé I’esistensza di una base numerabile per
le funzgiont armoniche di L, c¢i sembra notevole perche non si vede modo di
ottenerlo per alira via.

30. Un altro spazio di importanza fondamentale é senza dubbio quello €
delle funzioni continue nel dominio limitato o, con la posizione:
mod x = max |z(P)| in a.

E ben noto che esso & completo e separabile ; quest’ ultima proprieta, meno
evidente, si prova con mezzi elementarissimi (*7).

Quaunto al funzionali lineari, essi sono espressi dalla formula

) :jw( P)dQ

dove Q & funzione additiva dei domini rettangolari di o, ed & a variazione
limitata. E si ha Nor 4 == var. tot. Q.
In particolare se @ & assolutamente continua,

5) = f o(P)da(P
5
dove ¢(P) & sommabile, si ha pit semplicemente:

Ao) = j P)do(P), Nor A = f | 9(P)| do(P).

Nel easo di una variabile ¢, considerata nell’intervallo ¢'~ '5, si hanno
le formule di ¥. Rigsz (*%):

A(x) = j %(0)d0(), Nor A = var. tot. O(¢)
ove O(f) & a variazione limitata in a'~'d.

() (L), § 7.

{*} E cio® assumendo come base una certa successione di funzioni lineari a tratti, come
fanno FrEcHET e Riesz (M,) nel caso di una variabile; per due variabili si pud imitare
il procedimento ricoprendo il dominio o di una rete di triangoli a lati indefinitamente de-
crescenti, e analogamente nel caso generale.

(%) (M), I11.
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La struttura di € & assai diversa da quella euclidea e giova notarne al-
cutie particolarita :

a) Le funzioni di € non negative e quelle non positive costituiscono doe
corpi convessi § e YU =—§. Essi sono coni, con il vertice nell’origine, perché
se a appartiene a & o ad 9T, anche Az con A >0, vi appartiene. Evidente-
mente § & definito da min 2>=0, 9C da maxx<<c0; ossia le corrispondenti
funzioni (M) sono — min x e max x.

B) I corpi 8,, 9T, che si ottengono da & e 9T con le traslazioni che
portano 1'origine nei punti — 1, +- 1 rispettivamente (funzioni costanti di va-
lori — 1, 4~ 1) corrispondono alle condizioni min ¢ =>—1, maxax<<1; la loro
parte comune & definita da max|a| <1, cioé & la sfera unitaria. I loro con-
torni si saldano nella regione delle funzioni che variano tra —1 e +-1 rag-
giungendo gli estremi.

Poicheé ogui sfera di € deriva dalla sfera unitaria per traslazioni e omo-
tetie, si puo dire che le sfere di € sono tutte intersezioni di coni; la congiun-
gente dei vertici di questi coni ha una direzione fissa.

1) I facile provare che gli iperpiani radenti a un cono passano per il
suo vertice (**); in particolare gli, iperpiani radenti al cono § (e quindi a )
avranno uu’ equazione del tipo A(x)=0, dove A{x) & un funzionale lineare tale
da assumere valori positivi per ogni o positiva (funzionale di ¢ipo positivo) (°°).
Si ha un tale funzionale prendendo nelle formule precedenti la @(3) non nega-
tiva o la ©(() non decrescente,.

In ogni punto del contorno di & diverso dal vertice vi é almeno un iper-
piano radente; se infatti y(F) & non negativa e si annulla nel punto @ di o,
il funzionale x(@Q) si annulla per x =y ed & positivo o nullo per ogni funzione
di 8. E se y(P) si annulla in due punti @ e R, saranno radenti tutti gli iperpiani

Ae(@) + pxe(R)=0 con A2>0, pn>0.

Non vale perd l'inverso; un iperpiano radente a § pud non avere oltre 1’ ori-
gine altri punti di radenza; tale & il caso dell’ iperpiano

j A(PYdo(P) = 0,

G

giacche una funzione non negativa non puod soddisfare a questa equazione ove

(#%) Poiche se il vertice avesse dall iperpiano distanza e > 0, si potrebbe trovare sul
cono un punto avente distanza <(e, e la corrispondente generatrice taglierebbe I'iperpiano.

() Nelle ipotesi del testo, F. Riesz [« Atti del Congresso Internazionale dei Matema-
tici » (Bologna, 1928), T. III, pag. 143] chiama A4 un’operasione positiva.
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non sia identicamente nulla. Si prova facilmente che c¢ido avviene quando la
funzione additiva €(3) & nulla per qualche parte di o, o la 8() ha tratti di
invariabilita (°'),

Pud viceversa un iperpianoc radente avere un punto di radenza diverso
dall’ origine, quindi una generatrice di radenza, o anche infinite, le quali for-
mano in ogni caso un aggregato convesso. Cosi x(Q)=0 & radente a &, e
sono punti di radenza tufte le funzioni di ¢, noun negative, che si annullano
in Q. Sull’iperpiano esse formano uun aggregato convesso che non appartiene
a varietd lineari inferiori perché ogni punto « dell’iperpiano appartiene al
piano dell’ origine e dei punti corrispondenti alle funzioni

(w(P)|, [2(P)] — o(P)
che sono tre punti dell’ aggregato. Nou si tratta tuttavia di un corpo convesso
(dell’ iperpiano) perché nessun punto vi & interno (cfr. n.” 8, nota).
3) Trasportando queste osservazioni ai coni 8,, 9T, e quindi alla sfera
unitaria si vede che a questa sono radenti anzitutto gli iperpiani

A{2)==+=Nor 4

dove A(x) & un funzionale di tipo positivo, con almeno un punto di radenza,
nel punto {P)=1 o w(Py= — L. In ogni punto vi & almeno un iperpiano
radente di una di queste due categorie.

Se A(x) non & funzionale di tipo determinato, I’ equazione precedente rappre-
senta aucora un iperpiano radente, ma esso pud avere un punto di radenza,
oppur no. Cosi il funzionale 2(Q) — x(R) ha norma 2 e si ha x(Q)— x(R)=2
per ogni funzione che ha il massimo 1 nel punto €, il minimo — 1 nel punto R.

Invece il funzionale

l »
Aw) = — j:)@( P)do(P) — w(Q)

pure di norma 2, non raggiunge mai questo valore per elementi unitari, come
& facile vedere.

Il risultato generale & qui il seguente: la variazione positiva della Q(3),
come la negativa debbono annullarsi in un dominio parziale; in particolare 0(/)
avere intervalli di non crescenza e di non decrescenza ().

(®) Sia infatti A{x) =0 dove 4 & operazione positiva e x non & nullo; se & & un do-
minio parziale dove «(P) ha minimo positivo p, & A(x) == 1Q(¢); quindi (3} == 0.

(**) Detti 4', 4" i funzionali (positivi) corrispondenti alle variazioni posifiva e negativa
di @ si ha A'(x) — 4"{x) = A{x), Nor 4’ + Nor 4" = Nor 4. Segue facilmente che se
| A} | == max o Nor 4 sardh A'(x) == = maxx Nor 4', 4"(x) = = maxa Nor 4", e applicando
il risultato della nota precedente si frova 1'enunciato del testo.
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¢) Anche € ammette movimenti, almeno nel caso di una variabile. Si
operi infatti un cambiamento di variabile ¢==a(¢{), continuo e invertibile, che
muti la 200 in ana afe(l)] = ('), pure continua in a'~ '&; la trasformazione
é lineare e conserva i moduli, quindi le distanze.

31. /) Nel considerare lo spazio duale di € c¢i limitiamo per semplicita al
caso di una variabile ¢ Ad ogni funzionale lineare in € corrisponde una fun-
zione a variazione limitata in a' ' che non & perd perfettamente determi-
nata. La si definisce in modo unico fissando per es. che essa sia nulla nel-
I’estremo @ e che nei punti interni all’intervallo sia regolare, ossia si abbia

xt +0) + 2t -0) = 2x(¢).

Posto allora
mod & == var. tot.

si ottiene come spazio duale di € uno spazio ¥V non separabile. Ed infatti,
definiti per @ << A <2 b gli elementi

() ==0in ¢"—'%, m)=11in A''d

essi formano un aggregato avente la potenza del continuo e tale che la di-
stanza di due elementi distinti é sempre 2.
Sono funzionali lineari in ¥ le espressioni

b
Alor) = j w(b)dalt)

dove o(f) & continua in o' '4 (n.° 19); ma si pud qui affermare che esistono
altri funzionali lineari non compresi in questa forma; per esempio

A(x) = x(a + 0).

Applicando infatti U espressione integrale di A(x) alle a; considerate poco
fa si otterrebbe ¢(A)=0 per ogni A==0, e quindi anche per A==0; onde A(x)
identicamente nullo.

Si riconosce subiio il legame di questo fatto con una importante questione,
che & stata oggetto di studi importanti di LEBESGUE, JOUNG, RADON ed altri (*2):
la estensione dell’integrale di STIELTJES a funzioni discontinue. Il funzionale
x{a +0) & infatli esprimibile con un integrale di STIELTJES ove la ¢(¢) & discon-

(%) Cfr. Lmpescur (H.), Lecons sur Uintégrotion et la recherche des fonction primitives,
2% ed. (Paris, Gauthiers-Villars, 1928), Cap. XI.
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tinua, e viceversa in tutti i casi in cui si é definito I’integrale

b
A = j w(t)da(l)

in modo da aver significato per fuiffe le funzioni a variazione limitata, si ha

una limitazione. del tipo
| A(x)| << M var. tot. «

che agsicura la continuitad di A(x) in F. Come & noto, il massimo campo in
cui sinora si pud scegliere la ¢(¢) & quello delle funzioni misurabili B.

Come si vede, si prospetta qui un modo di impostare la questione circa
U estensione dell’integrale di STIELTJES che ¢ alquanto diverso da quello di
LEBESGUE; e cioé come rappresentazione dei funzionali lineari in ¥V per mezzo
di una funzione ausiliaria, di cui la ricerca stessa dovrebbe determinare impli-
citamente il campo di variabilith. Vero é che tale ricerca non si presenta age-
vole a causa della non separabilith di V, dimostrata pit sopra.

g) Anche in € & interessante notare 1 aggregato delle funzioni armo-
niche entro ¢ e, naturalmente, continue al contorno. Esse formano, per teoremi
notissimi, una varietd lineare, e quindi uno spazio lineare C® completo,
e inoltre, per il n.° 18, separabile. Quest’ ultima proprieth non & evidente;
non sarebbe difficile provarla per i domini per cui & risolubile il problema
di DIRICHLET, ma non sapremmo indicare alcuna via per una dimostrazione
generale.

32. ) Per dare un esempio per il caso di domini illimitati, si considerino
le funzioni continue e limitate nell’intervallo — oo™ - oo con la posizione

mod & = lim sup {x()!.

Esse formano uno spazio lineare completo, C., non separabile; quest’ ul-
tima proprietd si pud ricavare dall’ esame delle funzioni:

() = sen AL,

Il loro aggregato ha la potenza del continuo e due elementi di esso hanno
distanza non minore di 1 (**).

(*%) Se infatti si considerano le funwioni sen af, senpf con x=£B, e si determinano i
valori della seconda nei punti dove la prima assume il valore 1, si trova, posto f/x =,
P espressione sen (2krw +- wr/2). In essa gli archi formano una progressione aritmetica, quindi
se o non & intero i loro estremi sonoc ovunque densi sul cerchio unitario oppure dividono
questo in parti uguali {(almeno due)., Percid tra i detti valori ve ne & uno =<0: per esso &
sen af -sen ff=1. Se w & intero, lo scambio di = con § riconduce al caso precedente.
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i) Le funzioni continue periodiche in — oo + oc non formano uno
spazio lineare, ma definiscono entro lo spazio (', ora considerato una va-
rietd lineare: quella delle funzioni continue approssimabili uniformemente
mediante somme di funzioni periodiche. Poiché una funzione continua di ¢
di periodo a si approssima quanto si vuole mediante polinomi trigonometrici

. 2nw 2nmw . T .
in sen —E—t e eos—a-a‘, si vede che la stessa varietda & generabile partendo

dalle funzioni sen Af, cos A¢, con X reale qualunque. Si ottiene cosl lo spazio
delle funzioni continue quasi periodiche, studiate da H. BoHR appunto sotto
questo aspetto, per quanto nella esposizione della sua teoria egli abbia prefe-
rito poi assumere come definizione di queste funzioni una loro complessa
proprietd (Verschiebungs-eigenschaft) che ha il carattere di una periodicita
approssimativa.

Neppure questo spazio & separabile, e lo prova 1 esempio stesso delle
funzioni sen A¢ addotto per l'intero spazio .. HEsso ha tuttavia una base
avente la potenza del continuo, che & quella delle funzioni sen Af, cos Xt

{) Oltre agli spazi considerati sono degni di nota vari spazi studiati da
BANACH e altri; come quello delle funzioni sommabili che sono la derivata
del loro integrale indefinito (funzioni duhamelione di Bavacn); delle funzioni
dotate di derivate (1 —1)¢9™% aggolutamente continua e derivata n-*¥"% som-
mabile, o continua, ecc.. Si potrebbero poi trattare esempi presi nel campo
delle funzioni complesse di variabile reale o complessa; dei vettori funzioni
di punto o di vettore ecc., casi su cui pure non pessiamo fermarci ma che
posscio pure avere notevole importanza. Tra questi sono ancora frequenti i
casi i spazi separabili, ¢i0 che ha per uoi particolare interesse, essendo dedi-
cati ad essi i Capitoli rimanenti deila presente Memoria.

NOTA

Durante la stampa della presente Memoria sono venuto a conoscenza di due importanti
lavori, uno di E. Herry, Ueber Systeme linearen Gleichungen wit unendlich vielen Unbe-
kannten (« Monatshefte fiir Math. u. Physik », B. XXXI, 1921, 60.91), Ialtro di H. Hanx,
Ueber lineaven Gleichungsysteme in linearen Rdumen {« Journal f. reine u. ang. Math. »,
B. 157, 1927, 214.229), i quali offrono con essa notevoli coincidenze, specialmente per alcune
proposizioni del cap. VL.

Il sig. HerLny ¢ condotto da una sua ricerca alla risoluzione rispetto all’operatore
lineare 4 di un sistema del tipo A{x) = ¢, in uno spazio separabile, che eseguisce in modo
molto ingegnoso, giungendo all’estensione del teorema di RtEsz che jo trovo nel n.° 41 del
cap. VI. Accenna pure allo spazio polare che & quello da me detto duale.

Pitt completi sono i risultati ottenuti dal sig. Hanux nella sua bella Memoria, in quanto
nei suoi teor. II, 111, IV, V sono contenuti i miei teoremi dei mi 33, 86, 37 sulle variets
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lineari; e nel seguito si hanno sviluppi notevoli sugli spazi duali; tutto cid ottenuto prescin-
dendo dall’ipotesi della separabilitd. 1)ebbo perd notare che quosta maggiore estensione si
ottiene soltanto mediante I'uso essenziale dell'induzione fransfinita e del prinecipio di ZEr-
MELO nella sua forma pit ampia.

Mi duole che contributi cosi importanti siano sfuggiti alla mia attenzione, I'uno a causa
del suo titolo, I'altro perch® non ancora recensito dal J. f. d. F. d. M., fonte a cui sono
spesso costretto ad attenermi a causa delle mie gravose occupazioni. Mi sia lecito tuttavia
ritenere che, sia per il metodo particolare di deduzione delle eitate proprietd, fondato sul
teorema dell’iperpianc radente a un corpo convesso (che non si trova, che io sappia, in pre-
cedenti lavori), sin per lo sviluppo dato alle interprotazioni geometriche, e sia per quanto.
di originale pud trovarsi nelle altre parti della Memoria, essa abbia conservato pienamente
la sua ragione d’essere. G. A
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