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Uber die Rayleighsehe Vermutung: 
Unter allen Platten yon gegebener Fl/iche und konstanter 

Diehte und Elastizit/it hat die kreisf6rmige den tiefsten Grundton (*). 

E ~ S T  Mom~ (Berlin) 

Z u s a m m e n f a s s u n g .  - Wit  beweisen in dieser Arbeit die eine H4l/te der Vermutung qJon Lord 
l~ayleigh ans dem Jahre 1877, nitmlich die Eindeutigkeit: wenn eine Platte mit dem tie#ten 
Grundton existiert, so ist sie notwendig kreis]5rmig. Der Beweis beruht au] ]olgender ~ber- 
legnng: die zweite Variation des Grundtones dieser Platte gegeni~ber /li~ehentreuen Gebiets. 
variationen ist niche negativ und gleieh Null /i~r zwei infinitesimale Translationen in den 
Aehsenriehlungen und eine in]initesimale 1)rehung um den Ursprung. So ergibt sieh ein 
Eigenwertproblem /iir den kleinsten Weft #ne t  zweiten Variation, von dem wit  wissen, daft 
er gteieh Null ist und yon dem wit  zeigen, daft er genau zwei]aeh ist. Daraus ]olgt, daft 
sieh die in]initesimale Drehung aus den zwei infinitesimalen Translationen linear mit kon. 
stanten Koe]fizienten au]baut, was bedeulet, daft tier l~and kreisfSrmig ist. 

Einleitung. 

1. - G. SZEG5 hat  die Vermutung yon LO~D RAYLE~Gg ([1], S. 320) unter  der 
Voraussetzung bewiesen, da$ die Grundschwingung der Pla t te  vorzeichenfest ist 
([7], [8]). Indessen weil3 man  bis heute noch nicht, ob diese Voraussetzung gemacht  
werden darf. 

Wir beweisen hier die eine t t~lfte der Vermutung, n~mlich die Eindeufigkeit  
(sie ist fiir den Physiker  in erster Linie wichtig) d.h. den folgenden Satz yon LO~D 
i~ AYLEIGK: 

VO~AUSSETZU~G. -- ES existiert eine Plat te  mi t  dem tiefsten Grundton. 

BEEAUPTU~G. - Die Plat te  ist kreisfSrmig. 

2.  - Beim Beweis dieses Satzes stellen wit  uns ganz auf den S tandpunkt  des 
mathematischen Physikers,  nehmen also an, dab alle die Differenzierbarkeits-bzw. 
Analyzit~tsvoraussetzungen erfiillt sind, die unsere Betrachtung erfordert; es ist 
beim Beweis ohnehin genug zu tun.  

Wi t  hoffen~ auf die ana]ytischen Feinheiten wie auch auf die Frage nach der Exi- 
stenz einer Pla t te  mi t  dem tiefsten Grundton in einer sp~teren Arbeit zurfickzukommen. 

(*) Entrata in Redazione il 26 giugno 1972. 
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Als Vorbilder fiir unsere Einstellung nennen wir: das klussische Werk -con 1~. Cov- 
~ A ~  und D. H~L:SE~ [2], [3] and  [4], die grundlegende Arbeit yon K. :F~ED~CgS [5] 
und das wundervolle Buch yon G. P6LYA und G. SzE~6 [9]. 

I .  - V o r b e r e l t u n g e n .  

3 .  - G bedeutet  ein Gebiet, ~G seinen ICand G = G d-~G seine AbsehlieBung. 
Wir setzen voraus: ~G ist eine mindestens zweimal stetig differenzierbare einfaeh 
gesehtossene Kurve.  Is t  ] = ](x, y) in G definiert, so bedeutet  ] E C ~ in G, dab ] 
in G k = real stetig differenzierbar ist; ebenso ] ~ C ~ in G, dab ] 6 C ~-z in G ist, und  
dab die k-ten Ableitungen yon ] als stiiekweise stetige ]~unktionen existieren; ] s C o 
in G bzw. ] ~ ~o in G bedeutet~ dab ] stetig bzw. sttiekweise stetig in G ist. Analog 
ist ] ~ C ~ in G und ] s ~-" in G ztt verstehen. 

i, ist=~x,.. . ,Ai=i~+i,,  ~ 

die Ableitung naeh der guBeren ~ormalen  (~6 ~ so orientiert, d~B alas Innere  zur Linken 
liegt). ~ bedeutet  eine Integrat ion fiber d~s Gebiet, J" bzw. ~ eine Integrat ion fiber 
einen Randbogen (derselbe ist stets zus~mmenh~ngend and  hgt eine L~nge, die 
kleiner ~ls die I~gnge yon ~G ist) bzw. 3G. Das Integr~tionselement dxdy bzw. 
ds (s die Bogenli~nge, gez~hlt yon einem passenden Punkt)  ist i.a. nnterdrfiekt. 

~¥ir erinnern an die quadrgtischen Integruluusdriicke 

H[/] ----ffr  

pit] = tt(/~ + i~) 

PEt] =ff(si): 
J[t] ÷ s!:. ÷ ,:.} 

mit den entspreehenden bilinearen Formen~ z.B. 

ff 2 J[i, g] = { l ~ g ~ +  s i ~ g ~ +  i~g~}, d[i, g] = y ~ ~ ,  

dabei ist J[], ]] • J i l l ,  d[i, ]] ----- dill, .... Es ist 

(1) ~f~ . ~i~l P[i]=J[l] + f { i . ~ - f . ~ .  
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C, C1, C~ ... bedeuten  positive Konstante ,  die (je nach Lage, ein )I iBverstgndnis 
ist ausgeschlossen) noch yore Gebiet  abhgngen kSnnen. 

Es gelten die Ungleichungen 

(2) 

//[]] 

1)[¢] 

s{s s  + 3} 

=< e{ Dv~D~]~[S] + hi/i} 

+ g;(s: + 

spgter ist stets ] = 0 auf ~G; dann  lauten die erste und  letzte Ungleichung 

(2*) 
H[/] =< CD[/] 

d[/] < C{X/~/]D[]] + D[/]}. 

Tri t t  z.B. J[]] auf, so ist angenommen~ d~B ] e C '~ in G und  J[]] < oo ist. 

4. - Spi~ter t r e ten  Vuriations~ufgaben mi t  dem (( Ffihrungsglied >~ P[]] auf. Fiir 
die Absch~tzungen ersetzt man  naeh dem Vorbild yon K. :F~IEDnIC~S [5] P[]] durch 
J[]]. Z ist die jeweilige Menge der zugel~ssenen Funkt ionen  ]. Die an ] zu stellenden 
Differenzierb~rkeitseigenseh~ften ergeben sich jeweils aus der gestellten Aufgabe und 
werden yon  nns nicht  explizit  formuliert .  Wit  verweisen hierfiir ein- ifir alle Mal 
auf [4] S. 476-523 und  speziell S. 528-530. Als Beispiel fiir eine solehe Variationsauf- 

gabe nennen  wir schon bier:  

inf  E[]] = ~ bei d[]] = 1 

mit  dem (( Energieausdruck >~ 

(3) E(/) = J[]]- -  ~H[]]-- ~ ~ss , 

2 >  0 eine Konstante ,  ~Su/~n3s C ° auf 3G vorgegeben. Die Lage wird dann stets 
diese sein: entweder es s teht  schon fest oder es wird mittels der obigen Ungleiehungen 
bewiesen, dab fiir die l~unktionen ] ~ Z eine Anss~ge 

(4) H[t] =< ¢1, D[t] =< ¢~, J[t]=< ¢3 

gilt; insbesondere gilt dann  diese Aussage fiir eine Folge ] = ]i yon minimierenden 
l~unktionen. I s t  (4) gesichert, so bezeichnen wir die Variationsaufgabe als sinnvoll. 
Auf  Grund yon  (4) schtieBt man  auf tier Linie der ~)berlegungen yon R. Courant  
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und K. ~riedrichs: fiir jede minimierende Folge ]~ gel~en die Beziehungen (i-> 0% 
/¢ -~oo) 

~[1, - -  1~.] --> O, JEi~ - -  i~,] --> O, D[]~ - -  ]~.] --> 0 H[j~ - -  ]~3 -> O, dEt, - -  ]~] --> 0 ; 

ferner existiert eine ~unk t ion  ~ ~ C' in G mit  den Eigenschaften 

~ U , - -  ~'] -~ o ,  JEL--  ~] -+ o ,  D [ L - -  c/] -~- O, H [ L - -  ~v] -> O, d[L- -  q4 -> 0 ; 

erweist sich als eine minimierende ~unkt io% ~v ~ Z; duriiber hinaus ist ~v ~ C ~ 
in G and  geniigt dort der zugeh6rigen Euler-Lagrangeschen Differentiulgleichung; 
ferner gelten die Limes-Aussggen 

lim ]i = 

lira 8/~ 8(p 8/i 8~ 
8x - -  8x' lim 8-y = 8-~j 

gleiehm~J~ig in G. ~rir driicken diesen ganzen Tutbestand im folgenden dm'ch die 
Aussage 

(5) <( lira 1~ = ~ ~> 

aus; die Anftthrungszeichen sotlen daran erinnern, wie diese Aussage zu verstehen ist. 
Auf dem ]~and / ' =  8G genfigt ~ i.a. nieh~ streng den l~andbedingungen. I m  

obigen Beispiel ergibt sich 

a~ A~o = 0 bei .... 0 
8~ an 8~, j a o ~  ' 

8~/8n sonst betiebig, also formal die (< nati~liche ~> l~andbedingung 

(6) [3~- ~ ~du] 8~ ~n J = const ~nf F. 

Im  allgemeinen is~ jedoch diese Aussage dutch die (< Grenzgleichung ~> (F a die in G 
verlaufende Parallelkurve zu /" im Abstand 5 > 0) 

(7) l i r a / ~ a ~  ~_ d f  = 0  bei lima~ °--~=0 

28 r~ 

zu ersetzen; da, bei t reten die zweiten Ableitungen auf dem Rand nur bei einer natiir- 
lichen l~andbedingung und framer in tier Kombina¢ion A~v anf. Wir nehmen im fol- 
genden stets an~ dab in solchen Fgllen die l~andbedingung streng erfiillt ist, also 
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hier, dab (6) gilt. Wir erw~hnen noeh, dab hinter vielen Umformungen die sparer 
vorkommen, eine Limesbetrachtung im Stile yon (7) steht, ohne dab wit darauf 
eingehen. 

5. - Wir erinnern an eine wichtige Formel yon F. t~ellich fiir die eingespannte 
Membran [6]; sie l~Bt sich sinngemi~B auf die eingesl)annte Platte iibertragen mit 
dem Ergebnis: aus den Beziehungen (g eine Parameter) 

AA]--a/= 0 in einem Gebiet G 

8/ 
] ~ O, 8~ 0 auf dem l~and 8G 

folgt 

1 ~  zj]) 2 8r ~ 
(8) ~ = ~ ( T~ bei H[]] = 1, 

r~-~ x~+ y~; dabei k a n n ~  irgend ein Eigenwert sein. 

6 .  - t~tir die Platte mit dem tiefsten Grundton benntzen wit yon jetzt ab die 
Bezeichnungen: G das optimale Gebiet, 8G = F~ /v die vorgeschriebene ~'l~che, 

> 0 der (nach Voraussetzung) tiefste Grundton und u = u(x, y) eine Grundschwin- 
gung. ] e Z verlangt: J = 0, 8]/8n- 0 auf /L Wit notieren die Formeln 

fPEt / (9) 2 :  m . . . . . . . . .  H [ u ] = l  i-Jill t-E ]J' 
(10) P[u, ~ ] -  2H[u, ~] = 0 ,  ~ ~ Z, ~ beliebig 

(11) 
l AAu--)~u----O in G 

8u 
u = 0 ,  ~ -~=0  a u f F  

(12) ~ ~ 1 ~ ~ 8r 2 

die Klammer { } ist der bekannte l~ayleighsche Quotient (Nenner stets > 0), (10) 
ist die nichtausintegrierte Variationsgleichnng, aus der (11) folgt, (12) die Rellichsehe 
Formel. 

~¥ir setzen, wie das auch G. P6LYA und G. SzE~5 in [9] tun~ voraus: die l~and- 
kmwe F des optimalen Gebietes G i s t  eine einfach geschlossene anMytische Kurve. 
An einigen Stellen lassen wir vorfibergehend zu, dab /~ nut stiickweise anMytisch, 
jedoch ohne Spitzen~ ist; die Betrachtung ~ndert sich dadurch nur unwesentlich, 
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s ist die Bogenl~nge, ~ die Krf immung.  F ist dutch x = x(s), y = y(s) gegeben; 
{cos ~, sin a} ist die i~u~ere NormMe, g =-~(s) und ~ = ~ ' =  d~/ds. Fiir  Mle Betrach- 
tungen in der 57ghe des l~andes F benutzen wir anstelle der kartesischen Koor- 
d inaten x, y die krummlinigen Koordina ten  n, s (in dieser l~eihenfolge), die dutch 
das Sys tem der ParMlelkurven zu F und  das System der dazu orthogonMen (gerad- 
linigen) Normalen gegeben sind. Wir  unterdrf icken die Umrechnungen der Ablei- 
tungen einer ]~unktion ](x, y) nach x und y auf die nach n und s. Als Beispiele nen- 
hen wir 

(13) 

8sJ ~ auf F, falls ] =  0 auf /~. 

7. - K(x ,y ;  ~,~) bedeute t  die Greensche Funk t ion  fiir A A w =  0. Wir benut-  
zen in einem solchen FM1 die kiirzere Schreibung: K(P; Q) wo P = (x, y), Q = (~, ~1); 

entsprechend A~K(P;  Q) ffir K~,+ K~,  A~(P; Q) fiir K~-J- K,n; d% ffir das flgch- 
enhaf te  Integrat ionselement .  5Iit r = Abstand PQ ist 

1 2 K(P; Q] -= ~ r logr  + K ( P ;  Q) ; 

~?(P; Q) ist biharmonisch sowohl in bezug auf P~ Ms auch in bezug uuf Q; ferner 
ist K(P; Q) = K(Q; P).  Auf F ist ftir P e G, P fest und Q v~riabel 

Die Aufg~be 

(:4) 

8K 
F:  K = O  , 8---~- = O. 

AA/=9 in G 

] = 0 ,  8---~ = g auf F 

hut  dann die L6sung ([10], S. 858) 

(15) /(P) = f d% K(P; Q)~(Q) - ~ dsg(s) zl~K( P ; R(s) ) ; 
q 1" 

ARK(P; R(s)) bedeute t :  man  bildet  fiir P e G ,  P lest un4  R variabel  zungchst 
A~K(P; R) und ersetzt  anschlieBend R dutch den zu s gehSrigen Ra n d p u n k t  R = 
=/~(8). 
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8. - Sei je tz t  Q c G, Q lest, P var isbel  und P bereits in der N~he yon  F, kurz in 
einem (geniigend sehmaten) l~andstreifen S. Als Funk t ion  yon /)  genfigt dort  

den Beziehungen 

K ( ~ ;  Q) = g(i,) 

A A g =  0 in S 

g = 0 ,  ~n 0 ~uf F .  

Wir  nutzen  je tz t  aus, da{3 /~ analyt isch ist und folgen den t]berlegungen, die 
1~. COV~A~m in [2] S. 395 anstell t  bzw. andeuted und die man  sinngemi~I3 auf den 
vorliegenden Fall  auszudehnen hat.  (bei Courant handel t  es sieh u m die Gleichung 

Ag~-/~g=O, g = 0  auf F, # 

ein Paramete r ;  bier um die Gleichung 

~g 0 A A g - - t t g =  0 , g =  0 , ~--~-= auf F ,  

# ein Parameter ,  wobei im obigen Fall  speziell /~ = 0 is%). Wir  spiegeln den P u n k t  P 
an _F, was den Spiegelpunkt P*  ergibt und  dehnen g = g(P) zu einer Funk t ion  g* 
dutch die Vorsehrift  g*(P*)= g(P), P e S  aus; P*  bewegt sieh im Spiegelbild S* 
yon S. Dann  gilt f fir die dadurch in S-~-S* erklgrte Gesamtfunkt ion ~Folgendes:  
es ist wieder L I A r =  0 in S-I- S* fiber den Rand  /~ hinweg ( A A # - - / ~  = 0 7 falls 
# # 0 ist) und es ist ~ als Funk t ion  yon % y im reellen Sinne analytiseh in den reellen 
Variablen x und y. Ffir K(P; Q) bedeute t  das: fib" Q e G, Q lest, P variabel  und  
P # Q ist K(P; Q) fiber den l~and _F hinaus analytiseh in P d.h. in % y. 

II. - Eigenschaften elner Grundschwingung u = u(z ,  y) fiir das optimale Gebiet G. 

9. - l~ach Voraussetzung ist tier Grundton  ~ in (9) auch dann noeh ein Minimum, 
wenn das Gebiet G mit  dem Ra n d  F in ein flgchentreues Gebiet G(s) mit  dem l~and 
F(e) vari ier t  wird, e ein Farameter~ G(0) ----- G, F ( 0 ) =  F. Die Gebietsvariation, im 
folgenden kurz G = Variation genannt ,  nehmen wir mittels der l~ormalversehiebung 
(dieselbe stets analyt isch in e angenommen) 

(16) 

vor. Dabei ist notwendig 

8 2 
V(s; ~)= v(s)s ÷ w(s)= + . . .  

Z 

~ v = 0 ;  
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diese Beziehung driickt, aus, daft die G = Variat ion in erster Ordnung bezfiglieh e 
fl~ehentreu ist. Mithilfe yon V(s; s) gelangen wir yon F zu den neuen Rand  /~(s) 

F(~): I ~ = ~(s; s) = x(s) ÷ V(s; ~) eos~ 
(17) 

[ = ~ ( s ;  s) = y ( s ) +  V(s; s) s i n ~ .  

Wir verabreden bei G = Variat ionen: (x, y) ist ein P u n k t  yon G bzw. G~ (~, ~) ein 
P u n k t  yon  G(e) bzw. G(s). Is t  ](~, ~) in G(s) gegeben, so sehreiben wir, wenn es die 
Klarhei t  erfordert  

(18) ]r(~, fiir ] ~uf /~(~) . 

10. - Wir be t ten  u(x, y) in eine Sehar yon zul~ssigen Funkt ionen  u*($, ~;e) ffir G(s) 

ein mit  den Randbedingungen 

I u*(~,V; e) = 0 ] 
(19) • auf r (~ ) .  

u~(SV; ~) = 0 ,  % ( ~ , v ; ~ ) = o  

Fiir  (x, y) e G setzen wir 

{u~(x, y; e)}~:o = Z(x, y) ; (x, y) e G.  

Wir denken uns Ifir den Argumentpunk t  (17) die Randbedingungen (19) unge- 
sehrieben, differenzieren nach e und setzen s = 0. Wegen 

A u - -  3q~, ~n --  A u . e o s a ,  3~ --  Au . s in~  auf F 

ergeben sieh fiir Z die Randbedingungen 

~Z 
I~: Z = 0 ,  3n v. •u . 

Der Rayleighsche Quotient  

aCs) aCs) 

hat  als Funk t ion  yon e die Ableitung Null ffir e = 0. Nine bekannte  l~eehnung 
([2], S. 260-262) liefert, dal] notwendig 

~ v(Au) 2-~ 0 bei ~v---- 0 ,  
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also 

(Aup -= const.  = e ~ 

ist. Die t~ellichsehe Formel  liefert 

1 

Wir  dfirfen also setzen: 

( 2 0 )  A ~  = c > 0 auf 1~ 

auf _P 

2~ 
~2 ~_  , -~- > 0 .  

bei H[u] = 1 ; 

wegen Au = O2u/~n2 auf /~ heiBt das: es ist u > 0 in e inem Rands t re i fen  yon  F. 

11. - Dieses Ergebnis  gilt  ffir jede normier te  Grundsehwingung u und zwar mi t  

derselben K o n s t a n t e n  e > 0 (u eventuel l  dutch  - - u  ersetzt).  Daraus  folgt: 
Der  Eigenwer t  2 ffir das opt imMe Gebiet  G ist einfach. 

BEWEIS INDIREKT.  -- F~S exist ier t  dann  eine Grundsehwingung ~ mi t  H[u, ~t] = O, 
H[g]  = 1, Ag = e auf  1~. Ffir  die Grundschwingung U = (1/V/2)(u--  g) ist H[U]  = 1, 
A U = 0 auf  / '  im Widerspruch  zu (20). 

12. - Du tch  eine affine Dehnung  nnd  ~u l t ip l ika t ion  yon u mi t  e inem passenden 
F a k t o r  erreichen wir~ dab c = 1 wird. Wir  bezeiehnen die neue Fl~ehe wieder mi t  2~, 

die neue normier te  Grundschwingung wieder mi t  u und  notieren 

a u = l  a~_r, g=½F, ~r[u]=l.  

I s t  K@, y; 2, ~) die Greensche Funk t i on  ffir Llw = 0, so ist 

1 = K(x, 2, , /  

Aus den Eigenschaf ten  yon u sehliel]en wir  daraus  (vergl. [2] S. 365-366): zJu e C 2 

in G, und daraus  weiter  nach [2] S. 395 : u ist fiber F hinaus  (mittels Spiegelung wie 
in 8.) ~nMytisch for tsetzbar ,  in ~ b e r e i n s t i m m u n g  mi t  der Formel  

u(_P) = 2 I d % K ( P ;  Q) u(Q) 

und  der AnMyzit~t  yon  K(P; O) in bezug auf _P (auf/~) .  Speziell ist 

( 2 1 )  ~ n  3 ~ ~ 6 C o auf /~. 
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Die  E i g e n s c h a f t  Au = 1 auf  F z ieht  nach  sieh, dag  die Var i a t ionsg le i chung  (10) 
schon ftir solche $ gilt ,  fiir die anste] le  y o n  ~/~n = 0 auf  /~ nu r  ~(3$/3n) = 0 ver -  

l ang t  wi rd :  

(22) 
b e l i e b i g ,  ~ = 0 auf  / '  ' ~on = 0 .  

13. - Es  sei ~(s) tier G r u n d t o n  f/Jr alas va r i i e r t e  Geb ie t  G(e), )~(0)----~. D a  das 
Geb ie t  G o p t i m a l  ist,  so is t  n o t w e n d i g  

4°= \ as ]o-o = o ,  ;io = ~ - ~  ]o-o > o 

2(e) is t  ftir G(e) ebenfal ls  e infach:  es h a t  dahe r  Sinn,  y o n  der G r u n d s c h w i n g u n g  

z(~, v; s) ~ir G(s) 

zu sprechen ,  w e n n  wir  )/ unalog zu u~ durch  die F o r d e r u n g  

{Z~ + Z,,}r(~) > o 

auch  d e m  Vorze ichen  nuch  fest legen.  
F i i r  (x~ y) e G i s t  

{z(x, y; s)}~_o = u(x, y ) ,  (x, y) e G. 

W i t  schre iben  i m  selben Sinne  

(xZx, y; e)},_o = ~oix, y) ,  (x, y) e O 

{g,,(x, y; e)},= o = ~(x,  y ) ,  (x, y) e O .  

Fflr (x, y)~ O l au t e t  die Di f fe ren t ia lg le ichung  fiir X 

AA~(x,  y; e)--~(e) X(X, y; e) = 0 .  

W i r  di f ferenzieren  ein- bzw. zwe imal  nach  e, se tzen  s = 0 u n d  e rha l t en  m i t  den 

obigen  Abkf i r zungen  

AA~o - -  ~co = 0 in G 

AAyJ - -  ~ - -  ~ou = 0 in G. 



E ~ S T  ~5om~: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw. 95 

Aus der Normie rung  

1 = f fa~ av{z(~, v; ~)? 
(~(e) 

ergeben sich du tch  Differentiat ion nuch e ffir e = 0 die Beziehungen 

q 

o q 

Die R~ndbedingungen ffir co sind diesselben wie ffir dus friihere Z, wobei aber  

je tz t  Au : 1 ist:  

l ' :  c o =  0 ,  ~n v ,  = 0 .  

Aus den ungegebenen ]~eziehungen folgen die Aussagen (eine Greensche Formel  

wird benutz t ,  ferner  u = O, ~u/~n = 0 uuf I ~) 

(23) 

(24) 

r ~ G 

/ "  T 

14. - ~¥ir schreiben flit die Grundschwingung ~(~,~]; e) noch die l~ellichsche 
Forme l  ~n. Mit den Bezeichnungen:  dS d~s Bogenelement  yon F(e), R 2 - -  - ~ + ~ -  

und ~R2/~N die neue norm~le Ablei tung k o m m t  

(25) 
/~(e) 

III. - Die Randbcdlngungen fiir V und der Ausdruck f'dr ~o. 

15. - I m  Wei teren  ben6t igen wir in allen Taylorentwicklungen nach e nm'  die 

Terme  bis s ~ inklusive. Du tch  die Fes t se tzung  

gO : - -  ~gV 2 
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in der Entwick lung  (16) fiir Y(s;  e) erreichen wir, dab fiir die l~l/~che ~(e) yon G(e) 

(26) -~(s) = l~ q- 0 .e ~ a . ~  ~- ... 

wird, F(0) = T.  Wir  bilden mi t  diesem V(s; e) den A r g u m e n t p u n k t  (17) und schreiben 
fiir ihn die Randbed ingungen  ffir ;/ an  (beachte die Schreibung (18)): 

(z)~(~, = o ,  {z~}r(~, = o ,  {z,}~-,~ = o .  

Wit  differenzieren zweimal nach e und setzen e = O. Die erste Beziehung liefer~ 
= v ~ auf  /~; die beiden andern  ergeben 

~n ~n 

Da  3co/~n = - - v  ist, so k o m m t  auf /"  

= \ ~ ]  

16. - Wir  t ragen  diese Wer te  in (24) ein und erhMten, wenn wir noch (23) beachten  

(27) 

o 3(Au) 

Diese Formeln  zeigen: ~ h/~ngt nln, yon tier ersten Varia t ion co (yon u) ab. 

Die Funk t ion  co genfigt den Beziehungen 

A Aco - -  ~co = 0 in G 

c o = O  , ~n - - v ,  0 auf /" 

~ t w :  0 . 

I s t  v = 0 so ist nach l l .  co = 0 in G; ist also co ~ 0, so ist im Sinne der d-lKetrik 

d[co]--  \ ~ n l  > ° "  
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D~ ~o = 0 ~ u f / ' ,  so is* nach einer frfiheren Umformung (13) un4 wegen (1) und  (21) 

_ +°+,+ 
(ms*) ";+ = z[+]  - ~ [ o ~ ] -  y [ - ~ ]  a++ 

2 

Die rechte  Seite is* der in (3) angegebene Energieausdruck J~[/] fiir ] = e~. Da 

")+=> 0 is*, so gilt 

(29) E[c~] ~ 0 

# 

ffir jede Funk*ion co, die aus einer G ~-Var iu t ion  mi* v = -  8co/3n, ~bv = 0 ent- 
spring*; nach l l .  is* co dutch v eindeutig bestimnlt .  

17. - Der  Ausdruck in der eckigen Klammer  in (27) ergibt sich noch ~uf eine 
zweite Weise: es gilt n~mlich eine Entwicklung (F(0) ~ 7", die Schreibung n~ch (18)) 

(30) 
i" ~ Aco] 

((z++ + z,,)~}v,°, = 1 + 2 [~o~ 
3'+,+ 5n Jr  "e + . . . .  

In  der folgenden Bet rach tung  ben6tigen wit in allen Entwicklungen nach s rim" die 
Terme bis e 1 inklusive. Ffir die Terme dS und ~R2/SN in der Rellichschen l%rmel (25) 

gilt 

d S :  ds + * s - /  ... 

~R ~ ~r ~ 
-a~ = a--~ + * ~ + ' " '  

worin die dttrch . ~ngedeuteten Koeffizienten sich als wirkungslos erweisen werden. 
Wir  *ragen in (25) zun~chst d~s erste Glied 1 (in (30) rechts) ein und erhal ten 

uls Beitr~g nach (26) 

1 ~ dS ~tt~ i i a ~  = ff ~+(~) --  ff ~ + o.~ + . . . .  
* 7  

I'@) 

Das zweite Glied in (30) rechts tiefert als Beitrug f i~ s 1 

4 ~x ~n j ~n" 
/ ,  

Da ~0 = 0 is*, so ergib* sich uls weitere Eigensch~ft yon  ~o 

(31) [ ds A~  ~ O~ j . - ~ = o .  

2" 

7 - A n n a l i  d i  M a t e m a t i e a  
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18. - Spezielle Funk~ionen co, ffir die A(s)----~, /P(s)=_/E ist, erhalten wir so: 
wir unterwerfen das Gebiet G einer infinitesimalen Translat ion in der x = und y = 
Richtung,  sowie einer ilffinitesimalen Drehung um den Ursprung. Das liefert die 
folgenden drei Funk t ionen  

ffir jede dieser drei Funk t ionen  ist 

~[o~] = o .  

Weiter ist fiir sie auf F 

(32) 

~ c 0  ~ z  
- -  = - -  ~ COS (~ 
8~ 8n 

8o) 8u~ 
~n 8n 

8w 8 
8q* 8q~ ( y ~ -  x%) : - -  x sin • + y cos ~.  

Ferner  ergibt abet  eine kurze Rechnung,  dub fiir jede dieser drei Funkt ionen  

(33) [Ace ~w ~A¢~] 

ist. 
Man iiberzeugt sich yon der Tats~che 

~uf /" ist. 

{u.~ uv sind linear un~bhi~ngig in G}. 

Wit  notieren ffir diese zwei Funk t ionen  

(34) EEuo] = o ,  z [ u , ]  = o .  

IV. - Die  Eigenwertaufgabe f'dr ~o. 

19. - Die bisherigen Ergebnisse fiihren zu tier folgenden Eigenwert~ufgabe. Von 
der Menge Z der zugel~ssenen Funkt ionen  ] verl~ngen wir 

1) 1 = o ,  

z:  2) 

3) ff l-- 

-~n-----O 

> 0  

0 , 

~uf F 
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Wenn  wit  die Bedingung 2) unterdrficken,  so heil~e die neue Menge Z*; wenn wit 
die Bedingungen 2) und 3) unterdrficken,  so heil~e die neue Menge Z**. Mit 

und  dem Energieuusdruck 

~,~l 

stellen wir die V~ri~tions~ufg~be 

], (p = 1, 2, ...) sei eine minimierende Folge mi t  

.El i , ]  ~L @, '~[t,:l = 1 .  

d[/] > 0 .  

2 0 .  - Angenommen,  es ist @ = - -  oo. Dunn  ist notwendig H[]~] ---> 0% Mso nuch (2) 
auch D[/~]-~ oo. Wi t  bilden die neue Folge 

V'-D[t,] 

fiir sie best~tig¢ mun, dal~ sie einer Aussuge (4) genfigt. 
schliel3en im Sinne yon 4. auf die Limesuussage 

• $ ~]@ (( h m  ]~ )) ; 

]* genfigt den Bedingungen 

] * =  0 ,  ~n ' D[/*] ~ 1 

a u f / ~  und in G; ferner  ist 

E[I*] = ~ [ 1 . ] -  ~ [ 1 " ]  =< 0 

Ferner  ist d[]*] -~ O. Wit  

im Widerspruch zu 11. @ ist also endlich. 
Angenommen,  es ist D[]~,] --> co fiir eine Teilfolge yon  p. Dunn ergibt sich i~hnlich 

wie vorhin derselbe Widerspruch zu l l .  Es folgt: DIll] ~ C~. 
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Von da aus schlieSt man  mittels der Ungleichungen (2), dab for  die Folge der ]~ 
eine Aussage (4) gilt. Die Aufgabe ist also sinnvoll und  es ist im Sinne yon  4. 

(~ lira 1~ = 9~ ~ , ~ e Z ,  

eine minimierende Funkt ion .  :Nachdem das gesichert ist, diirfen wit wieder mit  
dem Mten Fiihrungsglied ~[]]  anstelte yon  J[]] arbeiten.  Wit  notieren 

8Au 

d[~o]== \ c W  = 1 ,  . u~----O 

~ = 0 ,  ~--~=O auf Y .  

(36) 

FOr ~ ~ Z** ist 

21. - Ffir ~ E Z* ist ~v + e~ e Z und  es gilt die Variationsgleichung 

~ [ %  ~] - ed[% ~] = o ,  ~ e z* .  

= ~ - -  i t [ u ,  ~] u = ~1 - -  7 u c Z*  

und es liefert (36) fiir dieses ~, weil E [ %  u] = 0 ist (nach (22)) 

~ [% V] - -  ~d[% ~] = o ,  ,1 c Z**. 

Daraus folgen die Beziehungen 

{ AA~--),~v = 0 

(37) ~ ~q ~ A u  

Wir setzen flit unser ~v 

i n G  

- -  - -  e -~n = c o n s t .  = auf F .  

Anderseits zeigt (34), dM3 ~ = 0 ist lo r  ~ = u~, ~ = u~. 

und  denken uns flit dieses v die frfihere G =-- Variation dttrchgefiihrt. Ih r  entspringt  
eine Funk t ion  co, die nach 16. durch v eindeutig bes t immt ist. Es folgt: ~ ist gleich 
diesem co, also nach (29) 

( 3 8 )  e = 2~[~]  = ~ [ c o ]  ~ o .  
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22. - Wir schreiben jetzt  9 ~ - - %  ~----0 (~ = 0) fix = fi a n d  best immen die 
nSchste Eigenfunktion ~ mit  dem Eigenwert ~ wie fiblich unter  der zus~tzlichen 
Bedingung fiir ] 

d [ ~ : , / ] =  T n - T n = O '  

J~3anlich wie oben ergibt sich 

und daruus (fl~ eine Konstante)  

Aq~ 

A A ~  - -  ~qh = 0 in G 

~uch  (34) ist  such ~2 = 0 d.h. 4er Eigenwert 57ull ist mindestens zweifach. 

23. - D~s Verf~hren bricht nicht ~b, und wir erhMten ein Spektrum plus zuge- 
h6rigen ~Eigenfunktionen 

{ o< ~ <  e,<.. .< o,_<... 

91, qh, --., ~P~, . . . .  

Als 9~, 9~ w~hlen wir die ~us %,  u~ durch Orthogon~lisierung und ~ormie- 
rung hervorgehenden Funkt ionen 

d[~l] = d[¢~] = 1 ,  

d[q~i, %] = O. 

Wit notieren die Beziehungen (fl~ Konstante)  

(39) E [ ~ ,  ~] - -  ~ d [ ~ ,  ~] = O, 

(40) AAq~--,~q~= 0 in G 

(41) 

1 (i = k) 

a[%, ~e] = 0 (i =~ k) 

~] ~ Z** 
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{ ~  (i = k) 

EBvi, = o (i # k) 

f wi = o 

F*- q i  = 0 , ~ ~ b  = 0 • 

24. - Der  Eigenwert  Null hat  eine endliche Vielfachheit q, q > 2. In  der Tat :  
solange ~ = 0 ist, ist es gleichgfiltig, ob wit eine Eigenfunkt ion dutch d[~] = 1 wie 
bisher, oder durch H[~v] = 1, wie im allgemeinen fiblich, normieren. Wit  k6nnen 
also in (35) den Nenner  d[]] dutch HI]J, H[]] > 0, ersetzen. ~San iiberzeugt sic]a: 
l inear unabh~ngig im Sinne der d = Metrik auf N ist gleichbedeutend mit  linear 
unabh~ngig im Sinne der H = Metrik in G (immer ffir den Eigenwert  Null). In  der 
H- - - -~e t r ik  weiB man  aber, dab der Eigenwert  Null eine endliche Vielfachheit q 
hat.  Dami t  wissen wit:  

(42) 01 = ~2 . . . . .  ~ =- 0 , 0 < 0~+1, q > 2. 

Man kann  zeigen, dab lim 0r----c~ ffir v-~c~ ist; darin ist (42) enthal ten.  

2 5 .  - Ffir die ersten q Eigeniunkt ionen 

~1~ ~v~, ..., qo~(~l---- ~ = ... = ~ =  O) 

ist n~ch (41) 

D~ jedes % eine spezielle o~ = Funkt ion  ist, fiir welche die Formel  (31) gilt, so folgt: 

also 

(43) A ~  ~n ~n J----0 auf F i ~ l , 2 , . . . , q .  

Ein  Teil d~von wurde schon durch (33) bewiesen. 

2 6 .  - Wit  bezeichnen die dutch  9"1, ~2, .. . ,q~ best immte lineare Schar mit  [~1, 
%~ . . . , ~ ] .  Dann  gelten fiir jede Eigenfunkt ion q zmn Eigenwert  Null 

q~ ~ [9~, ~v~, ...~], q ~ O  
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nach 23. ((39) und (41)) die Beziehungen. 

(4~) ~[~, v] = o, 

(~5) [Am-- ~Acq 
~n -~nj=0 auf F 

A Aq~ - -  2q = 0 in G 

ff u ~ =  O; F : ~ o =  O, ~-~ = 0 . 

Eine partielle Integrat ion bezfiglich ~/ in E[% ~] = 0 ergibt 

f ~ [  ~ ~ ~A~] ~n J ~Z** A~ ~ . ,  = o ,  ~ . 

s Z** 

27. - Sei ~E[~I ,  ~2, ..-, ~ ] ,  ~ O .  ~ genfigt den Bedingungen 

G: A A ~ - - 2 ~ =  0 

an an J = 0 .  

Wir nehmen jetzt  umgekehrt  an: h =  h(P), h ~ O  sei eine Funkt ion,  welche 
diesen Bediungungen genfigt; es gilt also 

(47) G: A A h - - 2 h =  0 

a~ ~ - j  = o .  

Z beliebig, Z ~ 0 auf F .  

Nach (45) ist die eckige Klummer  gleich Null, d.h. (44) gilt bereits fiir ein beliebiges 
mit  ~] = 0 auf N; 4(3~l~n) = 0 wird nicht mehr verlangt. Wit  schreiben 4~her Z a n -  

stelle yon ~ und  notieren 

/~[% Z] = 0 ,  Z beliebig, Z = 0 au£ F. 

Eine partielle Integrat ion beziiglich ~ liefert daraus 
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Es ist 

~E~,~l= ffdh.~--Xffh~ 
ffdh.d~=ff~d~.~ 

d.h. wegen (47) 

E[h, u] = O. 

Auf Grund der Randbedingung 1) ist 

und daher auch (beachte A A u - - ~ . u  = 0 und Au = 1 auf F)  

P 

Es ergibt sieh also ~(Oh/~n) 
d 

Angenommen,  es ist 
= o .  

/~[h, u] = :r o u  

Wit  bilden dann 

H = h - - y u ,  ffuH=o. 
Es ist H ~  0; sonst wi~re h = y u  und 

[dh a~ ~d~l ~u ~n ] = 7 " A u = 7 : / : O  auf F 

im Widerspruch zu der Bedingung 2) in (48). H genfigt den Bedingungen 

(50) li; u H =  O ; H - -  O , ~fl~-=O 

[~. ~ '~q = 
L 

auf F 

auf F .  

(50) zeigt: H ist eine co = Funkt ion ,  H ~ 0, ffir welche die Beziehung (31) gilt, die 
y = 0 liefert~ im Widerspruch zur Annhme (49). :Es ist also 7 = 0 d.h. ~fuh  = O. 

1,9)  =fhh o 
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Jede L6sung h yon (47) und  (48) genfigt also yon selbst den Bedingungen 

 fo =o, 
das heil~t, jedes solehe h ist yon selbst eine to = Funkt ion.  Da 

naeh (47) und (48) versehwindet, so folgt welter: h ist eine Eigenfunktion (h ~ 0). 
Jede Z6sung h (h ~ 0) yon (47) und  (48) ist also eine Eigenfunktion.  

Wir beaehten jetzt:  naeh 12. ist ~Au/~n auf /~  analytiseh. Die Best immung yon 9 
ist dann gleiehbedeutend mit  der folgenden Aufgabe fiir zwei ~unkt ionen,  yon denen 
die erste gleieh diesem 9 ist (~o hat  bier eine andere Bedeutung, ~/X > 0) 

A9 = v '~o  F:  9 = o 

1 ~9 ~Au 

Indem wir die Betrachtungen in [3] S. 505 guf dieses System ausdehnen, sehliel3en 
wit: jede Eigenfunkt ion 9 (Eigenwert = 0) ist fiber F hinaus analytisch. ~'iir die 
Eigenwertaufgabe (35) mit  p = 0 bedeutet  das: wir dfirfen uns bei der Best immung 
des Minimums nachtrgglieh auf solche G = Variationen beschrgnken, fiir welche 
/~(s) ebenso w i e / "  eine einfach gesehlossene analytische Kurve ist. 

2 8 .  - Wir nehmen an: ffir eine Eigenfunktion 

9 ~ [91, 9~, ..., 9°] , 9 * 0 
~9 

ist ~ = o 

auf einem Bogen B; A sei der verbleibende Bogen. Dann  gilt naeh 7. 

(51) 9 ( P ) :  ~, f da¢K(P; Q)9(Q)--f as~ A~K(P; R(s)) . 
q 

Reehts t r i t t  der Bogen B nicht auf; unabh~ngig yon der Betraehtung in 27. folgt 
aus (51), dal3 9(P) fiber / '  hinaus analytiseh fortsetzbar ist. Wegen (45) ist auf B 
auch A 9 = ~9/~n 2 = O. 

Wir nehmen bier an, da$ /~ stiiekweise analytiseh ist, und weiter, dull B speziell 
geradlinig ist; d a n n i s t  yon selbst fiir die durch Spiegelung an B (im Sinne yon 7. 
fortgesetzte Funkt ion  ~39/~n3= 0 auf /~: woraus zusammen mit  der Differential- 
gleichung 9 ~ 0 folgt. 
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I s t  B nicht  geradlinig, so wird dutch  eine konforme Abbi ldung (Spiegelung an F)  
B im Bilde geradlinig a n d  es ergibt  sich dor t  9 -  0. 

I n  jedem :Fall ergibt  sich also der VVidersprttch 9 =--0 a n d  wir noLieren: auf  
ke inem Bogen  ist ~ / 3 n  = O. 

ZVSATZ. -- Lassell  wit  wie oben vorf ibergehend zu, da13 F stiickweise analyt isch 
ist, so folgt:  /* enthi~lt ke inen geradlinigen BogeI1. 

BEWEIS I~])Im~I(T. - Ohne Einschri~nkung sei dieser Bogen parallel  zur x = Achse. 
D a  ~ = u~ eine :Eigenfunktiolr mi t  ~q~/3n-=-cos~ ist, so is~ ffir dieses ~: 3~/3n = 0 

auf  j enem Bogen, was eill Widerspruch  ist. Anders formulier t :  ~ = 0 auf  einem 
Bogen ist unmSglich. 

V. - Aus  q = 2  folgt:  F ist kreisfi irmig; der weitere Beweisgang .  

29. - Alles hi~ngt je tz t  duvon ab, dab wit  einsehen: 

Der  ]] igenwert  Null  in (42) ist genau zweifach, d.h. es ist q = 2. 

Den  Beweis trugell  wir, um den jetzigen Gedankengang  nicht  zu unterbrechen,  
nach. 

Aus q = 2 folgt in wenigen Zeilen, d~I~ /~ kreisf6rmig ist. 2each ]8. sind ~v = u~, 

= u~ zwei l inear unabhi~ngige Eigenfunkt ionen  (Eigenwert  = 0). Nuch 18. ist 
ferner co ~-- y u ~ - - x u ~  entweder  eine Eigenfunkt ion  oder ist co ~_ 0. D~ q = 2 ist, so 
gilt in jedem Falle eine Beziehung 

yu~ ~ xu~ = bu~ --  auv 

a~ b zwei Kons tan t% die auch verschwinden kSnnen. Wir wi~hlen den P u n k t  (a, b) 

als nellen Ursprung,  bezeichnen a.nschlie~end die Koordina.ten wieder mi t  x, y und 
erh~lten 

~ ~ y u ~ - -  xu~ = 0 in G. 

Es  ist dann  ~o)/3n = 0 auf /~, also nach (32) 

- -  x sin ~ --~ y cos ~ = 0 auf  /~ 

in Wor ten :  der Rad iusvek tor  {x~ y} yore  Ursprung  zu e inem P u n k t  a u f / ~  s teht  senk- 

recht  auf dem dort igen Tangen tenvek to r  {-- sin ~, cos ~}, das heii3t: F ist ein Kreis.  

30. - Den Beweis, dai3 q = 2 ist, fi ihren wit  indirekt .  Wir  nehmen also q >  3 
an, und  leiten daraus  einen Widerspruch ab. Wit  stellen einige Bemerkungen  zusam- 
men,  dutch  welche die weiteren Ausffihrungen vorberei te t  werden. 
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1) I s t  ~o eine ~Eigeniunktion, ~ ~ 0, so bezeichnen wir jede Iqullstelle yon  
~ / ~ n  als einen K n o t e n  yon  q;; ist die l~ullstelle (genau) k : fa~h~ so sprechen wir  

yon  e inem k : fachen K n o t e n  oder yon  e inem K n o t e n  yon  der Ordnttng k. 

2) Wir  setzen fiir die q Eigen~unkt ionen %,  %,  ..., % (q=> 3) abkfirzend 

- ~  -= - -  v¢ , v~ = v ¢ ( s )  , 1 <-  i <-- q . 

Wir  wi~hlen einen Bogen, auf  dem die K r i i m m u n g  ~ loositiv ist und  beachten,  dab  

auf ke inem Teilbogen duvon ~q~/~n = 0 ist (~ eine Eigenfunkt ion ,  F ~  0). Duraus 
folgt: die Wronskische De te rminan te  yon  irgend m l~unktionen 

v~,, %,, . . . ,%~, l g v ~ < v 2 < . . . < v ~ q  

ist auf ke inem solchem Teilbogen identisch Null; wir schreiben fiir diese De te rminan te  

W~,~,..~(s, s, ..., s) 

wo die Variable s m ----- mul gesetzt  ist. I s t  diese Funk t ion  fiir ein festes s nicht Null, 

so ist ~uch 

(52) W~,~, ~,~(sl, s~, . . . ,  s,~) =/= 0 ,  

wenn  sl~ s2, ..., s~ unabh~.ngig voneinunder  in einer U m g e b u n g  yon s v~riieren. 

3) :Es folgt je tz t :  wir  k6nnen  den Ausgangsbogen bereits so w/~hlen, dab auf 
i bm die Beziehungen (52) ffir alle 2 q -  1 ~:qronski-Determinanten gelten. ~N~ch 
e inem bekunnten  5i i t telwertsutz yon  H.  A. SCHWArtz folgt: f~r irgend q verschiedene 

Stellen s~ < s2 < ... < s~ auf j enem Bogen ist die folgende De te rminan te  verschieden 
yon Iqut] (sie ist n~mlich bis guf einen Zahlfuktor  :/: 0 gleich dem Di i [erenzenprodukt  
der s~, s2~ ..., s,, mul t ip l iz ier t  m i t  W~2,.~((r~, a2, ...~ a~); ~ ,  ..., a~ passende Mittelwerte 

v o n  81~ ...~ 8q): 

vl(s l )  v2(sl) . . .  v~(sl) 

vl(s~) ~(so)  .. .  vo(s,) 

:~o 

und diese Eigenschaf t  gilt unver~nder t  such dann  noch, wenn z.B. s2 nach sl rfickt, 
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in der folgenden F o r m  

v~(s~) v~(s~) .. .  v,(s~) 

v~(s~) v~(s~) ... v~(sl) 

v~(s~) ~(s~)  . . .  vo(s~) 

Vl(8°) V3(Sq) ... Vq(8°) 

# o ;  

y 
wird auch s3 = sl, so ist die dr i t te  Zeile durch vl'r(si),...7 v~(s~) zu ersetzen u n d e s  ist 
ist wieder die betr .  De te rminunte  # 0. Analog~ wenn dus Zusummenrf icken un 
mehreren  verschiedenen Stellen geschieht. 

4) Es  folgt: eine Eigenfunkt ion  ~ = c1~1~ . . .-~ e~q,  ? ~  0 ha t  uuf jenem Bo- 

gen hSchstens q - - 1  Kno t en  s~ < s2 < ... < sq_l~ und yon selbst ist jede~ dieser Kno-  

ten  einfuch. ~ u c h  Kons t ruk t ion  des Bogens exist ier t  uuch eine so]che Eigenfunkt ion  
und es ist ? bis uuf einen Fuk to r  ( #  0) eindeutig be s t immt :  ~ ist gegeben dutch  die 
Dete rminunte  

v~(s~) v~(s~) ... v~(s~) 

: : : 
q 

C v  v :~ 

wobei nueh Kons t ruk t ion  jedes c* # 0 ist (v = 1, ..., q). 

5) Das Ergebnis  unter  4) gilt uuch dunn noch, venn  s~ = s~ wird; in neuer 
Schreibung ist dunn 

(53) 

v~(So) v~(So) ... vo(so) 

v;(So) v~(So) ... v~(8o) 

Vl(Sq_3) V2(Sq_8) ... ~q(xq_a) 

q 

bis auf einen F~ktor  ( #  0) die einzige Eigenfunkt ion  mi t  den q - -  3 Kno ten  in s~, 

..., so_~ (yon denen jeder einf~ch ist) und  einem (gen~u) zweifachen Kno ten  in so; 
wieder ist e~ # 0 (~ = 1~ ...~ q). 



Eg~s~  MooR: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw. 109 

Wir  nehmen  So = 0 und hMten die 81, ..., s~_8 lest:  0 < sl < 88 < ... < s,_~; die 
betr .  Stellen bezeichnen wir mi t  Po(s = So = 0) und  K,(s = s~, 1 ~< r _< q - -  3); ist 
q = 3 so t r e t en  die K ,  nicht  auf. 

6) I n d e m  wir die E igenfunkt ion  (53) noch normieren und auch dem Vorzeichen 
nach festlegen, sehen wir: es gibt  genau eine E igenfunkt ion  ~b : ~ mi t  den Eigen- 
schaf ten  

2) 0--~= a.s2+ ... ( a >  0) 

in der 2ffi~he yon  s : 0; 

- -  z 3) ~ n  0 i n  s :  81, o..~ ~q-8 

wobei jeder dieser K n o t e n  (genau) einfach ist; 

4) ~qS/~n4:0, auf dem bert .  Bogen fiir Mle s mi t  sv~O, s4:81, ..., s~_~. 

Auf 0 < s < sl ist ~qS/an> 0; wir w~hlen irgend einen solchen P u n k t ,  den wit  
mi t  _P bezeichmen und notieren 

(54) 
~ q )  ^ ^ 

~-~-> 0 in P(s ~- s ,  0 < s < s~) . 

Offenbar ist das normier te  q~ auch dutch  diese Eigensch~ft  dem Vorzeichen nach 

eindeutig festgelegt. 

7) Jede  Eigenfunkt ion  ~ (~ va 0) mi t  den Eigenschaf ten:  

~qo 
~--~ = 0 in K1, ... ~ K~_~ 

~--~ = 0 , 38 3~ 0 in Po 

ist gegeben dutch  ~0 = C.q~, wo C ve 0 ist. Die dadurch gegebene eindimensionMe 

Schar  yon  Eigenfunkt ionen  ~0 bezeichnen wir mi t  [~b]. Es  ist also 

(55~ ~o e [q~]. 
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8) Wir ersetzen die Funk t ion  (53) durch die folgende, wobei O < h <  g is~: 

1 
2h 

v~(-- ~) v~(-  h) ... vo(-- h) 

v~(h) v~(h) ... v~(h) 

v~(s~) v~(s~) ... % ( 8 0  

: : : 

V1(Sq_3) V2(Sq_3) ... ~q(Sq_3) 

= ~*; 

im Limes h - + 0  geht sie in die Funk t ion  (53) fiber. @ * =  Y'~* liefert dann eine 
Eigenfunkt ion q)*, die yon h abhi~ngt, @ * =  @*(h)=  @*(P; h) (P der variable 
Punkt )  mit  den Eigenschaften:  

1) @* besitzt  die Kno ten  K ~  ...~ K~_3 sowie Q~(s = - - h )  und Q2(s = h); jeder 
dieser Kno ten  ist einfaeh; 

2) 8qS*/Sn> 0 in /3; 

3) es ist in erster  N/~herung 

~¢* 
8q~ - -  a ( s 2 - - h  2) d- . . . ~ u f - - h ~  s ~  h; 

Den Bogen - - h  _< s _< h mi t  dem Mit te lpunkt  Po und den Randpunk ten  Q1, Q2 
bezeichnen wir mit  B = B(h), den verbleibenden Bogen mi~ A = A(h). 

9) Die dutch ~D und  ~* gegebenen G = Variat ionen haben die gemeinsame 
Eigenschaft :  sie besitzen die Kno ten  K~, . . . ,K~_~ auf A(h). Sie unterscheiden sich 

in der ~ h e  yon  /~o: dort  ist 

3@ 
m (56) 8n ass ~- "" ~ a >  O 

3q~* 
(57) ~ = a ( s ' - - h ~ ) + . . .  a u f B ( h ) .  

Die Eigenschaft  (56) drficken wir dahin aus, dab wir sagen: die dutch @ gegebene 
G = Variat ion ist in -Po (~ lokal starr  )); analog driicken wir (57) dahin uus: die dutch q)* 
gegebene G = Variat ion ist auf dem Bogen B(h) ~)nahezu sturr ~. 

10) Das ffihrt za  cler Aufgabe: solehe G = Vari~tionen durch co = Funk~ionen 
zu betrachten~ die KI~ ...~ K~_3 zu Knoten  hubert und fiir die der Bogen B(h) starr  
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ist, also ~(9/~n = 0 auf B(h) ist. Wit deuten diese Variationen und Funktionen im 
folgenden dutch einen dariiber gesetzten Akzent an. Jeder ~ = Variation entspringt 
also eine (eindeutig bestimmte) ~ Funktion mit den Eigenschaften: 

- -  0 in K 1 ,  . . .  ~ Kq_a ~qv 

- -  0 auf ]3 = ]3(h). 

h~ngt won h ab: ~ = ~ ( h ) =  ~(P;  h). K~, ...K~-3 liegen ein- ffir alle Mal lest; 
wit bezeichnen daher die betr. ~ = Variation kurz als eine Gebietsvariution, fiir 
welche der Bogen ]3 = B(h) starr bleibt. 

V I .  - G e b i e t s v a r i a t i o n e n ,  b e i  d e n e n  d e r  B o g e n  B = B(h) s t a r r  b l e i b t .  

3 1 .  - Wir beachten: jede ~ = Variation ist eine spezielle G = Variation, fiir 
welche die ~ormalverschiebung ~(s, e) (vergl. (16)) die Eigenschaften hat: 

(58) 
{ ~'(s; e) = 0 in K1, ..., K,_a (e beliebig) 

]~(s; e) O auf ]3 (e beliebig) 

Und es ist klar, dab auch gegeniiber solchen ~ = Variationen G-+ G(s), ~(0) = G, 
unser Gebiet G optimal ist. 

Mit der einzigen Abi~nderung (58) gelten die friiheren t3berlegungen tmveri~ndert; 
anstelle tier Gr61~en Z, co, % 2(e), ... treten die entsprechenden Gr6$en ~, &, ¢, ~(e), .... 
Aus A wird durch die ~ = Variation der Bogen A(e), wobei die Knoten K1, ...,Kq-~ 
festbleiben; A(0)=  A. Auf A = A(0) gelten dieselben I~andbedingungen wie frfiher 
auf F =  F(0). Auf B ergeben sich die t~andbedingungen 

~ ) = 0 ,  8n 0 

a ¢ _  o. ¢ = 0 ,  bn 

Zum Beispiel lautet (28*) jetzt so: 

(59) 1 f \ ~ ]  ~n~' 
A 

und die Formel (31) wie folgt: 

(60) f [A& a&'~Au] ar~ t" ^ ar= 
an a~ j . ~  + J A c o . ~  = O. 

A 
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Jeder G = Variation entspringt eine ~'tmktion ~3 mit  den Eigenschaften 

G: A A ~ - - Z g  = O , ( ( u g  = 0 
JJ 

- -  z A: & - ~ O ,  ~n , - ~  0 
. )  

A 

B: & = O ,  ~--~=0 

K~: ~ = O, ~n 0 (~=  1, ..., q - -3 ) ;  

genau dann ist ~ O, wenn 

ist. 

f l aE~]=  \ a ~ /  > o 

A 

32. - In  gleicher Weise fibertragen sich die friiheren l~berleg~ngen in IV auf die 
neue Eigenwertaufgabe ftir (,~)o mit  der einzigen Ab~nderung: den Funkt ionen J ~Z  
in 19. sind noch die Bedingungen 

~] -- 0 auf B , 0 in K1, ..., K~_a (61) ~* ~n 

A A A 

aufzuerlegen. Aus den Mengen Z, Z*, Z** werden dadurch die Teilmengen Z, Z*, Z**. 
Die Versch~rfung (61) zieht nach sich, daft in der jetzigen Eigenwertaufgabe das 6, 
das an die Stelle des o in (35) tr i t t ,  positiv ist: denn sonst wi~re die erste (oder eine 
erste) Eigenfunktion ¢ gleich einer Eigenfunkt ion ~0 (mit @ = 0) yon fr i ihermit  
~¢/~n = ~q)/~n--= 0 auf B, im Widerspruch zu 28. Dem Ergebnis (37) entspricht 
jetzt  dieses 

[ A A ~ - - , ~ =  0 in G 

~n ~n @ ~n ~- const----/~ auf A (62) / ~ ~¢ _ 

[ ~ = O  ~uf B ,  vn O in K1, K~ 

und der Beziehung (38) die folgende 

6 = ~[~] = E[~] > o .  

33. - Mit @1 = ~, 61 = 6, /~ i -  fi ergibt sich analog zu friiher: das Verfahren zur 
Best immung .con weiteren Eigenwerten ~ and  zugeh6rigen Eigenfunktionen ~ bricht 
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nicht ab un4 liefert ein Spektrum plus zugeh6rigen Eigenfunktionen 

o <  &=< & < . . .  < & < . . .  

¢~, ¢,, ..., ¢,, .... 

Wit notieren die Beziehungen 

E[¢,, ~ ] -  8,a[¢,, ~] = 0,  

a[~,, ¢~] = { 1 
0 

A A ~) t  

E[~o~, ~ ]  = 0 

A : ~ i =  O, -ff~-: 
.& 

~9__~ = 0 .  B: ,#~ = 0,  ~n, 

(i = ~) 
(i # k) 

(i = ~) 
(i # k) 

f j'u¢~ = o 

~ 0  0 ,  ~n 

~ Z** 

auf A 

in K~, ..., Kq_8 

34. - Die Eigenwerta, u_fgabe fiir (~io geht durch die Versch/~rfung (61) aus tier 
frfiheren Eigenwertaufgabe fi~ ):o hervor, Daraus fotgt nach dem ~aximum-MJnimum- 
~ n z i p  yon 1~. Co~A~T in [2] S. 405-407 (dort in § 2 unter  1. ein weiteres Prinzip 
formuliert), dab 

(63) e, ~ 8~ (i = 1, 2, ...) 

ist; speziell ist nach (42) 

(64) o < e~+, =< 8.+~. 

35. - X~iir eine Eigenfunktion ¢~ gilt die zu (51) analoge Formel 

(65) 4 ~ ( t  )) = d% K(P;  Q)~,(Q) - -  ds A.~K(P; R(s)); 

o A 

da rechts der Bogen B nicht auftritt, so folgt: ~,(P) ist fiber B hinaus fortsetzbar, 
genfigt dort ebenfalls der Differentialgleichung AA~--2q3~ = 0 und ist analytisch 
in x, y. 

8 - A n n a l i  d i  Matemat ica  
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VII. - Ein erster Grenziibergang. 

36. - Po und die Knoten K1, ..., K~_3 sind lest. Die Eigenwerte ~i und Eigenfunk- 
tionen ~i h~ngen yon h (h > 0) ab, ebenso die Konstanten fi~. Wir drfieken diese 
Abh~ngigkeit immer dunn, wenn es die Genuuigkeit erfordert, durch die Sehreibung 

aus; interessiert bei ~(h) auch die Abhi~ngigkeit yon der Stelle P, so schreiben wit 
~ ( P ;  h). Es interessiert uns jetzt tier LimBs 

lira h = 0 (h > 0). 

1 ° Wit betraehten ~ = ~(h). Verkleinert man h, so bedeatet  clas eine Locker- 
ung in der betreffenden Variationsaufg~be; daraus folgt 

0 < ~(h~) ~ ~(h~), 0 < h~ < h~. 

~ach dem Maximum-Minimum-Prinzip fibertr~gt sich diese Monotonie auf jedes 
~(h) und es folgt: ~dh) hat fiir h~O einen Limes ~ ~ O. Wit notieren 

(66) ~(h) ,~)~ fiiv h~0 

~uch (63) ist ~ < ~ ,  also auch l imP~=-oo;  naeh (64) ist 0 <  ~q+~g ~q+~. Unter 
den Zahlen ~ ,  ..., ~ ,  seien genua p gleich :Null 

( 6 7 )  o = = . . . . .  < < . . .  ; 

ist p -=  0, so treten gar keine solche Zahlen auf. Die Beziehung (60) ergibt flit 
Co : c~ ( l ~ i ~ p ) ,  daI~ limfldh) = 0 ist. 

2 ° Wit nehmen p ~ 1 an und interessieren uns im weiteren nur fiir die 1o ersten 
Eigenfunktionen ~(h) , . . . ,  q~(h). ]~s ist 

E[~(h)] = 6(h)~0 (h~0) 

= 

Daraus folgt naeh einer schon gel~ufigen Sehlul~weise: es existiert eine Teilfolge 
h : h,, h,~0 derart, d~l~ 

(68) <~ lim ~v~(h) : q~ ~> 
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ist, wo 

= o 

ist; ~bl ist also eine Eigenfunkt ion aus [~1, ..., %]. Wenn  wir die Folge h = h~ end- 
lich oft sieben und wieder mi~ h~ bezeichnen, so folgt auf diese Weise: es existiert  
eine Folge h---h,, h~$O, ffir welche 

lim ~(h)  = ~,  ~), ~ ~ [?~, ..., ~ ] ,  1 ~ i ~ p 

gilt. Die ~ sind auf F or thonormier t  

(69) 
^ ~ ~ ~ e  [ 1  ( i = k )  

d [ ¢ ~ , ~ , ~ ] =  ~ ~ - -  O ( i ~ ) .  

Wir  be t rachten  in Randni~he in den Koordina ten  n, s den Graphen fiir 3~(h)/3n 
auf n ----- - -  ~, 5 > 0 un4  genfigend klein, als Funk t ion  yon s und sehen daruus: 

Ferner  ist 

- -  - - = 0  i n s = O .  

A 

~--~ = 0 in K1, . . . ,  K~_3 • 

Iqaeh 30. 7) folgt ~ ,  = C. q~, U = ± 1, q~ die dortige l~unktion. Daraus und  aus (69) 
folgt dann:  p ~ 1, also p = 1. 

3 ° I n  jedem Fall  (ob p = 0 oder p = 1 ist) folgt 

0 < __< 

f fir genfigend kleines h. 

4 ° Wir  nehmen wieder p ---- 1, also ~1 = 0 an. Dann  folg~, dab fiber (68) hinaus 

(( lim ~l(h) = ~ ~ ffir h~O 

ist (nicht nu t  ffir eine Teilfolge h~). IJegen wit  noch ~l(h) dutch (vergl. (54)) 
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dem Vorzeichen nach lest, so haben wir das ]~rgebnis: 

l )  ~l(h) ist stets ein einfacher Eigenwert; 

2) fiir die zugeh6rige Eigenfunkt ion ¢1(h) gilt 

(( l im qSZh ) = ~ ~) fiir h~0, 

die ]~igenfunktion aus (55). 

VIH.  - E i n  zwei ter  Grenzi ibergang.  

37. - Wir benutzen die zu der ~ tmkt ion  q~ in 30. 8) geh6rige ~ tmkt ion  q~*, die 
ebenso wie q~ eine Eigenfunktion mit  dem Eigenwert 0 ist. Wi t  sehreiben je naeh 
Lage q~* ----- ~b*(h) = q~*(P; h). Nittels q~* 4efinieren wit  auf /" eine ~unkt ion  V* = 
= V*[s; h], die auger yon s noch yon h abh~ngt, wie folgt; zun~ehst sei 

V*[s; h i - -  ~n auf B;  

V*[s; h] = 0 in K1, ..., K~_8 • 

Alsdann denken wir uns dieses V*[s; h] gentigend glat t  (mindestens zweimal stetig 
differenzierbar) auf ganz /~ so fortgesetzt~ dag 

lira V*[s; hi : 0 ,  l i m ~  V*[s; hi = 0 

gleichm~Big fiir h~0 gilt; ferner so, dab auch 

~2 
lira ~ V*Es; h] : 0 

gleiehmi~gig augerhalb jeder Umgebung vom s ~- 0 gilt, und  sehlieglich so, dag fiir 
alle h > 0 

~V*Es; = o h] 

ist. 
Je tz t  identifizieren wit  dieses V*[s; hi mi t  dem v(s) in 13. (h > 0 be]iebig und dann 

lest) und fiihren damit  die 4oft geschilderte Gebietsvariation aus: 

yes; h; ~] = v*e~; ~].~ + { - -~(V*[~;  ~])~} .-~ + .... 
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Der  neue Rand  hgngt  je tz t  auBer yon  s aueh yon  dem Paramete r  h ab. :Entsprechend 
der Grundton  ~ yon h und s und es ist (der P u n k t  bedeutet  die Ableitung nach s) 

~2 
~[/~; e ] =  ; t +  X[h; 0]-~ + .. . .  

Der G = Variat ion entspr ingt  eine co = Funk t ion  co = ~o(P; h). 
co genfigt den in 16. angebenen Bedingungen und speziell den Randbedingungen 

)Y: o~ = 0 ,  ~--~ = - -  V*[s; h] 

und  es ist 

(70) ~ [ h ;  0] = E[~(P; h)]. 

~ a c h  It :onstruktion ist ffir h = 0: 2[0; e] ~- 2 (e beliebig); die obige Entwicklung 
ftir 2[h; e] laute t  dann  

~2 
~[o; e l =  ;t + o.-~ + . . . .  

Wit  beachten jetzt :  der Grundton  einer eingespannten P la t te  ~ndert  sich stetig 
mi t  dem Gebiet  (vergleiehe dazu die Ausfiihrungen yon  ]~. CO~mAN~ in [2], S. 419-421, 
die man  sinngem~B auf den :P~ll der P la t t e  zu i ibertragen hat),  a n d  sehliessen, dab 

lim "~[h, 0] = 0 ffir h~0 

ist. lVach (70) bedeute t  das 

ferner ist trivialerweise bier 

und  es gilt somit auch 

Z[o)(P; h)]-+ o far  h~0 ; 

a [~(P;  h)]-+ 0 ~ar h40, 

j [ r , ( ~ ;  h)] - ; .~ [~(P ;  h)] + 0 .  

38. - Ahnlich wie in 20. fiberzeugt ma n  sich, dab H[co(P; h)] < C1 ist. Aus der 
ffir co(P; h) giiltigen Beziehung - - w i r  anterdrf icken dabei d a s h  - -  

w(P)= ),fd%K(P; Q)o~(Q)--~ ds~ 
e P 

schlieBt man  auf H[~o(P; h)] -+ 0. Alsdann folgt J[~o(P; h)] --> 0 a n d  welter mithilfe 
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yon (2) aueh D[~(P; h)] --> 0. 

E[~] -~  o ,  J [~]  ~ o ,  2)[o~3-+ o ,  ~[o~ ~ o ,  

d.h. im Sinne yon 4. (dort ~ ~ 0 zt~ setzen) 

<~ lira ~ (P ;  h) -- O ~. 

Zusammen ergibt sieh fox eJ = eo(P; h) 

d[oJ] --> O ; 

39. - Wi t  koxzen ohne ~iSversti~ndnis jetzt  wie folgt ab: 

und  bilden 

¢ * ( P ;  h) = ¢ * ( h ) ,  ~(/~; h) = o~(h) 

$(h) = ¢~*(h)--~(h) ; 

ffix die duxch ~ gegebene Gebietsvariat ion ist der Bogen B ~-B(h) nach Konstruk-  
t ion starr, d.h. die durch ~ gegebene Gebietsvariat ion ist eine ~ = Variation mi t  
der Eigenschuft  

(71) 

Es ist 

E[~]  = E [ ¢ * ]  - - 2 E [ ¢ * ,  o~] ÷ E[o~] ; 

der erste Term reehts  ist ~ul l ,  da ¢ *  eine Eigenfunkt ion ist; der zweite ist 
:Null naeh (44), da ~(8~o/Sn)= 0 ist. Da  E[~o]-~0 ist, so folgt 

(72) /~[~] --> O fiir h~0. 

Angenommen,  es ist P~ > 0 (vergl. (67)). D~nn folgt uus der Minimumseigenschaft  

yon ~(h) 

~[o)(h)] = ~(h) ,  d[~(h)] ~ P1. d[c~(h)] 

and  dargus und  uus (72), da$ d [ ~ ] - + 0  ist im Widerspruch zu (71). Es ist also 
~1 = 0 d.h. p = 1 in (67) u n d e s  gelten die in 36. 4 ° ungegebenen Feststellungen. 

Da im weiteren nvx .~l(h) und q~l(h) nuftreten,  so unterdrf ieken wir den un te ren  

Zeiger 1 nnd  notieren:  

lira ~(h) = 0 (h~0) 

lira ~(h) = ¢ (h~0). 
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Ferner  ist nach 36. 1 o SchluB auch 

lim/~(h) = O (h~0). 

Fi i r  ¢(h) gelten die Beziehungen (62). 
Die Beziehung (46) liefert fiir ~ = q~ un4 Z = ¢(h), wenn m a n  noch ~(~qS/Sn) ---- 0 

beri icksichtigt :  

A(h) B{~) 

Das In t eg ra l  l inks s t reb t  nach 1 ffir h$0, das In tegra l  rechts  ist absolut  < cons t .h  8 

d.h. ~(h) ha t  eine Entwick lung  urn h = 0, die so anf~ngt:  

~(h) = o + o .h + o .-~ + . . . .  

IX.  - Die Annahm e  q > 3 Ffihrt zu einem Widerspruch.  

40. - Nach dem zuletzt  gewonnenen Ergebnis  setzen wit  die in h analyt ischen 

Entwick lungen  an:  

~m hm+l 
(73) ~ ( h ) = a ~ - ~ . . + a ~ + ~ ( m + l ) ! @ . . . ; a ~ > O  , m > 3  

(74) 
h 2 

~(h) = bJ~ + b ~  + ... 

und im selben Sinne 

(75) ¢(t0 = ¢ + T~h + T~ 
2 ! + . . . ,  

worin die Funk t ionen  T1, T~, ... yon  h nicht  abhi~ngen. Aus den Eigenschaf ten  fiir 

¢(h) ergeben sich daraus  die folgenden fiir die T , :  

A A T , -  ZT, = o,  f f ~ T ,  = o 

T ~ = O  auf F ,  
~n 

~n O; 

- -  O in  K 1 ,  . . . ,  K~_3 

jedes T ,  ist also eine co = •unkt ion mi t  den Kno ten  K1, ..., Kq-a, oder es ist T ,  ~ 0. 
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Wir be t rachten  je tz t  die Randbedingung ffir q~(h) in einem inneren P u n k t  P yon 

A(h)~ /~ : ~ K ~  ...7 Kq_a; 

(76) 
~¢(h) 

~(~) ~ ( ~ ) ~  ~(~) --~(h) 
~ ~n ~ " 

Fiir  he0 wird daraus die bekannte  l~andbedingung fiir ~b 

~n ~n ] = 0 .  

Wir differenzieren (76) nach h einmal und  erhalten fiir he0 

~ , _ . ~ 1  ~d~ 

nachtr/~glich giiltig auf ganz T'; da T~ eine ~o = Funk t ion  oder T1 = 0 ist, so ist 
bl = 0 und weiter E[T~] = 0 d.h. kP~ ist eine Eigenfunkt ion der ersten Variations- 
aufgabe oder T~ ~ 0; T~ hat  die Kno ten  K1, ..., Kq-s, falls T ~  0. 

Wir differenzieren zweimal nach h und erhalten fiir he0 analog: T~ ist eine Funk-  
t ion wie kg~ und es ist auch b~ = 0. 

Fahren  wit  so fort,  so erhal ten wit:  T~, ...7 Tm_~ sind Funkt ionen  wie T~ un4 T~ 
und es ist ba . . . . .  b~_l = 0. 

Ers t  wenn wir m = mal differenzieren, ergibt sich ffir he0 ein anderes Ergebnis:  

~-~ -~  j --  a~-~n = bm auf F ;  

bier ist die eckige Klammer  ~ 0 auf T', d.h. T~ ist keine Eigenfunkt ion der ersten 
Variat ionsaufgabe:  sonst wi~re ~¢/~n = const, auf /~ d.h. ~qS/~n = 0 a u f / ~  wegen 

41. - Dami t  erhal ten wir tiir die Entwicklung (75) 

h~_i } hm 
(77) ¢(h)--~ ~b@T~.h@.. .@~P~,_~ ( m - - l ) !  @0(h).--;m! 

hier ist die geschweifte Klammer  eine Eigenfunkt ion der ersten Variat ionsaafgabe 
(mit den Kno ten  K1, ..., K~_3) und 0 = O(h) sicher keine solche Eigenfunkt ion;  jedoch 
gilt fiir O(h) 

~ o(~) 
~n = 0 .  
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Wir  berechnen je tz t  in leichtwerst~ndlicher Schreibung 

~(h) = E[¢(h), ¢(h)] = E [ {  }, ¢(h)] + E[0(h), ¢(h)] ~ .  

Der  erste Summand  rechts verschwindet  gem,S  (44): dort  ftir ~v die geschweifte 
Klammer  eingesetzt.  Somit ergib~ sich wegen (73) nach Division durch h'~/m! 

h 
a~ ~- a~+l m + 1 

+ . . . .  E[¢(h), 0(h)]. 

~qach (77) ist weiter die rechte SeRe gleich 

h ~ 
E [ {  }, 0(h)] + E[0(h), 0(h)] m~; 

wieder verschwindet  tier erste Summand  aus demselben Grund wie oben, und es 
ergibt sich 

h ~ 

° a , ~ -  . . . .  E[O(h) ,O(h)Jm! , m>~3 . 

Diese Aussage widerspricht der Tatsache, dal3 a~,, > 0 ist. 

Die am Anfang yon  30. gemachte  Annahme,  dal3 q > 3  ist, ha t  also auf einen 
Widerspruch gefiihrt. Somit  ist q = 2. 
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