Uber die Rayleighsche Vermutung:
Unter allen Plaiten von gegebener Fliche und konstanter
Dichte und Elastizitit hat die kreisformige den tiefsten Grundton (*).

ErNsT MoHR (Berlin)

Zusammenfassung. ~ Wir beweisen in dieser Arbeit die eine Hdalfte der Vermulung von Lord
Rayleigh aus dem Jahre 1877, ndmlich die Eindeutighkeit: wenn eine Platte mit dem tiefsten
Grundton existiert, so ist sie notwendig kreisformig. Der Beweis beruht auf folgender Uber-
lequng: die zweite Variation des Grundtones dieser Plaite gegeniiber flichentrewen Gebiets-
variationen ist nicht negativ wnd gleich Null fiir swei infinitesimale Translationen in den
Achsenrickiungen wnd eine infinitesimale Drehung um den Ursprumg. So ergibl sich ein
Eigenwertproblem fir den kleinsten Wert jener zweiten Variafion, von dem wir wissen, daf
er gleich Null ist und von dem wir zeigen, daf er genau sweifach ist. Daraus folgt, daf
sich die infinitesimale Drehung aus den zwei infinitesimalen Translationen linear mit kon-
stanten Koeffizienten aufbaut, was bedeutet, dafi der Rand kreisformig ist.

Einleitung.

1. — G. SzEed hat die Vermutung von LorD RAviEieH ([1], 8. 320) unter der
Voraussetzung bewiesen, daf die Grundschwingung der Platte vorzeichenfest ist
([7],(8]). Indessen weifl man bis heute noch nicht, ob diese Voraussetzung gemacht
werden darf.

Wir beweisen hier die eine Hilfte der Vermutung, nimlich die Eindeutigkeit
(sie ist fiir den Physiker in erster Linie wichtig) d.h. den folgenden Satz von LORD
RAYLEIGH:

VORAUSSETZUNG, — Hs existiert eine Platte mit dem tiefsten Grundton.

BEHAUPTUNG., — Die Platte ist kreisformig.

2. — Beim Beweis dieses Satzes sfellen wir uns ganz auf den Standpunkt des
mathematischen Physikers, nehmen alsc an, daf alle die Differenzierbarkeits- bzw.
Analyzitdtsvoraussetzungen erfiillt sind, die unsere Befrachtung erfordert; es ist
beim Beweis ohnehin genug zu tun.

Wir hoffen, auf die analytischen Feinheiten wie auch auf die Frage nach der Exi-
gtenz einer Platte mit dem tiefsten Grundton in einer spiteren Arbeit zuriickzukommen.

(*) Entrata in Redazione il 26 giugno 1972,
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Alsg Vorbilder fiir ungsere Hinstellung nennen wir: das klassische Werk von R. Cou-
BANT und D. HiterT [2], [3] und [4], die grundiegende Arbeit von K. FRIEDRICHS [5]
und das wundervolle Buch von G. POLYA und G. Szrc [9].

L. ~ Vorbereitungen.

3. — @ bedeutet ein Gebiet, 0¢ seinen Rand G = G-+ 0G seine AbschlieBung,
Wir setzen voraus: 0G ist eine mindestens zweimal stetig differenzierbare einfach
geschlossene Kurve. Ist [ = f(x,y) in G definiert, so bedeutet fe ¢* in @, daB f
in G k= mal stetig differenzierbar ist; ebenso e C* in @, daB fe C** in G ist, und
daf die k-ten Ableitungen von f als stiickweise stetige Funktionen existieren; fe (°
in G bzw. fe(°in G bedeutet, daB f stetig bzw. stiickweise stetig in & ist. Analog
ist fe 0% in G und feC* in G zu verstehen.

fm iStz%y ey Af:”fzm+fvvv %
die Ableitung nach der duleren Normalen (9¢ go orientiert, daB das Innere zur Linken
liegt). [[ bedeutet eine Integration iiber das Gebiet, [ bzw. § eine Integration iiber
einen Randbogen (derselbe ist stets zusammenhiingend und hat eine Lénge, die
kleiner als die L#énge von 0G ist) bzw. 9G. Das Integrationselement dxdy bzw.
ds (s die Bogenlinge, geziihlt von einem passenden Punkt) ist i.a. unberdriickt.

Wir erinnern an die quadratischen Integralausdriicke

A= f |r

Df1 = f f 7+ f

2171 = [ty
70 = [ [t 212+ 12}
-
mit den entsprechenden bilinearen Formen, z.B.
of og.

I, 0= [ [t 2t T i 0 = $ 222

dabei ist J[f, f1= Jf], [}, f] = a[f], .... Bs ist

) Py =70+ §{r L~ 1. L.
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O, 0y, C,, ... bedeuten positive Konstante, die (je nach Lage, ein Mifiverstindnis
ist ausgeschlossen) noch vom Gebiet abhingen kénnen.
Es gelten die Ungleichungen

() < o{Drm+ §r)
g = o{VDIAHT + Hifl}
DIl =C{II+ $R 1)
$(2 + 12 < O{VITADIA + DI1);

spiter ist stets f = 0 auf 0G; dann lauten die erste und letzte Ungleichung

H{f] = OD[f]

(%) o
a[f1 < C{VJIADIfl + DIf1}.

Tritt z.B. J[f] auf, so ist angenommen, daB feC* in ¢ und J[f] < oo ist.

4. - Spiter treten Variationsaufgaben mit dem « Fihrungsglied » P[f] auf. Fir
die Abschitzungen ersetzt man nach dem Vorbild von K. FrRIEDRICHS [5] P[f] durch
J[f]. Z ist die jeweilige Menge der zugelassenen Funktionen f. Die an f zu stellenden
Differenzierbarkeitseigenschaften ergeben sich jeweils aus der gestellten Aufgabe und
werden von uns nicht explizit formuliert. Wir verweisen hierfiir ein- fiir alle Mal
auf [4] 8. 476-523 und speziell 8. 528-530. Als Beispiel fiir eine solche Variationsauf-
gabe nennen wir schon hier:

it B[fl=¢ bei d[f]=1

mit dem «Energieausdruck »

@) 7)1~ 81— § () 2.

on

A> 0 eine Konstante, 03u/on®*e C° auf 0G vorgegeben. Die Lage wird dann stets
diese sein: entweder es steht schon fest oder es wird mittels der obigen Ungleichungen
bewiesen, dal fir die Funktionen fe Z eine Aussage

(4) Hf]= 0., Dfi=0C, J[f]=06

gilt; insbesondere gilt dann diese Aussage fiir eine Folge f=f, von minimierenden
Funktionen. Ist (4) gesichert, so bezeichnen wir die Variationsaufgabe als sinnvoll.
Auf Grund von (4) schlieBt man auf der Linie der Uberlegungen von E. Courant
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und K. Friedrichs: fiir jede minimierende Folge f, gelten die Beziehungen (7 — oo,

k> o0)

Bfi—fl =0, Jlfi—fil=>0, Dlfi—fl—0 H[fi—f]—=0, dfi—H]—>0;
ferner existiert eine Funktion ge (® in G mit den Higenschaften

Blfi—gl=>0, Jlfi—¢]l=0, Difi—¢]—>0, Hlfi—g]l—>0, dfi—gl>0;

@ erweist sich als eine minimierende Funktion, ¢ € Z; dariiber hinaus ist ¢ € 0%
in G und geniigt dort der zugehérigen Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung;
ferner gelten die Limes-Aunssagen

lim f,= g
i 2y %

bw o oy By

gleichm#Big in G. Wir driicken diesen ganzen Tatbestand im folgenden durch die
Aussage

(8) «limf;=g@»
aus; die Anfiihrungszeichen sollen daran erinnern, wie diese Aussage zu verstehen ist.

Auf dem Rand I'=0G geniigt ¢ i.a. nicht streng den Randbedingungen. Im
obigen Beispiel ergibt sich

§_3§ [A(p_@a"“] —0  bei Sg-ffxo,

on on on
of[on sonst beliebig, also formal die «natiirliche » Randbedingung

{6) [ (p———g%%] = congtauf I

Im allgemeinen ist jedoch diese Aussage durch die « Grenzgleichung » (I'y die in G
verlaufende Parallelkurve zu I" im Abstand 6> 0)

. a bp o Mu]] [

I's Is

zu ersetzen; dabei treten die zweiten Ableitungen auf dem Rand nur beieiner natiir-
lichen Randbedingung und immer in der Kombination Ag auf. Wir nehmen im fol-
genden stets an, daf in solchen Fallen die Randbedingung streng erfiillt ist, also
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hier, dafl (6) gilt. Wir erwihnen noch, daf hinter vielen Umformungen die spiter
vorkommen, eine Limesbetrachtung im Stile von (7) steht, ohne da8 wir darauf
eingehen.

5. — Wir erinnern an eine wichtige Formel von F. Rellich fiir die eingespannte
Membran [6]; sie 146t sich sinngem#f auf die eingespannte Platte iibertragen mit
dem Ergebnis: aus den Beziehungen (¢ eine Parameter)

AAf—of=0 in einem Gebiet G

=0, -a—7~x0 auf dem Rand o6
on
folgt
1 or? .
®) =3 §ums v mp=1,

r? = a*4 y*; dabei kann ¢ irgend ein Eigenwert sein.

6. — Fiir die Platte mit dem tiefsten Grundton benutzen wir von jetzt ab die
Bezeichnungen: G das optimale Gebiet, 06 = I, F die vorgeschriebene Fliche,
A>0 der (nach Voraussetzung) tiefste Grundton und u = u(x, y) eine Grundschwin-
gung. feZ verlangt: =0, 0ffon = 0 auf I Wir notieren die Formeln

o J P [ Ple] _
@ i=minl i) =) A=
(10) Plu, {]—AH[%, {1=0, (eZ,{ beliebig

Aduw — =0 in @
{11) ow

=20, »--a%_o auf I
1 ore
— 2 J— .
(12) A_Sjﬁ(du) o Hll=1;

die Klammer {} ist der bekannte Rayleighsche Quotient (Nenner stets > 0), (10)
ist die nichtausintegrierte Variationsgleichung, aus der (11) folgt, (12) die Rellichsehe
Formel.

Wir setzen, wie das auch G. POLYA und G. SzEGO in [9] tun, voraus: die Rand-
kurve I" des optimalen Gebietes & ist eine einfach geschlossene analytische Kurve.
An ejnigen Stellen lassen wir voriibergehend zu, dal I' nur stlickweise analytisch,
jedoch ohne Spitzen, ist; die Betrachtung andert sich dadurch nur unwesentlich,



90 ErnsT Mour: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw.

s ist die Bogenlinge, x» die Kriimmung. I" ist durch » = x(s), y = y(s) gegeben;
{cos «, sin a} ist die duBere Normale, o = w(s) und x = o' = da/ds. Fiir alle Betrach-
tungen in der Nihe des Randes I' benubzen wir anstelle der kartesischen Koor-
dinaten x, y die krummlinigen Koordinaten », s (in dieser Reihenfolge), die durch
das System der Parallelkurven zu I" und das System der dazu orthogonalen (gerad-
linigen) Normalen gegeben sind. Wir unterdriicken die Umrechnungen der Ablei-
tungen einer Funktion f(», ¥) nach » und y auf die nach » und s. Als Beispiele nen-
nen wir

2 2
A]‘:% %%"i'%l; auf I'(n=0)
(13)

A A _
{fwﬁs: ﬂ—a?}—ft(a—%) auf [, falls =0 auf I'.

7. — Kz, y; & ) bedeutet die Greensche Funktion fir Adw = 0. Wir benut-
zen in einem solchen Fall die kiirzere Schreibung: K(P; @) wo P = (%, 9), @ = (&, n);
entsprechend 4,K(P; Q) fir K+ K,,, 44P; Q) fiir K.+ K,,; do, fir das flich-
enhafte Integrationselement. Mit » = Abstand PQ ist

E(P; 1= o rlogr + K(P; @);

E(P; Q) ist biharmonisch sowohl in bezug auf P, als auch in bezug auf Q; ferner
ist K(P; Q)= K(Q;P). Auf I' ist fiir Pe G, P fest und @ variabel

I'"K=0, %:0.

Die Aufgabe
Adf=p in @
(14)

of
f=0, 2 =9 auf I

hat dann die Losung ([10], S. 858)

(15) 1(P) = [do K(P; Q) o(@) — $ds g(s) 4, K(P; R(s)) ;

] Ir
A,K(P; R(s)) bedeutet: man bildet fir Pe @, P fest und R variabel zunichst
A,K(P; R) und ersetzt anschliefend R durch den zu s gehorigen Randpunkt R =

= R(s).
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8. — Sei jetzt @ € G, @ fest, P variabel und P bereits in der Nahe von I, kurz in
einem (geniigend schmalen) Randstreifen §. Als Funktion von P geniigt dort

K(P; Q) = g(P)
den Beziehungen
AAg=0 in 8

o9

Wir nutzen jetzt aus, dafl I analytisch ist und folgen den Uberlegungen, die
R. CouraNT in [2] 8. 395 anstellt bzw. andeuted und die man sinngemiB auf den
vorliegenden Fall auszudehnen hat. (bei Courant handelt es sich um die Gleichung

Adg+ug=0, g=0auf I, p

ein Parameter; hier um die Gleichung

AAdg—pg=10, g=0, —9%-:0 auf I,

u ein Parameter, wobei im obigen Fall speziell y = 0 ist). Wir spiegeln den Punkt P
an I, was den Spiegelpunkt P* ergibt und dehnen g = g(P) zu einer Funktion g*
durch die Vorschrift g*(P*)=g(P), P8 aus; P* bewegt sich im Spiegelbild §*
von 8. Dann gilt fiir die dadurch in 8+ S* erklirte Gesamtfunktion § Folgendes:
es ist wieder 44§ =0 in S §* iiber den Rand I hinweg (44§ — uj = 0, falls
170 ist) und es ist § als Funktion von «, ¥ im reellen Sinne analytisch in den reellen
Variablen # und y. Fiir K(P; Q) bedeutet das: fir @ € &, @ fest, P variabel und
P s£Q ist K(P; Q) iiber den Rand I" hinaus analytisch in P d.h. in 2, ¥.

IL. — Eigenschaften einer Grundschwingung u = u(w, y) fiir das optimale Gebiet G.

9. — Nach Voraussetzung ist der Grundton 4 in (9) auch dann noch ein Minimurm,
wenn das Gebiet G mit dem Rand I"in ein flichentreues Gebiet G(g) mit dem Rand
I'(e) variiert wird, e ein Parameter, G(0) = G, I'(0) = I. Die Gebietsvariation, im
folgenden kurz ¢ = Variation genannt, nehmen wir mittels der Normalverschiebung
(dieselbe stets analytisch in ¢ angenommen)

&2

(16) Vis; &) = v(s)e -+ w(s) 7 + ...

vor. Dabei ist notwendig

%17:0;
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diese Beziehung driickt, aus, daf die ¢ = Variation in erster Ordnung beziiglich ¢
flichentreu ist. Mithilfe von V{(s; &) gelangen wir von I" zu den neuen Rand I'(e)

E=E(s;8) =w(s) - V(s;e) cosx

(17) T'(e):
n=1n(s; &) =y(s)+ V(s; &) sinex.

Wir verabreden bei G = Variationen: (z, y) ist ein Punkt von @ bzw. G, (£, 1) ein
Punkt von G(¢) bzw. G(e). Ist f(£, 1) in G(e) gegeben, so schreiben wir, wenn es die
Klarheit erfordert

(18) fr fir f auf I'e).

10. — Wir betten u(x, y) in eine Schar von zulassigen Funktionen w*(&, 7; ¢) fiir G(e)
ein mit den Randbedingungen

u® En;e)=0
(19) (o) ) aut I'e) .
ug(&,m58) =0, ’w,’(f,’i’];é‘)=0

Fiir (»,y) €@ setzen wir

{We(m, ¥ &)eo = L2, 9) 5 (2,9)€E.

Wir denken uns fiir den Argumentpunkt (17) die Randbedingungen (19) ange-
schrieben, differenzieren nach ¢ und setzen ¢ = 0. Wegen

a2

o ou ou .

=—, —=Au-cosa, ——=Au-gine auf I’
o2’ om o

Au

ergeben gich fir Z die Randbedingungen

[Z4=0, %%:—fu-z]u.

Der Rayleighsche Quotient

[[wgt s [ [y

Gle) ale)

hat als Funktion von e die Ableitung Null fiir ¢ = 0. Eine bekannte Rechnung
([2], 8. 260-262) liefert, daB notwendig

é;v(mN:O bei ﬂgv:O,
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also

(4u)? = const. =¢* auf I'
ist. Die Rellichsche Formel liefert

2
Az@éf’, 02=%>0.

‘Wir diirfen also setzen:
(20) Ay =e¢>0 auf I' bei Hlu]l=1;

wegen Au = 0?ufon® auf I" heift das: es ist 4> 0 in einem Randstreifen von I

11. - Dieses Ergebnis gilt fiir jede normierte Grundschwingung « und zwar mit
derselben Konstanten ¢> 0 (u eventuell durch — # ersetzt). Daraus folgt:
Der Eigenwert A fiir das optimale Gebiet @ ist einfach.

BEWEIS INDIREKT. — Es existiert dann eine Grundschwingung & mit H[u, @] = 0,

H[#] =1, A% = ¢ auf I'. Fiir die Grundschwingung U = (1/4/2)(u — @) ist H[U] =1,
AU =0 auf I im Widerspruch zu (20).

12. — Durch eine affine Dehnung und Multiplikation von » mit einem passenden
Faktor erreichen wir, dafl ¢ =1 wird. Wir bezeichnen die neue Fliache wieder mit F,
die neue normierte Grundschwingung wieder mit % und notieren

Au=1 auf [, A=1F, Hu]l=1.
Ist K(»,y;&,n) die Greensche Funktion fiir Adw =0, so ist

Au(w, y)—1 = l”dédnlf(w, y; E,mulé,n) .

Aus den Eigenschaften von w schlieBen wir daraus (vergl. [2] S. 365-366): Adu € (2
in @, und daraus weiter nach [2] S. 395: u ist iiber I" hinaus (mittels Spiegelung wie
in 8.) analytisch fortsetzbar, in Ubereinstimmung mit der Formel

u(P) = 4[do, K(P; Q) u(Q)

und der Analyzitit von K(P; Q) in bezug auf P (auf I"). Speziell ist

3w odu
2= 0 Ir.
(21) P o *E 8} auf
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Die Eigenschaft Au =1 auf I" zieht nach sich, daf die Variationsgleichung (10)
schon fiir soleche { gilt, fiir die anstelle von of/on = 6 auf I" nur ff(ag [on) = 0 ver-
langt wird:

Plu, {]— AH[u, {]=0

o 0.

{ beliebig, ¢=0 auf I', fﬁ
r

13. — Es sei A(e) der Grundton fiir das variierte Gebiet G(e), A(0) = A. Da das
Gebiet G optimal ist, so ist notwendig

. fdMe)\ v (d*A(e)
o= () —o, A= (TH) =

Ale) ist fiir G(e) ebenfalls einfach: es hat daher Sinn, von der Grundschwingung
2(& ;5 8)  Hir Ge)
zu sprechen, wenn wir y analog zu %, durch die Forderung
et Zptrw >0

auch dem Vorzeichen nach festlegen.
Fiir (2,y9)c G ist

{X(wy Y; 8)}s=o = u(®, y), (,9) € G.
Wit schreiben im selben Sinne

{225 935 ‘9)}s=o = o, ¥) , (,9)e@
{Xee(w7 Y3 8)}s=0 = (@, ¥) , (@, y)eq.

Fiir (», y) € @ lautet die Differentialgleichung fiir ¢
Ay (m, y; &) — Ae) y(w, 3 6) =0 .

Wir differenzieren ein- bzw. zweimal nach ¢, setzen ¢ = 0 und erhalten mit den
obigen Abkiirzungen
Ado— Ao =0 in G

AAw—~Mp—.}:0u=0 in G.
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Aus der Normierung

h=ﬁﬁ%&@me

e)

ergeben sich durch Differentiation nach ¢ fiir ¢ = 0 die Beziebungen

0= Juw
g

Die Randbedingungen fiir o sind diesselben wie fiir das frithere Z, wobei aber
jetzt Au =1 ist:

ow ow
— =

Aus den angegebenen Beziehungen folgen die Aussagen {(eine Greensche Formel
wird benutzt, ferner u = 0, dufon =0 auf I")

(23) — Aw —ff(zlco)2 ffaﬂ Plo]— AH[w]

e p 04u
(24) %_§@% §@wﬁ7
r r

14. - Wir schreiben fiir die Grundschwingung (&, #;¢) noch die Rellichsche
Formel an. Mit den Bezeichnungen: dS das Bogenelement von I'(e), R*= &2+ 52
und oR?[0N die neue normale Ableitung kommt

1 oR?
(25) o= §as | (s w5

I'te)

HI. - Die Randbedingungen fiir v und der Ausdrack fiir o

15. -~ Im Weiteren benétigen wir in allen Taylorentwicklungen nach & nur die
Terme bis ¢? inklusive. Durch die Festsetzung

W = — xv?
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in der Entwicklung (16) fiir V(s; ¢) erreichen wir, daf fiir die Fliche F(¢) von G{(e)
82
(26) Fley=F + O-e+a-§—|—...

wird, F(0) = F. Wir bilden mit diesem V(s; ¢) den Argumentpunkt (17) und schreiben
fir ihn die Randbedingungen fiir 4 an (beachte die Schreibung (18)):

{X}ns) =0, {‘XE}P(s) =0, {Xn}r(s) =0.

Wir differenzieren zweimal nach ¢ und setzen ¢ = 0. Die erste Beziehung liefert
yp=19* auf I'; die beiden andern ergeben

.@.} = e 1)2 M_2Q)Aw
on on

Da ow/on = —v ist, so kommt auf I’
_ [0w)?
~\on

_a.t_/.)_Q_a_a—)Aa)——(%%)z 8(84/:,,%)

16. — Wir tragen diese Werte in (24) ein und erhalten, wenn wir noch (23) beachten

20 o ow o(Au)
@) E—ff%["”*% o ]
'io ow\?2 o(Au)
(28) b plo)— 1) — 35 (%) du),

Diese Formeln zeigen: Ao hangt nur von der ersten Variation w (von u) ab.
Die Funkfion o geniigt den Beziehungen

AAdo—Iiw=0 in G

?
w=0, %z——v, e aut I

on on
ffuw: 0.

Ist v =0 so ist nach 11. w =0 in G; ist also w # 0, so ist im Sinne der d-Metrik

dlw] =§(2—2)2>0 .
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Da w = 0 auf I, so ist nach einer fritheren Umformung (13) und wegen (1) und (21)

To 2w\ *? Pu

#* P J— o — —

(28%) 5 J[w]— AH[w] E§ ( 8%) P

Die rechte Seite ist der in (3) angegebene Energieausdruck E[f] fiir f=w. Da
7= 0 ist, so gilt

(29) Hw]=0

fiir jede Funktion o, die aus einer ¢ = Variation mit v = — dw/on, ﬁf@ =0 ent-
springt; nach 1l. ist o durch v eindeutig bestimmt,

17. — Der Ausdruck in der eckigen Klammer in (27) ergibt sich noch auf eine
zweite Weise: es gilt namlich eine Entwicklung (I(0)= I, die Schreibung nach (18))
dw 9w
(30) (Ut st} =1+ 2[ 40 ~ 22000 o
In der folgenden Befrachtung bendtigen wir in allen Entwicklungen nach ¢ nur die

Terme bis ¢! inklusive. Fiir die Terme d8 und oR2/0N in der Rellichschen Formel (25)
gilt

A8 = ds -+ %e + ...
_@RZ_BW
al’v‘«——%“’r*b‘—}—,

worin die durch % angedeuteten Koeffizienten sich als wirkungslos erweisen werden.
Wir tragen in (25) zuniichst das erste Glied 1 (in (30) rechts) ein und erhalten
als Beitrag nach (26)

1 o 1 1

I

Das zweite Glied in (30) rechts liefert als Beifrag fir &

! fi a0 teide] 2

4 T ow on | on
r

Da A, = 0 ist, so ergibt sich als weitere Bigenschaft von w

(31) ‘qfds I-Aa) _ e MJ] "y

on om | on

7 ~ Amwnali di Matematica
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18. — Spezielle Funktionen w, fir die A(e) =4, F(¢) = F ist, erhalten wir so:
wir unterwerfen das Gebiet @ einer infinitesimalen Translation in der # = und y =
Richtung, sowie einer infinitesimalen Drehung um den Ursprung. Das liefert die
folgenden drei Funktionen

O=Uyy, O=Uy, O=Ylh,— DUy ;

fiir jede dieser drei Funktionen ist

Hw]l=0.
Weiter ist fiir sie aut I
0w O,
—5’)';, = ‘—a— = COS o
0w ou,
(32) T By, Sina
%% == ;%(yuw——wuy) = —gs8ina -+ y cosc .

Ferner ergibt aber eine kurze Rechnung, daB fiir jede dieser drei Funktionen

(33) [ ow 0Au

Aw ’-3’7&—87] =0 auf I ist.

ist.
Man iiberzeugt sich von der Tatsache

{4+, u, sind linear unabhingig in G} .
Wir notieren fiir diese zwei Funktionen
(34) Elu, =0, Elu,]=0.

IV. — Die Eigenwertaufgabe fiir 7.

19. — Die bisherigen Ergebnisse fithren zu der folgenden Eigenwertaufgabe. Von
der Menge Z der zugelassenen Funktionen § verlangen wir

1) f=0, 3‘3%:0 anf I
SRR
3) ffuf:O.
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Wenn wir die Bedingung 2) unterdriicken, so heifle die neue Menge Z*¥; wenn wir
die Bedingungen 2) und 3) unterdriicken, so heile die neue Menge Z**. Mit

=)

und dem Energieausdruck

of\? o*u
Eifi= — —_— )
= Tin—21— § (&) 5
stellen wir die Variationsaufgabe
o[BI
f, (p =1,2,...) sei eine minimierende Folge mit
E[fﬁ]i@’ d[fy]zl'
20. - Angenommen, es ist p = — co. Dann ist notwendig H[f,] — oo, also nach (2)

auch Dff,] > co. Wir bilden die neue Folge

=T
7 TAk

Dlf1=1;

fiir sie bestéitigt man, daB sie einer Aussage (4) geniigt. Ferner ist d[}‘:] —-0. Wir
schlieen im Sinne von 4. auf die Limegaussage
«limf, =1"»;

f* geniigt den Bedingungen

on

o, Ly, ffu*zo, DIf¥]=1

auf I" und in @; ferner ist
B[f*] = P[f*¥]— H[{*]= 0
im Widerspruch zu 11. p ist also endlich.

Angenommen, es ist D[f,] — co fiir eine Teilfolge von p. Dann ergibt sich &hnlich
wie vorhin derselbe Widerspruch zu 11. Bs folgt: D[f,]=< C,.
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Von da aus schlieft man mittels der Ungleichungen (2}, dal fiir die Folge der f,
eine Augsage (4) gilt, Die Aufgabe ist also ginnvoll und es ist im Sinne von 4.

dimf,=g», ¢eZ,

@ eine minimijerende Funktion. Nachdem das gesichert ist, diirfen wir wieder mit
dem alten Fihrungsglied P[f] anstelle von J[f] arbeiten. Wir notieren

oo\ 2 0
Blg] = Ply]— AH[p) —3@ (.B%) 2u_
a 2
41, [
=0, %zo auf I".

21. - Fiir {eZ* ist ¢+ e{ € Z und es gilt die Variationsgleichung

(36) B, (] —edlg, {1=0, (eZ*.
Fir 5 Z** ist
§=n—Hlu,n]u=n—yueZ*
und es liefert (36) fiir dieses {, weil E[p, u] =0 ist (nach (22))
B, n]l—odlp,n] =0, neZ**.
Daraus folgen die Beziehungen

(37) Ao

op 0 du op .
~% —g—éﬁmconst._ﬁ auf I'.

Wir setzen fiir unser ¢

op
%_Mv, §@m0

und denken uns fiir dieses v die frithere ¢ = Variation durchgefiihrt. Thr entspringt
eine Funktion w, die nach 16. durch » eindeutig bestimmt igt. s folgt: ¢ ist gleich
diesemn o, also nach (29)

(38) o= Hlp]= Elw]=0.

Anderseits zeigt (34), dafl ¢ =0 ist fir ¢ = u,, @ = u,.
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22, — Wir schreiben jetzt ¢=¢, o0,=p (0,=20) fy=/f und bestimmen die
nichste Bigenfunktion ¢, mit dem Eigenwert p, wie iiblich unter der zusitzlichen
Bedingung fiir f

)
d[(pnﬂ = §al"‘]iw0

on on

Ahnlich wie oben ergibt sich

Bpsy 1] —0:@a, ] =0, neZ**
und daraus (f, eine Konstante)
AAp,—Ap,=0 in G

Op,
Ag, a5, g, auf I,
Nach (34) ist auch g, =0 d.h. der Eigenwert Null ist mindestens zweifach.

23. — Das Verfahren bricht nicht ab, und wir erhalten ein Spektrum plus zuge-
horigen Bigenfunktionen

0§91§92§

A
IA

g:
D1y Pay sees Piy oooe «

Als ¢,, ¢, wihlen wir die aus w,, u, durch Orthogonalisierung und Normie-
rung hervorgehenden Funktionen

@1 = Cy1 Uy dp)=dlg.]=1,
Yo == Coy Uyt Coa %y, AL, @] = 0.

Wir notieren die Beziehungen (f; Konstante)

(39) Elg:snl—o.dlg,, nl=0, ne€ ¥
op 0du op
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0 (i=1F)
ﬂ%wﬂ={0 (i £ 1)

[

o9,
I':¢,=0, §a(z:0.

24. — Der Eigenwert Null hat eine endliche Vielfachheit ¢, ¢= 2. In der Tat:
solange ¢ = 0 ist, ist es gleichgiiltig, ob wir eine Eigenfunktion durch df¢]=1 wie
bisher, oder durch H[p]|=1, wie im allgemeinen iiblich, normieren. Wir kénnen
also in (35) den Nenner dif] durch Hf], H[f]> 0, ersetzen. Man iiberzeugt sich:
linear unabhingig im Sinne der d = Metrik auf I' ist gleichbedeutend mit linear
unabhingig im Sinne der H = Metrik in ¢ (immer fiir den Eigenwert Null). In der
H = Metrik weill man aber, daf der Eigenwert Null eine endliche Vielfachheit ¢
hat. Damit wissen wir:

(42) Or=0=..=0,=0, 0 < 04415 q=2.

Man kann zeigen, daB} lim p,=co fiir » —oo ist; darin ist (42) enthalten.

25. — Fiir die ersten ¢ Eigenfunktionen

P1) Pas ooy Pal01= 02 = ... = g,=0)
ist nach (41)
op; 0 Au]

Da jedes ¢, eine spezielle w = Funktion ist, fiir welche die Formel (31) gilt, so folgt:

also

(43) [A(pi~%%%]=0 auf I’ 1=1,2,...,4q.

Ein Teil davon wurde schon durch (33) bewiesen.

26. — Wir bezeichnen die durch ¢, s, ..., ¢, bestimmte lineare Schar mit [,
Poy -oey @o). Dann gelten fiir jede Eigenfunktion ¢ zum Eigenwert Null

@ ELP1; P2y -od] 5 o #0
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nach 23. ((39) und (41)) die Beziehungen.

(44) Elp,n]=0, ne L
op 0Au o

Adp—Iip=0 in @

o
ffuqa:O;]’up:O, §%: .

Eine partielle Integration beziiglich # in E[p,n]= 0 ergibt

0 o 0 Au
§£[Aq9~5%—a%]=0, e ¥,

Nach (45) ist die eckige Klammer gleich Null, d.h. (44) gilt bereits fiir ein beliebiges %
mit p =0 auf I} 5(;(877/87@) = 0 wird nicht mehr verlangt. Wir schreiben daher Z an-
stelle von # und notieren

Elp,Z]=0, Z beliebig, Z =0 auf I.
Eine partielle Integration beziiglich ¢ liefert daraus

op 07 9 Au .

Z beliebig, Z=0 auf I'.

27. — Sei g€y, @s, .-y @), @ £ 0. @ geniigh den Bedingungen
G: A4p—lp=0

I =0, [A(p—————]z

Wir nehmen jetzt umgekehrt an: h = h(P), h=£0 sei eine Funktion, welche
diesen Bediungungen geniigt; es gilt also

(4n G: AAb—Ah=10
I 1) h=0
(48) ohodu]
2) [Ah—a—yfén— —0
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Es ist
E[h,u]szdh-ﬁu—lffhu

HAh-AuzﬂAAh-u

Blh, «] = 0.

d.h. wegen (47)

Auf Grund der Randbedingung 1) ist

oh
ffA]L-AuszhﬂAu—i—ﬂQA%a

und daher auch (beachte AAu—Au =0 und Adu=1 auf I

9

Es ergibt sich also ﬂﬁ(ah/an) = 0.
Angenommen, es ist

(49) y = ffuh;é 0.
Wir bilden dann
H=t—yu, [[uB=0.

Es ist H#0; sonst wire h = yu und

[A oh 0 Au

im Widerspruch zu der Bedingung 2) in (48). H geniigt den Bedingungen

AAH —H=10
(50) J‘fﬂﬂzo;ﬂzo,§?_flzo auf [
en
oH 0 Au
[AH—%W]=~V750 auf 1.

(50) zeigt: H ist eine w = Funktion, H = 0, fiir welche die Beziehung (31) gilt, die
y = 0 liefert, im Widerspruch zur Annhme (49). Es ist also y =0 d.h. [fuh =0,



ErnsT Mour: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw. 105

Jede Losung h von (47) und (48) geniigt also von selbst den Bedingungen

fi-o. oo

das heiBt, jedes solche A ist von selbst eine w = Funktion. Da

B[H] = ”h{A Ah — Ah}+3€ah [Ah ocu aai“]

nach (47) und (48) verschwindet, so folgt weiter: % ist eine Eigenfunktion (& s 0).
Jede Losung % (h s£0) von (47) und (48) ist also eine Eigenfunktion.

Wir beachten jetzt: nach 12. ist 0Aufon auf I analytisch. Die Bestimmung von ¢
ist dann gleichbedeutend mit der folgenden Aufgabe fiir zwei Funktionen, von denen
die erste gleich diesem ¢ ist (y hat hier eine andere Bedeutung, V1> 0)

Ao =iy lg=20

Ap=Vigp T:w—%i—%%.

Indem wir die Betrachtungen in [3] 8. 505 auf dieses System ausdehnen, schliefen
wir: jede Eigenfunktion ¢ (Eigenwert = 0) ist iiber I" hinaus analytisch. Fiir die
Eigenwertaufgabe (35) mit p = 0 bedeutet das: wir ditrfen uns bei der Bestimmmung
des Minimums nachtriglich auf solche & = Variationen beschrénken, fiir welche
I'(¢) ebenso wie I" eine einfach geschlossene analytische Kurve ist.

28. — Wir nehmen an: fiir eine Bigenfunktion
., O
‘PE[(PM(PZ"“?‘P«], pZ0 15135%:0

auf einem Bogen B; A sei der verbleibende Bogen. Dann gilt nach 7.

(51) ~Afdaq E(P; Q) —~fdsa‘pAR (P; B(s) .

Rechts tritt der Bogen B nicht auf; unabhingig von der Betrachtung in 27, folgt
aus (51), daB ¢(P) iiber I" hinaus analytisch fortsetzbar ist. Wegen (45) ist auf B
auch Ap = o2¢/on? = 0.

Wir nehmen hier an, daf I" stiickweise analytisch ist, und weiter, da B speziell
geradlinig ist; dann ist von selbst fiir die durch Spiegelung an B (im Sinne von 7.
fortgesetzte Funktion 9%p/on®= 0 auf I, woraus zusammen mit der Differential-
gleichung ¢ =0 folgt.
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Ist B nicht geradlinig, so wird dureh eine konforme Abbildung (Spiegelung an 1)
B im Bilde geradlinig und es ergibt sich dort ¢ = 0.

In jedem Fall ergibt sich also der Widerspruch ¢ =0 wund wir nofieren: auf
keinem Bogen ist dpfon = 0.

Zusatz. — Lassen wir wie oben voriibergehend zu, dafi I" stiickweise analytisch
ish, so folgt: I” enthdlt keinen geradlinigen Bogen.

BEWEIS INDIREKT. — Ohne Einschrinkung sei dieser Bogen parallel zur = Achse.
Da ¢ = u, eine Bigenfunktion mit dpfon = cos o ist, so ist fir dieses ¢: dp/on =0
auf jenem Bogen, was ein Widerspruch ist. Anders formuliert: » =0 auf einem
Bogen ist unméoglich.

V. — Aus g =2 folgt: I' ist kreisformig; der weitere Beweisgang.

29. — Alles hingt jetzt davon ab, dall wir einsehen:

Der EHigenwert Null in (42) ist genau zweifach, d.h. es ist ¢ = 2.

Den Beweis tragen wir, nm den jetzigen Gedankengang nicht zu unterbrechen,
nach.

Aus ¢ =2 folgt in wenigen Zeilen, daf " kreisformig ist. Nach 18. sind ¢ = u,,
@ = u, zwei linear unabhingige RBigenfunktionen (Eigenwert = 0). Nach 18. ist
ferner o = yu, — au, entweder eine Eigenfunktion oder ist w = 0. Da ¢ =2 ist, so
gilt in jedem Falle eine Beziebung

Yy — TUy = bty — an, ,
a, b zwei Konstante, die auch verschwinden kénnen. Wir wihlen den Punkt {a, b)

als neuen Ursprung, bezeichnen anschliefend die Koordinaten wieder mit #, y und
erhalten

W = YU, — 0, =0 in G.
Es ist dann dw/on = 0 auf I, also nach (32)
—gsina-+yeosa=0 auf I

in Worten: der Radiusvektor {#, ¥} vom Ursprung zu einem Punkt auf I” steht senk-
recht auf dem dortigen Tangentenvektor {— sin «, cos o}, das heilt: I" ist ein Kreis.

30. — Den Beweis, daf ¢ = 2 ist, fiilhren wir indirekt. Wir nehmen also ¢= 3
an, und leiten daraus einen Widerspruch ab. Wir stellen einige Bemerkungen zusam-
men, durch welche die weiteren Ausfiihrungen vorbereitet werden.
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1) Ist ¢ eine Eigenfunktion, ¢ $# 0, so bezeichnen wir jede Nulistelle von
dplon als einen Knoten von ¢; ist die Nullstelle (genau) k = fach, so sprechen wir
von einem % = fachen Knoten oder von einem Knoten von der Ordnung k.

2) Wir setzen fiir die ¢ Eigenfunktionen ¢y, ¢, ..., ¢, (¢ = 3) abkiirzend

op; -
on

— U, 0,=0,s), 1=1=q.

Wir wihlen einen Bogen, auf dem die Kriimmung » positiv ist und beaechten, daf
auf keinem Teilbogen davon ¢¢/on = 0 ist (¢ eine Eigenfunktion, ¢=0). Daraus
folgt: die Wronskische Determinante von irgend m Funktionen

Vyy Vpgy ooy Vypy L= <1p<...<Pu=¢
ist auf keinem solchem Teilbogen identisch Null; wir schreiben fiir diese Determinante

W,

v,va‘..vm(& 87 "ty 8)
wo die Variable s m = mal gesetzt ist. Ist diese Funktion fiir ein festes s nicht Null,
so ist auch

(52) W,W._ym(sl, 855 00ey Sm) Z 0,

Wenn s, 8,, ..., 8, nnabhingig voneinander in einer Umgebung von s variieren.

3} Es folgt jetzt: wir kénnen den Ausgangsbogen bereits so wihlen, dall auf
ihm die Beziehungen (52) fiir alle 29— 1 Wronski-Determinanten gelten. Nach
einem bekannten Mittelwertsatz von H. A. ScEwARz folgt: fir irgend ¢ verschiedene
Stellen s, < 8, <C...< s, anf jenem Bogen ist die folgende Determinante verschieden
von Null {sie ist namlich bis auf einen Zahlfaktor == 0 gleich dem Differenzenprodukt
der &, s, ..., 8, multipliziert mit W, 0y, 03, .., 04); 0y, ..., 0, Passende Mittelwerte
VOIL 8y, ..., &)t

01(81) Vy(81) e Dg{84)
01(Ss) CACH) e Dg(82)

. . . 20
vl(sq—l) ?)2(84_1) IUQ(SII—I)
¥1(8,) V5(84) v U(84)

und diese Eigenschaft gilt unverfindert aueh dann noeh, wenn z.B. s, nach s, riickt,
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in der folgenden Form

01(81)  a(81) V(81)
vy(s1)  y(s1) Vg(81)
0(83)  Va(S3) ... De(85) | F 05
01(8¢) Va(Sq)  or V(80

wird auch s, = s, 8o ist die dritte Zeile durch 'u;'(sl), . vZ(sl) zu ersetzen und es ist
ist wieder die betr. Determinante = 0. Analog, wenn das Zusammenriicken an
mehreren verschiedenen Stellen geschieht.

4) Es folgt: eine Eigenfunktion ¢ = ¢;¢,+ ...+ 6,¢q, @# 0 hat auf jenem Bo-
gen hochstens ¢ —1 Knoten s, << s, < ... < 8,1, und von selbst ist jeder dieser Kno-
ten einfach. Nach Konstruktion des Bogens existiert auch eine solche Eigenfunktion ¢
und es ist ¢ bis auf einen Faktor (# 0) eindeutig bestimmt: ¢ ist gegeben durch die
Determinante

01(81) 0y(81) cer D,(89)
?1(83) 5(83) v g(85)
=§10’5% ;
V1(Se_1)  Va(Sg1) oo V(84 1)
@1 P2 .o P

wobei nach Konstruktion jedes cf #0 st (v=1,...,9).

5) Das Ergebnis unter 4) gilt auch dann noch, venn s,=s, wird; in neuer
Schreibung ist dann

¥1(8p) Ua(8g) e Vg(85)
01(8o) 5(80) e Dg(89)
v1(81) 2(81) v D(84) q
(53) . . i = z Gy @y =@
U1(8e3)  Va(Sas) oo Ve(Ses)
P @a . Py

bis auf einen Fakfor (s« 0) die einzige Eigenfunktion mit den ¢ — 3 Xnoten in s,,
ey 80—y (von denen jeder einfach ist) und einem (genau) zweifachen Knoten in s;;
wieder ist ¢,%0 (v =1, ..., ¢).
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Wir nehmen s,= 0 und halten die s, ..., s, fest: 0<<s, <8, < ... < 5,.,; die
betr. Stellen bezeichnen wir mit Py(s =s=0) und K, (s=3s,, 1<y<¢—3); ist
¢ =3 8o treten die K, nicht auf.

6) Indem wir die Figenfunktion (53) noch normieren und auch dem Vorzeichen
nach festlegen, sehen wir: es gibt genau eine Eigenfunktion @ = y¢ mit den Eigen-

schaften
od\ 2
1) d[D)= ({;(%) =1;

oD
— . 2 -
2) =~ a-s? .. (a>0)
in der Nihe von s = 0;
o .
3) 5%:0 IN §== 81, .00y 8g_3,

wobei jeder dieser Knoten (genau) einfach ist;

4) 0@/on =0, auf dem betr. Bogen fiir alle s mit s£0, s£8,, ..., $4-
Auf 0<<s<s; ist 0@/on> 0; wir wihlen irgend einen solchen Punkt, den wir

mit P bezeichmen und notieren

od a -
(54) —87[>0 in P=35, 0<s<s).

Offenbar ist das normierte @ auch durch diese Bigenschaft dem Vorzeichen nach
eindeutig festgelegt.

7) Jede BHigenfunktion ¢ (¢ # 0) mit den Eigenschaften:

2
X—_0 inEK,,.. E._

on
op 0 op .
—%—0, '5;%—0 1nPo

ist gegeben durch ¢ = C.®, wo C 50 ist. Die dadurch gegebene eindimensionale
Schar von Bigenfunktionen ¢ bezeichnen wir mit [@]. BEs ist also

(55 pe[d].
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8) Wir ersetzen die Funktion (53) durch die folgende, wobei 0 << k<< & ist:

Vi(—h) v(—h) ... v(—h)
v.(h) vy(h) vee g(R)
1 | uls1) Vy(81) vee By(8y)
5% = ¢%;
V1(Se_3) Va(Se_s) .o Ve{84_s)
\Z! P2 Pq

im Limes h->0 geht sie in die Funktion (53) iiber. &* =y .¢* liefert dann eine
Bigenfunktion @*, die von % abhingt, @* = O*(h)= P*(P;h) (P der variable
Punkt) mit den Eigenschaften:

1) @* begitzt die Knoten K, ..., K, ; sowie ,(s = — k) und Q,(s = h); jeder
dieser Knoten ist einfach;

2) 0@*/on> 0 in P;

3) es ist in erster Niherung

oo+
on

a{s?—h?) 4 ...auf—h < s =< h;

4) %1_1)% P*(h) = D.
Den Bogen —h =< s=h mit dem Mittelpunkt P, und den Randpunkten ¢,, ¢.
bezeichnen wir mit B = B(h), den verbleibenden Bogen mit A = A(h).

9) Die durch @ und O* gegebenen G = Variationen haben die gemeinsame
Bigenschaft: gie besitzen die Knoten K, ..., K, ; auf A(h). Sie unterscheiden sich
in der Néahe von P,: dort ist

o
(56) %:as + .., a>0
%
(57) a—;’—za(sz~h2)+ ... auf B(h).

Die Eigensehaft (56) driicken wir dahin aus, daB wir sagen: die durch @ gegebene
& = Variation ist in P, « lokal starr »; analog driicken wir (57) dahin aus: die durch @*
gegebene G = Variation ist auf dem Bogen B(h) »nahezu starr ».

10) Das fithrt zu der Aufgabe: solche G = Variationen durch w = Funktionen
zu betrachten, die K,, ..., K, ; zu Knoten haben und fiir die der Bogen B(h) starr
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ist, also dw/on = 0 auf B(h) ist. Wir deuten diese Variationen und Funktionen im
folgenden durch einen dariiber gesetzten Akzent an. Jeder G = Variation entspringt
also eine (eindeutig bestimmte) ¢ Funktion mit den Eigenschaften:

0® .

%:0 m Kl,---,Kq_a
i =0 auf B= B(h)
o - '

® hingt von h ab: & = &(k) = &(P; h). Ky, ... K, liegen ein- fiir alle Mal fest;
wir bezeichnen daher die betr. G = Variation kurz als eine Gebietsvariation, fiir
welche der Bogen B = B(h) starr bleibt.

VI. — Gebietsvariationen, bei denen der Bogen B = B(h) starr bleibt.

31. — Wir beachten: jede @ — Variation ist eine spezielle & = Variation, fiir
welche die Normalverschiebung Vs, ¢) (vergl. (16)) die Eigenschaften hat:

V(s;e)=0 in Ky, ..., K, (¢ beliebig)
(58)
Vis;e)=0 auf B (¢ beliebig)

Und es ist klar, daB auch gegeniiber solchen @ = Variationen ¢ — G(s), G(0) = G,
unser Gebiet ¢ optimal ist.

Mit der einzigen Abénderung (58) gelten die fritheren Uberlegungen unverindert;
anstelle der GréBen y, o, v, A(e), ... treten die entsprechenden GréBen 7, ®, ¥, A(e), ....
Aus A wird durch die G = Variation der Bogen A(s), wobei die Knoten K,, ..., K,
festbleiben; A(0)= A. Auf A = A(0) gelten dieselben Randbedingungen wie friiher
auf I'=I'(0). Auf B ergeben sich die Randbedingungen

~ o0
w=10 ) -5—7—0 =0
L op_
Zum Beigpiel lautet (28%) jetzt so:
1 ~ ~ o00\? P*u
(59) 3 (A)o=J[0] — AH(®] —‘f (%) Pl
A
und die Formel (31) wie folgt:
o8 2 2
(60) f[Aa—E‘EOA—“]@—+ 46-25 0
on on 7 N

B
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Jeder ¢ = Variation entspringt eine Funktion & mit den Eigenschaften

@ ANB—id—0, ﬂua:o
~ 00 . oG
4: (J)—O, —871’—'—?), f—n—O
20 *
A o
B (,0—0, a_/}’-l, 0
~ 00
K,:0=0, %:0 (v=1,...,¢g—3);

genau dann ist &0, wenn

ist.

32. — In gleicher Weise iibertragen sich die fritheren Uberlegungen in IV auf die
neue Eigenwertaufgabe fiir (1), mit der einzigen Abinderung: den Funktionen feZ
in 19. sind noch die Bedingungen

(61) %:0 auf B, %:O in Kyy..., K, g
aufzuerlegen. Aus den Mengen Z, Z*, Z** werden dadurch die Teilmengen Z , Z*, Vi
Die Verschirfung (61) zieht nach sich, dafl in der jetzigen Eigenwertaufgabe das g,
das an die Stelle des ¢ in (35) tritt, positiv ist: denn sonst wire die erste (oder eine
erste) Higenfunktion ¢ gleich einer Eigenfunktion ¢ (mit p = 0) von friiher mit
0@/on = dpfon = 0 auf B, im Widerspruch zu 28. Dem Ergebnis (37) entspricht
jetzt dieses

[A4¢—Ig=0 in @
. podu L op
(62) A(P—'a—%'—a%—— Q%_ COHSt—ﬁ auf A
o oP
Ila_(p:() auf B, a——i: in Kyy..., Ko

33. — Mit ¢,=¢, ¢, = g, f.=F ergibt sich analog zu frither: das Verfahren zur
Bestimmung von weiteren Eigenwerten ¢, und zugehorigen Eigenfunktionen ¢, bricht
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nicht ab und liefert ein Spektrum plus zugehérigen Eigenfunktionen

H/\
H/\

0<é=gh=.=4

a4 P
¢1, (Pg, ceey sz'} P

‘Wir notieren die Beziehungen

E[¢;, 71— 0:d[¢:, 1= 0, 7€ Z**
AA¢,— Ig;=0 in @

agopa={y  Goh
Big 4= { 0 Geb
[
A:g,=0, faaif=0, %%:0 in Ky,.., K, 4
b

34. — Die Bigenwertaufgabe fiir (1), geht durch die Verschirfung (61) aus der
fritheren Eigenwertaufgabe fiir 1, hervor, Daraus folgt nach dem Maximum-Minimum-
Prinzip von R. COURANT in [2] 8. 405-407 (dort in §2 unter 1. ein weiteres Prinzip
formuliert), daf

(63) Qigéi (7::1, 2’ ..-)
ist; speziell ist nach (42)

(64) 0< o= éq+1 .

35. - Fiir eine Eigenfunktion ¢; gilt die zu (51) analoge Formel

(65) $(P) = Afdae P; Q)¢ —fds P f, K(P; Ris);

da rechts der Bogen B nicht auftritt, so folgt: ¢,(P) ist iiber B hinaus fortsetzbar,
geniigt dort ebenfalls der Differentialgleichung AA¢@;, — A¢; = 0 und ist analytisch
in @, 9.

8 — Annali di Matematica



114 EexsT Momg: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw.

VIL. — Ein erster Gremziibergang.

36. ~ P, und die Knoten K, ..., K, sind fest. Die Higenwerte §; und Eigenfunk-
tionen @, hiingen von h (B> 0) ab, ebenso die Konstanten f,. Wir driicken diese
Abhingigkeit immer dann, wenn es die Genanigkeit erfordert, durch die Schreibung

Gi=8.0), ¢.=¢h), fi=Puh)

aus; interessiert bei ¢,(h) auch die Abhingigkeit von der Stelle P, so sehreiben wir
@{P; k). Es interessiert uns jetzt der Limes

limh=0 (h>0).

1° Wir betrachten §, = g:(h). Verkleinert man %, so bedeutet das eine Locker-
ung in der betreffenden Variationsaufgabe; daraus folgt

0< é1(h2) = él(hl) ’ 0<lhy<hy.

Nach dem Maximum-Minimum-Prinzip iibertrigt sich diese Monotonie auf jedes
g:(h) und es folgt: §,(h) hat fiir k|0 einen Limes P,= 0. Wir notieren

(66) S|P, fir b)0

Nach (63) ist g, < P,, also auch lim P, = oo; nach (64) ist 0 < g, < Poyy. Unter
den Zahlen P,, ..., P, seien genau p gleich Null

(67) O:P1:ﬁ2:---:ﬁm<f’p+1§-»- )

ist p =0, so treten gar keine solche Zahlen auf. Die Beziehung (60) ergibt fir
=¢ (1=<i<p), daB lim fy(h) = 0 ist.

sy
-
—

2° Wir nehmen p=1 an und interessieren uns im weiteren nur fiir die p ersten
Eigenfunktionen ¢(h), ..., ¢, (k). Es ist

Hgm)] =610 (h}0)
d¢.(]=1.
Daraus folgt nach einer schon geldufigen Schlullweise: es existiert eine Teilfolge
h="h,, h,|0 derart, daB
(68) «lim @, (h) = D, »
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ist, wo
E[®,]=0
ist; @, ist also eine Bigenfunktion aus [gy, ..., ¢,]. Wenn wir die Folge h= h, end-

lich oft sieben und wieder mit %, bezeichnen, so folgt auf diese Weise: es existiert
eine Folge % = h,, k|0, fir welche

lim ¢;(h) = D>, '(bie[q;l, @, 1=Zisp

gilt. Die @, sind auf I" orthonormiert

agﬁi_a_d?_k_{l (i="F)

(69) d[@,@k]r:ffiﬁ =10 Goh.

Wir betrachten in Randnibe in den Koordinaten #, s den Graphen fiir 0@, (k)/on

auf n =—4, § >0 und geniigend klein, als Funktion von s und sehen daraus:
0, o 0d,
— =0, —%20 ins=0.
7 0s on
Ferner ist
od,

—=0 in K,,.., K, ;.

Nach 30.7) folgt &,= C-®, ( = 41,  die dortige Funktion. Daraus und aus (69)
folgt dann: p=<1, also p=1.
3° In jedem Fall (ob p =0 oder p =1 ist) folgt

0<P,

IA

Ga(k)

fiir gentigend kleines .
4° Wir nehmen wieder » = 1, also P, =0an. Dann folgt, daB tiber (68) hinaus
«lim ¢,(h) = &,»  fiir £}0
ist (nicht nur fiir eine Teilfolge h,). Legen wir noch ¢,(h) durch (vergl. (54))

Mo P
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dem Vorzeichen nach fest, so haben wir das Ergebnis:
1) §,(h) ist stets ein einfacher Eigenwert;
2) fiir die zugehorige Eigenfunktion @, (k) gilt

«lim @y(h) = ®»  fir 10,

@ die Eigenfunktion aus (55).

VIII. — Ein zweiter Grenziibergang.

37. — Wir benutzen die zu der Funktion @ in 30. 8) gehérige Funktion &*, die
ebenso wie @ eine Eigenfunktion mit dem Eigenwert 0 ist. Wir schreiben je nach
Lage @* = @*(h) = O*(P; h). Mittels @* definieren wir auf I" eine Funktion V* =
= V*[s; k], die auller von s noch von k abhingt, wie folgt; zunichst sei

%
V*[s;h]:—%d:b— anf B;

VHs; B]l=0 in Ky, ..., K, .

Alsdann denken wir uns dieses V*[s; h] geniigend glatt (mindestens zweimal stetig
differenzierbar) auf ganz I" so fortgesetzt, da

Km V¥[s; b] =0, lim% V*[s; B]= 0
gleichmaBig fiir 20 gilt; ferner so, daB auch
-
h.m _a?V‘[S; h]: O

gleichmiBig aublerhalb jeder Umgebung vom s = 0 gilt, und schlieBlich so, dall fiir
alle h>0

5&V*[s; K] =0
ist.

Jetzt identifizieren wir dieses V*[s; A] mit dem »(s) in 15. (A > 0 beliebig und dann
fest) und fithren damit die dort geschilderte Gebietsvariation aus:

Vis; b e]= V*[s; h]-e + {— «( V*{s; k])?} %2 LERE
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Der neue Rand hingt jetzt aubller von ¢ auch von dem Parameter 2 ab. Entsprechend
der Grundton A von % und ¢ und es ist (der Punkt bedeutet die Ableitung nach &)

. 2
Ahs €] = A+ ilh; 0]-85 4.

Der ¢ = Variation entspringt eine w = Funktion o = w(P; ).
o gentigh den in 16. angebenen Bedingungen und speziell den Randbedingungen

0 .
I'ow=290, —a;bz-—-V*[s;h]
und es ist
(70) 3[h; 0] = E[o(P; b)] .

Nach Konstruktion ist fiir h = 0: A[0; &] = A (¢ beliebig); die obige Entwicklung
fir A[k; €] lautet dann

2
2[0;6]21—1—0-%——!—....

Wir beachten jetzt: der Grundton einer eingespannten Platte &ndert sich stetig
mit dem Gebiet (vergleiche dazu die Ausfiihrungen von R. CoURANT in [2], 8. 419-421,
die man sinngemif auf den Fall der Platte zu iibertragen hat), und schliessen, dal

lim A[h, 0] =0  fiir A0
ist. Nach (70) bedeutet das

EHo@; n]—0 far 20;
ferner ist trivialerweise hier

dlw(P; k)] —0  fiir h}0,
und es gilt somit auch

Jio(P; bY]— AH[w(P; k)] =0 .

38. — Ahnlich wie in 20. iiberzeugt man sich, da H[w(P; h)] < C, ist. Aus der
fir w(P; k) giiltigen Beziehung — wir unterdriicken dabei das b —

w{P) = Afdaq K(P; @) w(Q)— § d’s%j: A, E(P; R(s))
r

q

schliefit man anf H{w(P; )] - 0. Alsdann folgt J[w(P; k)]0 und weiter mithilfe
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von (2) auch Dlw(P; k)] — 0. Zusammen ergibt sich fir w = w{P; h)
Eo]—-0, Jw]—=0, Do]->0, Ho]->0, do]—=>0;
d.h. im Sinne von 4. (dort ¢ =0 zu setzen)

«lim w(P; k) =0».

39. — Wir kiirzen ohne MiBverstdndnis jetzt wie folgt ab:

PH(P; h) = D*(h),  w(P;h)=w(h)

und bilden

fiir die durch @ gegebene Gebietsvariation ist der Bogen B = B(k) nach Konstruk-
tion starr, d.h. die durch & gegebene Gebietsvariation ist eine ¢ = Variation mit
der Eigenschaft

(71) d[o]—=1  (h|0).
Es ist
B[&] = B[9*]—2E[D*, ] + E[o] ;

der erste Term rechts ist Null, da &* eine Higenfunkfion ist; der zweite ist
Null nach (44), da §(9w/on) = 0 ist. Da E[w]—0 ist, so folgt

(72) E[&]—0 fir hjo.

Angenommen, es ist P,>0 (vergl. (67)). Dann folgt aus der Minimumseigenschaft
von §;(h)

BBMW]Z §u(h) ddW)] = Py -d[B(0)]

und daraus und aus (72), daB d[@] >0 ist im Widerspruch zu (71). Es ist also
P,=0 dh. p=1 in (67) und es gelten die in 36.4° angegebenen Feststellungen.

Da im weiteren nur §,(h) und ¢,{h) auftreten, so unterdriicken wir den unteren
Zeiger 1 und notieren:

lim (k) =0  (h}0)
lim ¢(h) = @  (h}0).
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Ferner ist nach 36. 1° Schlufl auch
Hm B(h) =0  (B{0).

Fiir @(h) gelten die Beziehungen (62).
Die Beziehung (46) liefert fiir ¢ = @ und Z = ¢(h), wenn man noch §(0P/on) =0
beriicksichtigt:
. oD ophy [ 0D 4 .
om | 50 — [ 22 i —agon.

A B@®)

Das Integral links strebt nach 1 fiir 2|0, das Integral rechts ist absolut =< const-h3
d.h. §(h) hat eine Entwicklung um b =0, die so anfingt:

hz
gy =0+0T+05 -+ ...

IX. — Die Annahme ¢=3 fiihrt zu einem Widerspruch.

40. — Nach dem zuletzt gewonnenen Ergebnis setzen wir die in » analytischen
Entwicklungen an:

5(h hm At
(13) é( ):amm+am+1m+"'7am>07 m>3
A h?
(74) ﬁ(h):blh—}—bzé—'—{—...
und im selben Sinne
h?.
(75) B = D+ VI W

worin die Funktionen ¥y, ¥,, ... von h nicht abhéngen. Aus den Eigenschaften fiir

A

@(h) ergeben sich daraus die folgenden fiir die ¥,:

o,

on

AAW, — ¥, =0, HW: 0
7,

Y,=0 aut I',

v,
jg m

jedes ¥, ist also eine w = Funktion mit den Knoten K, ..., K, ,, oder es ist ¥, =0.

=0 in K,,.., H, 4




120 ErnsT Momr: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw.

Wir betrachten jetzt die Randbedingung fiir ¢(%) in einem inneren Punkt P von
Ah), P#Ky, ..., Kyy;

o@(h) 04 aips OG(R A
(76) A — P s N _ iy

Fiir 20 wird daraus die bekannte Randbedingung fiir @

o0® 0Au
[M_a_n‘%] =0

Wir differenzieren (76) nach % einmal und erhalten fiir 20

ap, =Ty

on on

nachtriglich giiltig auf ganz I'; da ¥, eine w = Funktion oder ¥;=0 ist, so ist
b, =0 und weiter E[¥,]=0 d.h. ¥, ist eine Eigenfunktion der ersten Variations-
aufgabe oder ¥;=0; ¥, hat die Knoten K,, ..., K, ;, falls ¥, #0.

Wir differenzieren zweimal nach % und erhalten fiir A0 analog: ¥, ist eine Funk-
tion wie ¥, und es ist auch b, = 0.

Fahren wir so fort, so erhalten wir: ¥, ..., ¥, sind Funktionen wie ¥; und ¥,
und es ist b= ...=b,,=0.

Erst wenn wir m = mal differenzieren, ergibt sich fiir 2|0 ein anderes Ergebnis:

ATM—%% —ama—gbzbm auf I
on  on on

hier ist die eckige Klammer = 0 auf I, d.h. ¥, ist keine Eigenfunktion der ersten
Variationsaufgabe: sonst wire 0®/on = const. auf I' d.h. 0@/on = 0 auf I wegen
($o®/om) = 0.

41. — Damit erhalten wir fiir die Entwicklung (75)

hm—1
(m—1)!

hm

(77) ¢(h):{®+‘lfrh+.-.+3l’m_1- }+6(h)'ﬁ!5

hier ist die geschweifte Klammer eine Eigenfunktion der ersten Variationsaufgabe
(mit den Knoten K, ..., K, ;) und § = 6(h) sicher keine solche Eigenfunktion; jedoch

gilt fir 6(h)
20(h)
f]g R



ErNsT Mour: Uber die Rayleighsche Vermutung, usw. 121

Wir berechnen jetzt in leichtwersténdlicher Schreibung

hm

¢y = Blg(h), W] = B[ {}, ¢(h)] + E[O(h), $(R)] — -

Der erste Summand rechts verschwindet gemif (44): dort fiir ¢ die geschweifte
Klammer eingesetzt. Somit ergibt sich wegen (73) nach Division durch A™/m!

h

g o e = ELG(0), 0]

An + am+1

Nach (77) ist weiter die rechte Seite gleich

BLLY, 0] + B[O, 0h] o

wieder verschwindet der erste Summand aus demselben Grund wie oben, und es
ergibt sich

- .. = E[O(R), 6(h)]%; m>3.

Diese Aussage widerspricht der Tatsache, da8 a,, > 0 ist.
Die am Anfang von 30. gemachte Annahme, daB ¢= 3 ist, hat also auf einen
Widerspruch gefithrt. Somit ist ¢ = 2.
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