
Propriet~ globali degli spazi analitici reali. 
Memoria di ALBm~TO TO(~OLI (Pisa) (*) 

Santo. - I n  questo tavoro si  p r o v a  che ogni  spaz io  ana l i t i co  reale eoerente X ,  (con even tua l i  

e lement i  n i lpo ten t i ) ,  a m m e t t e  u n  complessi f icato X ed ino l t re  X h a  i n  X u n  s i s t ema  
f o n d a m e n t a l e  d i  into~mi che sono spaz i  di  S te in .  

Da questo r i su l ta to  segue la v a l i d i t 6  dei teoremi A e B per  gl i  spaz i  a n a l i t i c i  real i  
coerenti. 

S i a  V m u n a  var i e t~  complessa di  d imens ione  m, ~ : V ,~ ~ V ~n un 'an t i i nvo ln z ione ,  i l  
i l  luogo dei p u n t i  f issi  d i  ~ ~ vuoto, oppure  ~ n n a  so t tovar ie t~  a n a l i t i c a  ~'eale d i  d imen-  
sione m. Da  questo fa t to  e da l  p r i m o  r i su l ta to  si  dedueono dei teoremi di  immers ione  
degli  spaz i  a n a l i t i c i  r ea l i  i n  R n. S i  p r o v a  in f ine  che per  ogni  spaz io  ana l i t i co  reale 
coerente (senza e lement i  n i lpotent i )  esiste u n a  deeomposizione i n  component i  i r r iduc ib i l i  
globali  ed u n a  n o r m a t i z z a z i o n e .  

I n t r o d u z i o n e .  

Sia S u n  insieme analitico reale di R ~ ed ~s il fascio dei germi di fun- 
zioni analit iche reali che si annul lano su S. L ' ins ieme analitico S i) detto 
coerente se il faseio ~s b coerente, come modulo su si~ stesso. 

H. CARMAN in un SUO lavoro, ([6]}, ha provato la validit~ dei teoremi A 
e B per gli insiemi analitici reali coerenti di R ~. Uu risultato di H. GRAUEI~, 
4[9]), permette di estendere i r isultat i  di H. CARMAN agli insiemi analitici 
reali  eoerenti di una variet~ anal i t iea reale paraeompatta.  

La  prima parte di questo lavoro, (paragrafi 1-5), ~ dedicata a generaliz. 
zare questi r isultat i  e le loro conseguenT, e immediate. 

Nella seeonda p a r t e  si studiano le principali  proprieth globali degli spazi 
anali t ici  reali. 

Pii~ precisamente nei §§ 1 e 2 si definiseono gli spazi analitiei reali 
(nel senso di SERRE) ed, estendendo i r isultat i  di B~UrtA~r e WHITNEY, ([4]), 
si prova che ogni spazio analitico reale, coerente, paraeompatto ammette  un 
complessifieato. 

Nel § 3 si prova che ogui spazio auatit ico reale, coerente, paracompatto 
X, immerso in un suo eomplessificato .~, ha in X, un sistema fondamentate  
di intorni ehe sono spazi di S~EIN. 

Nel § 4 si prova che, ogni spazio analitico paracompatto, coerente X, 
di dimensione n ,  ~ eontenuto in un complessificato X, che 6 uno spazio di 
STEIN, e 8U cui ~ definita un 'ant i involuzione (~) z che ha X come luogo 

(*) Lavoro eseguito nel Gruppo di ricerca n. 35 del Comitato ~azionale per la Matematica 
del Consiglio 57azionale delle Rieerche per l'anno 1965.66. 

(i) Dieesi antiinvoluzione su 2~ un omeomorfismo a : X ~ )~, a quadrato identico, the 
sia espresso~ loealmente, da funzioai antiolomorfe. 
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dei punti  fissi. Si dimostra poi the  esiste un ' immers ione  ~ : . ~  C~'~+ 2, tale 
che:  ~ o  a ~ ~ o  ~, ore ~-~ l 'anti involuzione,  indotta dal coniugio, su C4"+ 2. 

Nel § 5 si r ichiama, brevemente,  il concerto di R-spazio analitico, ciob 
di spazio an~litico reale con elementi  nilpotenti  (nel senso di GROTI~ENDIEOK). 

Si prova poi che, per ogni R-spazio analitico (X, Oxt, esiste un C-spazio 
(X, 02), detto Ox complessificato di (X, Ox), tale che:  . ~ X  e su X esiste 
un'anti involuzione che ha X come luogo dei punti  fissi. Per  mezzo di questo 
risultato si prova che, anche per gli R-spazi analitici, valgono i teoremi A e B. 

Nel § 6 si prova che ogni morfismo fra R-spaz[ analitici  si estende ad 
un morfismo fra due complessificati  e si stabiliseono delle proprietit pifi pre- 
cise nel caso in cui gli R-spazi siano coerenti. 

In part icolare si da una condizione, sufficiente, affinehb un morfismo 
biunivoeo fra spazi analitici,  reali, eoerenti  sin un isomorfismo. 

]~el § 7 si prova ehe un 'ant i involuzione di una varieth complessa di 
dimensione n ha come luogo dei p u n t i  fissi unu variet'h anali t ica reale di 
dimensione n, 0ppure F insieme vuoto. 

De~ questo risultato segue un teorema di immersione per gli R-spazi di 
dimensione n in R4"+ ~. 

Si provano poi delle propriet'h degli insiemi dei punti  singolari degli R-spazi. 
II paragrafo termina con la dimostraziome del fatto che, per gli spazi 

analit ici  reali, eoerenti, paracompatti ,  esiste uua decomposizione in compo- 
nenfi irriducibili  godente delle stesse carat ter is t iche di quella degli spazi 
complessi. 

~e l  § 8 si prova ehe ogni spazio analitico, reale, coerente ammette  un 
normalizzato. 

Si prov~ infine ehe l~ costruzione di an  normalizzato ~ possibile, anche 
se non in modo unico, per gli R-spazi analitici. 

I1 presente lavoro ~ nato da alcuni seminari  tenuti dal l 'autore.  
Abbiamo cereato di dare una tratta, zione il pifi possibile autonoma, dimo- 

strando, quando necessario, proposizioni gih note e facendo rinvii bibliografici 
precisi. 

In  particolare il fatto che ogni R-spazio paraeompatto ammetta  una 
complessificazione era stato annunciato  da H~RO~AKA in [11]. 

A lavoro ultimato 1' autore ~ venuto a conoscenza del fatto the  W. FENSCH 
ha provato che ogni spazio analitico reale coerente paraeompatto ammette  un 
eomplessificato. 

1. Prel iminari .  

Sin K un corpo topologico. Sia X uno spazio topologico ~ un sottofascio 
del faseio dei germi delle funzioni continue sa X, a valori in K. 

La eoppia (X, ~) si dice spazio anulato;  ~ ~ detto fascio strutturale.  
Quando non ~ possibile confusione scriveremo X invece di (X, Ct). 
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Siano (X, ~), (Y, ~) due spazi anulati.  Si dice the  una 
f : X - - , -  Y ~ un morfismo o the  f ~ un 'appl ieazione morfa se: 

1) f ~ continua 

2) per ogni aperto l ? C Y s i  ha :  

applieazione 

/,(r(v, c a) 

ovo F(V, ~) ~ l ' ins ieme delle sezioni di ~ su V e r(f-~(v), ~I) ~ l ' ins ieme 
delle sezioni di ~ su f-~(V). 

Si dice che f ~ bimorfa od isomorfismo se f 6 un omeomorfismo ed f e 
f-~ sono applicazioni morfe. 

Due spazi anulati  (X, ~), (Y~ ~) si dieono isomorfi se esiste un isomor- 
fismo f : X --~ Y. 

Un insieme ehiuso M di uno spazio anulato (X, ~)  si dice un ~ insieme 
se, per ogni punto x eM,  esiste un intorno U~x  ed un numero finito di 
funzioni : f~ ... fk ~ F(U, ~) tall ehe : 

u =  { p e u j f , ( p ) = f . ( p ) -  - 

La strut tur~ di spazio anulato di (X, ~) induce una s t rut tura  di spazio 
anulato (M, ~(MI) su ogni sottoinsieme M C  X. 

I1 fascio ~(M) ~ generato dal prefascio the  associa al l 'aperto V di M 
l 'anel lo delle funzioni f ehe sono restrizione di qualche elemento di F(U, ~), 
ore U ~ un aperto di X, tale t he :  U V ~ M - -  V. 

Gli ~ insiemi di X, nel seguito, verranno selnpre considerati  con la loro 
s t ru t tura  indotta di spazi anulati.  ]~ di immediata  verifica che, se 2¢I ~ un 
sottoinsieme di X l ' immers ione  i : M ~ X  ~ un'appl icazione morfa delle 
s t rut ture  anulate  (M, C~(M)), IX, C~). 

Diamo ora due esempi. 
Sia D u n  aperto di C~z; indichiamo con 0 il fascio dei germi delle fun- 

zioni olomorfe su D. (D, 0) ~ uno spazio anulato, gli 0- ins iemi  di D si diranno 
insiemi analit iei  complessi locali. 

Sia E un aperto di R ~, indiehiamo con ~ il faseio dei germi delle funzioni 
anali t iche reali  su E. (E, ~) ~ uno spazio anulato, gli ~ - in s i emi  di E si 
diranno insiemi analitici  reali  loeali. 

Uno spazio anulato (X, ~)  si dice spazio analitico eomplesso (o rea le ) se :  

1) X ~ di ttAVSDORF~ 

2) ogni ~ ~ X ha un intorno U il quale, con la s t rut tura  anulata  indotta 
da quella di (X, ~), ~ isomorfo ad un insieme analitico complesso lo reale) locale. 

Spesso, seguendo l 'uso comune, diremo spazio eomplesso invece di spazio 
analitico complesso. Le applicazioni morfe fra spazi eomplessi si dicono anehe 

AnnaIi di Matematica ~9 
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applicazioni olomorfe e quelle fra spazi analitici reali  (o complessi} applica- 
zioni anali t iche reali (o complesse). 0sserviamo ehe si pub fare una teoria 
degli spazi analit ici  non di HAVaDOR~F; in questo lavoro perb ci interesse- 
remo solo agli spazi separati.  

Ci saranno utili le seg, uenti  definizioni:  
Diremo che lo spazio topologico X ~ loealmente numerabi le  se, per ogni 

~ X ,  esiste un interne U~w che, con la topologia indotta ~ uno spazio 
topologico soddisfacente al I I  assioma di numerabili tM 

Lo spazio topologico X si dice localmente metrizzabile se per ogni x E X  
esiste un interne U ~ x  che ~ uno spazio metrizzabile. 

Le proprieth topologiche degli spazi analit ici  connessi che ci serviranno 
nel seguito sono r iassunte nel seguente:  

TEORE~IA 1. - Per ogni spazio topologico di Hausdorff connesso, loealmente 
numerabile e localmente metrizzabile le seguenti ipotesi sono e~uivalenti : 

a) X ~ paracompatto 

b) X soddisfa al I I  assioma di numerabilit& 

c) X ~ u n  sottospazio del prodotto topologico di un'infinith numerabile 
di rette euclidee 

d) X ~ metrizzabile. 

PROVA. - Seguiamo la schema a) ==~ b) ~ c) ~ d) @ a) 

i) a):=~ b) lo spazio X sia loealmente metriz~abile, localmente numera- 
bile e paracompatto;  dimostriamo che X soddisfa al I I  assioma di numerabili th.  

Per  ogni x e X  si prenda un interne U ~ X  tale che U. soddisfa al I I  
assioma di numerabiliti~; sia [U).}x+A un raffinamento,  localmente finite del 
r icoprimento t U~}.~x. Osserviamo ehe, se F insieme W di X soddisfa al I I  

assioma di numerabili th,  allora W - - / u n i o n e  degli Ux tali che Ux ( ' /W ~ O} 
soddisfa al I I  assioma di numerabil i th.  Sia infatti  I V,},ez un r icoprimento 
numerabi le  di W, tale che ogni V~, intersechi  solo un numero finite, 

di elementi  di I U~}xeA. Si ha :  

u .;t = Vv 

e VV, essendo unione di un ~infinith numerabi le  di elementi  di (U)~} soddisfa, 
con ogni sue sottospa~io, al I I  assioma di numerabili th.  
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Fissato il r icoprimento { 5~,}),eA, diciamo due punti  x, y e X  equivalenti 
se esiste una eatena finita {Uz~}~=~..., di elementi di { U~}~,eA tali che U),~ x, 
U ~ y ,  U>~ f~ U ~ + ~ 0  per l < i < n .  

Essendo X localmente numerabile, la relazione era definita 6 di equiva- 
lenza, ed ogni classe di equivalenza risulta, aperta. Ogni classe sarh percib 
anche chiusa, perch6 eomplementare di tutte le altre. Essendo X eonnesso, 
tutti  i suoi punt i  sono equivalenti fra toro nel senso era stabilito. 

Fissiamo un punto • di X e sia C ~ - - I y e X  per eui esiste una eatena 
{ Ux }~=1..., per cui 

Per  quanto "¢isto X - -  L) C~, basra pertanto provare che C~ soddisfa al 
nGN 

I I  assioma di numerabilith. 

Ragioniamo per induzione: C ~ - - / u n i o n e  degli U), che eontengono 2}; 

essendo {U~,}),eA localmente finito risulta che C~ soddisfa al I I  assioma di 
numerabilith. 

Ammettiamo che C~_~ soddisfi al I I  assioma di numerabilitfi; C~ 6 l 'unione 
degli (_7), per cui 

c~_~n G:# 0, 

quindi C~ soddisfa al II  assioma di numerabilit~ per quanto abbiamo osservato 
dianzi. Si  6 cosi provato che da a) segue b. 

2) b ) ~  c) Essendo X di HAUSDORFF e localmente metrizzabile, X 6 
completamente regolare. Si pub perei6 costruire un ' immers ione di X nel 
prodotto topologico di una infinith numerabile di rette euclidee, 

3) c ) ~  d) 1~ ovvio perch6 X risulta sottospazio di uno spa~io metrieo. 

4) d ) ~  a) 0gni  spazio metrieo 6 paracompatto (vedi ad esempio J. 
KELLEY << General topology )> pag. 160). 

0SSERVAZIONE 1. - I1 teorema 1 6 sostanzialmente in [3], nell ' ipotesi  che 
X sia loealmente eompatto. Nel seguito di questo lavoro tale ipotesi 6 sempre 
verificata; abbiamo tuttavia voluto svineolarci da questa condizione perchb 
reeentemente sia H. GRAUERT ehe A. DOUAD¥ hanno studiato generalizzazioni 
del coneetto di spazio analitico. Tali spazi pifi generali non risultano sempre 
localmente compatti. 

OSSERVd~ZIONE 2. - Per Io studio degli spa~i analitici non connessi 6 
utile rieordare il seguente, ben noto, teorema di topologia:~ sia X uno spazio 
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/'2 localmente metrizzabile~ allora le seguenti  due ipotesi sono eqvtivalenti: 

i) X 6 paraeompat to  

it) X 6 metrizzabile. 

Notiamo che ogni spazio analitieo, reale o complesso, b localmente con- 
nesso (vedi ad esempio [4]), quindi se X 6 uno spazio analitico le sue com- 
ponenti  connesse sono aperte  e chiuse. 

OSSERVAZIONE 3, Per  ogni spazio analit ico paracompat to  X, (reale o 
complesso), vale la seguente proprieth~: 

a) dato un r icoprimento aperto {U~})~/~ esiste un raff inamento { Vitie~ 
tale the  ogni aperto V~ interseea solo un numero finito di elemenfi di [ Vi}~z. 
(X b paracompat to  e localmente compatto quindi /Vi}iez pub essere preso 
localmente finito e tale che K~ sia compatto per  ogni i e l ,  cib prova la test). 

Dato uno spazio analitieo comp]esso (o reale) (X, ~)  diremo insieme ana- 
litico di X ogni ~ - i n s i e m e  di X. 

Assegnato lo spazio analitico complesso (o reale) (X, 6I), per ogni x ~  X 
consideriamo la famiglia 6t, degli insiemi ~analitici contenenti  x e definiti su 
un aperto contenente  x. 

Ia  Et~ poniamo la seguente relazione di equivalenza:  

V ~  Wc:~esiste  un aperto U ~ x  tale che V A  U--~- W A  U. 

L' insieme quoziente G~ b detto insieme dei germi di insiemi analit ici  di X 
in x. Gli elementi  di G~ sono detti  germi di insieme analitico (complesso o reale). 

Se V 6 un insieme analitico di X indicheremo con V~ il germe individuato 
da V in 0c. 

Siano dati due spazi analitici complessi (o reali) X, Y e due germi 
V~e G=~ x e X ,  Wye Gy, y ~  Y. Diremo che fra V~ e W~ b definito uh iso- 
morfismo (o, pifi in generale,  ehe 6 definito un morfismo di V~ in Wy) se 
esistono: due aperti  U~e~ U'~y,  due insiemi analitici V C  U, W C  U' della 
classe di V.~, ~ r  ed un isomorfismo surgett ivo ¢ ~ ' V ~  W (rispett ivamente 
un morfismo ~" V ~  W). 

Dicesi che V, e Wu sono isomorfi, se esiste un isomorfismo di V~ in W v. 
Da ora in poi il corpo K sar/~ il corpo reale o quello complesso. 

0sserviamo che ogni germe di insieme analitico, reale o complesso, 6 
isomorfo al germe eli.un insieme anatitico di K ~. 

I1 germe di un insieme analitico V~ si dice reali~zabile in K ~ se 6 iso- 
morro al germe di un insieme analitieo di K'*. V~ si dice realizzato in K ~* 
se 6 assegnato un insieme analitico in un aperto di K ~', isomorfo ad un 
rappresentante  di V~. 

Indicheremo con O~ 1' anello dei germi delle funzioni anali t iche in x E K '~, 
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e con ~(V~) l ' ideale  di O, formato dai germi delle funzioni che si annullano 
SU Vx. 

Ogni funzione analit ica f definita su un intorno di ~ si strive,  in modo 
unico, nella f o r m a [  - -  fo + f~ + ... + f,, + ... ore  f~ 6 il polinomio omogeneo 
di grado i nelle coordinate di K% 

Si d i ce  termine principate della f il polinomio f~ se fo ----" f~ - -  ... - -  fk-~ -" 0, 
fk ~ 0. kssegnato  il germe V~ di insieme analitico di K ~' diremo ideale tan- 
gente, e lo indicheremo con ~(V~), l ' idea le  di O~ generato dai termini prin- 
cipali  degli elementi  di ~(V~). Sia V lo spazio vettoriale, su K, delle funzioni 
lineari, appartenent i  a l l ' ideale  ~(F~), e sia l~. . . lr  una base di F. 

Dicesi spazio tangente di ZAIClSKI di V~, e si indica con Z v  , it sotto- 
spazio K "  dato da:  

":v, - -  { z e K "  I l~(z) --. l~(z) - -  - -  l,(z) - -  0 }. 

Quando non sono possibili  confusioni scriveremo -:x in luogo di "~v~" 
Pe r  come ~ stato definito lo spazio tangente di ZARIS~:I dipende dalla 

realizzazione scelta di V~. I1 seguente teorema ci svincota da questa  dipendenza. 

TEOREMA 2. - S i a  Vx i t  germe di  u n  ins ieme anal i t ico realizzato in  K "  
e ~ i l  suo spazio tangente  cli Zar i sk i ,  si  ha  al lora:  

a) la m i n i m a  d imens ione  di uno spazio lineare, su  K,  in  cui si p u b  
realizzare V~ ~ d -"  d imK z~. 

b) s ia  V C % u n  rappresentante  di  V.~ e ~ : V ~ W u n  isomorfismo di  
V su u n  ins ieme anal i l ico  W, con W C U', U' aperto di  K" .  I n  queste ipolesi 

¢~ si pro lunga ,  in  modo unico, ad  u n  isomorfismo ~ : U ~ ~( U) C U' ove U 
u n  aperto di  z:~ contenente x e ¢~(U) ~ u n a  sotlovarietd ana l i t i ca  di K n. 

c) s ia V~ realizzato in  due modi  diversi  in  zx, al lora esisle u n  isomor. 
fismo di  ~ ,  in  s~ the por la  u n a  real izzazione ne l l 'a l t ra .  

La dimostrazione del teorema 2, 6 svi luppata in [2], § 1 per  K =  C e 
tes ta  sostanzialmente invariata per K - - R .  

§ 2. - C o m p l e s s i f l c a z i o n e  d i  u n o  s p a z i o  a n a l i t i c o  r e a l e  c o e r e n t e .  

a) l l  caso locale 

Supporremo sempre nel seguito R ~ canonicamente immerso C ", cio6 
R"  - -  R e ( C %  

Sia V un insieme analitico reale realizzato in un aperto di R '~, x e  V. 
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PROPOSIZIONE 1. - Esiste in C ~ uno, ed un  solo, germe di insieme ana. 
litico complesso V~ tale che: 

a) V~D V~, Vx Q R ~ V~. Vx ~ il pii~ piccolo germe di insieme ana. 
lilico complesso a godere di queste proprietY. 

b) ogni germe di funzione olomorfa nel punto ~e, che si annu l la  su V~, 
si annul la  su ~'~. 

Per  la dimostrazione vedi [6] pag. 90. 
I1 germe di insieme analitico complesso l~  si dice complessif icato di 

V~ (rispetto alla realizzazione seelta). 
I1 complessif icato del germe di R% in un punto x e B '~, ~ il germe indotto 

da C" nel punto ;c. 
Rieordiamo che, se l ' idea le  dei germi di funzioni analit iche reali che si 

annullano su V~, ~ generato da f~... f~, -I7~ ~ il germe di insieme analitico 
complesso individuato dalle equazioni 

L=... 

ore /~ sono i germi delle funzioni olomorfe che prolungano le f~. 
Dato il germe di insieme analitico reate V~, ci proponiamo di definire, 

in modo intrinseco, cio~ indipendente datta realizzazione di V~, il suo com- 
plessifieato V~. 

LEM~-[A 1. - S ia  Vx il germe di un  insieme analitico reale di R n, V~, sia 
il germe di una  realizzazione di V~ nel suo spazio tangente di Zariski  z e 

~" V~ ~ V~ u n  isomorfismo. 
Indichiamo con V~, z, V~ le complessificazioni di Vx in C'~D R ~, di r., 

e di V~ in z. 
h ,  queste ipotesi esiste un  solo isomorfismo ~" ~ r ~  ~ che prolunga % 

P~ovA. - Per  il teorema 2 l ' isomorfismo ~ si prolunga ad un isomorfismo 
~'" U ~ R  n di an  intorno U ~ x  di ~. 

Sono perci6 definite delle funzioni anali t iche reali gl . . .gn su U tali 

che:  

(~g~l = dim~ • = p, (1) rango \~xj] 

ore xl.. .  xp sono le coordinate in % e si ha,: 

~(xl ... xp) --  {g~(x~ ... xp) ... g,,(xl ... xp)}. 

Siano gl...t~,~ i prolungament i  olomorfi di gl...g,~ definiti in un aperto 
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di ~; le g~...g~ r isul tano defini te  con temporaneamente  su un aperto U ~ x  
di ~, per  la (I), definiseono un isomorfismo ~" U ~  ¢~(/])C C" su un  intorno 
aperto /Y C U di x. 

Per  la (1) ~(U~)-- W b una  sottovarieth eomplessa di un  aperto di C'*. 
Essendo ~ I U  un isomorfismo, ~(V~) b u n  germe di insieme anali t ieo complesso 
ed esso cont iene 17~ in quanto ~ pro lunga  % 

Vogliamo provare che ¢~(V~) " F~. Sia f il germe di una  funzione 
olomorfa su ]~" e supponiamo fi V ~ O ,  allora f ° ~ t  V ~ 0  pereh~ f ° ~ l  V ~ 0  
e V~ b il complessif icato di V~. Si ha  percib 

da cui 

fl 

il germe di un  ins ieme anali t ieo complesso che gode della propr ie th  carat- 
terist ica del eompb ,sificato di V~ e quindi  coincide con esso. 

Essendo ~" U ~ ( / J )  un isomorfismo, anche la sua restrizione ~: V¢---~ V~ 
r isul ta  un  isomorfismo. 

L ' es tens ione  ~" V ~  1~ b uniea  perch~ due estensioni della ~ coinci- 
dono, per  il teorema 2, su un aperto di z contenente  ~-~(x) e quindi  su un  
aperto di ~ contenente  ~-~(x). Cib conclude la dimostrazione.  

L ] ~ I A  2. - Dati due germi V~, W~ di insiemi analitici reali di R' ,  R "~ 
ed un  isomorfismo :~" Vx ~ ~ ,  esiste un  unico isomorfismo ~" V~--~ lfVy che 
prolunga ~ ai complessificati di V~ e W v . 

PROVA. Siano V' ' - ~, Wy, i germi di due reati~zazioai di V~ e W~, nel 
loro spa~io tangente  di Z A ~ I s ~  ~ ,  ~y. 

Notiamo con i"  V~ ~ l~ ,  j "  W~ ~ ]/Vy due isomorfismi.  
L ' i somor f i smo (j)-I  o ¢~ o i"  V~ ~ ~l~, per  il l emma 1 ed il teorema 2, 

si p ro lunga  ad un isomorfismo complesso ~" U~-~ Uy fra due aperti  Ux, /Yu dei 
complessif icat i  ~ ,  zu di z~, ":u. 

Come provato dal l emma 1, ~" induce un isomorfismo fra i complessif icat i  
I7~, I/V~ di V~,~W~. Gl i i somor f i smi ,  i, j, si estendono, in modo unico, a due 
isomorf ismi i :  V~ ~ ~ ,  i" W~ ~ Wy. ]~ cosi defini to 1' isomorfismo ~" 17~ ~ ~I~ 
dato da 

 =io o d)- ' ;  

estende % Rimane  da provare l 'unicit '~ del l 'es tensione.  
Siano ~, ~' due isomorfismi di Vx in Wy tall che ~[Vx = ~'1 Vx, dimo. 

s t r iamo che allora ~ - - ~ )  su ]~.  
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Gli isomorfismi + e '~' si esplieitano, in un intorno U di x~ con delle 
funzioni olomorfe g~ ... g,~, g'~ ... g~. Si ha eiob: 

~(P)  - "  I g g P )  ... g,~(p) } e C "~ 

~ ' (p)  - -  (g'~(p) ... g ' ( p )  } e C "~, ~ p e U 

Su U si ha dunque  

t~(p) - -  ~ ' (p )  - -  (g , (p )  - -  g 'gp)  ... g ,~(p) - -  g ~ ( p ) t ,  

ma le funzioni olomorfe gi - -g~ sono nulle su Vx e quindi anehe su I7"~,. Onde 

I lemmi dimostrati  ci permettono di definire, a meno di isomorfismi, il 
eomplessif icato del germe di un insieme analit ico reale V~. 

DE~'INIZIONE. - Dicesi complessificato di Vx il germe di insieme analitico 
complesso ottenuto costruendo il complessif icato di una realizzazione di V~ in 
uno spazio euclideo R ~. Salvo avviso contrario, indicheremo il complessificato 
di V~ con ]+~. 

I lemmi 1 e 2 garantiscono che 1~ b definito, a meno di isomorfismi, e 
datene due realizzazioni V~, lY" l'identit'h V ~  V'~ si prolunga, in modo 
unico, ad un isomorfismo ~ ' ~  V~. 

Ricordiamo che O v  x ~ l 'anel lo dei germi di funzioni analitiehe reali, sul 
germe di insieme analitico reale V~, allora 0v~® C ~ l 'anel lo  dei germi di 
funzioni olomorfe sul germe del complessifieato (vedi [6]). Da eib segue, in 
particolare,  che se lo spazio tangente di ZAI~ISKI a V~ ~ R"~ quello del com- 
plessifieato b C '~. 

Identif icando C con l ' R  -~ soggiacente ogni spazio complesso diventa uno 
spazio analitico reale. 

Sia 2~ uno spazio analitico complesso, X C 2~ un insieme analitico reale 

di X considerato come spazio analitico reale. 
Diremo che ;~ ~ un eomptessif ieato di X~ nel punto x e X, se esiste una 

realizzazione del germe - ~ ,  in un aperto di C 'j~ tale ehe il germe X~ indotto 
da X sia contenuto in R'*C C n e d  abbia, in C '+, X~ come complessificato. 

Dato un insieme analit ico reale V di un aperto di R ~, non sempre, vedi 
ad esempio [6], il faseio di ideali  dei germi delle funzioni anali t iehe reali 
che si annullano su V e ~ coerente ( ~ - - f a s c i o  dei germi delle funzioni 
anali t iche reali su R'~). L ' ins i eme  analitico reale V si dice eoerente nel punto 
a~ se il fascio dei germi delle funzioni analitiche reali nuUe su V ~ ~ -coe -  

rente  in un intorno di ~c. 
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Si ha la seguente caratterizzazione degli insiemi analitici  reali  coerenti  
([6] pag. 94): 

PROPOSIZm~E 2. - Sia V un insieme analitico reale di un aperto di R". 
Condizione necessaria e sufficiente affinvh~ V sia coerente in  x ~ ohe ogni 
rappresentanle del complessificato V~ di V~ induca il complessificato di Vy, 
per tutti gli y di un aperto di V contenente x. 

Poniamo dunque la 

DE)~IbIIZlOSIE. - Lo spazio analitico reale X si dice eoerente nel punto 
~c~X se, detto X'  un rappresentante  del complessificato di X~ si ha ehe, 
per tutti i punti  y di un aperto U ~ , ,  X~ coincide con . 

Lo spazio analitico reale X si dice coerente se ~ eoerente in ogni sue 
punto. 

b) I1 case globale 

DEFI~IZIO~E. - Date uno spa~io analitico reale X d i r e m o  eomptessifieato, 
o complessificazione, di X ogni spazio analitico complesso _~ tale che:  

l) X b un insieme anal[rico reale, chiuso, di ~7, considerate come spazio 
analitico reale. 

2) ~:~ b il eomplessificato di X~ in ogni ~ce X. 

Ci proponiamo era di provare il segnente 

TEORE~IA 3. - Sia X uno spazio analitico reale paracompatto e coerente, allora 
esiste una vomplessificazione X di X, che ~ ancora uno spazio paracompatto. 
Date inoltre due complessifi6azioni ~:, ~ di X~ r applicazione identica i : X ~ X  
si estende a un isomorfismo i :  U---.-U' f ra  due aperti di X, X'. 

Premet t iamo alla dimostrazione del teorema il 

LElVIMA 3. - Dati due spazi analitivi reali paracompatti, coerenti U e V, siano 
U, V due complessificazioni e ~" U ~ V un isomorfismo surgettivo. Per ogni 
compatto C C U, esiste un aperto C ~ C di U ed un' estensione ~" 0--~ ~r di 
.~ che ~ un isomorfismo tra gli aperti C e ~(C). Lo spazio 0 ~ inottre para~ 
compatto. 

PROVA. - Poich~ Io spazio /~ ~ localmente eompatto esiste un interne 
Uc di C in /.~, che ~ compatto. U ~ uno spazio complesso. Pe r  il teorema 1, 
/]c soddisfa al II  assioma di numerabilit~t ed ogni sue sottospazio ~ paraeom- 
patto. Prendiamo un r icoprimento finite {B~}ie~ di C, formate di aperti  di 
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Uc, tale che:  

1) /)~ i~ compatto per ogni i ~ I  

2) in ogni B i N  U esiste esiste un punto x~ tale che l ' isomorfismo dei 
germi ,~ : Ux,: ~ Vp(~) si prolunghi ad un isomorfismo ~i : Bi ~ ~(Bi) C V. 

Tale r icoprimento esiste perchb C i~ compatto. 

L 'es is tenza delle estensioni ~i i~ garant i ta  dal lemma 2. 

Sia era  { C~}i~x un restr ingimento di { B~}tei, cio~ un rieoprimento aperto 
tale che: Ci C Bi, ~¢ i ~ I, U C~ D U. 

Fissati due indici l, m ~ I  sia CtN C.,4=O. Si ha:  

O~ n C,,, C Bt n B,,,. 

Su Bz n B,, sono definiti  gli isomorfismi ~z, ~ .  Sia D~,,,, l ' ins ieme di 
Bz N Bm su cui ~z = ~.~; Dz,~ i~ un interne di 0~ n 0m N U. 

Gli insiemi:  C~-- C,--(CzN C.,), C~-"  Cm--(czn C,.), ~)l,,,~ sono tre aperti  
la cui unione the  indicheremo con E~,,,,, contiene (Cz U Cm) n U. 

Su C~ 6 definita c,, su C'~ p,. e su /~z,,,~ sono definite entrambe le appli. 
cazioni. Poich~ esse coincidono su /~t,m risulta definita su Ez,., un 'es tens ione 

di ~ I(qu%)n~" 
I terando un numero finite di volte 1' argomentazione precedente si costruisce 

una ~ definita su un interne /JD C che estende la fx Dalla costruzione segue 
che ~ ~ continua su ogni Cz e quindi r isulta cont inua su /J. L 'applicazione 

~ localmente un isomorfismo. Resta soltanto da provare che esiste un interne 

0 di C tale che 

o • C ~ p(C) 

un isomorfismo. 

Supponiamo, per assurdo, non esista un interne C di C tale che 

sia biunivoea. 

Preso un sistema fondamentale  di intorni E,, di 
sterebbero delte eoppie di punti  

C, con E,~ D/~,~+~, esi- 

(w~, y.), x .  ~ E . ,  y .  ~ E,~ 

tali ehe 

= "p(y,,). 
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Essendo U loealmente eompatto, gli E ,  si possono prendere a chiusura 
eompatta. Esisterebbe pereib una successione di eoppie di punti (x~, y~) tall che 

Avendosi ~(a~¢)- "9(y~), per continuit/~ si ottiene 

= 

Poichb ~tU ~ iniettiva quindi segue v¢---y. ~ ~ localmente un isomorfismo, 
esiste un intorno D di x in u su cui ~ ~ iniettiva. L'intorno D non pub 
quindi contenere nessuna eoppia di punti x~, y~, ma questo ~ impossibile 
perchb ~ % ~ x ,  y , ¢ ~ x ;  non si pub pereib supporre ehe ~ non sia iniettiva 
su nessun E~. Sia ~ iniettiva su E~, allora 

un omeomorfismo perch~ E~+~ /~ eompatto e V e T2. 

Prova del teorema 3. 

Sia {T~}~vx un ricoprimento aperto di X tale ehe: 

1) ~ sia compatto per ogni i e L  

2) ogni T~ intersechi solo un numero finito di aperti del ricoprimento. 

3) esistano {U~}~zI e {V~}~zi, due restringimenti, rispettivamente di 
I T~}~eI ed {U~}~ez tali ehe: in ogni Y~ vi sia un punto x~ per eui esista un 
rappresentante della complessificazione del germe X~ the induca per tutti 
gli y ~  T~ il germe de1 eomplessificato di Xy. 

4) V~ (3 V~ ~ 0 se, e solo se T~ N Tj :4= O. 

5) ogni T~ ~ realizzabile nello spazio tangente di ZA:alSKI di X~. 

I1 ricoprimento { Ti}iei ed i restringimenti { U~}ier, { 1]~}~¢i esistono pereh~ 
X b paraeompatto e eoerente. 

Per ogni i s I sia T~ la realizzazione di T~ nello spazio tangente di ZA~ISKI 
di X~ e sia X~ il complessificato di Xx~. 

Per le ipotesi fatte esiste una realizzazione 7'i di Xx~, nelIa complessifi- 
cazione dello spazio tangente di ZAmSKI ad X~, ehe b u n  eomplessifieato 
dello spazio analitico reale ~/~. 

Analogamente indiehiamo con U~CTi, V~cUi le realizzazioni di U~, 
V~ nello spazio tangente di ZARISK] di X~.  
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Ind ich iamo con ¢p~: T ~  T~, i e I ,  l ' i somorf i smo di 7~ nella sua realiz- 
za.zione. Siano 

dei complessif icat i  di T~, U~, V~ e 

T~ ~ - -  ~(7 ,~  N T'~ ' ' ' , j,, V~,~ = ~ (  V~ n V~), V~,j = ~(V~ n V~). 

Poss iamo supporre  t he  il r icopr imento  t Ti}iel sia il res t r ingimento  di 
uu  r icopr iment0  t ]~}ie l  godente  delle propr ie th  1), 2), 3), 4), 5). 

Poich6 Ti 6 re la t ivamente  compat to  in Wi si pub appl icare  il l emma 3, 
gli isomorfismi 

T, ~ T ~ , ~  

si possono percib es tendere  a degli  isomorfismi 

definit i  fra due in~orni di T~,i, T-- in ~' 
Con la proposizione 1 di [4] si prova il seguente  

C O R O L L A R I O .  - Sia X uno spazio metrizzabile localmente  compatto,  

tre r icopr iment i  localmente  finit i  formati  da aperti  re la t ivamente  compat t i  e sia 

T~D U;, U~D ]7;. 

Siano assegnat i  degli spazi metr ic i  localmente  compat t i  T~ e degli omeo- 
morf ismi  

fra  T~ ed un chiuso 

T~---- ~(T~) di T~. 

Supponiamo infine che gli omeomorf ismi  ~j o ~-1 si estenduno ad uu 
omeomorf ismo fra due intorni  di ~i(T~NT~) e ~j(T~ N T~), in queste  ipotesi 
esistono degli  apert i  V~ di T~ contenent i  ]]i tali che:  

a) nello spazio U IT1 la relazione p e Vi 6 equivalente  a q ~ Vjse, e solo 
i e l  

se ~ i j (p ) - -q  6" una  relazione di equivalenza che verrh notata  con ~ .  
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b) lo spazio quoziente U ~'~/~ --- X 6 uno spazio separate  e la proiezione 
iE1 

: U ~z~ __._ ~ 6 aperta. 
i~I 

c) r:(LJ V ~ ) - - X ' C  JX 6 omeomorfo ad X. 

Dotiamo era lo spazio quoziente X eostruito nel eorollario proeedente di 
strutt.ura di spazio complesso, a tale scope baster~, per ogni x e X ,  definire 
su un sue interne aperto Ux il fascio dei germi delle funzioni olomorfe. 

Per  ogni x ~ X  l ' ins ieme r:-x(x) 6 finite per le ipotesi 2) e d). Sia 

Gli insiemi 

~-~(x) = { x,~ ... x~,. }, x,, e ~,~, . . . ,  x, .  e G . .  

sono aperfi in V~, ~ i, j e I ,  quindi  esiste un aperto 

tale che 

per  ogni j - -  1 ... r. 

Uxl D xi~ 

U,~, c ~ ,  ,~(Gj n ~ ,  ,~) 

L' ins ieme  u(U~I) 6 un aperto di X contenente x, 

r:-l(r:(U,,,)) 

i~ unione disgiunta di un numero finite di spazi analitici eomplessi 

Ui; ~ xi; , j =  l ... r. 

Poieh~ inoltre le applieazioni ~i,J', U i j ~  U~j, definite da 

p j , / q )  = ~:-~(~:(q)) n u~;, 

sono isomorfismi per  ogni j,  j ' =  1 ... r, viene definita su r:(U~) una s t ru t tura  
di spazio complesso. ~ una verifica constatare che X' --  r:(U Vi) C ,~ 6 isomorfo 

ad X e )~ 6 un sue complessificato.  

X' r isul ta  unione di una famiglia, loealmente finita, di ehiusi, e quindi 
6 chiuso. Ident if icando X' ad X si conclude dunque che X ammette  un eom- 
plessificato. 
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Per  il modo in cui ~ stato costruito, X b union e di una famiglia local- 
mente  finita, (V~t~et, di aperti  paraeompatt i ,  quindi ~ paracompatto.  

La dimostrazione dell' unicith della complessifieazione, in virtfl del lemma 
2, si r ieonduce a quella  fatta in [4]. 

OSSERVAZlO~E 1. - Dal teorema 3 del l 'osservazione 2 del § 1 si deduce 
il seguente r isultato utile nel seguito:  sia X uno spazio analitico paracom- 
patto e coerente ed X una sua complessificazione (eventualmente non para. 
compatta). Esiste un intorno aperto U di X in _~, che /) una complessifica- 
zione di X ed b paracompatta .  0gni  componente connessa di X soddisfa al 
I I  assioma di numerabi l i th;  l ' in torno /J pub essere preso in modo che le 
sue componenti  connesse intersechino X in insiemi connessi e soddisfino al 
] I  assioma di numerabili th.  Sia infatti X un complessificato di X, per  il 
teorema 3 esiste una complessificazione di X che ~ paracompat ta  ed b isomorfa 
ad un intorno U di X in X-. Lo spaT, io U/~ metrizzabile per  l 'osservazione 2 
del § 1. Poich~ inoltre le componenti  connesse di X C  U sono chiuse ed 
aperte, esiste un aperto U di /f  ehe eontiene X e tale che ogni componente 
connessa di /~ interseca X in un eonnesso. Per  come 8 stato costruito il 
compless i f ica to  di X nel teorema 3, se X soddisfa al I I  assioma di numera- 
bilith, anche X gode di questa  proprieth. 

§ 3. - I1 t e o r e m a  d i  i m m e r s i o n e .  

Scopo di questo paragrafo ~ generatizzare, agli spazi analitici reali  coe- 
renti, soddisfacenti  al I I  assioma di numerabilit~, il teorema di immersione 
provato per  le varieti~ anali t iche reali in [9]. Pih  precisamente,  dato uno spazio 
analitico reale coerente, paracompat to  g ed una sua complessificazione V, 
proveremo ehe esiste un sistema fondamentale  di intorni di V in V che sono 
spazi di STEIN. I r isultati  di [12] e quelli ottenuti  nel § 2, permettono allora 
di affermare ehe ogni spazio analit ico reale di dimensione n, soddisfacente 
al I I  assioma di numerabil i t~ e coerente ammette  un 'appl icazione analitica, 
propria  iniet t iva e regolare nei punti  non singolari, in R ~'~+~'. 

In questo paragrafo tutti  gli spazi analitici saranno supposti  paracompatt i .  
Ripor t iamo per comodit/~ del let tore alcune definizioni con la terminologia 

di [12] e [9]). 
Una  funzione a valori reali, definita su un aperto D di C ~ si dice con- 

vessa se g super iormente  cont inua e se, r is tret ta ad ogni retta complessa, 

subarmonica.  
La funzione f si dice fortemente convessa se, per ogni aperto a chiusura 

compat ta  U C C D ,  esiste un ~ > 0  tale che: se h ~ una funzione reale C ~ 
in D, ed i valori assoluti di h, delle sue derivate prime e seconde, in D, 
sono minori di e~ allora f - { - h  b convessa in U. 
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Se la funzione f b di classe C z si pub definire la forma di LEVI 

L(t) = E ~ f .  dz~dzj 
i, i ~ S z  i 

della f. 
Dalla definizione b immediato ehe, se f ~ di classe C 2 in D, essa /~ for- 

temente convessa se, e solo so, la forma quadrat ica (L(f)) associata ad L(f) b 
definita positiva in ogni punto di D. 

Con il simbolo (L(f(x)) verri~ indicata la matrice della forma di LEvi  
nel punio x. 

Una funzione reale f, defini ta  su uno spazio analitico complesso V, si 
dice convessa se, per ogni x e V  esiste un intorno U ~ x  ed un isomorfismo 
~:  U~c~(U)  CD,  D aperto in C n, tale che su D sia definita una funzione 
convessa g : D ~ R  per cui:  f = g o %  

Se g pub essere presa fortemente convessa, f si dice fortemente convessa. 
Sia V uno spazio analit ico complesso (o reale) ed f : V ~ R  una funzione 

continua, f dicesi di classe C r se per ogni ~c~ V esiste un intorno U x ~ x  ed 
un isomorfismo ~ : U x ~ ( U x ) c D ,  ore D ~ un aperto di C" (o di / ~ ) s u  
cui ~ defini ta  una funzione g : D  ~ R di classe (It tale c h e f - -  g o ~. 

Si pub dimostrare, usando i r isultati  del teorema 2, che, se f ~ una 
funzione di classe C" su V e ~ : V ~  ~(F)C :~ i) una realizzazione del germe 
Vx nel mm spazio tangente di ZAnlSKI, allora fo  ~-~ ~ restrizione di una 
funzione C ~ defini ta  su un aperto di z~ contenente ~(x). 

Da cib segue e h e l a  somma, il prodotto, la composizione di funzioni di 
classe C " definite su V ~ uua funzione di elasse C ~ su V. 

Analogamente si prova the  la somma di due funzioni convesse (fortemente 
convesse) su V ~ una funzione convessa (fortemente eonvessa). 

Sia V uno spazio analitico reale, V una sua complessifieazione. Seguendo 
la terminologia di [9] diremo che una funzione f :  V--~ R ~ una p-funzione  
in senso forte so: 

1) f ~ 0  su V ed ~ di classe C% 

2) per ogni x e V  esiste un intorno U ~ x  in V, ed una realizzazione 
: U ~  D, in un aperto D di C ~, su cui ~ definita una funzione g : D ~  R di 

classe C ~ tale che: g o ~ - - f ,  e l a g  ~ nulla con le sue derivate prime su 
~ ( u n  V). 

3) f ~ fortemente convessa in un intorno di V. 

Generalizziamo ora le proposizioni 6 e 7 di [9]. 

P~oPOSlZlO~E 3. - Sia  V uno spazio analitico reale coerente, V un  suo 
complessificato, per ogni funzione r"  V ~ R di classe C ~, esiste u n a  p - funz ione  
in senso forte f, definita su un  intorno V' di V tale ehe f + r sia fortemente 
convessa su (V'. 
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PROVA.- Sia (U~}iet un ricoprimento,  loealmente finito di V, formato 
di aperti  di V, tale che:  

i) esiste un restr ingimento {rl}~e~ di {Us} per cui si ha :  

(U Vi) D V, ]"~ C Us e Pi 

compatto per ogni i e  L 

ii) per ogni i e I esiste un isomorfismo 

~i" Us ~ U~ C C"~ 

di Ui in un insieme analitico U~, realizzato in un aperto di C% e si ha:  
~(U~ N 17) =/~ ,~  A es(Ud C C '~ • 

Tale r icoprimento esiste perchb 1~ b paracompatto.  Per  ogni i e I sia 

f~ -=4  ~ ~ = _ _  v ( z j - - z j f  
j=i Yi i=l 

ore z i --vc i -4-iy i sono le coordinate di C'~ D U~. 

" (2 0)~ percib le funzioni f~ sono fortemcnte con- Si verifica che (L(f~))-- 0""2 
/ 

vesse e sono p-funzioni  in senso forte in Cn~D R n~. 
Poniamo fs---f~o Pi. Le funzioni fs sono >~0 su Us e nulle su U~(3 V 

per la condizione ii). 
Sia {cq}se~ una famiglia di funzioni definite su -V tall che:  

a) supporto a i C  U~, aso ~ 
classe C :° su un aperto di C'~. 

b) ai($)> 0 per ogni x e V~, 
ha inoltre as(a~) ~> 0, ~ x e Us. 

! = ai ~ la restrizione di una funzione di 

i e I  e per y e V  risulta Z a s ( y ) - - l ;  si 
i e l  

L'es is tenza della famiglia {as}i¢I b garanti ta  dalle seguenti  osservazioni: 
esiste un r icoprimento aperto, localmente finito, di V,_ ottenuto aggiungendo 
ad {Us},e~, una famiglia di aperti  {Wj}j~j tali che W j f 3 V - - O ,  ~ j e J .  Ad 
esso si pub subordinare una partizione continua del l 'uni t~ ed b evidente dalla 
costruzione della partizione che si pub anche imporre t he  le funzioni a~ siano 
positive su Vi. Per  i noti teoremi di approssimazione delle funzioni continue 
tramite funzioni C °° le funzioni della famiglia {cq}set cercata  possono essere 

prese C ~. 
Sia K~=inf.{:q(Vs)}; si ha, per lab) ,  K s > 0 ,  ~ i e L  
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Si verifiea ehe 

(1) 
(? 0) 

(L(:c~f~)) >~ "" "'" K~2 
su ~(V~ ~ V). 

Infat t i  le f~ sono nulle con il loro differenziale su ~(V (3 U~) si ha ivi: 

' ' ~ ; L ( f i ) .  (2) L(f'~:cd - -  

Essendo la forma quadrat ica  associata alla forma di LEvi  delle funzioni 
f~- positiva o nul la  su ~(U~ NV), le :qf~ sono eonvesse su un intorno di V. 
Anzi si osserva che esiste un intorno di V in V su cui le a~f~ sono tutte 
eonvesse. 

Per  la (1) si ha anche che, per ogni i ~ / ,  esiste una costante positiva 
h~ tale che: 

(3) h~a~fi+r 

b fortemente convessa su V N V~ e quindi su un suo intorno. Sia 

f= ~, h ~ . ~ . f ~ ,  
~ I  

la [ risulta defini ta  su un intorno di V in V perch~ il r icoprimento ( Ui}~r 
localmente rialto. Dalla (2) segue inoltre e h e f  6 unap- fun~ ione  in senso forte. 

Vogliamo provare ,ehe [ + r ~ fortemente eonvessa in un intorno -V' di 
V. Sia x¢ (V~NV) ;  si ha :  

f ' t -  r - -  ~ hia~f i A- r = h ~ &  ÷ r -4- Z h~:c~fj. 
iE1 i~l--li~ 

Per la (3) esiste un intorno di ~v in ~' su cui 

hi~& + r 

b fortemente convessa; le funzioni hi~ifi, j E I ~  i} sono tutte convesse in 
un intorno di V in V. Cib prova la pr0posizione. 

P~O~'OSlZlO~E 4. - Sia  V uno spazio analitico reale coerente. ~V una  sua 
complessificazione. Esistono due intorni  W, W di V, T¢~ ~ ~V ed una funzione 
~q" ~ R d~ vlasse C ~ tale che : 

I) ~(x)~__0 per x a W, ~(V) = 0 ed ~ d eonvessa su VV 

II) ~ ~ fortemente eonvessa nei p u n l i  in cui ~ positiva e si ha ~(~c) ~ i 
per ogni x della frontiera ~ W di VV. 
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PI~OVA. - Sia {U i} un ricoprimento aperto, localmente finite, di V in ~" 
~ale che:  

a) esistono degli insiemi analit ici  eomplessi U~ di aperti  di C", e degli 
isomorfismi 

~ : U~ ~ U~ C C"~ 

tali che 

~-i-'( U; N t~'*0 = 55 N v,  R"~ C C'*, 

b) {Ui}i6z ha un restr ingimento tV,}~es tale ehe V i c  U~, 
compatti  ed (U V~)D V. 

~ I  

v) Posto 

V~:~(V~)  e ~. ~- ' ' , : dist. (~(V~ N R~,), ~(U' N R'~)), 

Ui, Vi sono  

si ha 8, > 0 ed ogni punto di 

U~ N o~(( U V~) n U~) 
1~i 

dista da Rn~ meno di 1~. 
4 *" 

Tale r icoprimento esiste perch~V~ paracompatto e ~g ~ un sue eomplessificato. 
Siano z i = xj + iyi, j = 1...n~ le coordinate in C~;  per ogni punto 

a = I a~ ... a,~} e R-i consideriamo la funzione 

(1) 

Si verifica che 
i=1 i=1 

(LC+~)) = 

Vogliamo provare che la funzione ~'t~ = e-  ~ fortemente 
l ' ins ieme dei punti  in cui 

]. 

Posto ~ ( t ) = e  t si ha:  

_ .  

~> +~,> o. 

1 

d~ = t_~e f 
dt 

eonve~sa nel. 
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quindi, per 

(2) t > O, d~ d~->O 

da cui 

(3) 1 d2~q" O. 
2 >  t >  O ~ h ~ - )  

Valutiamo ora la forma di LEvi  della funzione ~ su una ret ta  complessa 
di cordinate z. si ha:  

Essendo ~ una funzione reale si ha :  

~ .  ~ 0  
3z ~z 

onde per le (1)~ (2), (4) segue ehe net l ' ins ieme dei punti  in cui 0 < ~a < 2  la 

funzione ~ ~ for temente convessa essendo s tret tamente subarmonica su ogni 
re t ta  complessa. 

Osserviamo le funzioni 

I o se ~ ( x )  < 0 

t 0 

sono di elasse C OO su C"~ infat t i :  

(1) 
A - ~  1 
-~'~ = e 

e a 

quindi se " ~ a ~  0 per x ~ ~o la funzione ~l~ tende a zero pifi rapidamente  di 
ogni funzione del tipo I x - - x o  i n, quindi essa ha tutte le derivate nulle nei 
punfi in cui /~ nulla. 
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Notiamo con ~a ~ ~ le funzioni definite su U~ tramite te -* 

Sia W u n  intorno di V in V tale che ~Vc(UV~) .  D e t t a 3 W l a  front iera  

di W risulta ~ W N V = O  perch~ W ~ un intorno di V. Proviamo era che, 
per ogni i ¢ I  si ha:  

(5) ~(U~ n ~ i f )  N R'~ = O. 

Sia, per assurdo, 

y ~  ~,(U~ N ~W) N R",; 

essendo ~i iniettiva, esisterebbe, per la condizione a), un 

x e v n  U~, x ~ U ~ N ~ W  

tale ehe ~i (x)- -y ,  ma questo 8 impossibile pereh~ ~ W N  V = O. 

Poniamo 

e sia 

~ i  K£--" { x e C " i  I ~i T,} ~(x)  > O, a e R% i e 

K~ = ~, (K~ n u~). 

Per  la (5) l ' in torno W di V, pub essere preso in modo che ogni punto 
di 3 W  sia interno ad un insieme K~, ore a verifica la eondizione 

(6) dist. (a, V~ N R'0 < ~ .  

Esiste pereib un r icoprimento localmente f ini te:  

per eui i punfi  aj verificano la (6). 
~ le funzioni i¢ prolungate a tutto W assumen- Indiehiamo aneora con ~a~ ~-j 

~J sono di dole eguali  a 0 fuori  di U 1 n IlL Per  la condizione c) le funzioni ~a~ 
classe C ~ su W. 

]~ immediate  che esistono delle eostanti positive ~i, j E J  tall c h e l a  
funzione ~ -  ~. ~j~j  gode detle seguenti  proprietor: 

iEJ  

i) ~ ~ ben definita (cib~ la serie ~ -~ZJ~'~ ha solo un numero finite di 
i 

termini  diversi da 0, in ogni punto di un interne W). Si ha:  ~(x) ~ 1 per ogni 
w~@W. 
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ii) ~ ~ classe C% eonvessa su un intorno di V e si ha 

~ ( V ) = 0 .  ~ ( x ) > 0  per x e W .  

iii) ~ ~ fortemente convessa nei punti  di W in cui b positiva (per 
verifieare questa condizione basra prendere gli intorni U~ abbastanza piccoli 

perch~ sin ~p~ < 1 9 su U~). 

La funzione ~ soddisfa alle proprieth richieste e la proposizione b provata. 

0SS]~VAZION]~ 1. - Nella prova delle proposizioni 3 e 4 si i~ sfruttato del 
fatto che V fosse un complessificato di V solo la seguente proprieth: esiste 
un rieoprimento aperto localmente fin]to t Ui}~ex di V in V e delle realizza- 
zioni ~ : U~ ~ U~ C C'q tall che 

~( U~ n v) = ~,( U~) rl R"~. 

TEORE~[A 4. - Sin V uno spazio analitico reale paretcompatto , coerente e 
una  sun comptessificazione. V ha in V un  sistema fondamentale di intorni  

ogni cui componente connessa ~ uno spazio di Stein. 

PI~OVA. - Per  l 'osservazione 1 del § 2 non ~ restrittivo supporre che V 
sin connesso ed U sin un intorno che soddisfi al I I  o assioma di numerabilit~t. 

R. NARASIMHA~ ha provato in [I3] it seguente teorema: uno spazio com- 
plesso W, soddisfacente al I I  assioma di numerabilit/~, ~ di S~]~I~ ~ se, e solo se, 
esistono su W: una funzione convessa~continua f, tale che wt--la~extf(x)<t} 
b relat ivamente compatto in W per ogni t ~ R, una funzione continua g forte. 
mente convessa su tutto W. 

Per  provare la tesi basta quindi dimostrare che, per ogni intorno U', di 
V, in b~ esiste un inferno W C U' di V su cui sono definite le funzioni f, g 
soddisfacenti ai requisit i  del teorema. 

Fissato l ' in torno U' di V, per la proposizione 3, si pub costruire, su un 
intorno U1C U' di V, una funzione g fortemente convessa di classe C ~. Per  
quanto visto lo spazio topoiogico U~ soddisfa al secondo assioma di numera- 
bilith ed ~ localmente compatto; esiste percib una funzione continua non  
negativa, r :  U~ ~ R, tale che gli insiemi 

= I x ~  u, jr(x) l_< ~} 

siano compatti.  

Per  i noti teoremi di approssimazione delle funzioni continue con funzioni 
di classe C ~ possiamo supporre the  r sin di elasse C ~. 
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P e r  la proposizione 3 esiste u n a  p - funz ione  in sense forte ~ def in i t a  su 
un  in torno U 2 c U x  di V, ta le  che:  q ~ r - - ~  i~ una  funzione di classe C ~ 
fo r t emen te  convessa su un  in torno U~ C U2 di V. 

Pe r  la proposizione 4 esiste u n a  funz ione  convessa  ~q, di classe C% defi. 
n i ta  su un  in torno U~C Ua di V, tale t h e :  

-,~(V) = 0 ~ ( x ) ~  0, ~x~U, ,  

ed ~ ~ fo r t emen te  convessa ore  ~ posit iva.  Pos to :  

si ha  in f ine  : /]~ C U~. Essendo ~ con t inua  ed ~(V) --  0 1' ins ieme W --  U~4 
un  in torno di V in I~. 

L a  funzione 

1 
h - -  1 - -  ~ - -  l + ~ + ~ z + " "  

de f in i t a  su W r i su l ta  eonvessa perch~ (~)~ b tale, M r eAT. Dimos t r iamo che 
la funz ione  convessa,  di classe Cw: f - - ~  ~ h, de f in i t a  su W ~ tale che gli 
ins iemi  

ax = t ce Wtt f (x) i  < } 

sono a ch iu su ra  compat ta  in W. 
Posto 

si ha :  

(t) Dz C U~, D~ C U~. 

L a  ch iu su ra  di Dx in U~ ~ compat ta  perch~ con tenu ta  in U ~ che ~ com- 

pa t to ;  per  la (1) la ch iu su ra  di Dx in U:" b con tenu ta  in W pereh~ U~C W 
e cib prova ehe Dz ha ch iu su r a  compat ta  in W. Si b d u n q u e  provato,  con 
l ' e s i s t enza  di f e di g, che W ~ uno spazio di S~EI~ ~ e questo conc lude  la 
d imost raz ione .  

Usando i r i su l ta t i  di [12] e di [6] possiamo ora t r a r re  due  impor tan t i  

conseguenze  del  teorema 4. 

TEOREMA 5. - Sia V uno spazio analitico reale, soddisfacente al secondo 
assioma di numerabilit~, coerente di dimensione n. Esiste un'applicazione 
iniettiva, analitica, propria 

: V ~ R 4~+~ 

il cui Jacobiano ~ di rango massimo in ogni punto regolare di V. 
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PROVA. - Per  il teorema 3 esiste una complessificazione 

per  il teorema 4 V ha, in I~, un intorno aperto U che ~ uno spazio di SssEIN. 
R. NARASKI~II~Ah" in [12] prova che esiste un 'appl icaz ione  olomorfa, iniet- 

tiva, propria, regolar e nei punti  non singolari ~ : U ~  C 2'~+~ --  R~'+ 2. 
La ~, r is tret ta a V, d/~ l 'appl icazione cercata. 
1~ immediato infatti  the  ~ :  V ~ R ~"+2 ~ analitica, ed iniettiva, sia 

x e V  un punto regolal~e di V, allora x b punto regolare anehe di ~" percib 
~IV ha lo jacobiano di rango massimo in x. Essendo V chiuso in U F applicazione 
¢~tV b propria, cib conclude ]a dimostrazione. 

Dato lo spazio analit ieo reale V, sia ~ il faseio dei germi delle funzioni 
anali t iche reali su V ed ~: un fascio di ~ -modul i .  

Indichiamo con ~ ,  ~:x la spiga di ~ ed ~: nel punto xE  V. 
Vale il seguente:  

TEOREMA 6. Sia  V uno spazio analitico, reale coerente, ed ~: un  fascio 
coerente di ~ moduli.  Si  ha allora : 

A) per ogni x 6 V : l ' ~  modulo ~x e generato dal l ' immagine  dell'ap- 
plicazione indotta dalta restrizione : 

Ho(v, g : ) ~  gr x . 

B) per ogni intero q >_ 1 si ha: 

Hp(V, {0}. 

PnovA. - Per  il teorema 3 V si pub vedere immerso in un complessificato 
V. Per  il teorema 4 V ha in l 7 un sistema fondamentale  di intorni che sono 
spazi di S~EI~, quindi, per  ii teorema 1 e la proposizione 6 di [6] il teorema 
risulta provato. In [6] si suppone the  ~7 e V siano varieth, ma, come gih 
notato nello stesso lavoro, le dimostrazioni si estendono banalmente  al caso 
degli spazi analitici. 

§ 4. - P r i m e  c o n s e g u e n z e  e g e n e r a l l z z a z i o n l .  

a) Immersione reale 

Tutti  gli spazi analitici, reali o complessi, considerati  in questo paragrafo 
soddisfano al secondo assioma di numerabilit~. 

Siano V, W due spazi complessi  e ~ : V - - ~  W un 'appl icazione continua. 
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Diremo che ~ b antiolomorfa se, per  ogni punto x ~  V, esistono due intorni:  

due loro realizzazioni 

o : U~(,~)~ 13'~(,~) C C m 

ed un' applicazione antiolomorfa q~ " B ~ B', fra due aperti  B, B', di C" e C"~ 

B ~ ~(x), B'  ~ ~-@(x)) tale che: 

Una trasformazione antiolomorfa ~ ' V - - *  V, tale che 

o ~ --  id, 

sarg det ta  anti involuzione di V. 
Sia data un 'appl icazione antiolomorfa ~ ' g - - ~  W, sia m ~ g  ed Ux un 

intorno di m, realizzato hello spazio tangente di ZAI~ISKI Zx a Vx.  
Si prova usando gli argomenti  dei lemmi 1 e 2, che ~ ~ indotta dalla 

restrizione di un' applieazione antiolomorfa di un aperto di ~ in un aperto 
dello spazio tangente di ZARISKI, a W, in ~(~). Da cib segue che, se ¢~" W ~  Z 

una seeonda applieazione antiolomorfa fra gli spazi complessi W e Z, allora 
~'o ¢¢ ~ un 'appl ieazione olomorfa di X in Z. 

OSSEttVAZIO~CE 1. - Sia ~z un complessificato dello spazio analitieo reale 
V. Siano U1 ed U~ due intorni di V in V, su cui siano definite due anti- 

involuzioni 

~ " U 1  ~ U ~ ,  z o " U~ ~ U ~ ,  

tali ehe i punti  di V siano fissi sia per z~ ehe per z2. 
Esiste allora un intorno U3 di V in V tale ehe 

o~tV~ = ~lV~.  

Sia infatti  U; un intorno di V tale ehe 

U; c U~, z~(U;) c U~ 

Si ha : 

~ o ~ -  U , ' - - -  U~, 
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z, o ~ 6 un 'appl icazione olomorfa e risulta 

a2 o adF = id, 

quindi a s o ~  ~ l ' ident i th  su un intorno U s c U ;  di V in V. 
Su Us sisulta a~ - z - -  a~ - - a s ,  da cui segue a~[ Us - -  a,] Us , ed anche, ovvia. 

mente:  a~--a~ su ogni aperto di U~ N U2, ogni componente irr idueibile del 
quale interseca l t insieme dei p unti regolari di V. 

Si ~ cosi provato che, se 17 ~ un complessificato di V, esiste un intorno 
di V in ]2 su eui esiste, al pifl, un 'ant i involuzione il cui luogo dei punti  
fissi contiene V. Se, ad esempio, V ~ reali~zato, con equazioni a coefficienti  
reali, in un aperto di R ' * C C  ~ e V in C '~ esiste un intorno U di V in V, 
tale che l ' un i ca  antiinvoluzione di U, avente V contenuto nel l ' ins ieme dei 
punt i  fissi, ~ quella  indotta dal coniugio in C". 

Possiamo ora provare il 

TEOREMA 7. - S i a  X uno  spazio anal i t ico  reale coerente, esiste al lora u n  
complessificato 2[ di X ,  su  cui  ~ def ini ta u n a  an l i invo luz ione  a : .X- - . - .X  per  
eui si ha  

x = t ~  e 21~(x) = *} .  

PnovA. - Nella eostruzione del complessif icato (teorema 3), gli insiemi 
Ti, sono complessificati  degli insiemi analitiei Ti. 

Gli insiemi T~ risultano coincidenti  col luogo dei punti  fissi dell 'anti in- 
voluzione ai, indotta su T i d a l  coniugio nello spazio tangente di ZARISKI, 
a T~, in ~, 

Supponiamo ehe f i  e tutti  i suoi sottoinsiemi ehe si eonsiderano nel 
resto della dimostrazione, sian0 trasformati  in s~ da detta antiinvoluzione 
(la eosa ~ possibile perch8 tutte le condi~ioni ehe si impongono a detti sotto- 
insiemi nel corso del teorema sono del tipo: essere abbastanza piccolo da...). 
Si ha quindi anehe 

Seguendo la costruzione del teorema 3 si ha: 

~:  u f~,--.- 2.  
i E I  

Siano a~ le antiinvoluzioni definite da ai su rc(Vi). Due antiinvoluzioni a' ' ,, aj hanno 
come comune luogo dei punti  fissi 
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e quindi per  l 'osservazione 1, esse coincidono su un intorno di 

Pe r  il modo in cui 6 stato costruito ~" le zl inducono quindi, per  incol- 
lamento, un 'ant i involuzione su un intorno di X. Cib conclude la dimostrazione. 

Sin X uno spazio comptesso, z ' X ~ X  un 'ant i involuzione di .~. L ' ins ieme 

x~ = (z e Xf*(z) = z} 

uno spazio analit ico reale e verr~t detto parte flssa di ~7 per  l 'antiinvoluzione ~. 

I1 teorema 4 si pub aff inare col 

TEORE~A 8. - Ogni spazio analitico reale, coerente V ~ parte fissa di uno 
spazio di Stein che ~ un suo complessificato. 

PROVA. - Sia C~  lo spazio in cui sono realizzati gli aperti  Ui della 
proposi.zione 4. Esiste un intorno ~] di V in V su cui le antiinvoluzioni degli 
spazi C'*~ inducono un 'ant i involuzione ~ avente V come luogo dei punti  fissi. 

La  funzione ~ della proposizione 4 6 invariante rispetto a ~ onde lo 
spazio di S~EIN W - - { a ~ e U i ~ ( ~ ) < l }  6 mutato in s6 da ~ e questa  6 la tesi. 

I1 teorema 5 afferma the  ogni spazio analitico reale V coerente, di 
dimensione n, ammette  un ' immers ione  in 

C2,,+1 - -  R4n+2; 

detta immersione 6 inoltre la restrizione di un ' immers ione  di un suo com- 
plessificato V di cui V 6 par te  fissa. L ' immers ione  ¢p definita dal teorema 5 
ha perb il difetto di non garant i re  la commutativit~t del d iagramma seguente:  

(1) 

C~-+ I 

~ C2n+ 1 

ove ~ 6 un 'ant i involuzione di ~T c h e  abbia V come parte  fissa e ~ 6 indotta 

dal coniugio in C 2"+1. 
Fissa ta  % pur  di raddoppiare  la dimensione dello spazio C 2"+1, si pub 

eostruire un ' immers ione  che renda commutat ivo il d iagramma 1. Si ha infatti  
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TEOREMA 9 . -  S ia  V uno spazio anali t ico reale, coerente di  dimensione 
n; esiste allora un  complessificato V di V, ed una  ant i involuzione z : V ~ 
tale che F sia luogo dei p u n t i  fissi di ~. 

Esiste inoltre un  ~ applicazione olomorfa ~ : V ~.- C 4'~+~ tale che: 

i) ~ ~ inettiva, propria,  ed ha lo Jacobiano di rango massimo nei pun t i  
regolari di  V. 

ii) ~( V) = R ~+~ (3 ~(V) e z induce in ~(ff) 1 ~ anti involuzione generata dal  
coniugio in  C 4'~+2, cio~ il d iagramma (1) d commutativo.  

PRO'CA.- Pe r  il teorema 8 esiste un complessificato V di V tale che 
D V, ~r ~ uno spazio di STEIN Sll eui 6 definita un 'ant i involuzione z : ~ 7 ~  ~, 

avente V come parte fissa. Per  quanto provato in [12] esiste un ~applicazione 
olomorfa, propria, iniettiva, avente lo Jaeobiano di rango massimo nei punti  
regolari  di V: 

Notiamo : 

ore  le 

a(P) --  t f~(P) "- f~ + ifd'(p) ... f.~,+~(p) --  fg,~+~(p) + if'~',,+~(p) } 

= + j =  1 . . .2n  + 1. 

sono le fuzioni olomorfe che danno l ' immers ione  a. 
Definiamo ~ : ~7 ~ C,n+2 ponendo: 

~(p) = {L(p) + f~(~(p)) ... f~.+~(p) + L,+~(o(p)), 

i(f~(p) - -  f~(~(p))) ... i(f2,+l(p) - -  f2,~+l(z(p)))1, p e l 7. 

Essendo a:V---~" antiolomorfa le funzioni ~f~(v(p)) risultano olomorfe, quindi 
: [z ~ C~,,+2 ~ un' applicazione olomorfa. 

Se p ~  v,  ~ a ( p ) - - p  e quindi:  

onde segue 

Viceversa sia 

~(p) = { fl(p) + fi(p), ..., f~,+l(p) + f~,+l(p), 

i(fl(p) - fi(p)) ... i(f~,+~(p) - -  f~,,+~(p)) } 
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Si ha : 

onde segue 

f ; ( p )  - -  ~'(~(.p)) = o ~ ( p )  - -  f~(~(p)) = o 

f j ( p )  = f j (~(p))  

per j " -1  ... 2n + 1 e quindi essendo ~ iniettiva si deduce 

p = a(p), 

cio6 p e V. Si 6 cosi provato che ~(V) N R4'*+ 2 ---- ~q(V). 

0sserviamo che si ha per ogni p e  ~z: 

~(~(p)) = I f l (~(p))  + f~(p),  ... [~.+~(~(p)) + f~.+~(p),  

i(f~(a(p)) - -  f~(p)), . . . ,  i(f2,+~(~(p)) - -  f~,+l(p))} 

cio~ l 'anti invoht~ione ~ induce su ~(V)1' antiinvoluzione ~ indotta dal coniugio 
in C 4"÷2. Si 6 cosi completamente provato il punto ii); r imane da verificare 
che ~} 6 iniettiva, ha lo Jacobiano di rango massimo nei punti  regolari di ~' 
ed 6 propria. 

Sia 

allora 

~(p )  = ~(q), 

f i ( p )  + fJ(~(p)) = fJ(q) + fi(~(q)) 

f j ( p )  - -  f~(~(p)) = f j (q)  - -  fi(~(q)) 

per j --  i ... 2n -{- 1 di eui 

e quindi 

f~(P) = fi(q), f~(a(p)) = f~(~(q)), 

~ (p)  = ~(q). 

j =  1 ... 2n + 1 

Si 6 eosi provato che dall 'attivit/~ di ~ segue quella di ~. 

Per dimostrare the  lo Jaeobiano di ~ 6 di tango massimo nei punti  
regolari di V. 0sserviamo che, detto zl... z~ un sistema di coordinate in un 
intorno di un punto regotare p e V, si pub supporre che ~ nelle coordinate 
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scelte sia il coniugio e quindi si ha:  

~(f,(p) + fd~(p))) aft(p)  + - -  2Re 
~z: - -  ~z i ~z i 

~: - t ~ ~ i  I = ~,~::,, 

Se lo Jacobiano di ~ ha, in p, n righe l inearmente indipendenfi,  anche 
lo Jacobiano di ~ ha tango n in p, e quindi in tutto un intorno di p in V. 
Cib prova ehe ~ ha lo Jacobiano di rango massimo nei punti  regolari di un 
intorno W di V in V. Potendo trovare in W un intorno di V invariante per 
¢~ che 6 uno spazio di S~m~, possiamo porre W - - V .  Rimane da dimostrare 
che ~ 6 propria. 

Si ha 

:¢(p) : { f d p ) . . .  f~,,+dp)} 

~(P)-"  { f i ( P ) +  fi(~(P)); i(fj(P)-- fJ(~(P-)))} j :  1 ... 2n q- 1 e p e V .  

D' al tra parte : 

Posto 

si ha 

t fdp)  + f~(o(p)) I + t ~(fJ(p) - 5(~(p))) J >-Ifdp) l. 

2n+1 

It =(p)rl = y, l f :p )  I 
j = l  

2~+1 2~+1 

IL ~(p) !1 --  E { fj(p) + f~(~(p)) i + z I fJ(P) - -  f~(~(P)) ! 
j= l  j=l  

[J ,~(p)H--> I1 ~(p)]l. 

Le norme ora stabilite Ca~+ 1 e C 4~+~ danno loro la topologia euclidea. 
Sia, per assurdo, ~ non ehiusa. Esisterebbe una successione di punti  

x , ~  V tale the :  

a) ogni sottoinsieme di S - "  U x ,  6 chiuso, 
n 6 N  

b) {T}(wn)}~EN 6 una successione di CxucH¥ e si ha:  

lira ~(aan) ~ r/(S). 

Per  quanto provato {e(x,,)},,elv 6 una suecessione di CAUc~¥, sia 

l = lim :¢(x,0. 
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Essendo ~ chiusa, continua, iniettiva si ha : I e ~(S), d' altra parte S - -  ~-~(l) 
chiuso mentre  a(S--:¢-~(1)) non i~ tale, contro l ' ipotesi. 

Si conclude dunque che ~ deve essere chiusa e quindi propria. Cib con. 
clude la dimostrazione. 

b) Parte reale di uno spazio complesso. 

Sia X uno spazio complesso. Identif icando C con R ~, si pub considerare 
come spazio analitico reale. 5Toteremo con ~.e lo spazio analitico reale 

associato ad X;  si userh anche dire che ~R ~ lo spazio X~ considerato con 
la s t ru t tura  anali t ica reale soggiacente. 

Sia X un sottospazio analit ico reale chiuso, di ~R.  Diremo che X 
una parte reale di ~:, se esiste un r icoprimento aperto I U~t~e~. di X~ per 
cui sono definite delle realizzazioni 

per i e N, tali che: 

c1) n n - ,  = n X). 

Osserviamo subito che, se :~ 0 parte fissa di X, allora X ~ parte reale 
di X'. Infat t i  usando la costruzione del teorema 9 si possono ot tenere delle 
realizzazioni locali soddisfacenti la (1). 

L ' inverso,  in generale,  non ~ veto. Si consideri ad esempio in C 2 la 
ret ta V : { ( x ,  y ) ~ C 2 1 x - i y = O } .  V ha come parte reale il punto (0, 0). 

Sia ora ~ : V ~  V un 'ant i involuzione;  come si proveri~ nel teorema 19 
il luogo dei punti  fissi di = ~ vuoto, oppure ~ una variet~ analitica reale di 
dimensione uno. Quindi il punto (0, 0) non ~ parte  fissa di V rispetto ad 
alcuna antiinvoluzione. 

]~ immediata  verifica che, se ]~ b u n  eomplessificato dello spazio analitico 
reale V, allora ]~ b una parte reale di ]~. 

A proposito delle patt i  reali di uno spazio eomplesso i~ molto utile il 
seguente : 

T~:oRE~1~t I0. - Sin  X uno spazio complesso ed 2: una  parte  reale di X. 
I n  ffuesle ipotesi X ha, in  X, un  sislema fondamentale di inlorni  che sono 
spazi di Stein. 

PROVA. - Per  l 'osservazione l del paragrafo 3 le proposizioni 3 e 4 
valgono anche in questo caso e si pub ripetere la dimostrazione del teorema 
4. Cib conclude la prova. 
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COROLLARIO 2. - Per ogni spazio analitico reale X, che sia parte reale 
di uno spazio complesso ~ di dbmensione n, esiste un' applicazione, analitica, 
restle, iniettiva, propria q~ : X ~ R ~'~+2. 

L a  ~ ~ inoltre la restrizione di un '  applicazione olomorfa, iniettiva, propria 
¢~ : U ~  C ~'+I--  R 4'~+~ di un intorno U di X in X. 

PROVA. - I~ i m m e d i a t a  conseguenza  dei t eo remi  di i mme r s i o n e  di [12] e 
del t e o r e m a  10. 

Vogl iamo ora da re  una  fo rma  pifi for te  al t eo rema  di i mme r s i o n e  degli  

spazi  di Ste in .  

Vale  il s eguen te  

TEORElgA 11. - Sia X uno spazio di Stein di dimensione 

n < + ( x ~ ;  

sia U un  aperto di X per cui esiste m ~ 2i the maggiora la dimensione dello 
spazio tangente di Zariski,  ad X, in ogni punto di U. 

I n  queste ipotesi esiste un'  applicazione olomorfa 

tale che: 

i} ~ ~ iniettiva, propria, ed h a  to Jacobiano di tango massimo in tutti  
i punt i  regolari di X. 

ii) ¢?(U) ~ un  insieme analitico di un  aperto di C ~ e ~ : U--* ¢p(U) ~ un  
isomorfi smo. 

PROVA. - ]~ noto, (vedi [12]), che  esis te  un  omeomor f i smo  

f : X - -  X'  C C 2"+1 

di X sa  un  ins ieme  ana l i t i co  X'  di C2a+ 1 ta le  c h e f  sia o lomor fa  ed abbia  
lo : [acobiano di r ango  mass imo su tu t t i  i pun t i  r ego la r i  di X. 

Sia  0 il fascio dei  ge rmi  del le  funz ion i  o lomor fe  su X ed 0 '  il fascio 
dei ge rmi  del le  funz ion i  o lomor fe  su X'. 

Sit~ 0 t ' i m m a g i n e  d i r e t t a  di 0 su X' (2), pe r  un  t e o r e ma  di H, GRAUER~ 
(vedi [10]) O, e qu ind i  0~'O', ~ eoeren te .  

(~) O b il fascio generato dal prefascio cho assocla all'aperto V di X ~ il gruppo 
r(o, f-~(V)). 
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]~ immediate che il supporto T' di O/0' ~ un insieme analitico complesso 
immagine~ tramite f~ del l ' ins ieme T dei punti  x di X tall che f :  X x - ~  X~(~) , 
eve Xx e X~(~) indicano i germi individuati  da X od X '  in x e f(x)), non 
un isomorfismo. 

L ' ins i eme  T ~ l ' immagine  inversa, tramite f, di un insieme analitico e 
quindi /~ un insieme analitico. 

Possiamo cosi r iassumere quanto prora te :  sia ~ : W ~ W '  un'applicazione 
olomorfa, tale the  ~ b un omeomorfismo, chiameremo ~ un omeomorfismo 
olomorfo fra gli spazi eomplessi  W e W', 

Date un omeomorfismo olomorfo ~ l ' ins ieme dei punti  ~v, in eui ~ : W ~  
W+(x) non ~ un isomorfismo, ~ un insieme analitico di }V, avente codi- 

mensione almeno uno. Quest 'u l t imo fatto b conseguenza della seguente, ben 
nota, propriet/~: se ~ ' :  W--~ ]/~" ~ un omeomorfismo olomorfo fra le varieth 
complesse ~¢V e ~r, allora ~' b biblomorfa. 

Sia S C X  l ' ins ieme analitieo di X tale che:  

non ~ un isomorfismo. 
Lo spazio X soddisfa al socondo assioma di numerabil i th quindi S ' - S A  U 

sar/~ unione, al pifi, di un~infinith numerabi le  di componenti  i rr idueibil i :  
S ' = U S ~ .  

Sia xiE Si, per ogni i; {xil @ una successione; senza punti  di accumula- 
zione in X, oppure un numero finite di punti.  

Pe r  ipotesi la dimensione dello spazio tangente di ZARISKI %, B minore 
od eguale ad m, qualsiasi  m e U. 

Si possono percib assegnare~ per ogni punto xi m elementi  differenziali  
del primo ordine:  df~, ..., df~,~ tall che le f: ,  ..., f~ diane un isomorfismo di 
un interne di xi in un insieme analitico di un aperto di C ~. 

Essendo X uno spazio di S~EIN esistono m funzioni olomorfe globali 
/'1, ..., f,~ che hanno in ogni xi, gli elementi  differenziali  del primo ordine 
assegnati.  Consideriamo era l ' immers ione  9 : X - - ~  C m+~n+~ data da: 

~(x) = f(x) x { f~(x) x ... x f.(.~) }. 

La ~ induce un isomorfismo di germi in tutti  i punti  {m{}, oltre che 
nei punti  in cui f b u n  isomorfismo. I1 luogo dei punti  in eui T~ non induce 
un isomorfismo di germi b quindi un insieme analitico di U di codimensione 

almeno due. 
Procedendo cosl si el iminano succesivamente i punti  in cui ~ non b un 

isomorfismo e dope, al pifi, n - - 1  costruzioni si ottiene l ' immers ione  cereata.  
Si verifica immediatamente  che ]e applicazioni che si costruiscono sono sempre 
applieazioni proprie iniettive, aventi  lo Jacobiano di range massimo nei punt i  
regolari  e cib conclude la dimostrazione. 
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Si potrebbero dare era dei criteri di realizzabilit~ di spazi analitici reali, 
non necessariamente coerenti, in R "~. Per  non dover ripetere pih tardi queste 
considerazioni preferiamo estendere prima il teorema 3 e dare detti criteri 
nella lore forma pifi generale nel § 7. 

Osserviamo che dalla dimostrazione del teorema 11, si potrebbe ricavare 
agevolmente una maggiorazione per la dimensione dello spazio coordinate 
eomplesso in cui si pub immergere lo spazio di STEI~ con le proprieth sopra 
richieste. 

§ 5. - GII  R - s p a z i  a n a l i t i c i .  

Scope di questo paragrafo ~ generalizzare agli R-spazi analitici i teoremi 
del paragrafo 3. 

A volte nella letteratura (vedi ad esempio in [8]) gli R-spazi analitici 
sono detti spazi analitici reali (con elementi nilpotenti) 

Gli R-spazi analitici sono una generalizzazione degli spazi analitici reali 
coerenti;  non si pub dire perb c h e l a  teoria degti R-spazi analitici contenga 
quella degli spazi analitici reali. 

Come vedremo infatti gli R-spazi anatitici sono spazi analitici reali, con 
eventuali elementi nilpotenti, che siano parte reale di qualehe spazio com- 
plesso. Sfuggono quindi alla teoria degli R-spazi tutti qnegli spazi analitici 
reali che non sono parte reale di qualche spazio complesso. L'esistenza di 
tall spazi analitici reali <~patologici>> b stata messa in luce da H. CAR~A:~ 
che ne dh esempi in [6]. Notiamo ancora, per comodith del lettore, che gii 
spazi analitici reali, the  sono parte reale di uno spazio complesso, sono, 
sostanzialmente, i C-insieme analitici nella terminologia di [4]. 

Nel presente lavoro noi siamo interessati, prineipalmente, allo studio 
degli spazi anatitici reali. Proveremo quindi, per gli R-spazi analitici so lo  
quelle proprieth the  ci servono per studiare gli spazi analitiei reali. 

Richiamiamo era la definizione ed aleune proprieti~ di un R-spazio ana- 
litico (la terminologia b quella di [[1]). 

Dicesi spazio, con fascio di anelli locali, uno spazio topologico X su cui 
definite un faseio di anelli loeali Ox, detto fascio strutturale. 

Un morfismo ~, ~ ([, ~) fra due spazi con fascio di anelli locali: (X, Ox), 
(Y, 0y) 6, per definizione, il date di un'applicazione continua f : X - +  Y e 
di un  omomorfismo, ~ : O y ~  Ox, che induce degli omomorfismi di anelli 
locali: 5x : 0y, f ( ~ ) ~  Ox, x (eve Or, f(x), Ox,,~ sono le spighe di Or ed Oi nei 
punti  f(x) ed ~c). 

Un morfismo si dice un isomorfismo se ammette un inverse. 
Sia era K un eorpo valutato complete (nel seguito con K indieheremo 

il corpo reale od il corpo complesso) e K" iI prodotto topologico d i n  copie di K. 
Indichiamo con AK~ il faseio dei germi delle funzioni analitiche definite 

Annali di Materaatica 2~ 
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in K ~, a valori in K. Sin G u n  aperto di K ~, noteremo con A~ la restrizione 
di Arc- a G. 

Per  ogni aperto G di K ~ la coppia (G, A6) ~ uno spazio con faseio di 
anelli  loeali. 

Sia I an  fascio di ideali di As generato da un numero finito di funzioni 
analitiche, definite su tutto G. iNotiamo con S(I) il supporto di AG/I. La 
eoppia (S(1), Ac~/Its(i)) ~ uno spazio con fascio di anelli loeali. Un tale spazio 
viene detto K-spazio analit ico locale. Supponiamo ora che I '  sin un secondo 
fascio di ideali di As 'e sin I ' C 1 .  

In  questo easo si ha l ' immers ione f :  S(I')--.-S(I), e l 'omomorfismo cano- 
nieo ~:AG/I---~ AG/T. I1 dato del K-spa~io analitieo locale (S(I), AG/I') e del 
morfismo (f, ~) ~ detto sotto K-spazio. analitico locale di (S(1), AG/1). 

Diamo infine la segaente:  

DEFI~zIO~]~. - Dieesi K-spazio analit ico uno spazio di HAUSDOnFF (~), 
con faseio di anelli loeali, (X, Oi) tale che: 

1) per ogni w e X  esiste un aperto U ~ x  tale che (U, Oxlv) sin isomorfo 
ad un K-spazio analit ico locale. 

2) X soddisfa al I I  assioma di numerabili t~. 

Diremo realizzazione di un aperto U di X un isomorfismo fra (U, 0xl~) 
ed un K-spazio analitico locale. Anche per i K-spazi  analit ici  si dh la nozione 
di germe di K-spazio analitico in tin punto. La  terminologia e le no~azioni 
sono analoghe a quelle usate per gli spazi analitiei e non ci soffermeremo 
quindi su di esse. 

Dicesi sotto K-spazio analitico di (X, Ox) un K-spazio analitico (Y, Oy), 
tale che Y sin un sottospazio topologico di X, e ~ia definito un morfismo 

(f, ~) : (Y, 0y) ~ (X, Xx), 

soddisfacente alle condizione: 

i) f :  Y ~  f(Y) b t' applicazione identica ed f(Y) ~ localmente chins0 in X. 

ii) (Y, Oy)col morfismo (f, ~) b, localmente, un sotto K-spazio ann. 

litico locale di (X, Ox). 

Sin (X~ Ox) un R-spazio analitico, si verifiea ehe (X, Oz® C) ~ uno 
spazio con faseio di anelli  locali. 

Dato un R-spazio analitico (X~ Ox) diremo 0x-eomplessif icazione (od 
0x-eomptessif icato) di X il dato di un C-spazio analit ieo (Y, 0 ~ ) e  di un 
morfismo 

j = (f, ~):(X,  Ox) -~  ( Y, Oy) 

(~) L'ipotesi che X sia di ~-]&USDORFF non ~ essenziale ad una teoria dei K-spazi 
analitici. ~oi la introdueiamo p~rch~ nel seguito-saremo interessati solo a spazi separati. 



A. TOGNOLI: Proprieth globali degli spazi analitici reali 179 

tale che : YD X ed f : X-- . -  f (X)  ~ 1' applicazione identica, f (X)  ~ chiuso in Y 

O" : Oyif(X) --~ OX (~ C 

un isomorfismo delle C strutture.  

0SSERYAZlO~E i. - Sia (X, Ox) un K-spazio analitico (ove K ~ il eorpo 
reale o eomplesso); vogliamo provare che il fascio Ox i~ coerente come Oz 
modulo (4). I1 fascio Ox ~, localmente, un quoziente del fascio dei germi 
delle funzioni anali t iche in un aperto di K'* e qnindi ~ f ini tamente generato, 
essendo detto fascio coerente. 

Dalla definizione di K-spazio analitico segue poi che il fascio delle 
relazioni di 0x ~ f ini tamente generato e cib prova che Ox b coerente. 

Sia (X, Oz)un R-spazio analitico. 

Se X /~ sot~o R-spazio analitico di una varieth anali t ica reale V, esso 
il supporto di un fascio coerente di ideali del fascio dei germi delle funzioni 
anali t iehe su V. Da eib segue che X b u n  C-insieme analitico di 17 ed X 
il luogo di zeri di un numero finito di funzioni anati t iche globali di V (per 
la dimostrazione vedi [4]). 

0SSERVAZlO~E 2. - /~ella definizione di K-spazio analitico locale il faseio 
di ideali I non 8, necessariamente~ il faseio dei germi di tutte le funzioni 
anali t iche che si annul lano su S(I). I1 faseio Ox di un K-spazio analitico 
non si pub quindi, in generale, interpre~are come il fascio dei germi delle 
funzioni anali t iche su X. Di conseguenza un morfismo (X, Ox)~(Y ,  Oy) non 

individuato dal l 'applicazione f :  X ~  ]/-, n~ basta, in generale, dare una f 
analit iea pereh~ sia possibile assegnare un morfismo, avente f come applica- 
zione fra gli spazi. 

Dato un K-spazio analitico (X, Ox) si pub considerate il fascio di ideali 
IT di Oy formato dai germi delle funzioni analitiehe, identicamente nulle su X. 

Per un fondamentale teorema di K. 0KA il faseio IT ~ coerente se K - - C .  
It.  CARTAN ha messo in luce che pub non esserlo se K -  R. 

In ogni easo (X, Ox/IT) ~ uno spazio analitico (reale o complesso) ed il 
fascio OX/IT r isul ta  essere il fascio dei germi delle funzioni anali t iche su X. 

Lo spazio analitico (X, Ox/IT) si chiama spazio analitico reale, (o com- 
plesso), ridotto associato al K-spazio analit ico (X~ Ox) e verra spesso indieato 
con X. 

(4} E noto che 0 X ~ coeren te  come 0 x modulo  se, e solo se, p r e s a  u n a  rea l izzaz ione  
(U, Ox, v ) - ~  (U'~ Ov, } d a l l ' a p e r t o  U di X nel  K- spaz io  anal i t ico  locale U ~ dei ' inito nel l ' a ioer to  
@ di K ~, si h a  che 0 U, ~ coeren te  come A G modulo.  (vedi  ad esempio  [8] expos4 9). 
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Osserviamo ancora che, dato l 'R-spaz io  analitico (X, Ox), se ()~, 0.2) 
una sua Ox complessificazione, essa non ~ individuata  dallo spazio analitieo 
reale ridotto X. 

Ad esempio X pub essere un punto ed X uno spazio di dimensione 
arbitraria.  

5Totiamo infine che lo spazio analitico reale, paracompatto X ha un 
complessif icato se, e solo se, X ~ coeren~e. Infat t i  se X ~ coerente, per il 
teorema 3, esiste un suo complessificato,  viceversa, per la definizione di 
coerenza, se X ha un comp]essificato, esso ~ coerente. 

Ricordiamo la segucnte definizione: dicesi algebra analitica, sul corpo 
valutato completo K, una K algebra isomorfa ad un quoziente, non nullo, 
di ~m anello di serie di potenze convergenti  K[t~ .... , t,]. Ad ogni germe Xx 
di K-spazio  (X, Ox) ~ associata  l ' a lgebra  anal i t ica:  spiga di 0 x  in x, detta 
algebra anali t ica del germe Xx.  

Vale il seguente 

TEOREMA 12. - Sia (X, Ox) un R-spazio analitico, esisle allora una Ox 
complessificazione (_XT, 0~:) di (X, Ox). 

Lo spazio X ha in X un sistema fondamentale di intorni aperti, i cui 
spazi complessi ridotti associati, sono spazi di Stein. 

PROVA.-  ]~ immediato che un isomorfismo fra due germi di R-spaz i  
analitici induce un isomorfismo fra le algebre analitiche associate ai germi 
dei complessificati .  

Per  il teorema 1.3, pag. 13.02 di [8], ogni isomorfismo fra le algebre 
anali t iche induce un unico isomorfismo fra i germi associati. Si sono cosi 
provati  i corr ispondenti  dei lemmi 1 e 2 nel caso degli R-spazi  analitici. 

I1 resto della costruzione del complessificato ~ identica a quella fatta 
nel paragrafo 2. 

L 'es i s tenza  degli intorni di STEI~ ~ garanti ta  dal teorema 10 in quanto, 
se (X, 0~) ~ un Ox complessificato di (X, Ox), lo spazio analitico reale 
X C  X, assoeiato ad (X, Ox), ~ una parte  reale dello spazio complesso ridotto 

associato ad (X, 0~). 

TEOREhIA 13. - Sia (X, Ox) un R-spazio analitieo, ~ un fascio di Ox 
moduli the sia coerente ; si ha allora : 

A) per ogni x, e X l'Ox, x modulo ~:~ d generato dalla immagine della 
applicazione di restrizione H°(X~ ~ ) ~  (ove Ox, x, ~ ,  sono le spighe di 
Ox, ~ nel punto x). 

B) per ogni q ~ l si ha: Hq(X, 7) ~ 1 o  }. 
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PROVA. - Per  il teorema 12 e l 'osservazione 1 di questo paragrafo la 
dimostrazione si r iduee a quella  del teorema 6. 

Sia G un aperto C" ed A G il faseio dei germi delle funzioni olomorfe 
su G. Sia I un sottofascio di ideali di A~ generate datle funzioni 

f ,  = f; + ff;', ..., f ,  = f'~ + G ; .  

Detto S(1) il supporto di A~/I  la coppia 

(S(I), A6/I  Is(~)) 

6, per definizione, un C-spazio analit ico locale. 

Ident if ichiamo C~con R 2n e sia A~ it fascio dei germi delle funzioni 
anali t iche reali  su G. i~otiamo con IR il fascio di ideali generate  da fi, .., fi,, 
fi', . . . , / "  s u  G C R ~ .  

La coppia 
R (S(I,), AG/IRIS(IR) ) 

6, per definizione~ un R-spazio  analitico locale. 
anali t ico 

(S(I), Ao/IIs(1)) 

all' R-spazio  analitico 
(S ( I . ) ,  R AG/IRIsI~R)) 

I1 passare dal C-spazio 

sark det to:  considerare il C-spazio analitico con la s t rut tura  anali t ica reale 
soggiacente.  

Quanto fatto nel case locale si estende faci lmente al case globale. Date 
un C-spazio analit ico (X, Oz) lo denoteremo (X R, 0~) quando considerate come 
R-spazio analitico, con la s t ru t tura  reale soggiacente. ]~ immediate ehe lo 
spa zio analitico ridotto associate ad (X R, 0~) 6 lo spazio analitico reale associate 
allo spazio eomplesso ridotto associate ad (X, Ox). 

R Sia ()~, 0~) un C-spazio analitico ed a - - ( a ,  ~) un morfismo di (~R, 0~:) 
in s6. 

Diremo che o: = (~, @) 6 un'anti involu~ione di (:~, 0~), se ao :¢ - -  id. e se 

a: iY ~ X, considerata  sul[o spazio complesso ridotto, associate ad (;~, Oy~), 6 
antiolomorfa. 

Sia (X, Oz) un sotto R-spazio  analit ico di (X~, 0 R) e (i, ~):(X, Ox)~(X  R, 0 R) 
il morfismo associate. 

Diremo che (X, Ox) 6 fisso, od 6 parte fissa, per  la antiinvoluzione 
- -  (~, ~) s e :  

x = {x e ~:1o(~) = x )  
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ed inoltre si ha :  

R R R 
~0 ~ - -~ ,  eve ~ : 0  2 ~ 0  2 e ~ : 0 2 ~ 0  X 

sono le applicazioni fra i fasci strutturali .  

0SSERYAZlONE 3 . -  Sia (X, 0x) un R-spaz io  analitico, (~, 02) un Ox 
complessif icato di (X ,  0x) e siano 

- -  (z, ~) ,  ~ ' =  (~', ~') 

due antiinvoluzioni di (X, 02) aventi  (X, Ox) come parte fissa. 

In tali ipotesi ~ coincide a' su un interne di X in ~Y. Consideriamo 

infatt i  l'ap~olicazione ~ ' o ~ ' X - - ~ _ ~  del morfismo a 'o~  di (~R, 0 R) in sb. 
L 'applicazione a'o a r isulta olomorfa quindi ~'o~ ~ un morfismo di C-spazi  
analitici in quanlo a ' oa  definisce nn omomorfismo dell 'a lgebra anali t ica 

di X~, in s~ per ogni m~X.  

L 'a lgebra  anali t ica individuata da X , ,  nei punt i  x e X, ~ isomorfa all'al. 
gebra anali t ica associata ad X~ tensorizzata con il corpo C. 

o ~' ~ l ' ident i th  sul l 'a tgebra anali t ica di X ,  e quindi, essendo £ o  a un 
morfismo di C strutture,  esso induce l ' identitg sulFalgebra anali t ica associata 

ad X~. 
Si ha quindi, per  il teorema 1.3 pag. 13.02 di [8] che ~'o ~ /~ l ' ident i tg  

su un interne, in ~:, di ogni x ~ X  e questo prova che su un interne di 
X : a  o ~ ' - -  id. e percib £ - -  a-* --  z¢ che ~ la tesi. 

Le considerazioni era svelte ci permet~ono di concludere con il seguente 

TEOI~EMA 14. -- Sia (X, Ox) un  R-spaz io  analitieo, esiste allora un  Ox com. 

plessificato (2, Oy~) di (X, Ox) tale che : 

lo spazio eomptesso ridotto associate (.~, 02) d uno spazio di Stein, su 
cui ~ definita un'anti involuzione ~ di  cui (X, Ox) ~ la parte  fissa. 

PR.OVA. -- Sia -~' un Ox compless i f icato  di (X, Ox). Fissiamo un ricopri- 

mento aperto { U~}seN di ~:'; tale che esistano delle realizzazioni p~: U,---~U~cC~, 
per  cui sia:  

~(U~ (3 x ) =  ~(U~) A R~, .. 

Le antiinvoluzioni indotte su U~ dal coniugio in C'~ definiscono delte 
antiinvoluzioni ~ su b~. In virtfi della osservazione 3 le ai definiscno, per 

incollamento, un 'anti involuzione su un interne aperto .~ di X in ~7'. 
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Come gi~ osservato nel teorema 8 si pub fare in modo the  X sia uno 
spazio di S~EI~. 

Possiamo ora provare il seguente teorema di immersione:  

TEOttEMA 1 5 . -  Sia (X, 0~) un  R-spazio analitico, esiste allora un 

Ox-complessifiea~ione (X, 0~) di (X, Ox) tale che : X D X, 5i ~ uno spazio di 

Stein e su X d definita un'antiinvoluzione 

= (~, ~) .  (~,  o~:) - - -  (:~, ox~) 

eli cui (X, Oz) ~ ta parle fissa. 

Se inollre dimc .~  = n esiste un'applicazione olomorfa iniettiva, propria, 

avente lo Jacobiano di tango massimo nei pun t i  regolari di ~ ; '~"  X ~ C ~+~ 

tale che, detla ~ --  ~ I X, si ha: 

i) ¢~(X)--?(X)C) R 4'.+2. Lo spazio analilico reale ~(X) risulta inollre 
essere il luogo degli zeri di un numero finito di funzioni analiliehe globali di 
R 4"+2 ed inoltre: 

~(x) - ~(~(~)), ~ ~ e 2 ,  

ove ~(x) ~ il punto di C ~+~ avente per componenti le coniugate di ~(x). 

ii) ~ ~ iniettiva, propria ed ha lo Jacobiano di tango massimo in tutti 

i punt i  x e X the sono regolari sia in X che in X. 

Se la dimensione dello spazio tangente di Zariski z~ ad Xx rimane limi. 

rata, at variare di x in X, esiste un inlorno ~Y' di X in X per cui e definita 

un'applicazione olomorfa propria ~:J[ ' -~  C TM tale che ~(.~') ~ un insieme ana. 

litico di C m e t~ : X ' ~  ~(.~') ~ un isomorfismo. 

PRovA. - Per  il teorema 14 esiste una Ox complessificazione (X, 0~) di 

(X, Ox) tale che:  i~ ~ uno spazio di S~EIN su cui /~ definita un'anti involuzione 
ehe ha (X, Ox) come parte  fissa. 

Ripetendo la costruzione fatta nel teorema 9 si ottiene una ¢ ~ : X ~ C  4"+2 
propria, iniet t iva ed avente lo ffacobiano di rango massimo nei punti  regotaxi 

di X e soddisfacente alle condizioni 

;~(~) n R ~ ÷  ~ = ;p(x) e ~(x) = :~(o(~)), ~ x e ~ .  

L' ins ieme ~(X) ~ il supporto di un fascio coerente quindi, per  quanto 
provato in [6], ¢¢(X) ~ luogo di zeri di un numero finite di funzioni anali t iche 
globali su R ~'+2. Si ~ cosi provato il punto i). 
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Essendo X un chiuso di X ~  immediato che ~ ~ propria  ed iniettiva. 

Sia ora x e X, x punto regolare per  2f e per X, allora ~ ha,, per  il teorema 

9 lo J-acobiano di rango massimo. La ~ definisce quindi un isomorfismo fra 

un aperto U ~ x  di 2~ ed un aperto ~(U) di ~(X). 

La ~ r istret ta ad Z (3 U sarh ancora un isomorfismo e quindi ~ ha 3aco- 
biano di rango massimo in x. 

Si b cosi provato il punto ii). 

Supponiamo ora, lo spazio tangente di ZAI~ISKI zx ad Xx abbia dimensione 

m, ~ ~ e X. Esiste allora un intorno aperto 2/' di X in 2~ tale the  lo spazio 

tangente di ZARISKI ad un qualsiasi  punto di y e X' ha dimensione non supe- 
riore ad m. Si pub quindi applicare il teorema 6 di [12] e ne segue la tesi. 

Sia X nno spazio analitico reale;  ci siamo occupati,  nei paragrafi  prece. 
denti, detle seguenti  s i tuazioni:  

a) X b parte fissa di qualche spazio complesso 

b) X b par te  reale di qualche spazio complesso 

c) X b lo spazio anali t ico reale ridotto associato t~d un R-spaz io  (X, Ox). 

Vale il seguente 

TEORE~A 16. -- Se X g uno spazio analitico reale pctracompatto, connesso 
allora le condizioni a), b), c), sono equive~lenti fra loro. 

PROYA. - a ) ~ b )  ~ ovvia conseguenza del teorema 9. b ) ~  c). Sia X D  X 
uno spazio complesso di cui X b una parte reale. Esiste allor~ un ricopri- 

mento aperto { Ui}ieN di ~: e delle reatizzazioni p~" Ut ~ U~ C C~ tali che:  

e~(U~ (3 X) = ~(U~) ~ R"~. 

Sia Ii il faseio di ideali dei germi delle funzioni analit iche su B'h', il cui 
prolungamento al germe di una funzione olomorfa su C ' t  i~ ident icamente 

nulto su U~. 
Sia G~ un aperto di t~'~i, G~D U~(3~(Ui(3X)=V~. 
Notiamo con As. il fascio dei germi delle funzioni anali t iche reuli su G~. 

La coppia (V~, AoJLiv~) b un R-spaz io  a~nalitico ed X viene dotato di s t rut tura  

di R-spaz io  analitico dal l 'a t lante {V~}~e~v. 

c) ~ a ) .  Sia (X, Ox) an  R-spaz io  analitico, atlora per  il teorema 14 lo 
spazio analit ico ridotto associato ad (X, Ox) ~ parte fissa di uno spazio com- 

plesso. 
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§ 6. - A p p l l e a z l o n i  l n d o t t e  s u l  e o m p l e s s i f l e a t o .  

Siano (X, Ox), (Y, Oy) due R-spazi  analitiei  e 

(x, ox) (Y, o r) 
un morfismo. 

Supponiamo ehe (X, Ox) ed (:Y, Or) siano contenuti  in due lore Ox, Oy 
eomplessificati  : 

(X, 0~), (Y, Or), 

Proveremo in questo paragrafo che il morfismo ~ si estende ad un morfismo 

di un aperto di X in ~'. 

Nel caso in cui X e Y siano coerenti  ed X, Y due loro complessifieati 
si possono dare risultati  pitt precisi e dedurre,  ad esempio, la surgettivit/~ 

locale di ~ da quella di % 

Daremo infine un cri terio per  stabilire quando un omeomorfismo analitico 
reale ~ ' X ~ Y  ~-un isomorfismo. 

In  base ai risuttati  di questo paragrafo si pub cosi concludere ehe, asso- 
eiando ad ogni R-spazio analitico (X, Ox), il germe del suo Ox complessificato 
si definisce un funtore fra la categoria degli R-spazi  analitici  e quella dei 
germi di C-spazi  analitici.  

TEOnEMA 17. -- Siano (X, Ox), (Y, Oy) due R-spaz i  analitici contenuti in 

due loro Oi ,  Oy complessificati: (X, Oy~), (Y, 0~) e ~ - -  (f, ~) un morfismo di 
(X, Ox) in (Y, 0~). II morfismo ¢p estende ad un morfismo 

(L 

definito su un aperto U di X. 
Si  ha inoltre : 

i) se ~ e ~' sono due estensioni di ~, esse coincidono su un  aperto 

ii) ~ ~ un isomorfismo se, e solo se, esistono un aperto ~ D X di X ed 

un aperto ~V D Y di ~', tale the 

un isomorfismo. 

P~ovA. - Per  definizione di compleasifieato, per ogni x e X  si ha:  

Ox,~ ® C -" Oyc,~, 0~-,f<~) ® C --- 0~,fc~ ) 

ore Ox,~, Oyc,~ ... indicano le spighe dei fasci Ox, 0~. . .  

Annali di Matematica 24 
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L'omomorfismo di R-a lgebre  ~ " Oy, f(~)--.- Ox,~ si estende percib, in modo 
unico, ad un omomorfismo di C-a lgebre :  

0" Oy, r(~) ® C ~  Ox,~ ® C. 

Per  il teorema 1.3 pug. 13.02 di [8] ~ induce un unico morf ismo:  ~u, di 

un aperto U~w di ~7, in :Y. 

Per  la coerenza del faseio 0~ i! merfismo ¢~ estende ¢~ nei punti  di 
U N X (vedi [8] pag. I0.01) e quindi si pub defini te  per ineollamento, un pro. 

lungamento ~ di ~. 

Siano % ~' due protungament i  di % essendo il prolungamento di T local- 

mente  unico, esiste un intorno di X in cui ~ e ~' coineidono. 

Si (~ cosi provato i). 

Se l 'estensione ~o di ~ b u n  isomorfismo anche ~ ~ tale, perehb ~ - - ~ l x  

e quindi l ' inverso di % ristretto ad f(X), ~ l ' inverso di % 

Vieeversa, sia ¢~ un isomorfismo, ~ un'estensione di ~ e ~ un'estensione 

di T-L Risulta allora che ~- o ~ b an  morfismo di (~% O~) in s b the,  ristretto 

ad X, b Fidentiti~; quindi, per quanto gia provato esiste un intorno U di X 

in X tale che ~ o ¢~ sia l ' ident i th  su /~. Cib prova che, su U, .~ ha un inverso, 
e quindi ehe ivi b u n  isomorfismo. Cib conclude la dimostrazione. 

COROLLARIO 1. -- Siano X, Y due spazi analitici reali coerenti, ~:X--~Y 

un'applicazione analitica di X in Y ed X, Y due complessificati di X ed Y. 
Valgono aUora le conclusioni del teorema 17. 

PROVA. - Gli spazi X, Y sono, per ipotesi, coerenti.  Si possono perci6 
r ipetere gli argomenti  del teorema 17 e n e  segue la tesi. 

0SSS~VAZlO~E 1. - Siano (X, 0x),  (Y, Oy) due R-spazi  analitici ed 

(X, 0~), (~% 0~) due 0x, 0 y  eomplessificati.  
Sia f :  X - - ~ Y  un'applicazione analit ica fra i due spazi analitici  reali 

ridotti assoeiati ad (X, Ox), (Y, Oy). 
In  generale la f non ammette  an 'estensione univocamente  determinata  

N 

fra gli spazi analit ici  ridotti  X, Y. 
Vale il seguente 

TEORE~A 18. -- Siano X, Y due spazi ana litici reali coerenti, X, Y due 
loro complessificati. 

Sia f ' X - + Y  un'applicazione analitica ed 7 una sua estensione ad un 

aperto U di X, UD X. 
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Si ha allora : 

i) detti Xx, Yf(x) i germi individuati  da X in x ed Y in f(x), se f :X~- - .  Yf(x> 

surgettiva allora Yr¢x~ ~ il pii~ piccolo germe di insieme analitico complesso 

conlenente f ( f ~ ) .  

ii) sia f :  Xx--.-Yf(~,) iniettiva, in generalc f"  X , ~ ] ~ f ( x ,  non ~ iniettiva. 

iii) Sia f u n  omcomorfismo ed inoltre per ogni x ~ X esista un intorno 

U~ x, tale che "fie sia iniettiva, esiste allora un intorno U di 2[, U C  U, tale 

che f :  U ~ f(U) ~ un omeomorfismo ed f(U) ~ un intorno di Y in Y. 

PROVA. - Dimostriamo prima che l 'applieazione f* indotta da f:Xx--.-~Zr(~, ~ 
sulle algebre anali t iche associate ad :Yf(x), Xx ~ iniettiva. 

Sia per assurdo, f* non iniettiva, esiste allora un germe di funzione 
anali t ica g, su Yf¢x~, tall ehe 

f*(g) =-- 0 

su X x .  Detto V~ il luogo degli zeri di g si ha che 

contenuto propriamente  in Yf~x). 

Si ha d~altra parte, che f(Xx) CYr~),  perch~ f*(g)~ 0 su X~, ma questo 
contraddice la surgettivit~ di f"  Xx ~]zfcx> e quindi f* deve essere iniettiva. 

~Totiamo con f* l 'omomorfismo ottenuto estendendo f*, per C-linearit/~ 

sulle algebre anali t iche associate ad ~r<x), Xx.  L'omomorfismo /~* induce 
un'applicazione olomorfa 

la quale coincide con l 'estensione di f essendo /~* l 'estensione di f*. Trattan- 

dosi di spazi vettoriali  dall ' iniet t ivi t~ di f* segue quella di f* (5). ~] poi 

immediato ehe l ' iniet t ivi th di /~* prova l 'ul t ima parte di i). 

ii) Sia X - -  R, Y - -  R, X con la coordinata x ed Y con la coordinata y. 
Sia f ' X ~ Y  definita da y--f(x)----oc ~', la f : X o ~ o  ~ iniett iva ma non lo 

iii) Supponiamo che, per  ogni 0c e X, esista un intorno U~ x, in ~', tale 

ehe flu ~ iniettiva. Pe r  ta parte  i), gii~ provata, se ci restr ingiamo ad un  

(~) Sugli spazi vettoriali il funtore ® ~ esatto anche a sinistra. 
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in te rne  U compatto,  si ha ehe:  f :  U--* i (U)  ~ un omeomorf ismo ed fCU) e un  

in te rne  di f ( x ) i n  Y, infat t i  f r i sut ta  propr ia  e perci6 f(£x)--~)<~,). 
I1 punto  iii) sarh dunque  prora te  se d imost reremo il seguente  r isultato 

topologieo. 

LEhl)IA 4. - Siano X, Y due spazi topotogici metrici e localmente compatti, 

X C X,  Y C Y due chiusi. 

S ia  f "  X. ~ Y un'applicazione continua tale the .  

1) per ogni x ~ X esiste un interne l ~  ~ x di X per cui f :  U~ --~ f (U,)  

un  omeomorfismo ed f(Ux) ~ un interne di f(x): 

2) f : X - - . - Y  ~ un  omeomorfismo. 

In  queste ipotesi esiste un  interne U di X in X, tale the f "  U ~ f ( U )  

sia un  omeomorfismo ed f(~l) sia un  interne di  Y in  )5. 

PROVA.-  Ineomine iamo eel provare il seguente  ease par t ieolare :  sia 

K C  X un compatto,  al lora esiste un  i n t e r n e / ~  di K, in iX, tale che T : / ~  f'(/~) 

an  omeomorf ismo ed f(/~) ~ un in te rne  di [ ( K ) i n  Y. 

Essendo X loealmente  eompatto,  esiste un in terne  compat to  K di K in X. 

Lo spazio ]~ b Tz, basterh quindi  provare  ehe esiste un  intornd chiuso K C 

di K, tale ehe /~I~ b iniet t iva ed f(K) ~ un in terne  di [ (K) .  L 'esis tenza del- 

l ' i n t e rne  /~ su eui T 6 iniet t iva ~ stata provata  nel l emma 3. 

Per  l ' ipotes i  1) ogni ~c ~ X ha un s is tema fondamen~ale di intorni  U~ take 

ehe ~ " f(U~) ~ un in te rne  di f(0e), da questo segue che f(/~) i~ un in terne  di Y(K). 
Si i~ cosl p ro ra te  il l emma nel case part icolare.  
In  generale,  sia I Uit,~ar un  r icopr imento  aperto di X tale che :  

a) ogni U~ incontra  solo un numero  finite di Uj, i, j ~ N  

~) ~ ~ compa~to, V i e N .  

Sia S ~ - - ( u n i o n e  di U~ e degli Ui, j e N ,  tali che:  u ~ n l ] i ~  0 } ;  per  ]e 

condizioni a) e ~) Si ~ compat to  per  ogni i E 25. 

Siano W~ D S~ degli  apert i  di X tall ehe f :W~ f ( W ~ ) -  W~ ~ un omeo- 

morf ismo e W~ sia un  in te rne  di ~ ' - - f (S~) ;  dett i  W~ esistono per  quanto 
gi~ prora te .  

Sia { ~]~}i~lv una  famigl ia  di apert i  di X, tale ehe / ~ N X  ~--- Ui, U~f~U~-- 

- -  O ¢:v Uifq Ui ~ O , ~ i, j ~ N, ed inf ine :  U~ C W i se U~N Ui =j= fit. 

Questo r icopr imento  aperto ~ eostruibi le  pereh~ 2~ ~ uno spazio mortice.  



A. TOGNOLI: Proprieth globali degli spazi anaUtici reali 189 

Prend iamo era una  famiglia  di aperti  { U}}ielv di Y tali t h e :  U~D-' U'i--f(~ U4). 

Suppon iamo inoltre  che gli {U'} siano abbastanza pieeoli da soddisfare 
allc seguent i  condizioni :  

(II) ~ n 0~ =~o¢, u~N u ~  0, ~ i ,  j e ~ .  

P o s t o  Z i - -  - x ~, f-(U~) ed U =  U Z~ vogliamo provare che f ~ iniettiva, so 

r is t re t ta  ad U. 

Se per  assurdo, vi fossero due punt i  x, y di U tali che l (x)-- f~y),  allora 

essendo f iniet t iva su ogni W~ dovrebbe essere ~ ~ Z~ C / ~ ,  g ~ Z1 C Ui con 

U~ A U i = O, ma allora, essendo, per  ipotesi, f 'X----~Y un  omeomorfismo,  si 

h a :  U~f3U~---O, e, per  la II) quindi  ] ) i ~ r ~  : 0 e percib non pub essere 

f(~) - -  [(y), perch~ 

b~, f(zj) c v~ f(z~) c -' "'. 

Si ~ quindi  p rora te  t he  esiste un  in te rne  U di X in X tale ehe /~: bT---~f(O) 

biunivoca ed /7(~) 6 un aperto di Y. 

Pe r  ipotesi, poi la f-~ i~ cont inua  in ogni punto  di un  aperto di ]7 conte- 
nente  Y e questo conclude  la dimostrazione.  

Siano X, Y due spazi anal i t ici  reali, f ' X - - . - Y  un omeomorf ismo anali- 
rico. ]~ facile vcdere the,  in generale,  f-~ non ~ analit ica,  neppure  se X ed 
Y sono variet/~ 

La seguente  proposizione d/~ un eri terio per r iconoscere quando [-~ 
anali t ico.  

PROPOSIZIO~rE 5. - Siano X, ¥ due spazi analitici reali coerenti ed X, Y 
due complessificazioni di X,  Y 

Sia date un omeomorfismo f :  X ~ Y e sia f :  ~f --~ Y un' estensione olomorfa 
di L 

Condizione sufficiente affinch~ f ~ sia analitica e the siano soddisfatte le 
seguenti ipotesi. 

1) per ogni x e X esiste un interne U~ ~ x in 2; tale che [ sia iniettiva 
8 U  V x . 

2) Y ~ normale in tutti i punt i  di Y. 

PROVA. - La condizione 1 garantisce,  per  il teorema 18, che esiste un 

in te rne  aperto U di X in X tale che ~(~T) sia un  aperto ed 

f" u ~ f ( v )  
sia un  omeomorfismo.  
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La eondizione 2) assicura ehe esiste un aperto ~TV di Y, W DY tale che ]~z 
uno spazio normale (6). 

Pe r  un opportuno intorno ~" di X in .~ si avrh dunque che 

f :  T ~ f ( T )  

un omeomorfismo, olomorfo ed f(T) ~ un sottospazio aperto, normate di ~(. 
Per  un noto teorema, (vedi [0] pag. 325), allora 

i~ olomorfa e quindi la sua restrizione ad Y @ anatitica. Si ~ cosl provato 

che f'~x ha un inverso analitico e questa i~ la tesi. 

§ 7. - A l e u n e  p r o p r i e t ~  d e l l e  p a t t i  f l s s e  

d i  u n o  s p a z i o  e o m p l e s s o .  

a) II caso delle varietal, prime applicazioni. 

Tutti  gli spazi analitici,  reali  o complessi, di cui si t rat ta  in questo 
paragrafo e nel successivo soddisfano per ipotesi al secondo assioma di 
numerabil i th.  

Sia X uno spazio comptesso, ~: ~ - - ~  X un 'ant i involuzione.  Abbiamo 
visto, nel paragrafo 5 ehe il luogo dei punti  fissi di a 8 uno spazio analitico 
reale X, anzi esiste un R-spazio analitico, (X, Ox) di cui X ~ lo spazio 
ridotto associato. 

Vieeversa si ~ provato che ogni R-spa~io analitico /~ la parte fissa di 
uno spazio complesso. 

Scopo di questo paragrafo ~ studiare gli R-spazi analitici  t ramite questa 
earatterizzazione. 

Si prover~t prima che il luogo dei punti  fissi di un'anti involuzione ~ : X - ~ X ,  

definita su una variet/~ eomplessa X di dimensione n, ~ vuoto, oppure ~ una 
varieth anali t ica reale di dimensione n. 

Usando questo risultato si prova, successivamente,  ehe ogni R-spazio 
analitico, di dimensione n ~ parte fissa di uno spazio complesso di dimen- 
sione n. 

(~) Ricordiamo the in uno spazio complesso t'insieme dei punti normali ~ un aporto. 
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Da cib si otterrh un teorema di immersione per gli R-spazi analitici in 
R m the  generalizza tutti  i r isul tat i  di questo tipo ottenuti  fino ad ora. 

Nel seguito si dimostrerfi che 1 ~insieme dei punti singolari di un R-spazio 
anali t ico X b eontenuto in un sottoinsieme analitieo di codimensione almeno 
11110. 

I1 paragrafo termina con la dimostrazione det fatto the  uno spazio ana- 
litieo reale coerente ammette una decomposizione in componenti irriducibili  
globali. Tale decomposizione gode delle stesse carat terist iche di quetla, gih 
nora, degli spazi complessi. 

Di grande util i th per il seguito ~ il seguente 

TEOI:CEI~A 19. - S i s  V ~ u n a  variet~ comlJlessa di d imens ione  n, ~: V'---~ V" 

un '  anl i involuz ione .  L ' ins ieme 

F =  ( x e V"to(x) = x}  

vuoto oppure ~ u n a  variet~t ana l i t i ca  reale di d imens ione  n. 

Premett iamo alla dimostrazione il seguente 

L]~M~A 5. - S ia  ~ " C ~ ~ C" un 'an l i i nvo luz ione  lineare, l ' ins ieme 

F = { x e  C"t~(x) = x}  

u n a  soltovarieldt l ineare reale di d imens ione  n di  

PROVA. - Dette zl . . . .  , z, 
scriverh : 

C O n  

le coordinate di C n, la trasformazione ~ si 

~;(z~ .. .  z , )  - -  ( ~ ( z ~  .. .  z . ) ,  . . . ,  ~ , ( z l  ... z . ) )  

~ ( z l  ... z . )  ~ ~, a~iz  i i ~ l ... n ed a#~C.  

La ~ 6 dunque determinata  dalla matrice A ~ (a~i) ed in forma matri- 
ciale pub scr iversi :  

"t -- (A) i. 
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o pifl brevomente  ¢p(z)= Az eve 

Essendo ~ o ~ = i d  si ha 
r~ 

eKe(z)) = ~(Az) = A Az = A .4~ = 

per  ogni z ~ C" quindi vale 

1) A 2t = E eve E b ia matrice identica. 

La  trasformazione 9 ~ uguale al prodotto delia trasformazione C- l ineare  

W ' z ~ A z  e del coniugio;  si ha infat t i :  

tit(z) = A z -- A ~ = ~(z). 

Mediante un opportune cambiamento di base complesso:  z = Bw, con 
B matrice non degenere di numeri  complessi, la trasformazione' W si espri- 

mer/~: t I ; - w ~  0 w  con 0 matriee ridotta in forma canonica ciob del ripe: 

O__ 

"0~ 

O~ 

0 

0 0~. 

eve el -" 

"),~ 1 0 
* 4 

I~ i 

0 I~ 

i = l . . . p  

eve i~ sono gli autovalori  di 0 (vedi [14] vol. I I  pagiua 121). 

Analogamente,  a quanto fatto prima si osserva ehe 0 0 - - E  onde 
ha pi~t di una colonna si h a :  

I~ ~ -- i 

i i =  0 

il ehe ~ impossibile, percib 0 ~ una ma~rice diagonale del r ipe:  

Ii °1 O =  * con I i ? ,~=1 ,  j - - 1 , . . . , n .  

),, 

se Oi 
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2) 

Le equazioni di ~ nella base w~ ..., w ,  sono quindi :  

q~(wj) = ) . iwi  con )'i)'i = 1, j = 1, ..., n. 

I punfi uniti  della q~ si ottengono risolvendo il sistema lineare 

wj  -" ~ w i ,  j =  l ... n e posto rot "-- w~ + iw~' , 

),j = z; + iz; '  

il sistema 2) d iventa :  

% + iw;' = (~; + i x ; ' ) ( ~ v j -  iw;') 

t w;(;.;- 1) + ~'v;' ~'  --- 0 
t t !  tz f 

wi •j - -  wi  O,j + 1) --  0 

11 determinante  del sistema 3) 6: 

da cui 

3) 

- z?  + 1 - ;.;,'~ 

j = l . . . n .  

ciob per ogni j le due relazioni non sono l inearmente indipendenfi.  

Si ~ quindi provato che delle 2n relazioni l inear i  del sistema 3) solo n 
sono l inearmente indipendenti  (una per ogni j) e quindi d imRF- - -n ,  che 
la tesi. 

D i m o s t r a z i o n e  del teorema 19. 

Sia p un punto fisso della trasformazione ~, supponiamo che p sia l'ori- 
gine di un sistema di coordinate loeali zl... z, definite in un intorno di p. 

In  queste coordinate ~ si scr iverh:  

C O I l  

~ ( ~  . . .  z . )  = (~(z~ ... z , ) ,  . . . ,  % ( ~  . . .  z , ) )  

~,(zl ... z,,) = Z aqz  i + 0 z i = 1 .. n 

ore 0 ~ ~ la serie f o r m a t a  dalle potenze di grado maggiore di 1. 

Le equazioni ehe danno F sono dunque :  

4) z ~ -  Y, a ~ z j -  0 2 -- 0. 

Annall di Matematica 2~ 
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Valendo ~ o ~ - - i d ,  detta A la matrice (aij) vale come provato nel lemma 

5, A A - - E  e quindi  il rango dello 5acobiano delte 2n equazioni reali che 
equivalgono al sistema 4) ~, in ogni punto di F, eguale ad n. 

Si i~ cosl provato che F ~ il luogo di zeri di 2n funzioni anali t iche reali 
il cui Jacobiano ha, in ogni punt  o, rango n ;  questo per il teorema delle 
funzioni implieite prova che F ~ una varieth anali t ica reale di dimensione n. 

0SSER 'VAZIONE 1. - I n  generale non si pub affermare the  un' antiinvolu- 
zione ~ : V ~ V  abbia punti  uniti, neppure nel caso in cui V sia una variet/~ 
compatta. 

Sia infatt i  ~ - ~ C I ,  F - - - I x e C ~ I x - p - ~ i q  con p e q interi},  V ~ sia il 
gruppo quoziente CLIP, ovviamente W ha una s t rut tura  complessa indotta da 
quella di C ~ ed in particolare il coniugio su C ~ induce an'anti involu~ione 
su V ~. 

Consideriamo su C ~ la trasformazione ant iolomorfa:  

1 

la W induce su V 1 un'anti involuzione v. 

I punti  unit i  di ~ si ottengono risolvendo l 'equazione 

cio(~ : 

1 
z --- z --[- 2 (mod r) 

1 
x - -  x -~- ~(mod F) 

y - - - - y  (mod F) 

questo sistema non ha risoluzione, quindi ~ non ha punti  uniti.  

0SSERVAZIOZ~E 2. - Come caso particolare del teorema 3, oppure per 
quanto provato in [4], si ha the  ogni varieth anali t ica reale paraeompatta  si 
pub vedere come il luogo dei punti  uniti  di una antiinvoluzione di una varieth 
complessa. Si pub quindi enunciare il seguente r isul ta to:  

condizione necessaria e sufficiente affinch~ una varieth topologica paracom- 
patta di dimensione n, ammetta  una s t ru t tura  anati t ica ~ che sia omeomorfa 
al luogo dei punti  unit i  d i u n a  antiinvoluzione d i u n a  varieth, complessa di 

dimensione n. 

LEM~A 6. - Sia X uno spazio complesso, x ~ X.  Sia X~ il germe individualo 
da X in x ed X~  il germe individuato da X ,  considerato come spazio anali. 
rico reale. 



A. TOGNOLI: Proprieth globali degli spazi analitici reali 195 

Indichiamo con z c R X R e :~ gli spazi  tangenti  di Zariski  ad X~ e ~. Si  ha 

• "c c 1 R 
d l m c  ~ - -  ~ d i re r  ~ 

R C ed inoltre "~ si identifica a ~ ,  dolato della s trut tura reale soggiacente. 

PROVA. - Suppon iamo X~ sia realizzato in xc e "c c abbia coordina te  

z l  - -  ~i + i y l ,  . . . ,  zq  - -  x q  + i y q .  

Ind i ch i amo  con ~ x ,  ~ R  gli ideal i  dei germi delle funzioni  ana l i t i che  in 
x c~ e ,R~ ehe si annu l l ano  su X x ,  X~. 

P e r  def in iz ione  di spazio t angen te  di ZAI~ISKI si h a :  

q 
v • t t  t / t  1) ~ (~J + * ~i)zJ = 0 mod. ~ x  ¢* ~i = ¢*J = O, j = 1 ... q 

] = z  

Dal la  minimalitt~ dello spazio t angen te  di ZAt~ISKI (vedi t eorema 2)s i  ha :  

in quanto  X R~ ~ real izzato in 

dim ,~ ~ 2q, 

R2q = C q. 

Dimos t r iamo ehe non pub essere dim z~ < 2q. 

Sia, per  assurdo,  

d im x~ < 2q. 

Esis terebbero  a l tora  dei numer i  real i ,  non  tu t t i  n u l l i :  

71..., 7q, "~l, ..., ~q 

tal i  che :  

q q 

2) ~R "-- 2] Yixi + Y, ~iYi 0 mod. ~R - - -  X -  
i = z  / '=z 

Posto ne l la  (2) 7i -- ~i, ~J = - -  ~i', J "-  1, ..., q la (2) d iven ta  : 

q q 
t 

~on-- Y, c¢ix i Y, " " - -  ~ i  Y i ,  
#=z j = l  

q q 
I !  , I 

i = 1  j = z  

not iamo 



196 A. TOGNOLI: Proprieth gIobali degli spazi an alitici reali 

Si ha : 

q q 

--" (~R + i ~ I  --- ~ (~" + ic¢~')(x, i + iyi)  - -  E (~) + ic¢~')z i 
i = ~  i =~  

quindi ~ ~, una funzione l ineare olomorfa la cu~ parle reale q~R 6, per la (2), 
~R ident icamente  nulla  su X~. 

Per  una nora proprietfi, (vedi [0] pag. 299) si ha allora ehe ~o ~ identica. 
mente nul la  su X R = X x  e quindi la (2) implica la (1). Non pub essere dunque 

e la tesi b provata.  

dim 'cR~ ~ 2q 

COROJ~LAnIO i. - Sia  X uno spazio eomplesso, ~ • X ~ X una  anliinvoluzione ; 
¢r applica pun t i  regolari di X in p u n t i  regolari, e quindi  p u n t i  singolari in 
pun t i  singotari. 

PROVA.-  Sia z~ lo spazio tangente di ZARISKI ad X. Ricordiamo la 
seguente caratterizzazione dei punti  regolari di uno spazio complesso X ' x  
regolare se, e solo se, 

(i) dimc X x ---- d imc "ca, 

(vedi [15] pag. 161). 
b un isomorfismo della s t rut tura  analit ica reale di X, onde, se la 

dimensione dello spazio tangente di ZAR~S~:I ad X~ b 2q, tale ~ anche la 
R dimensione dello spazio tangente di ZAICISKI ad X~(~). Si ha quindi, per  it 

lemma 6, 

d imc ":~ -" d imc %(~). 

~ u n  omeomorfismo quindi 

d imc  Xx --  dimc X:(~), 

Per  quanto osservato si ha percib che se la (I) vale in x vale anche in 
~(a~), ed il corollario ~ provato. 

PRO~'OmZIO~]~ 6. - Sia  (X,  Oi) un  R-spazio  analitico e supponiamo esso 

sia parle fissa di u n  Ox complessificato (~7, 02,) per un'anti involuzione ~ : X'--+ ~Y'. 

I n  queste ipotesi esiste un  sotto C-slgazio analitico chiuso (X,  Oyc) di (X' 02,) 
tale vhe, detta 

2=U2~ 
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la decomposizione di f~ in componenti irriducibili  (nel senso globale) si ha:  

i) ~(.X~)--:~, ~ i e N ,  X O parle fissa di .X ed f~ ~ uno spazio di 

Stein se X' era tale, 

ii) vale dimc Y~, - -  d i rer  X~ N X, ~ i ~ N 

iii) x ~ n x c ~ (  u ~7s) , ~ i e N .  

PRov/~. - Per  il teorema 14 esiste una Ox complessificato (.Y', 02.) di 

(X, 0x) su cui ~ definita un 'ant i involuzione ~ : X ' ~  X', che ha (X, Ox) come 

parle fissa ed X' ~ uno spazio di S~EI~. Supporremo quindi che X' sia uno 
spazio di STEIN. 

Sia 

~ ' =  u ~ 

la decomposizione di X' in componenti  irriducibili .  Per  ogni :~  t ' insieme X~ 
dei punti  regolari  ~ una varieth connessa (vedi [0] pag. 295) 

~ un omeomorfismo, per il corollario del lemma 6 

manda punti  regolari  in punti regolari  e quindi si ha :  

(1) X' ' X' ~( ~ ) = X  s, ~(x~)= ~. 

Sia N ' C N  l ' ins ieme degli indici i e  N tali che 

x ; n x  = O. 

Poniamo 

.21 = . 2 ' - -  ( u xl); 
i~N'  

2~ ~ ~ un chiuso di /~' ed ~ un sottospazio di /~'. Si ha inol tre:  

infatt i  se 

~(2 l) = 5:1; 

allora x ~ un punto di un  X~ the  non ha punti fissi, quindi, per la (1), 

oppure 
t ~(X~) = Xj,  i q:: j ,  
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ed in ogni caso 

~(x) s U Xi. 

Per  l ' involutorieth di z questo prova che z(_~l)._ ~1. ]~ poi immediato che X 

parte fissa di ~1. 
Ripetendo la costruzione si ottiene una suecessione di sottospazi chiusi 

(2)  

sia X = N :~-i. 

2 ' 2  2 ~  2~ ~... ~ 2 - ~  ... 

La successione (2) 6 localmente coat ante, da un certo punto in poi in 

ogni punto x di X'. Infatti  w ha un intorno che interseca un numero finito 
N t  ~! 

di Xi, ogni X~, essendo puramente  dimensionMe, pub muta te  solo un numero 
finito di volte e eib prova l 'affermazione. 

Dalla proprietor ora dimostrata segue che X b u n  sottospazio complesso 

chiuso di 5 ' .  Si ha inoltre 

~(2) = 

ed X b parte fissa di X per l 'antiinvoluzione ~i2" 

Lo spazio :~' ~ di S~EI~, quindi X, che ~ un suo sottospazio chiuso, 
di S~EIN. 

Fissiamo ora Fattenzione su una eomponente irriducibile X~ di X. Sia, 
per assurdo, 

dimc 2~ > dimR(:~ (3 X). 

In questa ipotesi l ' ins ieme dei punti  regolari di ~:~, per il teorema 19, non 

avrebbe punti  fissi. Percib Xi sarebbe stato privato del l ' insieme dei punti  

regolari in uno dei procedimenti  di (2), ed allora dovrebbe essere X~c~ X, il 

ehe b contro l ' ipotesi  che X~ sia una eomponente irriducibile di X. 
Si b eosi provato 

(3) dimc/~i  -" dimR(-~i (3 X). 

Supponiamo ora, per assurdo, che sia 

con i # j .  
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In queste ipotesi l ' insieme dei punti  regolari  di X~ non avrebbe punt i  
fissi, ma cib contrasta,  per il teorema 19, con la (3) e quindi deve essere 

z(:~) ~ ~:i. Si ~ cosi completamente dimostrato i) ed ii). 

Per  provare iii) basta osservare che, presa una eomponente irr idueibile 

X~ di X, di dimensione p, l ' ins ieme 

s = 2 , n (  u £j) 
i e N - l t l  

un insieme analitico complesso di codimensione almeno uno. Si ha quindi :  

direr A~ n X ---- p ,  

d i m S N X ~ p - - 1 ,  
onde la tesi. 

0SSEaVAZlONE 3. - Se X ~ 1o spazio eostruito nella proposizione prece. 

dente, data u na componente irr iducibi le  :~ di :~, in generale  :~i A X non 

irr idueibi le  nel senso realel N~ si pub eoncladere ehe non esistano in : ~ A X  

componenti  irriducibil i  di dimensione pifi pieeola della dimensione di :~. 

Notiamo infine che lo spazio complesso :~ non ~ individuato, neppure  
come germe, dallo spazio analitico reale ridotto X. 

Siamo ora in grado di provare il seguente teorema di immersione:  

TEOREMA 20. - Sia (X, Ox) u~ R-spazio analitico di dimensione n. Sia U 
un aperto di X, tale che : 

~) la dimensione dello spazio tangente di Zariski ad un Ox complessi. 

ficato (~:, 02) di (X~ Ox), sia minore, od eguale, ad m ~ +  ~ ,  in ogni punto 
di U. 

Si  ha allora : 

i) esisle un'applicazione iniettiva, propria, analitica 

: X ~ R 4"+2 

ii) esiste un'applicazione iniettiva, propria, analitica 

tale che 

q; : X ~ R ~q 

• : U - - *  

sia un isomorfismo di U in un insieme analitico W(U) di f~q. 
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Se inoltre X ~ coerente, sostituendo ad a) l' ipotesi che la dimensione dello 
spazio tangente di Zariski  ad X~ sia minore od eguale ad m, per x ~ U, si 
ottengono i r isul tat i  i) ed ii). 

I n  questa ipotesi si pub affermare inoltre che ? e q~ hanno lo Jacobiano 
di tango massimo nei p u n t i  regolari di X. 

Se poi U = X esiste un' immersione propria 

X " X ~ R 2~+2m 

tale che x(X)  sia un  insieme analitico reale di t~ ~'~+~m e x"  X - ~  x(X) sia un  
isomorfismo. 

PROVA. - Per  la proposizione 6 esiste uno spa~io di S~E~N :~, di dimensione 
n, su eui b definita un 'ant i involuzione di cui X ~ parte fissm R. INA]~ASIMHAN 
in [12] ha provato I 'esistenza di un ' immers ione  

• X ~ C 2"+~. 

Sia U un intorno di U in ~:, il teorema 11 assicura  Fesistenza di una 

immersione 

~ .  ~ - ~ C  q 

tale che q;" U - ~  C q sia un isomorfismo; dette immersioni,  r istrette ad X, 
danno la ? e la ]~ cercate. Si ~ quindi provato i) ed ii). 

Se X ~ coerente, la dimensione reule dello spazio tangente di ZARISKI 
ad Xx ~ uguale al |u dimensione comptessa dello spazio tangente di ZA]~ISKI 

ad :~x. 
Si ha inoltre che x ~ regotare in X se, e solo se, ~ regolare nel comples. 

sificato X e quindi~ per i r isultati  di [12] il teorema ¢~ eompletamente provato. 

0SSERV~ZI0~E 4. - Come ~ detto nella prova del teorema 20 le applica- 

zioni ? e • sono restrizioni di applicazioni olomorfe ? e ~ definite su spazi 

complessi 2~', X di cui X ~ parte  fissa. 

Seguendo la teeniea del teorema 9 si possono ottenere immersioni di X', X, 

nello spazio eomplesso coordinat% tali che le alltiinvolu~ioni di X', X com- 

mutiamo col coniugio. 
Lasciamo al let tore di svi luppare in dettaglio le dimostrazioni di questi  

fatti. 

b) L'insieme dei pun t i  singolari in un  R-spazio analitico. 

noto che l ' insieme dei punti  singolari di uno spazio analitico reale non 
~ in generale, un sottospazio analitico. Vi  sono esempi in cui 1 ~insieme dei 
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punti  singolari di uno spazio analitico non ~ eontenuto in aleun sottospa~io 
analitico di codimensione 1 (vedi [5] esempio 1). 

Si vede faci lmente ehe se (X, Ox) i~ un R-spazio analitieo l ' ins ieme dei 
punti  singolari pub non essere an  sottoinsieme analitico. Si consideri, ad 
esempio, in R s l ' ins ieme analitieo 

v = { (~, y,  z) e R~iz(z ~ + y~) - x '  = o }. 

V ha come luogo dei punti  singolari Is semiret ta  

i x - - 0  

t y - - 0  
z~_~0 

che non ~ un insieme analitieo. 
Vale perb il seguente :  

LEM~± 9. - Sia (X, Ox) un  R-spazio  analitico e supponiamo che lo spazio 
analitico ridolto associate X, abbia dimensione n. Sia  S l'insieme dei pun t i  
s ingolari  di X. Si  ha allora : 

i) esiste un  sottoinsieme analitico S' di X, tale the: 

S C S', dim S' __~ n - -  1 

ii) se X ~ coerente S ~ un  sottoinsieme analitieo di X di codimensione 
almeno uno. 

PROYA. - Pe r  il teorema 14 e la proposizione 6 esiste un C-spazio ana- 

litico ~7 di dimensione complessa n, su cui b definita un 'ant i involuzione cr 
di cui X ~ la parte  fissa. 

Indichiamo con S' il luogo dei punti  non regolari di X; per il corollario 
1 del lemma 6 si h a :  

~($')  = $, .  

Per  il teorema 19 S ~ contenuto nel l ' ins ieme analitieo S' luogo dei punti 
fissi dell 'anti involuzione 

~ : $ , ~ , ~ ' .  

Per  il teorema 19 S' ha  dimensione non superiore ad n - - 1  e questo 
prova i). 

Annali di Matematica 26 



202 A. TOGNOLI: Propriet& globali degli spazi analitici reali 

Supponiamo che X sia coerente. Esiste, per conseguenza, un eomplessi- 

ficato X~ X-D X, su eui ~ definita un'anti involuzione di cui X 6 la parte fissa. 

Sia x ~ X ,  x regolare in ~Y. Per  il teorema 19, ~c b regolare in X. 

Sia viceversa x non regolare in X. Detfi :~x, zx gli spazi tangenti  di 

ZARISKI ad X~, X~ si ha 

dimc Xx < dimcTcx • 

Essendo X un eomptessificato di X si lla: 

dim c ~x -" dimR z~, d imc 2~, = dimR X,~ 

e quindi ~c ~ non regolare anche in X perch6 

direr  ~:x ~ dimR Xx. 

Si b quindi provato che l ' ins ieme S dei punti  non regolari di X coincide 

col luogo dei punti  nniti  dell 'anti involuzione ~ ' : S ~  S ove S ~ il luogo dei 

punti non regolari di X. Da ci6 segue che S ~ un sottoinsieme analitico reale 
di codimensione almeno uno e cib conclude la dimostrazione. 

c) Decomposizione in componenti irriducibili degli spazi analitici reali 
coerenti. 

]~ noto (vedi ad esempio [0] § 34.B) che ogni spazio complesso X ammette  
una decomposizione : 

X -  U X ~  

in una  famiglia numerabi le  o finita di sottospazi chiusi, ognuno dei quali non 
pub essere decomposto nell 'unione di due sottospazi complessi, propri e chiusi. 

I sottospazi X~ risultano puramente  dimensionali  e sono detti le compo- 
henri irriducibil i  (nel senso globule) di X. 

La famig | ia  {X~li~x r i su | ta  inoltrc loealmente finita in X. 
La decomposizione r isulta caratterizzata dalla seguente proprieth:  l ' insicme 

dei punti  regolari  di X~ ~ una variet~ connessa, disgiunta dalFins ieme dei 
punti  regolari  di ogni altro Xj,  j ~ i. 

Nel caso degli spazi analitici  reali non esiste una decomposizione di 

questo tipo. 
H. C~R~A~ ed F. B~u]~A~, dopo aver messo in luce le difficolt/~ esistenti 

nel caso reale, (vedi [5]) hanno proposto ana  nuova definizione di componente 

irriducibile.  
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In questo lavoro noi proveremo soltanto che, nel caso degli spazi anali- 
tici reali  coerenti~ tali difficolth non sussistono e, per detti  spazi, si ottiene 
una buona decomposizione in componenti  irridueibili .  

Purtroppo, anche nel caso reale coerente, F ins ieme dei punti  regolari di 
una componente irriducibile non ~ connessa; il ehe rende pifi faticosa la 
definizione della decomposizione. 

I lemmi seguenti  mettono in h c e  alcune propriet/~ degli spazi analit ici  
reali coerenti.  

LE:~IA 10. - Sia  ~: un  complessificato dello spazio analilico reale X. S ia  

la decomposizione di X_. in  componenti irriducibili.  In  queste ipotesi, per ogni 

sottoinsieme N' C N, l'insieme U .X~ ~ un  complessificato di 
i~N" 

( u 2,) n x .  

PRove.  - Sia x e X ed X~ n Xi, x - -  Xi, x il germe di X n 2, in x. I1 com- 

plessificato ,~:,,~ di Xi, x 6 eer tamente  contenuto in X~,x, per  la minimali th 
del eomplessifieato. 

D'al tra parte supponiamo, per assurdo, che X~,~ abbia una componente 
irr iducibi le  X~,~, che non sia il complessificato di una  eomponente irriduei.  
bile di X~,~. 

Si sa ehe X~,,~ b la complessificata di una eomponente irriducibile X~ di 

X~, perchi~ .~ 6 un eomplessificato di X. Detta componente deve essere in /~i,~ 

e quindi /~,x,  eontro l ' ipotesi.  

Si ~ perei6 dimostrato ehe, per ogni i s2V, X~ 6 un complessificato di 
2 i N X .  

Essendo la famiglia t X~}~ex localmente finita segue immediatamente,  da 

quanto gih provato, che U 27~ b un complessifieato di ( U  Xi )NX,  ed il 
~ N" i e  N" 

lemma 6 provato. 

Sia X uno spazio analitico 
definita un'anti involuzione 

che abbia X come parte  fissa. 

Sia 

reale, X uno spazio complesso su 

° ' 2 - - 2  

eui sia 

2 " -  U-~i 
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la decomposizione di :~ helle componenti  irriducibili .  Indichiamo 

1' insieme dei punti  regolari  di :~, e sia 

X~N X. 

con Xi 

Per  il teorema 19 gli insiemi X, sono varieth anali t iche vuote, o della 

stessa dimensione di Xi. 

Gli insiemi Xi~ in generale,  non sono insiemi analitici e U Xi non 
coincide con X. ie~v 

Vale perb, il 

L]~M~A 11. - Sia X uno spazio analitico reale ed X un suo complessi. 

ficato. Sia 

2 =  

la decomposizione di X in componenti irriducibili. 

Con le notazioni introdotte sopra si ha:  

i) X~ d urt sotlospazio analilico di X,  ~ i e N 

ii) U ~ ,  - -  X .  
* ~ 5  r 

PROVA. - Dimostriamo che 

Proviamo ehe, se x , e X ~ N X ,  b ~c~X,. X~, per il lemma 10, b il complessi- 

fieato di X~ N X e quindi, essendo X, puramente  dimensionale,  tale ~ anche 

Xi n X. Si ha quindi che ~ 6 punto di accumulazione di punti  regolari  delia 

stessa dimensione di X~ e percib ~ , .  

Si /~ provato che 

2,D2,nx, VieN. 

Sia ora x ~  Xi, allora x ~ un punto di X~ e di X perchi~ X, DXi ,  X D-~, 

ed ~:, e X sono chiusi in .~. Si 6 cosi provato 

Essendo 

= x-, n x .  

~ .= ~ (3 X, 

.~  ~ un sottospazio analitico reale di X 
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Datla relazione .~  --  2~ n X segue : 

x =  u ( L n x ) =  u 2, 

e quindi il lemma ~ provato 

Usando le notazioni sopra introdotte osserviamo che le varietY. -~i sono 
unione di, al pifi, un ' in f in i th  numerabile  di componenti connesse X~: 

2~ = U 2~. 

Fissato l~indice i, diremo che due componenti  ~i  ~.~ X~, ~ sono contigue se 
esiste 

~e2 in  xr  

ed una componente irr iducibile X~ di X~ per cui si ha :  

Diremo the  due componenti connesse Xi, ~'~ Xi sono nella stessa compo- 
nente irriducibile, se esiste un nttmero finito 

di component/, tali t h e :  

j ~ - - j ,  j r = m  

ed inoltre Xit ~ contigua a :~t+, per t -- 1 ... r - -  1. 

immediato che l~ relazione 

2 i ~ Z ' T ~ 2 i  ~ 2T 

sono nella stessa componente irriducibile b una relazione di equivalenza. 

~Nel seguito diremo equivalenti  due aperti Xi, X~ se sono nella stessa com. 
ponente irriducibile.  

LE)iMA 12. - Sia X 
complessi ficato. 

Sia 

uno spazio analitico reale coerente ed X un suo 

2 " -  U 2~ 
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la decomposizione di .~ in componenti irriducibili  e 

siano le componenti connesse definite sopra. Per ogni X~ fissato la chiusura 

X~,~ dell'unione di tutti gl i  aperti ~Yi, equivalenti ad ~7, ~ un insieme anali .  
rico di X. [noltre X~,? ~ irriducibile, (clod non ~ unione di due sotlospazi 
anali l ici  reali, propri  e chiusi). 

]-)novA. - Sia X~,) la chiusura del l 'unione di tutte le componenti  equiva. 

lenti ad X~. Essendo X~i chiuso, per provare che ~ nn insieme analitico di 
X, basterh dimostrare  che per ogni punto x~X~,~- esiste an intorno in X~.7 
the  ~ un insieme analitico. 

S e x  appart iene acl una componente Xi equivalente  X~ allora x ha in 

X~,7 , un intorno isomorfo ad un disco di R q, ore q - - d i m c X ~ ,  e ] 'asserto 
provato. 

Sia x elemento della frontiera di un X! equivalente  ad Xi. I1 germe 

del t ' ins ieme analitico X j - -  :g~ N X, in x, sari~ formato da certe componenti  
irriducibili  : 

Ii lr X~,x ~ ...~ X~,x; 

per come ~ stato definito, X~,~ contiene interamente quelle componenti  

X~' ~ X ~ ,  p ~ r, 

che hanno punti  regolari a comune con una del |e  componenti  coanesse equi- 

vatenti  ad X~. Infatt i  contiene in teramente  ta chiusura  dei punti  regolari  di 

tall componenti .  
Si b cosi provato, anche in questo caso che, w ha~ in X~,) ~, un intorno 

che ~ un insieme anMitico e quindi X~ 3 ~ un insieme analitico chiuso di X. 

Dimostriamo ora che X~,~ b uno spazio analitico irriducibile.  Sia per  
assurdo Xi,-~ uaione di due sottospazi analitici propri  e chius i :  

X, 5 " - ¥ U  W. 

Uno almeno dei due sottospa~i, ad esempio Y, deve avere dimensione eguale a 

q -- dim X G ,  

percib Y contiene un aperto formato dai punti  di una componente equi~a- 
A ' : "  

lente ad X~. 
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Ineominciamo eel p ro ra te  che, se Y eontiene un aperto, non vuoto, di 

Xi,  allora YD X~. una componente ~¢ 

L ' ins ieme dei  punti  di Yf3 Xi ~ un ehiuso di : ~  perehb ]( b ehiuso 
in X. D'al tra par te  se 

O 

A .  

esiste un intorno U di x, in XI, su cui si annul la  ogni funzione analit ica 
nul la  su Y, quindi 

v c y n  

Si ha quindi ehe Y ~  X'i b aperto e chiuso in /~!, ed essendo J~ connesso, 

r isulta YD Xi. 

Proviamo era c h e s e  YD X~ allora ¥ eontiene tutte le eomponenti equi- 
valenti ad X~. 

Sia Xi" eontigua ad Xi- Esiste 

xe £i 'n Jti 

ed una eomponente irr iducibile X -~,~ di X~,~ tale ehe 

x :" n2i# , x." nYi'# . 

Ogni funzione analitica, che si annul ta  su X ~ f3 X~ si annul la  su X-" 
e quindi su 

X m 

perchb in caso eontrario, esisterebbe un germe di insieme analitico propria- 
mente contenuto in X ~ della stessa dimensione di X ~ ,.~, ,,~ e questo 6 impossi. 
bile pereh~ X ~  6 irr idueibile (questa propriet~ b nora per i germi di insiemi 
anatitiei  eomplessi, per dimostrar la  nel caso reale basra passare ai comples- 
sifieati). 

Annullandosi  su X~*~ ogni funzione analitiea, ehe si annul la  su X~i, si ha 
the,  da Y D :~  segue Y D X ':~ ,,~ e quindi 

e, per quanto gia provato:  

Yn i'# o 

YD .X~. 
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Procedendo cosi si dimostra che se Y contiene Xi contiene tutte le 

componenti  connesse equivalenti  ad X~ e quindi contiene Xi,7. Pe r  quanto 
gih osservato si ha percib 

Y = X~,~. 

Siamo ora in grado di provare il seguente 

TEOREMA 21. - Sia X uno spazio analitico reale corenle, X ~ unione di 
una famiglia, al pi'h numerabite, di sotlospazi analitici chiusi X~ tall the: 

I) dim~ X~ -- i e gli X~ sono puramente dimensionali. 

Ogni X~ ~ unione di una famiglia t X~, ~ }ie~v", al piit numerabile di solto- 
spazi analitici chiusi tall che : 

II) la famiglia tX~,j}~,i ~ localmente finita in X, e gli spazi X~,j e X~.,~. 
hanno a comune pun l i  regolari se, e solo se, i ~ i' e j - - j '  e quindi 

Y~N"--Iil 

PnovA. - Sia X un complessificato di X. 

Indichiamo con ;~  t 'un ione  di tulle le componenti  
aventi dimensione i, e sia:  

irriducibiti  di X, 

Pe r  il l emma 10 X~ b complessificato di X~, quindi X~ ~ un sottospazio 
analitico reale chiuso e coerente di X ed inoltre X~ ~ puramente  dimensionale, 
di dimensione i. 

Si /~ cost provato I). 
Par tendo da ogni X, si faccia ]a decomposizione, in componenti  irridu- 

cibili, eseguita nel lemma 12. Si ha:  

X ~ -  U Xi, i.  
]~/V" 

Si osservi che, nella prova del lemma 12, non si usava il fatto che X~ 
fosse il luogo dei punti fissi di una componenente irr idueibile del complessi- 
ficato, ma di una parle puramente  dimensionale del complessificato, quindi 
si hanno, anche in questo caso, i medesimi risultati.  

C h e l a  famiglia 

I x~, i },~ N, 
iE iV" 
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sia loealmente finita segue dal fatto ehe, per  ogni x e X ,  il germe X x  ha 
solo un numero finito di eomponen,ti irridueibili .  Si ha quindi che esiste un 
intorno U di :e che interseca solo un numero finito di eomponenti  eonnesse 

~'! del lemma 12 e quindi, a fo r t i o r i ,  un numero finito di X~,i. 
Gli spazi X~,i sono coerenti  perch , ,  per ogni punto ~ceX~,i, il germe di 

X~,i in ~c ~ formato dal l 'unione di alcuni germi irriducibil i  di X~,j. Tali germi 
irriducibil i  sono coerenti  essendo ogni Xi coerente e quindi X~,i ~ coerente. 
Si b eosi provato II) .  

Se i g: i' X~ ed Xe non hanno punti  regolari a comune. Se i - - i '  e j g=f  
per costruzione Xi,] e Xi, y non hanno punt i  regotari  in eomuue. II teorema 

cosi completamente  dimostrato. 

§ 8. - L a  n o r m a l i z z a z i o n e  d e g l i  R - s p a z i  a n a l i t i c i .  

Nella prima, parle di questo paragrafo si d~ un criterio per r iconoscere 
quando uno spazio analitico reale ~ coerente. L 'enuneia to  di detto eriterio, 

ed altre eonsiderazioni , potrebbero far sperare che, s e i l  complessif icato Xx,  
di un germe di insieme analitieo reale Xx,  ~ normale allora Xx sia eoerente. 
Un esempio mostra che cib non 6 vero. 

Nella seconda parle  di questo paragrafo si ricorda, brevemente,  la costru- 
zione del nc,rmalizzato di uno spazio complesso e si dimostra che una simile 
operazione si pub eseguire per gli spazi analitici reali coerenti.  

Si associa eosi ad ogni spazio analitico reale coerente X, uno spazio 

analitico reale eoerente normale X lo spazio X sara detto normalizzato di X. 

Si prova poi che, dato un R-spa~io analit ieo (X, Ox), pub eostruire un 
suo normalizzato. 

Tale normalizzazione per5, come prevedibile, non ~ individuata datlo 
spa~io analitico ridotto X. 

a) Condizioni di coerenza. 

Sia X uno spazio analitico realo, sari~ utile per il seguito, avere un eri- 
terio per  r ieonoseere se X 6 coerente in suo punto. 

LE~I~IA t3. - Sia X uno spazio analitico reale, X~ il germe individuato 

dc~ X, in x e X, ed X x  il suo complessificato. 

Se X~ ~ irriducibile X ~ coerente, nel punto x, se, e solo se, ~ verificata 
la seguenle condizione : 

Annali di Matematica 27 
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esiste un interne U di x in X tale che : 

a) y e  U ~  dim X y - - d i m  X~,, eve Xy ~ il germe individuato da X in y. 

~) esiste un  rappresentante X' di X~ tale che per ogni y ~ U it numero 

delle componenti irriducibili  di Xy ~ uguale a quello delle componenti irridu.  

cibili di X'~. 

PROVA. - Supponiamo che X sia eoerente in x. Detto X' un rappresen- 
tante del complessifieato di X~,  esiste un interne U di x in X, tale che :  

(1) y ~  U ~ X ~  : : ~ .  

Essendo Xx irriducibile tale e anche X~, e 
in mode ehe : 

dxm.X~ --  p --- dim.X~, 

quindi U pub essere preso 

per  ogni y e  U, cib prova la ~). 

]~ note (vedi [6] pag. 92) che ~[~u ha lo stesso numero di componenti  
irr iducibil i  di X~, cib prova, per la (1), che vale la ~). 

Supponiamo era ehe valgano le ~) e ~) e mostriamo the  il rappresentante  

:~' di X~ induce il complessificato di Xy, per ogni y E U, e quindi X b 
coerente in x. 

II complessifieato di Xy~ per y e U ,  ~ un germe di insieme analitico 
eomplesso, formate da ny componenti  irr iducibil i  di dimensione 

p -- dim X~,  

eve ~au b il numero delle componenti  irriducibili  di Xy.  Si ha X~ D Xy ,  e 

quindi, per la minimali th del eomplessifieato : ~  ~ Xy. 

D~altra parle ~:~ e Xy hanno, per la :¢) e ~) ny eomponenti  irriducibili  

di dimensione p e percib X~ -- X ~  Si i~ eosi provata la tesi. 
Diremo ehe uno spazio analitico, reale o complesso, X ~ puramente  

dimensional% nel punto x~ se esiste un interne di x the  ~ pnramente  dimen- 
sionale. It lemma precedente  dh luogo al :  

COROLLARIO 1. - Sia  X uno spazio analitico reale, x e X, X x  it temples. 

sificato di X x .  Se X x  e normale nel punto x, allora X ~ coerente in x, se, e 
solo se X ~ puramente  dimensionale nel punto  x. 

P:aov~. - Sia X' un rappresentante  di Xx. Dal fatto che Xx ~ normale 

segue che .~' ~ normale in tutti i punti  di un aperto U~ • in X'. Essendo X' 
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normale in ogni punto di U esso ~ irriducibile in ogni punto di gr, si pub 
quindi applicare il lemma 13 e n e  segue la tesi. 

I1 corollario precedente mostra come, imponendo la condizione di norma. 
lit/~ sul complessificato di Xx ,  la caratterizzazione della coerenza pub essere 
fatta in termini di dimensione. 

Si noti aneora the, se Xx b normale, la codimensione dell ' insieme dei 
punti singolari di X, in un intorno di x, ~ almeno due. 

L'ultima osservazione si prova come segue: negli spazi complessi normali 
il luogo dei punti singolari ha codimensione maggiore od eguale a due (vedi 
ad esempio [7]). 

Sia 2£' un rappresentante di Xx, che sia uno spazio normale; sia S l'in. 
sieme dei punti singolari di X, per il teorema 19, S b contenuto nell'insieme 

dei punti singolari di X'. 

Poich~ localmente ogni spazio analitico reale b u n  R-spazio, per il lemma 
9, S ~ contenuto in un insieme analitico S' di X. Il complessificato di S' 

contenuto in S e quindi S' ha codimensione almeno due e l'osservazione 
provata. 

Queste considerazioni potrebbero far sperare che dalla normalit/~ di Xx 
seguisse ]a coerenza di Xx. 

Diamo a tale proposito un controesempio. 

Esempio di germe di insieme analitico reale, non coerente, il cui comples. 
sificato ~ normale. 

Consideriamo l ' insieme analitico V di R + determinato dall'equazione 

(1) ~(~, y ,  z, w)  - -  z (~  2 -~- y~) - -  ~ w  2 -~ w 2 ~-- 0 

Sia V l'insieme analitico eli C ~, definito dalla ~ - - 0 ,  letta in C ~. 
Sia ha : 

I) I ~ ~ normale 

PROVA. - I1 hogo  dei punti non regolari di V i~ dato dai punti ore si 
annul!ano tutte le derivate parziali prime di ¢p; ciob datle soluzioni del sistema 

(2) 

~ - - 2 z x - - 2 z w  ~ 

-- 2zy 

~ ~ y~ 
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I1 luogo dei punti  non regolari di P 6 date quindi dalle curve :  

S , ,=  

~2 .~ yZ ~ 0 

S ' - -  Z --'0 

W--'O 

t oe--O 

l 
y - - o  

~V"-- O, 

Concludendo l ? b un ' ipersuperf ic ie  di C 4, avente luogo dei punti  non 

regolari,  di codimensione due. Pe r  un teorema di 0KA (vedi [1]), l ? r isul ta  

uno spazio normale. 

Dimostr iamo era the, detto o l 'origine di C 4 si ha :  

II) Vo ~ il complessif icato di Vo e Vo non  ~ coerente. 

PROVA. - I1 germe Vo ha dimensione ire, infatti  dalla (1) si ha :  

~2 }V2 _o 0)2 
g - - -  

quindi, per  tutte le terne (x~, y~, wl) con ~ - { - y l  z :# 0, esiste un punto 

(xl~ yl~ zl~ w d e V .  

Essendo Vo irridueibile, di dimensione ire, e Vo D Vo ne segue ehe Vo 6 
il eomplessificato di Vo. 

Dimostriamo era ohe nei punti 

di V con z l ~ 0 ,  z l ~  1, si ha 

Risul ta  

P =  (0, O, z~ , O) 

dimRVp -- 1. 

(3) (x,  y ,  z, w)  e V ¢~ x~w ~ = w ~ --}- z(x 2 -}- y~') ; 

supponiamo di essere in un interne U, suff icientemente piccolo di P. Si ha 

in U: 
z(x~ q. y2) ~ O e x~w ~ < w 2 

onde, in U, la (3) 6 verif icata  solo se:  

w ' - O  ed ~ + y~ = O. 
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Si b quindi provato che in U l'insieme V si riduee ad un segmento. 
Da quanto visto segue che V non b puramente dimensionale nell'origine 

e quindi Vo non ~ coerente. 

b) II normalizzato di uno spazio ctnalitico reale coerente. 

Ricordiamo brevemente, per comodit/~ del lettore, alcuni fatti ben noti. 
Uno spazio analitico, reale o complesso, X si dice normale, nel punto x, 

se Xx b irriducibite e l'anello A= dei germi di funzioni analitiche su X= 
un anello di integrith~ integralmente chiuso no1 proprio corpo quoziente. 

In ogni spazio complesso l'insieme dei punti nermali b aperto e denso 
nello spazio. Uno spazio analitieo, reale o compless% si dice normale se i~ 
normale in ogni suo punto. 

Rieordiamo ora come si eostruisce il normalizzato di uno spazio complesso. 

Sia X uno spazio eomplesso, X Finsieme delle coppie (Xv, p) ore p e  X 
ed X~ b il germe di una componente irriducibile di Xp. Sia 

= 

la proiezione eanoniea, definita da: 

p )  = v .  

Definiamo su _~ la seguente topologia: una base di aperti si ottiene pren- 
dendo, per ogni aperto U di X ed ogni eomponente irridueibile (nel senso 
globale) U ~, di U, l'insieme ~:-t(U~). 

Si verifica ehe X, con la topologia ora definita, b uno spazio separato e 

le eomponenti eonnesse di _~ hanno per immagini, tramite v:, le componenti 
irridueibili di X. 

L'applicazione rc risulta continua e propria. 

Per ogni a ~ X,  sia a--" ~:(a~, ed U~ un aperto di una componente irridu. 
eibile di X ehe contiene a. 

Sia 

f'u  c 

una funzione continua ed olomorfa nei punti regolari di U~, poniamo 

f=fo :; 

le funzioni f,, cosl definite, fanno di X uno spazio anulato. 
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Si prova (vedi [7]) che X, con le funzioni sopra definite, ha la s trut tura 

di spazio complesso normale e l 'applicazione ~ : : X ~  X ~ otomorfa. 

Lo spazio complesso X gode della seguente propriet'~ universale che lo 
caratterizza: sia Y uno spazio complesso normale, ~ Y----~ X un'applicazione 

olomorfa, esiste allora una, ed una sola applicazione olomorfa ~ ' : Y ~ X  tale 
ehe ~:o ~'----- ~. 

Lo spazio complesso X si dice normalizzato di X. 

Si pone in modo naturale il problema di definire il normalizzato, anche 
per gli spazi analitiei reali. Una risposta parziale ~ data dal seguente:  

TEOREMA 22. - Sia X uno spazio analitico reale coerente, X un  sue com. 

plessificato e ~:" ~ ~ X,  la normalizzione di X.  

Delto X - "  rc-~(X) si ha:  

i) .X ~ uno spazio analitico reale, localmente irriducibile, ed X ~ un sue 

complessi ficato. 

ii) ]~ ~ normale e coerente. 

PRove.  - ~Ton 6 restrittivo supporre che su X sia definita un'anti invo- 
luzione z, the  abbia X come parte fissa. 

Sia 

e U 
i = l . , . i  x 

la decomposizione di :~, in componenti  irriducibili. Se si prendono dei rap. 
presentanti,  abbastanza piccoli, di f£~ gli insiemi dei lore punti  regolari 
possono essere presi connessi (vedi [0] § 34). 

L'antiinvoluzione ~ trasforma punti  regolari di X in punti  regolari (vedi 
corollario 1 del § 7). quindi, essendo un omeomorfismo, trasforma germi di 

X~ componenti  irriducibili in germi di componenti irriducibili, se x ~ X ,  le ~i 
sono trasformate in se stesse da z e sono le complessificate dell ' insieme X~ dei 
lore punti  fissi. 

Infatt i  essendo Xx il complessificato Xx, le componenti  irriducibiti di 

Xx sono in corrispondenza biunivoea con quelle di X~, ed hanno la stessa 

dimensione. Da questa ult ima proprieth segue the  le _X~ devono essere tra- 

sformate in s~ da z. 
Da quanto osservato fin era, si pub dedurre che l 'antiinvoluzione ¢~ 

induce un'applicazione involutoria 
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dofinita da : 
~ i  g ( * ~ ,  x) = ( ( X , ) ,  o(,)) 

G t ~v ore (Xx) ~ ta componente irriducibile di 2 ~ )  in cui viene t rasformata 2~ 

da ~. Ricordando come b stata definita la topologia su X si verifica facil- 

monte ehe ~ b u n  omeomorfismo di X in s& 

Proviamo ora the  z b antiolomorfa. 

Se U' b un aperto 2~ formato da punti  regolari ed 

U = =-~(U'). 

Per  come b stata defini ta  la s t rut tura  complessa su X l 'applicazione 

un isomorfismo. 

Si ha : 

~ ' U ~ U '  

(1) 

da cib segue che ~Iu ~ antiolomorfa. 

Localmente ¢~ si pub esprimere:  

~(z~, . . . ,  z , )  = (w~(z~, . . . ,  z , )  ... w . ( z ~ ,  . . ,  z . ) ) ,  

per come ~ definito il normalizzato dalla (1) segue che le funzioni 

f;(z~, ..., z,) = ~v#l ,  ..., z.~ 

sono olomorfe e ~ ~ olomorfa. 

Se x e X  ed ~i Xx b una componente irriducibile di X~ abbiamo osservato 
che : 

- i  ~ i  (x~)  = x ~ .  

Si ha quindi che rc-l(X) 6 contenuto nel luogo dei punti  fissi di a~. 

Viceversa, se (X~, x) ~ fisso per ~, si h a :  

Si ha percib che 

~ ( z )  = z .  

coincide col luogo dei punti  fissi di ~, 

reale ehiuso di X. 
e quindi X ~ un insieme analitico 
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Sia ora 
~ ~  

y = ( X . ,  x) e i .  

I1 germe X~ b irriducibile,  pereh~ X ~ normale,  e si ha :  

A 

d imc  Xy = d imc  ~i i d i rer  ~;~y. X~ --  d i rer  X x  - 

Quindi X~ ~ il complessif icato di Xv'  

Essendo X an complessif icato di X lo spazio X ~ coerente.  

Lo spazio X ~ localmente  i r r idueibi le  (perch~ normale) quindi  anehe .X, 

di eui X ~ uh complessificato,  b localmente  irr iducibile.  Si ~ cosi provato i). 

Dimostr iamo ora ehe )~ ~ normale.  Sia 

g 

un e lemento del eorpo quoziente,  del l 'anel lo dl integriti~ A~ dei germi  di 

funzioni  anMitiche su .Xx. Supponiamo ? sia a r i tmet icamente  d ipendente  su 
Ax, cioi~ esistano degli e lement i  al, . . . , an  di A~ tMi che :  

¢~" -{- al T "-x q- ... -{- :¢, --  0, iden t icamente  su Xx (1). 

I germi f ,  g, :¢i, . . . ,  ~,, di X~ sono restrizione, in modo unieo, di germi 

f ,  g,  :q ,  . . . ,  o:,~ di funzioni  olomorfe defini te  su 

Si avrh quindi ,  posto 

g 

~" + ~ @-~ q- ... + ~. --  O, iden t icamente  su X~ (2). 

Essendo Xx il eomplessif icato di X~ la (2) equivale a:  

,77 

su x :  (3). 

Essendo Xx normale,  la (3) implica che 

f 
g 
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una funzione analitiea, Di pifi q~ ~ a valori reali perehi~ 

f 
g 

Cib prova ehe X ~ normale. 

OSSERVAZIO~E 1. - 2~el provare il teorema 22 si ~ dimostrato il seguente 

fa t to :  siano X uno spazio complesso, 

un'anti involuzione ed X il luogo dei pant i  fissi di ~. 

Sia inoltre X il normalizzato di 2~, ~ : X ~ 3 ~  la proiezione canonica;  

esiste allora un'antiinvolu~,ione 

~ X ~ X  

tale che ~ o ~ -- z o 7:. Risulta inoltre 

~:-~(x) ~ :~, 

ore X ~ l ' insieme dei punti  fissi di ~_ 

Basra notare infatt i  che, nella prova del teorema 22, l 'antiinvoluzione 

i~ stata costruita usaudo solo l 'ipotesi che X fosse parte fissa di X. 

0 S S E R V A Z I O N E  2. - Notiamo ehe, nella prova del teorema 22, si ~ dimo- 
strato ehe, se il germe di un insieme analitieo reale X v ha il eomplessific~to 

Xa, normale, Xa, ~ normale. 

Vale anehe l'inverso, ma non ci soffermeremo su questo punto. 

Da quanto detto discendo ehe, se X ~ uno spazio analitico reale coerente, 
l ' insieme dei punti  normali  ~ un aperto denso in X. 

Se X ~ uno spazio analitico qualsiasi l ' insieiae dei punti  normali,  in 
generale, non i~ aperto. 

0SSEt~VAZIO~E 3. - Sia (X, Ox), un R-spa~,io anali~ieo ed (X, 0~:) un Ox 
complessificato di (X, Ox), su eui sin definita un'anti involuzione z, di eni 
(X, Ox) sin la parte fissa. 

Sia X il normali~zato di X. Per  l 'osservazione i, l 'antiinvoluzione a, 

induce su 2~ un~antiinvoluzione ~_ 

Detto X il luogo dei punti  fissi di a e 

zr'X---.-R 

Annali di Matematiea ~8 
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la proiezione canonica segue, da quanto gih provato, che 

~:(-~) c x,  

b normale net punti  x per i quali X-~'x b il eomplessificato di Xx.  
Si verifica con facili esempi, che in generale  r~(X) non coincide con X 

e lo spazio X non ~ determinato dallo spazio a~nalitico ridotto associato ad 

IX, Ox). 
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