Sulla regolarita e irregolarita della frontiera per il primo pro-
blema di valori al contorno relativo all’equazione del calore.

di Bruxo Pix1 (a Cagliari).

A Mawuro Picone nel suo 70m¢ compleanno.

Sunto. - Sia D wun dowminio tipico relativo al primo problema di valori al conlorne per
¥ equazione del calore. Nel presenie lavore si stabiliscono delle condizioni sufficienti di
regolaritd e delle condizionigsufficienti di irregolariti per ¢ pundi di quella porzione
della &D su cui si assegnano i dati.

E ben noto che se 4 & un campo dell’S,, il problema di DIRICHLET
Au =0 in 4, wu=7{[ su FA, essendo f un’arbitraria fanzione continua, pud
non avere soluzione nel senso ordinario. Un puunto P, della F4 si dice, con
la terminologia di LEBESGUE, regolnre se il lim w(P) = f(P,) per P tendente
in 4 a P, irregolare se cid non si v-rifica.

La regolarith o irregolaritd di wi punto della §4 & una proprieta locale
di questa e si debbono a PoiNcark, ZareEMBA, BournicaxDp, LEBESGUE (%)
delle condizioni di carattere geometrico suificienti ad assicurare la regolarita
di un punto; a WIENER (*) & dovuia la prima «esplicita » condizione neces-
saria e sufficiente di regolarita.

La condizione di WIENER si fonda sui concetti di potenziale conduttore
e di capacita.

Nel caso classico, dato un dominio limitato /) con frontiera opportuna-
mente regolare, la funzione armonica in CD, infinitesima all’infinito ed
egnale ad uno sulla &D, & il potenziale conduttore, mentre la massa totale
della distribuzione corrispondente a tale potenziale ¢ la capacita. Mediante
la suna soluzione generalizzata del problema di DiricHLET, WIENER associa
alla frontiera di un arbiftrario insieme aperto limitato una funzione e una
costante che generalizzano il potenziale conduttore ¢ la capacita e coincidono
con quelli classici se defta frontiera & sufficientemente regolare.

(1) Cfr. per esempio F. VAsiLESCO, La notion de capacité, Paris, 1987, Lu noiios de
point irrégulier dans le probléme de Dirichlet, Paris 1938,

(*) N. Wiexer, The Dirichlel problem, «<J. of Math. and Phys. Massachussetts Insi. of
Tecnology », III (1924); per una semplificazione dei ragionamenti di WisxNer cfr. O. D. Kui-
LOGG, Recent progress with the Dirichlet problem, « Bull. Am. Math. Soc. », 82 {1926) ¢ Foun-
dations of potential theory, Berlin 1929,
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Orbene, se, anziché riferirsi al problema di DIRICHLET per !’equazione
di LAPLACE, ci si riferisce al primo problema di valori al contorno per 'equa-
zione del calore, anche in questo caso si presenta Popportunitd di una distin-
zione tra punti regolari e punti irregolari. Cid & stato fatto da PETROWSKI (%),
il quale, fondandosi sul metodo delle funzioni superiori e inferiori di PERRON,
ha assegnato delle condizioni sufficienti di regolarita e delle condizioni suf-
ficienti di irregolarita.

In una precedente Nota (*) si & mostrata la possibilith di estendere al
problema ora detto anche la soluzione generalizzata nel senso di WIENER;
nel presente lavoro, fondandoci su tale soluzione, introduciamo un analogo
del potenziale conduftore e un analogo della capacita; sulla base di questi
concetti si di successivamente una condizione sufficiente di irregolarita e
una condizione sufficiente di regolarita.

Il completamento di questi risultati e la loro estensione al caso generale
(qui limitati al piano) nonché lo studio della struttura dell’insieme dei punti
irregolari sara oggetto di una successiva ricerca.

1. In tutto il segunito diremo regolare un arco y di equazione z = y(y),
0<y<a, con yy continua insieme alla sua derivata prima su 0 <y <a.
Indicheremo con § la striscia 0<y<a e con S,(y), S,y) le semistriscie
0<y<a, z< yiy) e 0<y<a, = > x(y) rispettivamente,

Proponiamoci di determinare una funzione u(z, y) che in S,(y) e in S,(y)
sia soluzione ordinaria dell’equazione

(1) Q(u) = Uy - Uy = 0;

si annulli per y =0, z=y(0), e sia eguale all’unita su y, prescindendo dal
punto (x(0), 0). Poiché y & regolare si pud esprimere u(P) (P = (z, ¥)) come
un gemplice strato

¥
(2 wP) = / W U, y;5 xm), ndn,

0

essendo Uz, y; &, v)=U(P, Q) la soluzionc fondamentale di (1) (se riguar-
data nelle variabili z, y). Da (2) si ha

y
(8) / e Uy ¥; X, mdy =1, O0<y<a,
(1]

() 1. Perrowsk1, Zur ersten Randwertaufyabe der Wermeleitungsgleichung, « Compo-.
sitio Mathematica », 1 (1935).

4} B. Pix1, Sulla soluzione generalizzaia di Wiener per il primo problema di valori
al conforno nel caso parabolico, « Rend. Sem. Mat, Padova », XX1I1 (1954).
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che, moltiplicata per dy/Vz —y e integrata da O a z, si trasforma, in seguito
a inversione nell’ordine delle integrazioni e successiva derivazione rispetto
a z, nell’equazione integrale di VOLTERRA di seconda specie

, " 3Hm,
3) 1(#) = = - fu(m—%—zldn
T o

ove

X, ;5 xtn). ndy.

Hx, z)-——fva_z

Osservando che 3H /% ==Lz, 2)/ Vz —ﬁ con L%, #) funzione continua
in 7 ez per 0<y<a, 0<z<a, e che percid

“
/ 1
vV
I’ equazione (3') ha una soluzione continua per 2z >> 0. Da una prima iterazione,
avendosi

o

= dn < + oo,

/z)-nw,l_v__l/n_]_'..
" Ve T\ y o

1 Hfr, yoH(t, =)
[ 3 dt)u(n)dn,

si ha che
lim ©Vvzpe) = 1.
Z mer 0}

E facile riconoscere che la funzione u(P) definita da (2)— (3) é tale che
0<u(P)<1, ed é continua in tulto S escluso il punto (y0), 0)

Poiche i ragionamenti sono gli stessi in S,(y) ed in S,(y), riferiamoci per
esempio ad S, (v). Osserviamo che per z — — oo si ha lim %(P)= 0 uniforme-
mente rispetto ad y; scegliamo un X(< y(y) per 0<y<a) tale che |u(x, ¥ | <s,
con ¢ positivo < 1 arbifrariamente fissato, per 2 < X, e riferiamoci alla por-
zione X <z <yly), 0<y<a di S,. Supponiamo che in un punto P, =(z,, y,)
interno a tale dominio sia u(P,) > 1+ 3 (8 >>0). Consideriamo una succes-
sione {y,} decrescente a zero e chiamiamo D, ,i, il dominio Y, <y <y,,
X <z<yxy; in ciascuno di tali domini la 4 & continua (frontiera inclusa);
per una proprietd estremale delle soluzioni di (1), poich® u(P)=1 su y e
|u(P)| < e per z =X, il maxu(P) in D, , sard ragginnto in un punto della
caratteristica che limita inferiormente D, ,, sia P, = (z,, ¥,); tale massimo
sard. > 1 + 8; ripetendo il ragionamento si viene a individuare una succes-
sione di punti { P, !} tali che per ogni n & u(P,) > 1+ 3; poiché la succes.
sione {y,! decresce a zero e la {z,} & limitata, dalla successione { P, } si
pud estrarre una successione convergente a un punto P della caratteristica
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y=:0; I'ascissa z di P non pud essere < %i0) perché u(z, (0)) = 0 ; neppure
pud essere « =: y(0); infatti piy)=1/2Vy + v(y) con v(y) finita, ¢ conseguen-
temente

¥ ¥
171
wP)== | —= Uz, y; xn) n.dn+ | vopUl, y; x(u), ndy;
T \ 7
0 0

ora il secondo addendo converge a zero per y— 0+ mentre il primo &
costantemente <1; allora in un intorno di (x(0), 0) sard w(P)<<1+8/2
mentre, per quanto precede, & w(P,)> 1 + 8. Dunque & w(P)<1.

Supponiamofora che in un punto P, sia u(P,) < — & (3 > 0);. scegliamo
la ¢, di cui si & parlato sopra, minore di 8, e in conseguenza scegliamo la X.
Ragionando come si & gia fatto precedentemente, si viene a individuare una
successione di punti | P, | convergente a (¥(0), 0) tale che u(P,) << —8&. Ora
& lin‘}+ nVypy) =1 e quindi u(P) & certamente positiva per y abbastanza

L R

piccolo. Di qui 1 assurdo.

Proviamo ora che la funzione wy) é non negativa.

Supponiamo che per un certo y,, tale che 0 <y, <a, sia Wy, < 0; per
ragioni di continuitd sarad p(y) <0 in tutto un intervallo y, <y <y,. Si ha

Ye h

1= / pU,), ¥, 5 (), ndn = f pNUY,), v.5 xM), ndy +

0 [1]
Ma
+ / eU®,), ¥.; ¥m), ndy
#

onde per Vipotesi

Y.

(4) / w0y, 9.5 x0n), w)dn > L
[+

Ora la funzione

hn

/ p U, o5 yin), n)dn,
{

che in tutto il semipiano y -0, esclusi i punti dell’arco z =1y, 0<y<y,,
& soluzione regolare di (1), poiché per y==¢, & <1 ed & infinitesima all’in-
finito, & sempre <<1; cid contraddice la (4).



B. Pixt: Sulla regolarita ¢ irregolarita della frontiera, ece. 3

Essendo wy) la funzione definita dalla (3), chiameremo pofenziale condut-
fore parabolico dell’arco y la funzione

a

v P) = f rN U, y; x(0), n)dn

G

e diremo che p(y) & la corrispondente distribuzione di masse. La o(P) & defi-
nita e confinua in tutto il piano, escluso il punto (x(0), 0); & non negativa e
non superiore all’unitd; & identicamente nulla per y <O (escluso il punto
(x(0), 0)), assume il valore 1 nei punti di y (fatta eccezione del punto (x(0), 0))
ed ¢ soluzione regolare di (1) in ogni regione cui sia esterna la y.
Consideriamo ora un contorno parabolico C costituito da due archi rego-
lari yg e v, di equazione z=1y,(). z=1#), 0<y<b b>a, con y(y) <
< ¥4 < x.(y) per 0 <y<a, e dal segmento di caratteristica x,b) <z < x,b),
J‘—b che eventualmente pud ridursi a un solo punto. Se #{P) & una fun-
zione continua insicme a #,, e #, nel dominio D individuato da C e da
y =0, detto O I’ operatore aggiunto di £, si ha

u(Q)_—:c)—\]‘/n / (JUP, Quy — Uy(P. Quldy — UP, Qudx} —
A

essendo C percorso positivamente. Per u(P)=1, si ha

V= — f [UP, Qds+ UyP, @yl

Ora se o(P) & il potenziale conduttore parabolico di y, si ha
-5-3-- / 00+ vdy) = — —— K f (P, O n\dn)dm+( j U(P, Qu dn)dy]
™

1

=1 a (P, =

wa(cj[u(PQxa-U Q)dy () fpu
Y

Dunque !’ integrale 2—3-: [ (vdx + v,dy; & indipendente dalla curva O
[ T,
o

d’inteorazione e coincide con la massa totale relativa al potenziale conduttore
g P

parabolico. Questa guantitd la chiameremo capacitd parabolica di y e la indi-

cheremo con c.

U di Maiematica 19
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Un modo molto semplice di esprimere la capacitd parabolica & il seguente :
consideriamo un contorno C limitato superiormente dalla caratteristica y=a
e mandiamo y, e v, all’infinito; poichd, per |z |— oo, lim Ulz, y; (), n)=0
uniformemente al variare di v da zero a y e di y da 0 ad a, si ha

00
[ vz, a)dz,

® = 5va

essendo »(P) il potenziale conduttore parabolico di y.

Si ha che se vy é un arco regolare e y, e y, sono gli archi in cui y é
scomposto da un suo punlo, dette c,, ¢, ¢, le corrispondenti capacitc parabo-
liche, é

(6) Cp 2 Gy Gy 2> Cyys e < ey, + Oy, -

Sia z = %(y), 0<y<'b, 'equazione di y; z2=1y(y), 0<y<a, ¢ =1y
a<y<b, (a <b), quelle di y, e y,. Siano o(P), v,(P, v,(P) i potenziali con-
duttori parabolici e w(y), 1, (@), 1,(y) le relative distribuzioni di masse.

La prima relazione (6) & immediata; poiché ply)=p/y) per 0 <y <a,
si ha

b g
O = / wy)dy 2> / @)y = oy

0 0

Per provare la seconda relazione basta far vedere che o(P)=v,(P) e
ricordare 1’ espressione (D) della capacitd parabolica. Allo scopo ragioniamo a
sinistra di y (a destra si pud ripetere lo stesso ragionamento). Proviamo dun-
que che per a <y<b =z <xy). & vP) - v(P)>0. Infatti o(P)— v (P) &
positiva per z < y(a), y=a, ed & nulla per z =y(y), a <y <b; v(P)— 1 per
P — (y(a), @), mentre v,(P) & discontinna in (y(a, a) con valori compresi tra
0 ed 1. Ora, se fosse o(P)—,(P)< 0 in un punto P, , sia per esempio
vP)— v, P)= —a® con un ragionamento del tipo di uno gid piu volte
usato, si vede che da ¢id seguirebbe la esistenza di una successione { P, ! di
punti con iy, decrescente ad a, tale che o(P,)— v,(P,)<<— «® per ogni n;
tale successione di punti deve convergere a (y(a), @) perché nei restanti punti
della caratteristica y =a & o(P)— v,(P) > 0. Ma per n abbastanza grande ¢
V(Py) > 1 —a*/2 e cid contraddice la v(P,) < v,(Pp) — a® <1 — o,

Proviamo ora la terza delle relazioni (6). Poiche piy)=p ¢) per 0 <y<a,
basta provare che

b b

[ ponddn < / w,(n)dy

H
o o
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o, per I’ espressione (5) della capacitd parabolica, che

) El

/ p U, y;5 x(m), ndn < f Uk, ¥; xtm), n)dy, a<y<hb.

o a

Chiamiamo w{/l”) il primo integrale; esso & coutinuo per a<{y<b, z <y
(ragionando sulla einistra di y; sulla destra il ragionamenfo & lo stesso); &
infinitesimo per P — (yia), a) e nullo per y =a. Ora w(l’) — v,(P) & nullo
per y =a, z << yla), ¢ negativo per z=y(¥), @ <yb. Se in un punto P,
fosse w(P,) — v,(P)) = «?, col solito ragionamento si individuerebbe una suec-
cessione | P, di punti convergente a (yi), a) tale che w(Py,) — v,(Py)>a®
per ogni n. Tenendo presente che p(y) & confinna per y==a e che u,(y)co
ov1/mVy —a, si riconosce che

Y

W) — v, Py) = / () — pm U@, g5 X0, H)dn <0

@&

non appena 7 & abbastanza grande. Di qui I"assurdo.
Dal ragionamento ora svolto segue che relazioni analoghe alla (6) sussi-
stono anche per i potenziali condutlori parabolici, cioé

(6') o(P)2v(P),  v(P)>v,(P),  wP)<o(P)4 v,(P)

Inoltre le prime due delle (6) si generalizzano immediatamente nel senso
che la capacita parabolica di wn arco é non inferiore alla capacita parabolica
di un arco appartenente ad esso.

Sia ora y un arco regolare di equazione z=1y(y), 0 <y <a. Proviamo
che la capacita parabolica dell’arco z =y(y), o —e<y<a, lende a zero
insieme @ €.

Premettiamo la seguente osservazione: sia y, un altro arco regolare di
equazione = = ¥,(y), 0 <y <a, con yy) <y, (). Siano v(P) e v (P) i relativi
potenziali conduttori paraboliei. Allora se P ¢ un punto di S,(y,), & v(P)< v,(P);
infatti v(P)—o(P) & non negativa su y,, nulla per y =0, z > y%,(0); ora se
in un punto P, di 8,(y,) fosse v(P,) > v/ P,), sia v(P,)) —v,(P,)=8(3 >0), con
un ragionamento di cui ¢i siamo serviti altre volte si verrebbe a individuare una
successione di punti {P,| convergente a (y,(0), 0) tale che v(P,)— v (P,) >3
per ogni n. I)’altra parte se p,(y) ¢ la distribuzione di masse relativa a v (P),
poich® a v(P) si pud associare una distribuzione continua di masse u(y) tale che

Yy

wWP) = / w Uz, ¥; .0, n)dy in S,(,),
0
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e poich® p (y)col/aVy per y — 0+, la
v(Py) — UP,) = f [0 — U@, 5 Y3 XN M
0

riesce positiva per n abbastanza grande. Di qui }’assurdo. Analogo ragiona-
mento se ci si riferisce ad §,(y) anziché ad S,(y).

Cid premesso, racchiudiamo I’arco y, di y compreso tra y=a —¢c e
y=a(e > 0) in un rettangolo di cui due lati appartengano alle rette z==1z,,
r = z,(z, <z, e gli altri due alle caratteristiche y==a—¢ ¢ y=a. Se v,(P)
e v,(P) sono i potenziali conduttori parabolici dei primi due lati, si ha

2Ve z,—=z, 2Ve
-+ — .
< Va +

~2Vn

Rzl X oo
() oy, <‘—i~(f'v;(a;, a)dz 4+ [d:v + ]vz(a:, a)da:)

0 . @

tenendo presente che la capacita parabolica del segmento 2 =0, 0<y<h @&
eguale a 2Vh/n. Ora se il rettangolo anzidetto & il pin piccolo tra quelli
che contengono y., per ¢ — 0 anche z, — z, — 0 e quindi ¢y, — 0.

Sia ora P, un punto ed E un insieme di punti appartenenti a un semi-
piano y<y, con y, < y,. Consideriamo le curve Q(P,, r) di equazione
Ulz,, 4o; #, y) =1/r(r>0) e sia D(P,, ) il dominio limitato che ha CP,, r)
per completa frontiera. Sia r, I’elemento di separazione delle due classi di
numeri positivi ' ed «” per cui YP,, ') contiene E e per cui esistono punti
di E esterni a PP, r’). Sia inoltre r, I'elemento di separazione delle due
classi di numeri positivi + ed r” per cui D(P,, ') non contiene punti di E
e per cui P,, ") contiene punti di E. Chiamiamo 7, ed r, la pit grande
e la pin piccola distanza parabolica P, da E. Orbene, se y & I'arco regolare
rz=x(y), 0<y<a, ed & y, > a, se v(P) & il potenziale conduttore parabolico
di y e ¢, la sua capacitd parabolica, si ha

a @ a
(&) f—“= ;1 / windy < u(Py) = f pONU @y, ¢o5 %), My < ,,i f rnidn =
g g . P .
0 0 0
2. Estendiamo ora i risultati del n. 1, al caso che y sia un arco z = y(y),
0<y<a, con yiy) una funzione che supponiamo soltanto continua.
Allo scopo premettiamo alcune osservazioni.
1) Sia y un arco regolare z=y(y), 0 <y<a, e {y,! una successione
di archi regolari, con v, di equazionc z=1y,(y), tali che ¥ 9 < ¥..() < Yu—,¥)
per 0<y<a, n>2. Sia v,(P) il potenziale conduttore parabolico di 7,.

Supponiamo inoltre che sia lim y.(y = y(y) uniformemente su 0<y<a.
- CO
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Allora, comunque si fissi un punto P con z > y(g), 0 <y <a, ad esso corri-
sponde una n tale che « > xu(y) per n > n; la successione s (P}, Vnyp(P)y ues
& monotona non crescente in P. Dunque in ogni dominio appartenente ad
. S,(y), per una proposizione analoga al secondo teorema di HARNACK, la
successione {v,(P)! converge uniformemente a una S-funzione o(P). Dimo-
striamo che v P) coincide col potenziale conduttore parabolico »(P) di v.
Poiché in ogni punto a destra di v la {v,(P | & non crescente (almeno da
un certo n in poi) e v.(P)> v(P) (per # abbastanza grande), sard v(P)> v P)
(a destra di v). Ora o(P)—v(P) & nulla per y=0, z>y0), & nulla per
z=¥x), 0<y<a; inoltre in S,y) & compresa tran 0 ed 1 ed & ivi una
¢-funzione regolare. Di pit & evidentemente

o

lim [v(u(®), ¥) — 6(X,1(y), N dy =0, iim [é}(m, y) — vz, y)dy =0

7 — 0 »— -{ CO
0

e quindi, per un teorema di unicitd stabilito in altro luogo (°), dalla conver-
genza in media a zero segue che o(P) = o(P) in S,(y).
Analogo ragionamento in S,(y).
2) Siano ora y, e y, due archi regolari z=1y,(y), z=1x,#), 0<y <a,

.

con ¥,(y) < . per 0<y<a. Siano v(P) e v,(P) i relativi potenziali

potenziale conduttore parabolico di D la funzione w(P) cosi definita

W(P) = v (P) per z <<y, O0<y<ao,
Ww(P) = v,(P) per z >y, 0<y<a,
{ sala) %a(@) 400
4v(P>=—-—:( / Uz, y; & ayv, & a)dE + / U, y; & a)d + j (@, 9; & a)v,, a)di)
2V= ~ ) %2

per y > a.

Se y, ¢ v, convergono uniformemente a vy, allora w(I?) converge al poten-
ziale conduttore parabolico di y.

(%) Cir. B. PiN1, Sui punti singolari delle soluzioni delle equazioni paraboliche lineari,
« Annali Univ. Férrara », Sez. VII, Sci. Mat,, vol. IT (1953).

Veramente una proposizione della Nota ora citata & attualmente applicabile immedia-
tamente se come curve approssimanti y,, si considerano le particolari curve v,* di equazione
x=vyly) t-4, con }{f,| successione decrescente a zero. Perd ad ogni v, si puo associare
una v,* tale che y,(¥) <yx¥)+ ¢, per 0 <<y <<a; detto allora v, *(F) il potenziale conduttore
parabolico di v,% e v*(P) il lim o, *(P), in ogni punto di Sy(y) si ha, almeno per n abba-

ket *] -
stanza grande, v, *(P)=v,(P) ¢ quindi v*{(P)= o(P) = v{P); avendosi v*(P)==v(P), segue
I’ asserto.
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Y g ] 3

L/ integrale

(9 —«—L.—.-. /(wdw + 10,dY)

2Vm,

¢

esteso ad un contorno parabolico C (percorso positivamente) costituito da due
archi regolari z=1{,%), 2 =9,), 0<y<b (b>a), con P(y) < $,(y) per
0<y<b e g <X W: 1)< (@) per 0<y<a, e dal segmento di carat-
teristica ¥ = b, ¢,(b)<a <Y,(b) (eventualmente costituito da un solo punto),
¢ indipendente da' C; infatti se C’ é un altro contorno del medesimo tipo e
contenuto nel dominio limitato da C e dalla caratteristica y = 0, detto D(C, C')
il dominio limitato da C, C' ¢ dai due segmenti della caratteristica y =0
che hanno per estremi gli estremi di C e (' di ascisse rispettivamente minori
di x,(0) e maggiori di ¥,(0), si ha

0= / J Sw)dedy = / {(wdz + w,dy) — [ (svdz - w,dy),
Dic, ¢y ¢ o4

se si tiene presente che w(P):=0 per y==0.

Poichs, se y, e v, convergono a y, V'integrale (3, converge alla capacita
parabolica di y, lo chiameremo capacita parabolica di 1. Di essa possiamo
dare la seguente rappresentazione

1 wale) 0
18" »—~—-—._< [ v,(2, aydz + y.la) — y,(a) + / vy(z, a)dx)
2V= .
-0 yel®)

che si ottiene in modo analogo alla (5).

3) Consideriamo il dominio limitato D individuato dagli archi regolari
Ti€ 7, di equazioni 2= y,(y), ¢ = 1, 0<y b, (1,3~ %) e dalle carat-
teristiche y =0 e y=»5. Siano y,,, 1., © Y2,, Y., gli archi in cui la caratte-
ristica y = a(0 <@ <7 b) scompone y, e v,; D, e I, i domini in cui y=a
scompone D (intendiamo che v, ¢y, appartengono al semipiano y <a, y,, e
Y.. al semipiano y > a). Siano w(P), w,(P), w,(P) i potenziali condntiori para-
bolici di D, D,, D,; v, (P, v,(P), v,(P) quelli di v,,, Y., 7. © 0,,(P), v,,(P),
Vi Py quelli di v,,, Y5, Yo Siha w(P)=w P)=v (P)in S(y,,), w,(P)=2,,(P)
in Sy, WPy =w(P)=wv,(P) in S,y,,), w(P)=w,,(Py in S,(y,,); inoltre
wP)y=vo/(P) in S,y,), w(P)=v,/P) in S,(y,. Ora, per quanto si & visto
precedentemente, in S,(7,) & v (P) > v (P), v,(P) > v,(P), v(P, < v, (P) 4- v, (P},
mentre in Sy(y,) & v, P) > v, (P, v,(P)>v,,(P), v(P) 7 v,(P)+ v, Osser
vato cio, & immediato che in S(y,,) e in S,iv, ¢ wP)>w,(P) e cosi pure
w(P) > w(P. Inoltre per y=10, z - yMb) ¢ w ) =0P)<v,(P)+ v,P)<
Sw(Pr+4wy(P): per y=b, y,b) 7 2< yb, & wP)y=w,P)=1 ¢ w(P)_»0;
per y=2>, & > %,(b) & WP) = v,/ P~ v, (P) 4 0,,(P) < w (P) +- w,(P). Pertanto
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& sempre
wP)>w/(P), wP >w P, wP <w(P) 4 wy(P).

Poiche inoltre
oo oo oo
Cp, = 2—\17;5 1 o:v,(x, bydz, cp, —_-5%/—; 1 o:1}2(:1:, bydzx, cD-:.:é—\%; _/ :}(:r, byde,
risulta
tp>Cp,. Cn=>Cp,, €n<Cp, + Cp,-

Queste relazioni e quelle di sopra relative ai potenziali conduttori para-
bolici, estendone al caso in esame le (6) e (6.

Premesse le osservazioni 1), 2) e 3), consideriamo ora l’arco y di equa-
zione z = ¥(y), 0 <y < a, con x(y) soltanto continua. Sia z = y.(y), 0<y<a,
n=1, 2,..., una successione di funzioni continue con le derivate prime tali
che (1) < ¥ul)) < Yu-ily per 0<y<a, n>>2, e lim y,(y) = y(y) uniforme-

— 00
mente su 0 <y <a. Siano v,(P), v,(P),.., i potenziali conduitori parabolici

delle curve v,, v,,.... ora considerate e v (P), v,(P), ..., le funzioni cosi definite

1 per 0<y<a, 3y <z<x¥)

-nP:
o) Vul P) » 0<y<a, z > YY)

Le funzioni v,(P) in S,y) sono tutte £-prevalenti e la successione
10,(P)} & una successione non crescente di funzioni non negative e <1; al-
lora, per un teorema analogo al secondo teorema di HARNACK, essa converge
a una fanzione v(P), uniformemente in ogni dominio appartenente ad Sy(y),
che & ivi soluzione regolare di (u)=0.

Questa funzione v(P) & indipendente dalla particolare successione {vy,1{.
Infatti se {ys+ | & un’altra successione dello stesso tipo, detta v*(P) la fun-
zione che resta individuata in corrispondenza di questa, avendosi 0,(P) Z'E*(P)
e vi(P)> v(P), segue v(P)>v*(P)>v(P) onde v*(P)=v(P). Tale funzione
coincide in Sy) col potenziale conduttore parabolico di y se y & regolare (in
base all’ osservazione 1)).

Se poi si considera una successione di archi approssimanti y da sinistra
anzich®é da destra, si viene a individuare anche nella banda S,(y) una £-fun-
zione. La funzione che coincide con la prima in S/y), con la seconda in
S,{Y) e che nel semipiano y > @ & individuata dall’integrale di PorssoN coi
valori di quelie sulla caratteristica y=a, si chiamera il polenziale condutiore
parabolico di y. Detta v(P) tale funzione, I’integrale

00
— L / dz +- v de)—-~~~1~~ [ vz, a)dz
sve | P =gy | U @
(.

4 )
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ove C & un contorno parabolico come quelli indicati precedentemente con ia
stessa lettera, si chiamerd la capacitd parabolica di .

Poiche il potenziale conduttore e la capacitd parabolici risultano i limiti
del potenziale e della capacitd paraboliei di un dominio parabolico compreso
tra =0 e y=a e contenente y, si ha ancora che se y=1vy, + ¥, &

V{P) 2> 0(P), v(P) 2 vp(P), v P) < vg(P) + 0p(P),
O =0y G Z0py Oy < Gyt Cpy,y

relazioni che estendono le (6) e {(6") al caso di un arco soltante continuo.
Anche la (8) si estende al caso che l'arco y sia soltanto continuo.

3. Consideriamo ora un dominio parabolico D definito da x, (3 <z <x,(¥),
0<y<a ocon %,y e ¥,y duc funzioni continue tali che X (y) < X.(¢) per
O0<y<a, o sin P, un punto per esempio dell’arco vy, z=1y(y) Si & gid
visto in altro luogo (%) che P, & regolare se & tale per D, (intendendosi con
tale notazione la porzione di D appartenente al semipiano y <y,) € la con-
dizione necessaria e sufficiente di regolarith & che esista una funzione £-pre-
valente continua in D, positiva in D, — P, e infinitesima per P—P,. Di
qui segue subito che se P, & regolare per il dominio D, lo & anche per ogni
altro dominio contenuto in D e avente P, in comune con D. In particolare
P, & regolare se per esso si pud spiccare una semiretta appartenente al se-
mipiano y <y,, sia £ — z, = m(y — y,) con |m| <<+ oo, tale che per y, —
—3<Y<yE >0 sia xy(y) < xoly) + My — o).

Fig. 1.

In queste condizioni si pud infatti trovare un punto Q(%, §) con y,— <
<4 <y, e un numero positivo » tali che il dominio limitato di frontiera
Uz, y; %, )= 1/r abbia il solo punto P, in comune con D, . A ogni punto
P del semipiano y > ¢ esterno al dominio ora detto corrisponde un numero
plr < p) tale che Ulz, y; Z, §)=1/o.

(6) Cfr. L c. in (4).
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Allora la funzione
| i/r » y<g
& una. barriera per D, in P,.
Ha quindi interesse esaminare soltanto il caso in cui

min lim 28 —Xa®o) _ _
Y > Yo ¥y—Y,
Possiamo anche frascurare il caso, in cui come si & gid visto (') P, &
irregolare, dell’esisfenza di un dominio di frontiera U(z,, y,; z, )= 1/r
contenuto in D, .

oC,

4. Sempre nell’ipotesi che P, sia un punto di y,, indichiamo con vy, ,
Parco di y, compreso tra y=y, e y=y,—r e sia v,(P) il suo potenziale
conduttore parabolico. Sussiste il seguente teorema in tutto simile a un teo-
rema di KeLroca: Condizione necessaria e sufficiente affinché P, sia regolare
é che, qualunque sia r, riesca

PEI%OU"(P) = 1, PC Dy —Dyr—Yo,r-

La condizione & necessaria. Infatti se P, & regolare per D,, lo & anche
per D, — D, (& sottinteso che » non & superiore all’altezza della striscia
contenente D,) e quindi dovrd verificarsi la precedente relazione di limite.

La condizione & anche sufficiente. lnfatti sia #,, 7,,..., una successione
decrescente a zero e sia r, > r (qualora sia y, —r eguale alla pid piccola
ordinata dei punti di y, si pud sempre pensare di aver prolungato vy, al
disotto della caratteristica corrispondente a tale ordinata); sia y,, 1'arco
di y, compreso tra y =y, e y =y,—7r, e v, (P) il corrispondente potenziale
conduttore parabolico. Poniamo

2 1
V(P)= 2,55 00, (P).
1

Se P appartiene a ¥,, allora & g, >y e quindi in P sono nulle tutte le
v (P) con n abbastanza grande, onde V(P)<(1; se P appartiene a D, —
— Dy,—r—Y:,» Vi sard qualche v, (P)<1 e quindi V(P)< 1. Dunque 1— V(P)
¢ una funzione £-prevalente, continua in Dy, — Dy,_, — Y, ,, limitata in D, —
— Dy, © con estremo inferiore positivo in ogni dominio ottenuto togliendo
da D, — Dy, un intorno di P,. Poiché per ipotesi le v, (P) convergono ad

o0

1 per P—P,, qualunque sia %, e la serie Z,v, (P)/2* & uniformemente con-
1

vergente, si ha che 1 — V(P)—~ 0 per P~ P,. Esiste dunque una barriera

per Dy — D, _, in P, e quindi P, & regolare.

(9) Cfr. L e. in (4.

i I di M " 1
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5. Sia ora y un arco di equazione z = y(y), @ <y <y,, con ¥(y) continua.
Sia A un numero positivo 5= 1, per esempio < 1. Indichiamo con GC(P,, A7)
la curva di equazione Ulz,, y,; @, y)==1/A" per n =0, == 1, =2, ..., essendo
Ty == X(Yo)- -

Sia P, un punto di y appartenente a C(P,, A) e riferiamoci all’arco PP,.
Chiamiamo § la striscia y, <y <y, ed S,, S, le due bande in cui y divide §.
Sull’ intervallo y, <y <y, resterda individuata una successione crescente
Y, <Yy < oo <Yn < .. <y, tale che Parco e, di y di equazione z =y,
Y <Y<Yuy,, & tutto contenuto nella corona [C(P,, 1), C(P,, 1), essen-
do v,, v,,.., una successione di numeri interi (positivi o negativi) non ne-
cessariamente distinti.

Gli archi e, possono anche venir ordinati raggruppando tra loro quelli
contenuti nella stessa corona, siano e, ;, €, 2, .., nn(h, <+ co) quelli con-
tenuti nella coromna, [@(P,, A™), C(P,, A™+Y)]. Indichiamo con ¢,, v,(P) ¢ ¢y,
Va, i P) 1a capacity parabolica e il potenziale conduttore parabolico rispettiva-

mente di e, e di e, ;.

11 L On 4g°°§kcn’k
(1) T (A U

Si ha che se per un certo M0 < X < 1) la serie (11) é convergente, allora
P, ¢ irregolare per almeno una delle due bande S,, S,.

Siano PP, e P,P, gli archi z=%), ¥ <0 <Y,, © T="21Y), Y <
<y<y,, con m' >m; m sia tale che risulti

20 )
Zi5n<i-
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Chiamiamo V,,(P), VA P), Viu, m(P) i potenziali conduttori parabolici rispet-
tivamente di P P,, P P, e P,P, . Per provare che P, & irregolare per
almeno una delle due bande S, §,, si deve far vedere che non &

lim V,(P)=1

P—P,
al tendere di P a P, in §— S-y. Nell’ipotesi che cid si verifichi, esistera
un intorno J di P, tale che per ogni P di J«(§ — S§.y) sara

Vm(P) > 3/4 .
Ora 2
Vm(P) _<_ Vm’(P) -+ Vm, m'(P)

e la capacita O, di P,P,. tende a zero per m' — + oo, in base una osser-
vazione gid fatta. I’ altra parte, fissato un 3 positivo sufficientemente piccolo
e un ¢ positivo minore di 5, si pud prendere m’ cosi grande che P P, sia
contenuto nel retlangolo y,., <y <y,, z,—e<z <z, +c¢, che il rettangolo
Y <Y<1¥Y,, ¢,—d<z<z,+ 3 sia contenuto in J.S§ e che la pilt piccola
distanza parabolica, r,, dei segmenti stz =12, + 8, Y <y<y,) ed s (z=
=&, — 0, Y <Y<y, da PTP,,,, , che risulta positiva, soddisfi la condizione

’Fp > 46,”1 »

Poiche su s* ed 5~ &

Vo P) < O
Tp
mentre su &Y (Y= Ym, X Ym) <2<z, +38) € 8u 8™ (Y=Y, B, — <2 <
< X(?Im')) e Vm’(P):O.
Pertanto su s+, s—, s'+, &, &

‘ 3/4 < 1/4 -+ Vi, o (P)
ciod
Vo, e (P) > 1/2.

Ma Vy,m (P) & il limite di una successione non crescente di funzioni le
quali saranno tutte > 1/2 sui segmenti anzidetti ed eguali ad 1 in un intorno
di = yyw) sulla retta y =y, (intorno beninteso variabile dall’una all’altra
funzione) e poich® per y > ym sono soluzioni regolari di $(w)=0, per una
proprietd estremale delle £-funzioni, saranno anche tutte > 1/2 nell’ interno
del rettangolo y,.» <y<y,, 2, —8<z <z, + 3.

Percid in tale rettangolo &

(12) Vm,m’(P)Z 1/2
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Ora la minima distanza parabolica di P, da ¢; & AT, essendo e; conte-
nuto nella corona [C(P,, A%), CP,, Au*h)]; percid

(. .
n'—1 ”l 1 Gi

m m'(P)< S‘L /Ut(P) < ‘-'1 );""_F‘gi -ty }.Vz

1'0001/;1
T4

e quindi anche, per confinuita,
Vm,m’(P) ( 1/4

in tutti i punti di S di un intorno di P,, il che contraddice la (12
In applicazione del provato criterio di irregolarith diamo ora un esempio
di punto irregolare pilt riposto di quelli indicati nel precedente n. 3.
Consideriamo la curva di equazione

x=2VylgV —y, —1=<y<0.

Sia A un numero positivo <1 ed #n,, n,,.., n,,.., una soccessione cre-
scente di numeri naturali. Indichiamo con P, il punto di y appartenente
alla caratteristica y == — A% e con ¢, il punto appartenente alla semiretta
y=— A", z>=0, e alla curva G0, 1*). Detto e, Iarco P,P,,, di y, scegliamo
su e, due punti P,/ e P,” tali che I’ordinata del primo sia inferiore a quella
del secondo, e chiamiamo e, 1’arco PP, di Y. Se sostituiamo ) arco e, con
la curva costituita dai segmenti Q,P,, Q,,,P,” e dall’arco e,, e cid facciamo
per v=1, 2, ..., si viene a individuare una nuova curva y. Ebbeno, ¢ possi-
bile prendere la successione #,, #,,.., ¢ i punti P/ ¢ P/, v=1, 2, ..., in
modo tale che O riesca irregolare per la banda a sinistra di 7.

La capacita parabolica ¢, di e, & non superiore alla _capacita parabolica
c, di e,; ora nom appena v & abbastanza grande, sia v =>v, 1"arco e, & conte-
nuto nel rettangolo che ha due vertici opposti in P, e P,.,; percid, per una
osservazione fatta al n. 2, ¢, & inferiore alla capacitd parabolica di tale ret.
tangolo, che &

08 VT VTR |V Vi

Il segmento §,P, & scomposto dalle curve @O, %), i=1, 2,.., v—1,
in v parti, siano, nell ordine, 3,., 3,,,.., 9,,. Se P,/ & sufficientemente
prossimo a P,, la capacith parabolica di &,; differisce di tanto poco quanto
si vuole da

o= VI Vo Vi e,
Vx

Analoga osservazione se P, si sostitnisce con P,
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Allora, poiché gli archi e, hanno da O distanza parabolica eguale ad 1 e
3,,i ¢ contenuto nella corona [C0, At—Y), C(0, 1Y), in base al precedente crite-
rio di irregolarity, O & irregolare, ed evidentemente per la banda a sinistra
di v, se sono convergenti le serie

0,4
i)\i'

L

[oo] e
e, I
v v
D’ altra parte, ricordando la (13) e I’espressione di ¢, ;, si vede che si

pud prendere la successione #,, #,,.., in modo che riescano convergenti le
serie

0 , e

S, A | Vi, — \/nH.lk'«’<”v+r”y) |

¥

@ v [ —— P ————
3, S (Vn, —i+1— Vi, — i)
y 1
(per esempio prendendo A =1/2 e n, = 2",

Notiamo espressamente che per nessun numero positivo p il dominio
limitato di fronfiera U(0, 0; =z, y)=1/p & tutto contenuto nella banda a
sinistra di 7.

6. Passiamo ad esporre un criterio di regolarita.

Indichiamo con y il solito arco di equazione z = %(¥), e <y <y,, con %y)
confinua e usiamo le stesse notazioni introdotte all’inizio del n. 5. Si ha che:
Se esiste un numero infero N =0 tale che, per dei numeri X, 0 < : < 1, arbi-
trariamente prossimi ad uno, si verifica che per ogni numero naturale n esisle
un arco ey di y contenuto contemporaneamente nella corona [C(P,, A=),
C(P,, 1] e nella striscia y, — 3 <y <y, — A2, ed ¢ divergente la serie
© X

(14) Zn 3o

i

(ove ¢ indica la capacita di e}), allora P, é regolare per entrambe le bande
S, ed S,.

Cominciamo col supporre che l'arco di y appartenente a un arbitrario
semipiano y <§ con § < y,, sia regolare. K evidente che, fissato ad arbitrio
un numero naturale k, almeno una delle serie

L Chnti .
Z, ﬁ% i=0,1,.., k—1,

& divergente. Sia per esempio divergente la prima di queste. Poniamo

Vi, A P) = Sy v (P) (' > m)
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dove of,(P) & il potenziale conduftore parabolico dell’arco ef, di capaciti
parabolica cf,. Su ef, &

Com—i) . :
V()< 1, k(P < v lzk(m,_;:z ”_ e = L 2., i —m;
e quindi
o Ok(m’—c) 1 ’\’«fl Ck;
Vm, m’(P)S 1+ z e ’>\/R" Sk <1+ V)\z — f G
Su e%(m’—i) 6
Vm—y(P) <1, Ohmw—i(P) < Ot i=23,..,m —m
k{m’—1} >~ (! —13) o~ ‘V)\zrc(m’——l)-Fz = )@k(m’-—q) s &y eny s
e quindi
W - Gg{m’—i) 1 n' c?
' T, —— _— %, L
Vi, m(P) < 1+ 2! Akmi—i) \/3E _ A2kG—D) <l+ VAT — a2k w AW
Ece. Percid sugli archi €fm, efmia), o) Chn ©
ni’
VAE e zl i’; 14 z.‘;';
Vm, m’(P) <

T e
e quindi anche

\/w-ATk

m’
Ci

14-3 ..4, )\m

(15) Vm, m’(P) m, m’(l)) < L

Ma Vm,W(P) fuori degli archi ejf; & una $£-funzione regolare, nulla nei
punti di ordinata minore della minima ordinata dei punti di e}, , sia ., e
infinitesima all’infinito. Percid il suo massimo ¢ raggiunfto su tali archi e
quindi la (15, & vera dappertutto. Ora il potenziale conduttore parabolico
V(P) dell’arco di y appartenente alla striscia §,, <y <y, ¢ uguale ad 1 sugli
archi efy , onde V(P)>V,, .(P). D altra parte ef; & contenuto in una corona
[Q(P,, Wk, @P,, WETY] con ki — N<vi <ki, onde

16) ot P> ;”;; z,if’
e quindi

59 ;’*f_@
an 1> V() > W ya — Mi 4 o

1
m N
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Ma, fissato ad arbifrio un € >0, si pud prendere A cosi prossimo alla
unitd e k cosi grande che sia

xN\/)F’l—)Tzﬁ>1—-%;

poi, fissato m, si pud prendere m’' cosl grande che sia

’%’ ci ~ 2—¢
m AFE e

Inoltre la (16) sussiste, per continuitd, se al posto di 7’, si pone un ar-
bitrario punto di un intorno J; abbastanza piccolo di P,; allora per P in un
intorno di P, comune agl’intorni J,,, Jppyy ., Iy, sard

t

12V(P)>(1--2€-)2>1—a.

E allora verificata la condizionc del n. 4 e percid P, & regolare.

Se poi si abbandona Dipotesi che ogni arco di y, appartenente a un
qualsiasi semipiano y <4 con § < y,, sia regolare, la condizione & la stessa,
come si riconosce ragionando sulle funzioni che al limite definiscono i poten-
ziali condutfori parabolici.

Diamo ora, appoggiandoci al provato criterio di regolaritd, un esempio
di punto regolare cui non sono applicabili le condizioni di regolarita del n. 3,
Questo esempio permette anche di istituire facilmente un confronto con la
seguente condizione di regolaritdh di PETROWSKI: se g(y) & una funzione posi-
tiva per ¢ <y <0, decrescente e convergente a zero per y — 0—, e se ¢,(¥)
e ¢,(y) sono due funzioni continue tali che o,(y) < g,(y) per c<y< O
(potendo eventualmente essere g,(0) = 9,(0)) e

0@ —9,0)> —2Vylge®) , 90— ,0)<2Vylg o)

per ¢ <y <0, allora se I’integrale
0
g ely) |
[ ) V lgg ) g,

¢

¢ divergente, i punti (¢,0), 0) e (¢,(0), 0) sono regolari per il dominio
c<y<0, oy <z <)

Fissiamo un numero M0 <A < 1) e consideriamo il segmento z =0,
— 3 <y <0. Indichiamo con P, il punto (0, — A") e consideriamo i segmenti
PolPoiz, n=1, 2, ...

I1 segmento ﬁQ;IP2,¢+1 ¢ contenuto nella striscia — A<y — Atz ¢
nella corona [C(0, A7), G0, A1)} ed &

@ cap P
g, o FePete oo



88 B. Pin1: Sulle regolarite ¢ irregolerité della frontiera, ecc.

perchd cap P, Pypyy = 2VA® — A2nt/n. Sostituiamo ora AUt a A, P, Py, si
scompone nei segmenti QuQuui: € Quui1@ini. appartenenti rispettivamente
alle striscie — A2» <y < —dentifz, —amdajz g < - A2%41 ¢ alle corone [@(0, A7),
@(O, ;\ﬂ+1f4)], [@(O, X”'HH), @(O’ ln—}lfz)} ed &

%? (Gap QQO-H 4 cap Qunt1Qunte

<n G FCaE] ) = oo

Analogo risnltato si ha sostituendo A'® a A%, ecc.

Pertanto, se si fissa ad arbitrio una successione |z,} convergente a zero
e si indica con y la speszata P,P,P,P,P,P,... ove P, sta ad indicare il
punto (z,, — (A*+1 4 A2"+2)/2) si ottiene una curva che si trova nelle condi-
zioni del teorema precedente. Pertanto O & regolare per entrambe le bande
in cui y divide la striscia — A* <y <O0.

D’ altra parte, se ci poniamo a sinistra di y e supponiamo ad esempio
che sia z, = ((A2v+1 - A2#i2)/204) detta © = @,(y) 1’ equazione di vy, & evidente
che non esiste nessuna funzione positiva p(y) soddisfacente le condizioni di
PETROWSKI e per cui sia 9,(¢) < 2Vylg ey).

Pertanto il nostro criterio di regolaritdh non rieutra in quello di PE-
TROWSKI.




