
Sulla regolarit~ e irrego!arlt/~ della frontiera pet" il primo pro- 
blema di valori al contomm relativo all 'equazione del calore. 

di Bau~o PINI (a Cagliari). 

A Mauro Pico~e nel suo 70 ~no compleanno. 

Sun¢O. - Sia D u n  dominio tipico relativo al primo probteraa di valori at contorno per 
l' equazione del ealore. Nel prese~te lavoro si stabiUscono dells condizioni snfficienti di 
regolarit~ e delle eondizioni~ sufficienti di irregolarit~ per i punti di quella porzione 
della ~D su cui si assegnano i dati. 

]~ ben noto che se A ~ un campo dcll 'S,~, il p roblema di DIRICHLFJI: 
AU---0  in A, u - - f  su ~A, essendo f u n ' a r b i t r a r i a  funz ione  cont inua ,  pub 
non avere  soluzioae nel senso ordinar io .  Uu puuto  Po della ~'A si dice, con 
la t e rminolog ia  di LEBESGUE, regol(~re sc i[ lira u ( P ) ~  f(P0) per  .P t enden te  
in A a Po, irrecyolare se cib non s i v  ,rifica. 

La  regolar i th  o irregolarit/~ di ul~ p~l,to del la  ~fA ~ una  propr ie t~ h)cale 
di ques ta  e si debbono a PO]NCARi~, ZAI¢EMnA, BOUr,mAND, LE]~ESOUE (~) 
delle condizioni  di ca ra t t e re  geometr ico  suff ie ient i  ad ass icura re  la regolariti~ 
di un  p u n t o ;  a WIENSR (~) b dovuta  la p r ima  ~ espl ic i ta  >> eondizione neces.  
sar ia  e suf f ie ien te  di regolarit/~. 

L a  condizione di WIENER si fonda  sui t.~):metti di potenziale  conduttore 

e di capaci t& 

Nel easo classieo, dato  un  dominio  l imi ta to  D con f ron t ie ra  oppor tuna-  
mente  regolare,  la  funz ione  a r mo n i c a  in CD, in f in i tes ima  a l l ' i n f i n i t o  ed 
eguale  ad uno sul la  ~D, i5 il potenziale  eonduttore~ ment re  la massa  ~,:~tale 
del la  d is t r ibuzione  eor r i spondente  a tale potenziale  b la eapacitfi.  Mediante  
la sua  soluzione genera l izza ta  del p rob lema  di DIRICHLET, WIENER assoeia  
a l ia  f ron t ie ra  di un  a rb i t ra r io  ins ieme aper to  l imi ta to  u n a  funz ione  e una  
cos tante  che genera l izzano il potenzia le  eondut to re  e la  eapac i tk  e coincidono 
con quel l i  classiei  se de t ta  f ront ie ra  6 su f f i e i en temen te  regolare .  

(l) Cfr. per esempio F. VASILESC0~ La notion de capacitd, Paris, 1937, La notio,~ de 
point:irvdgulier dans le probl$me de Dirichlet, Paris 1938. 

(~) ~. WIB~ER, The Diriehlet problem~ ~ J. of Math. and Phys. Massachussetts Inst. of 
Tecnology., I I I  (192i) ; per una semplificazione dei ragionamenfi di ~V1F~NER cfr. O. D. KI~:I,- 
LOGG, Recent progress with the DirichZet problem, . Bull. Am. ~1ath. Soc. ~ 32 (1926) t; F~,~n- 
dations of potential theory, ]Berlin 1929. 
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0rbanc,  se, anT, ich6 riferirsi  at problema di DIRICl~r,E~ per l ' equazione  
di LAPT,ACE, ci si r iferisca al pri~no problema di valori  al contorno per  l 'equa- 
zione del calore, anehe in questo caso si presenta  l 'oppor tuni th  di una distin. 
zione ira punt i  regolari  e punt i  irregolari.  Cib ~ stato fatto da P~,~owsy:~ (~), 
il quale, fondandosi  suI metodo della funzioni superiori  e inferiori  di PERRO~T, 
ha assegnato delle condizioni stffficienti di regolarit~ e delle condizioni sub 
ficienti  di irregolarit~. 

In  una  praeedente  Nora (~) si b mostra ta  la possibilit~ di estendere al 
problema ora detto anche la soluzione generalizzata nel senso di W~ENER; 
nel prasante lavoro, fondandoci  su tale soluzione, in t roduciamo un analogo 
del potenziale condut tore  e un analogo della capacitY; sul la  base di questi  
concerti si di~ succass ivamente  una  condizione sufficiente di irregolarittt  e 
una condizione suff iciente di regolarith. 

I1 comple tamento  di questi  r isultat i  e la loro estensione al caso generale  
(qui l imitati  al piano) nonch~ lo studio della s t ru t tura  del l ' ins ieme dei punt i  
irregolari  sar~ oggetto di una  successiva ricerca. 

1. In  tutto il seguito diremo regolare uu areo y di equazione x ~-X(Y), 
0 ~ y  ~ a, con ;((y) cont inua  ins ieme alla sua darivata p r ima  sa 0 ~ y_C a. 
Ind icheremo con S la striscia O ~ y ~ a  e con S~(y), S~(?) la semistriscie 
0 ~ y _~ a, x ~ Z(y) e 0 ~ y ~ a, x > X(Y) r ispet t ivamente.  

Proponiamoei  di de te rminare  una  funzione u(x, y) cha in S~('[) e in S~(y) 
sia soluzione ordinar ia  de l l ' equaziona  

(1) 

si anaul l i  per y ~ 0, 
punto  (X(0), 0). Poichb 
un sempli~e strato 

(2~ 

~ ( u )  - -  u ~  - -  u ~ ,  - -  0 ,  

x ~),(0),  e sia eguale a l i ' un i th  su ?, prese indendo dal 
"( ~ regolare si pub espr imere  u(P) (P ~ (x, y)) coma 

Y 

u(P) = [~(~)U(x, y; x(~), ~)d~, 
0 

essando U(x, y; ~, ~ ) - -U(P,  Q) la soluzione fondamenta le  di (1) (se riguar- 
data nelle variabili  x, y). Da (2) si ha 

Y j (3) ~t(~)U(x(Y', Y; X(~', ~)d~ - -  1, 0 < y ~ _ a ,  
0 

(3) I. PETROWSKh Z~r ersten Randwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung, • Compo. 
sitio Mathematiea ,, 1 (1935). 

(4~ B. PINI~ Sulla soluzione ge~eralizzata di Wiener per il primo probtema di valori 
al  contorno nel caso parabolico, ,, Rend. Sem. Mat. Padova  ~, X X ] I I  (1954). 
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(3) 

o v e  

the,  moltiplicata per d y / V z - - y  e integrata da 0 a z, si trasforma, in seguito 
a inversione net l 'o rd ine  delle integrazioni e successiva derivazione rispetto 
a z, nel l 'equazione integrale di VOI~EI~RA di seconda specie 

1 1 f ~H('~, z) 
~(z) --- ~Vz ~, ~ ~(~) 3z d~ 

0 

t ~ ( z )  - -  

si ha the  

f 1 UIX~y), y; X(~), ~)dy. H( . ) =  V 
"0 

Osservando che 3H/~z~L(B,  z ) / V z - ~  con L('~, z) funzione continua 
in ~ e z per 0 < y ~ a ,  0 < z < a ,  e the  percib 

/~ V-~ - 3 z /  1 t ~ H l d ~ < + o c ,  ' 

1' equazione (3') ha una soluzione continua, per z > O. Da una prima iterazione, 
avendosi 

/" 1 [" 3H(~, l)OH(t, z) l 1 1 3H d~ - f  dt ~(~)d~, 

0 0 "[l 

lim zc~v z ~t(z) --- 1. 
z---. o+ 

~] facile r iconoscere the  la funzione u(P) definita da (2)--(3)  ~ tale che 
0 < u ( P ) <  1, ed ~ continua in tutto S escluso il punic (x~O), 0). 

Poieh~ i ragionamenti  sono gli stessi in S~(y) ed in S.~(y), r i fer iamoei  per 
esempio ad S~(y). 0sserviamo the  per x - - * -  c~ si ha lira u ( P ) -  0 uniforme- 
mente  rispetto ad y;  scegliamo un X ( <  X(Y) per  O<y~_a) tale the  l u(x, Y) t< ¢, 
con e positivo ~ 1 arbi t rar iamente  fissato, per x <  X, e r iferiamoci alla por- 
zione X < x < X(Y), 0 < y < a di S~. Supponiamo the  in un punto P~ ~ (x~, y,) 
interno a tale dominic sin u(P~)> 1 + ~ (~ > 0). Consideriamo ann succes- 
sione i Y, ! decreseente a zero e chiamiamo D~,~+~ il dominic Y n + ~ Y ~ Y , ,  
X <  x < X(Y); in eiascuno di tall domini la u ~ continua (frontiera inclusa);  
per una propriet~ estremale delle soluzioni di (1), poich~ u ( P ) - - 1  su y e 
t u(P) t < ~ per x ----- X, il max u(P)  in D~, ~ sar~ raggiunto in un punto della 
carat ter is t ica ehe l imita infer iormente  D~,2, sin P ~ -  (x~, y~); tale massimo 
sarh > 1 + ~; r ipetendo il ragionamento si viene a individnare una succes- 
sione di punti i P , !  tali che per  ogni n ~ u(P.)> 1 + ~ ;  poich~ la succes. 
sione i Ya ! deeresce a zero e la i x,~ } ~ limitata, dalla successione {P,~ I si 
pub estrarre una successione convergente a u n  punto ,P della earat teris t ica 
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y = 0 ; 1' ascissa z di t)  non pub essere ( X i 0 )  perch6 u(x, 7,(0)) = 0 ; neppure 
pub essere x =: 7,(0) ; infatti ~tty) ~. 1 /nVy  + v(y) con v(y) finita, e eonseguen- 
temente 

y Y 1/1 / 
u(P) = ~  - ~  U(x, y;  X(~), ,}~d~-4- v(~)U(x, y ;  X('~), ~)d~; 

0 o 

ora il secondo addendo converge a zero per y--* 0-+- mentre  il primo 
costantemente < 1; allora in un intorno di (X(0), 0) sar/~ u ( P ) <  1 4- ~/2, 
mentre,  per quanto precede, 6 u(Pa)> 1 -4- ~. Dunque b u(P)< 1. 

Supponiamo~ora the  in un punto P~ sia u ( P ~ ) < -  ~ ($ > 0 ) ;  seegliamo 
la s, di eui si ~ parlato sopra, minore di ~, e in conseguenT, a scegliamo la X. 
Ragionando come si ~ gik fatto preeedentemente,  si viene a individuare una 
suceessione di punti  i Pn} convergente a (7.(0), 0) tale che u ( P , ) < -  $. Ora 

lim rrV.y I~(y)-~ 1 e quindi u(P) /~ eer tamente positiva per y abbastanza 
y -~,- 0 +  

piccolo. Di qui l 'assurdo. 
Proviamo ora t he  ht funzione ~(y) ~ non negativa. 
Supponiamo ehe per  un certo y~, tale (.he 0 < Y,z < a ,  sia ~(y~)~ 0 ;  per 

ragioni di continuit~ sar/~ ~{y)<  0 in tutto un intervallo y, <_y(_=y.~. Si ha 

Yu Yl 

0 0 

Y2 

4 - ]  t~(~)U(x(y~), Y.~ ; X(~), ~)d~ 
Yl 

on(l,, per l~ipotesi 

(4) " IL .,,)!7(./(y2) , y~ ; 7`(~), ~)d~ > 1. 
o 

Ora la funzione 

Yl 

j ~(~)U(x. y;  7J~), ~)d~, 

ehe in tutto il semipiano y y 0 ,  e.~clusi i punti del l 'areo x--7`,~y), O < y < 9 ~ ,  
soluzione regolare di (1), poiehb per y : - y ~  ~ <_1 ed ~ infinitesima all 'in- 

finito, b sempre < 1 ;  eib eontraddice la (4). 
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Essendo t~(y) la funzione definita dalla (3), chiameremo $otenziale condut. 
tore parabolico del l 'arco ~, la fun~ione 

v(P) = ]" ~(~) U(x, y ; X(~), ~)d~ 
o 

e diremo che IL(y) ~ la corrispondente distribuzione dt masse. La v(P) b deft. 
nita e cont inua in tutto il piano, escluso il punto (X(0), 0); ~ non negativa e 
non superiore a l l ' un i th ;  ~ ident icamente  nulla  per  y ~ 0  (escluso il punto 
(X(0), 0)), assume il valore l nei punti di T (fatta eccezione del punto (X(0), 0)) 
ed ~ soluzione regolare di (1) in ogni regione cui sia esterna la y. 

Consideriamo ora un contorno parabolico C costituito da due archi rego- 
lari ~', e y~ di equazione x--x,(y), x=7~(Y), O<y<b,  b>_a, con X~(Y)< 
< X(Y) < X~(Y) per O_<ySa, c da.1 segmento di carat teris t ica x~(b)~x~x~(b), 
y - - b ,  che eventualmente  pub ridursi  a an solo punto. Se u(P) ~ una fun. 
zione continua insieme a u~x e uy nel dominic D individuato da C e da 
y-~--0, detto ~IL l' operatore aggiunto di ~, si ha 

u(Q) = 1 ]' 
2--Vuc i IU(P, Q)ux--U~tP. Q)u]dy--UtP, Qmdx}-- 

/f 1 U(P, Q)~lT;(u)clP, 
2 V ~  

D 

essendo C percorso positivamente. Pe r  u(P)~  1, si ha 

2V~ - -  - f [u(P, O)dx + U,(P, Q)dy]. 
C 

Ora se v(P) ~ il potenziale conduttore parabolico di T, si ha  

2 V ~  2V ~ J  [ t J  
C C "t Y 

_ 1 f ( / [u(P, Q)dx + U,(P, O)dy])~(~)d~ = f 
$ C T 

if  Dunque l ' in tegra le  2 \ ' ~ .  (vdx + v~dyj ~ indipendente dalla curva C 

c 
d ' integrazione e coincide con la massa totale relativa al potenziale conduttore 
parabolico. Questa quantit/~ la chiameremo capacit& parabolica di T e la indi. 
cheremo con o. 

An~ali  di Mc~ematica 10 
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Un mode molto sempliee di esprimere la eapacitrl paraboliea b il seguente : 
eonsideriamo un eontorno C limitato superiormente dalla earatterist ica y :=  a 
e mandiamo y, e ~'~ a l l ' inf in i te ;  poieh~, per  I x }---*-l-c~, lira U(x, y; Z(~), ~ ) - - 0  
uniformemente  al variare di ,} da zero a y e di y da 0 ad a, si ha 

( 5 )  o = - -  i f  2V~ v(x, a)dx, 

essendo v(P) il potenziale eonduttore parabolico di T. 
Si ha ehe se 7 e un  arco regolare e T, e T.2 sono gli archi in  cui T 

scomposto da un  sue punto,  delle o~, %, % le corrispondenli ~apacilfi, parabo. 
liche, 

(6) o,¢ > %, o ~ % ,  e ~ < % + % .  

Sia x - -  X(Y), 0 <_ y 5~ b, 1' equazione di T ; x - -  Z(Y), 0 < y .< a, e x ---~ Z(Y). 
a _ < y < b ,  (a <b) ,  quelle di T, e T~. Siano v(P}, v g P ,  v~(P) i potenziati con- 
duttori parabolici e tL(y), bh(Y), ~t,(y) le relative distribuzioni di mas,~e. 

La pr ima relazione (6) ~ immedia ta ;  poich~ ~(y)---l~,(y) per 0 < y_< a, 
si ha 

b a 

=-t > "t = %. 
o o 

Per  provare la seconda relazione basra far vedere ehe v(P)~_%(P) e 
r ieordare l 'espressione (5) della eapaeitrl parabolica. Allo scope ragioniamo a 
sinistra di T (a destra si pub ripetere io stesso ragionamento). Proviamo dun. 
que ehe per a ~ y < b ,  x<X(Y),  ~ v ( P ) -  v,~(P)>O. Infatt i  v(P)- -v . , (P)  b~ 
positiva l~er x < x(a), y = a ,  ed 6 nulla per x - - z ( y ) ,  a < y < b ;  v ( P ) - .  I per 
P - .  (x(a), a), mentre  %(P) ~ diseontinua in (z{a., a) con valori eompresi tra 
0 ed 1. Ora, se fosse v ( P ) - - v g P ) <  0 in un punto P , ,  sia per esempio 
v ( P , ) - - v ~ ( P , ) - - - - a  ~, con un ragionamento del ripe di uno girl, pifi volte 
usato, si vede ehe da eib seguirebbe la esisten~a di una suecessione {-Pa } di 
punti  con i y,, } decreseente ad a, tale (.he v ( I ~ ) - - v ~ ( P , ) < - - - : d  per ogni n ;  
tale successione di punti  deve convergere a (z(a), a) percht~ nei restanti punti  
della caratterist ica y =: a 6 v(t)~--v.~(P) > O. Ma per n abbastanza grande 6 
v(P,) > 1 - -  a"~/2 e ei6 eontraddiee ta v(P,,) < %(1~,) - -  a" ~ i ~ £". 

Proviamo era la terza delle relazioni (6). Poich5 WY)--I~(Y) per 0 < y < a ,  
basra provare ehe 

b b 
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o, per l 'espressione (5) della capacith paraboliea, ehe 

y y 

f / Y; X(% ~)d~, a < y ~ b .  

Chiamiamo w(P) il primo integrale ; esso ~ continue per a < y < b ,  x < x ( y )  
(ragionando sulla sinistra di y ;  sulla destra il ragionamento b lo stesso); 
infinitesimo per P ~  (x,a), a) e hullo per y - - a .  Ora .w(P)~v~(P)  ~ nullo 
per y - - a ,  x ~ .  x(a), 6 negative per x-~--X(y), a < y < b .  Se in un punto 1)~ 
fosse w(P~)--v~(P~)--a~,  col solito ragionamt,nto si individuerebbe una sue- 
cessione i P , !  di punti convergentc a (X~a), a) tale che w ( P n ) ~ v , ~ ( P , ) > ~ :  
per ogni n. Tenendo presehte che ~t(y) 6 continua per y - - a  e ehe ~(y)c,~ 
c , :~ l / s~¢y- -a ,  si rieonosee che 

n,( l',,) - %(15~) = / [~(~)- ~(~)]U(x,,  , Y,, ; X~), -~)a~ ~ / 0  

non appena n 5 abbastanza grande. ])i qui l 'assurdo. 
])al ragienamento era  svelte scgue che relazioni analoghe al la  (6) sussi. 

stone anche per i potenziali condutlori parabolici, cio~ 

~(;') v(P) > v,(P), v(P) > %IP), v(P) < v,(P) + v,(P). 

]noltrc le l)rime due delle (6) si generalizzano immedia tamente  nel sense 
the  la capacit~ parabolica di un  arco ~ non inferiore alla capacit~ parabolica 
di un  arco apparlenenle ad esso. 

Sia era  ~. un arco regolare di equazione x - -  X(Y), 0 < y < a .  Proviamo 
che la capacit~ parabolica dell' arco x ~ X(Y), a - -  ¢ < y < a, tende a zero 
insieme a s. 

Premet t iamo la seguente osservazione: sia y~ un altro arco regolare di 
equazionc x - -  XgY), 0_< y < a, con Z~Y) ~ X~ (Y). Siano v(P) e vdP) i relativi 
potenziali conduttori  parabolici. Allora se P 6 un punto di S~(y,), ~ v ( P ) ~  vdP) ;  
infat~i v~(P)--v(P) ~ non negative su y~, nulla per y - - 0 ,  x > X~(0); era  se 
in un punto P~ di 5':(~,~) fosse v(P~) ~ vdP~), sia v(P~) --v~(P~) ~ B(B > 0), con 
un ragionamento di eui ci siamo serviti altre volte si verrebbe a individuare una 
sueeessione di punti {P,, } convergente a (X~(0), 0) tale che v(P,)--v~(P,,)>__ 
per ogni n. D 'a l t ra  parte se ~(y) 6 la distribuzione di masse relat ive a v~(P), 
poich5 a v(P) si pub assoeiare una distribuzione continua di masse ~(y) tale ehe 

y 

v(P) =./ '~(~)U (x, 

o 

Y; Xl(% ~)d~ in S~(y,), 
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e poichb, i~,(y) oo 1/nVy- per y - 0 + ,  la 

v, (P , , )  - v(P, ,)  - -  ~,(~) - -  ~(-~)~1(~,,, y , , ;  ×,(~), ~ )d~  

0 

riesce positiva per n abbastanza grande. Di qui l 'assurdo. Analogo ragiona- 
mento se ci si r iferisee ad S~(y) anzich/~ ad S.2(y). 

Cib premesso, racchiudiamo l 'a rco y~ di y compreso tra y - - - - a - - ~  e 
y = a(~ > 0) in un rettangolo di cui due lati appartengano alle ret te x== x~, 
x-~x~x~ <x2) e gli altri due alle carat terist iche y=: a - - ~  e y - - a .  Se v,(P) 
e v~(P) sono i potenziali eonduttori  parabolici dei primi due lati, si ha 

~e, x a + 0 0  

' "  (f / ) , , - , ,  
v,qx, a)dx +.  dx + ,(x, a)dx < ~ + 2 V - - ~ t -  

tenendo presente e h e l a  capacit/~ parabotica del segmento ::---0, 0 < y _< h 
eguale a 2Vh/~:.  0 r a  se il rettangolo anzidetto ~ il pifi piccolo tra quelli 
ehe contengono y~, per ~- - -0  anche x ~ -  x~ ~ 0 e quindi cv~---0. 

Sia ora Po un punto ed E un insieme di punti  appartenenti  a un semi- 
piano y < y ~  con y~ ~ Y0. Consideriamo le curve ~(P0 ,  r) di equazione 
U(x,, Yo; x, y ) - - 1 / r ( r >  0) e sia ~)(Po,r) il dominio timitato che ha ~(Po, r) 
per eompleta frontiera. Sia rg l ' e lemento di separazione delle due classi di 
numeri  positivi r '  ed r" per eui ~(P0,  r') contiene E e per cui esistono punti  
di E esterni a ~)(P, r"). Sia inoltre r~ l ' e lemento  di separazione delle due 
elassi di humeri  positivi r '  ed r" per cui ~)(Po, r') non contiene punti di E 
e per  cui ~)(Po, r") contiene pu~iti di E. Chiamiamo r q ed rj, la pii, grande 
e la pi~ ~iceola distanza parabolica Po da E. Orbene, se y ~ l 'arco regolare 
x---X(Y), 0 < y ~ a, ed ~ Yo > a, se vIP) ~ il potenziale conduttore parabolieo 
di y e ~ la sua capacit/~ parabolica, si ha 

(8t 
0 

a 

o -- r~ 

2. Estendiamo ora i risultati del n. 1, al caso c h e y  sia un arco x =  X(Y), 
0 <  y_< a, con Xly) una funzione the  supponiamo soltanto continue. 

Allo seopo premett iamo alcune osservazioni. 
1) Sia Y un arco regoIare x~-~-X(y) , O S y < a ,  e iT,,! una successione 

di archi regolari, con T,, di equazione x X,(Y), tali che X Y, <-- X,.(Y)_:~ X--J(Y) 
per O < y ~  a, n ~ 2 .  Sia v,,(P) il potenziale conduttore parabolico di y,,. 
Supponiamo inoltre t h e  sia lira Xn(Y'-X(Y) uni formemente  su O_<_y<a. 

H ,..-e- OO 
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Allora, comunque si fissi un punto P con $ > X(Y), 0 ~ y ~ a, ad esso corri- 
sponds una ~-~ tale che x ~ X,~(Y) per n :> n ;  la successions va+~(P), v,~+.(P), ..., 

monotona non crescents  in P. Dunque in sgni dominio appar tenents  ad 
• S,(y), per una proposizione analoga al secondo teorsma di t~ARNA(~K, la 

successione i v,(P)! converge uniformemsnte  a una £-funzione v(P). Dimo. 
striamo the  v~P) coincide col potenziale conduttore parabolico v(P) di y. 
Poich~ in ogni punto a destra  di y la l v,(P,l ~ non crescents  {almsno da 
an certo n in poi) e v,,(P)~ v(P) (per n abbastan~a grands), sarh v (P )>  v(P) 
(a destra di ~,). Ora v(P)--v(P) ~ nulla per y-----0, x :>zI0) ,  ~ nulla per  
x--X(Y), 0 ~ y ~ a ;  inoltre in S~()') b compresa tra 0 ed 1 ed ~ ivi una  
£-funzione regslare.  Di pifi ~ svidentemente  

a 

lim f [v(x,,(Y), Y ) -  v(X,,(Y), y)]~dy---O, lira flY(x, y)--v(x, y)]:dy--0 
o o 

e quindi, per an  teorema di unicit'h stabilito in altro luogo (~), dalla oonver- 
genza in media a zero segue the  v ( P ) ~  v(P) in S~(y). 

Analogo ragionamsnto in S~(y). 
2) Si~no ora T~ e ~'~ due archi regolari ~--X~(Y), x--X~(Y), 0 <  g < a, 

con X,(Y)~ X~(Y) per 0 ~ y < a .  Siano v~(P) e v~(P) i relativi potsn~iali 
conduttori parabolici. Sia D il dominio 0 < y ~ a ,  X~(Y)~X.:(Y). Chiamsrsmo 
potenziale conduttore parabolico di D la funzione w(P) cost definita 

w(P) -- %(P) per x ~_ X~(Y), 0 < y < a, 

w(P) = v.~(P) per x ~> X~(Y', 0 < y < a, 

X,la) 7.~(a) ~-oo 

1/U(x,y;(, a)v,(~.,a)d~ [U(x, y; ~,a)d~ +]'lJ(x, y; ~,a)v.,(~,a)d~) 

--~ ~,(a) x.,(a) per  y > a. 

Se ~,~ e ~'~ convergono uni formemente  a y, al lora w(P) converge al poten. 
ziale conduttore parabolico di y. 

(~) Gfr. B. PtNJ, Sui punti  singolari dells sotuzioni dells equazioni paraboUch6 lineari, 
, A n n a l i  Univ .  ]~el~'ara.,  Sez. V I I ,  Sei. :~Iat, vol. I I  (1953). 

Veramente  nna  proposizione del la  /%ta  ora citata ~ a t tua lmente  applicabi le  immedia-  
tamenle  se come curve appross imant i  ¥~ si considerano le pari icolari  curve  ?,~* di equazione 
x~-~ X(Y)~ t~, co n ~t n I successions decrescento a zero. Perb  ad ogni 7n si pub associare 
una  ~'~* tale the  Xn(Y) ~ X(Y) -I- t~ per 0 ~ y ~___ a ; detto al lora v,~*(P) il potonziale conduttore 
parabolico di ~*~ e v*(P) il l im v~*(P), in ogni punto  di $2(¥) si ha, a lmeno per  ~ abba- 

s tanza grands ,  v,~*(P) ~ vn(t ~) e quindi  v*(P) ~ v{P) ~ r iP )  ; av(mdo.~i v*(P) ~ v(l?), segue 
l' asserto. 
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L' integrale  

(9) 2V~. (wdx + w~dy) 
C 

esteso ad un eontorno parabolieo C (pereorso positivamente) costituito da due 
arehi regolari x = ~ , ( y ) ,  x--,O~(y), o < y < b  (b >a),  eon 'Ot(y) < ~b~(y) per 
0_<_.y < b, e ~Pl(Y)< L(Y), 7.~(Y)~ ~..,(Y) per O ~ _ y < a ,  e dal segmento di carat- 
teristica y = b ,  ~b,(b)<x<~.2(b) (eventualmente costituito da un solo punto), 

indipendente da • C; infatti se C' ~ u n  altro eontorno del medesimo tipo e 
eontenuto nel dominie limitato da C e dalla earat teris t iea y - - 0 ,  detto D(C, C') 
il dominie limitato da C, C' e dai due segmenti  della earatterist ica y - - 0  
ehe hanno per estremi gli estremi di C e C' di aseisse r ispet t ivamente minori 
di Xl(0) e maggiori di X~(0), si ha 

o li,o : +,o:<,.), 
DIC, 09 C C' 

se si tiene presente t he  w(P)--= 0 per y == 0. 
Poich~, se y~ e "I% convergono a ~., l ' in tegra le  (9, converge alla capacith 

parabolica di y, lo chiameremo eapaeith paraboliea di D. Di essa possiamo 
dare la seguente rappresentazione 

Z, (a) +oo 

, (f: /; 2V~ i(x, a)dx + X~(a) - -  x,(a) -t- ~(x, a)d~) 

ehe si ottiene in mode analogo alla (5). 
3) Consideriamo il dominie limitato D individuato dagli archi regolari 

T, e "?~ di equazioni x X,(y), :r = 7..,.~y), 0 < y <( b, ('/.,(y) f X.~(Y)) e dnlle carat- 
teristiehe y - - O  e y - - b .  Siano L , ,  "f',~ e ?-2,, "1'~ gli archi in eui ia e , rat te-  
ristiea y = a ( 0 < a  -/. b) seompone ?, e ?.~; D, e D.~ i domini in cui y = a  
scompone D (intendiamo che -f,, e y~, appartengono al semipiano y < a ,  y,.~ e 
~,~ al semipiano y>._a). Sian[, w(P~, w,(Ph w,(P~ i potenziali condlitiori para- 
bolici di D, D,,  D~; v,,(Pj, v,.IP), vdP) quelli di "i',~, L,~, T, e v.2,~P), v.~(P~, 
v.>~P~ quelli di ?~,, ?.~, y.. Si ha w ( P ) - - w ( P ) = v , , ( P ~  in S,(L,), w~(P)=%,.,(P) 
in S,('f~'*, Iv(P) = w,(P) = v,,(P) in S.i'?.~, ), w,(P) - -  vv,(P) in S.,(T~. ~) ; inoltre 
n, P) -=: v,(Pl in S~%), wf P) - -  v.~( P) in S.~('i'..,). 0ra,  per qua.nto si 7~ visto 
preeedentemelite,  in S~('f~) ~ v~(P, ~ v, ~(P), v,(Pj > v,~(P), v~(P, < v~,(P) .-t- %.~(P), 
mentre in S~(~'~) ~ %': P~ ~ vs,(P, v.:(Pi > vv~(P), v,(Pj .iv~,(P) + v~(P;. Osser- 
wire eib, ~ immediate  t he  in S,((,.~j 0 in S.~(?.v~ 5 w(P)>iv,(P) e cosi pure. 
w(P) :> w~(P.. ]lloltre per y - -  b, x / 7.~b) 6 w p )  - -  v~(P) < v,,(P) -i- v,~(P) < 

< J ,  < -  , i~ < w , ( P , + w . I P J :  per y-----b, x,(b) - x  X.>(b, w(P)~-- tv , : (P)--I  e w , ( P ) i 0 ;  
per y = b, z ~ 7,..(5) 5 w(P) = v.~(P) _": v.~(P) -i- v,,~(P) < w,(P) -i- w~(P). Pertanto 
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~ sempre 
w(P) > w,(P), 

Poich~ inoltre 

w(P) > w~¢P~, w ( P  < w, (P)  + w~(P). 

r isul ta  

cx~ > CD, . C1~ > CI),, C1~ <_ CD, + CD.~ . 

Queste relazioni e quelle di sopra relative ai poten~iali conduttori  para.  
bolici, estendone al cas~ in esame le (6) e (6'). 

P r e m , s s e  le osservazioni 1), 2) e 3), eonsideriamo ora l ' a reo  ~, di equa- 
zione x --- X(Y), 0 _< y ~ a, con X(Y) soltanto continua. Sia x ----- X,JY), 0 < y < a, 
n ~ 1, 2 .... , una successione di funzioni continue con le derivate prime tall 
t h e  X(y )<x , , ( y )<v~ , , _ , ( y ,  per  O < y < a ,  ~ : 2 ,  e lim X J Y )  X(Y) uniforme- 

mente su 0 < y < a. Siano v~(P), v~(P),..., i potenziali eonduttori parabolici  
delle curve ~'~, Y.2, .... ora considerate e v,(P), v.AP) , ..., le fanzioni cosi definite 

1 per 0 ~ y < a, X, y) < x < X,,(Y) 
v,,( P)  -~ - -  - -  - -  

v,,(P) ~ 0 _<_ y < a, x > X,,(Y). 

Le funzioni v,,(P) in S~(y) sono tutte ~-t ,revalenti  e la successione 
{v,.(P) I ~ una successione non crescente di funzioni non negative e < 1 ;  al- 
lor~, per un teorema analogo al secondo teorema di H.~]~ACK, essa converge 
a una funzione v(P), uniformemente in ogni dominio appar tenente  ad S~(T) , 
ehe b ivi soluzione regolare di ~(u)-~O. 

Questa funzione v(P) ~ indipendente dalla part icolare successione !y,, 1. 
]nfatt i  se {y* l e nn' altra successione dello stesso tipo, detta v*(P) la fun- 
zione che tes ta  individuata in corrispondenza di questa,  avendosi v , ( P ) >  v*(P) 
e v*(P)  > v(P), scgue v(P) > v*(P) ~ v(P) onde v*(P) ---- v(P). Tale funzione 
coincide in S~(y) col potenzia.le condnttore parabolico di T se ~' ~ regolare (in 
base al l 'osservazionc ])). 

Se poi si eonsidera una successione di archi approssimanti  y da sinistra 
anzichb da destra, si viene a individuare anche nella banda  S~(y) una £- fun .  
Mone. La funzione che coincide con la prima in S~(7), con la seeonda in 
S,(~,) e the  nel semipiano y > a ~ individuata dal l ' in tegrale  di Po~sso~ coi 
valori di quelie sulla carat ter is t ica y ~  a, si chiamer~ il polenziale  conduttore 

parabolico di y. Detta v(P) tale funzione, l ' in tegrale  
d.cx) 

1 f (vdx+vxdy ) 1 f ~V-~. =~V~. v(z, a)d~, 

1 " 1 1 
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ore  C ~ un contorno parabolico come quelti  indicati  preeedentemente  con ia 
stessa ]ettera, si chiamer'~ la capacit~ parabolica di ~'. 

Poichb il potenziale conduttore e la capacit'~ parabolici risultano i limiti 
del potenziale e della capacit'~ parabolici di un dominio parabolieo compreso 
t r a y - - - 0  e y - - - a  e eontenente ~,; si ha ancora t he  se y---~,~-i-y~ 

v~(P) > v~,(P), v~(P) >_ %(/'), v~(P) < ~(/') ÷ %(~'), 

relazioni ehe estendono le ~6) e (6') al caso di un arco soltanto eontinuo. 
Anche la (8) si estende al caso the  l 'a rco T sia soltanto continuo. 

3. Consideriamo ora un dominio parabolico D definito da X~(Y) ~ x ~ X~(Y), 
O ~ y ~ a  con X,(Y) e X:~y) due funzioni continue tali ehe X,(Y)~X~(Y) per  
0 ~ y ~ a ,  e sia Po un punto per esempio del l 'a rco -f~(x-----X~(Y). Si ~ gi~ 
visto in altro luogo (6) che Po ~ regolare se ~ tale per Dyo (intendendosi con 
tale notazione la porzione di D appar tenente  al semipiano y ~ y o )  6 la con- 
dizione necessaria e sufficiente di regolarit'k ~ che esista una  funzione ~-pre- 
valente continua in Duo , positiva in Dy0--P0 e infini tesima per P--~P,,. Di 
qui segue subito the  se P0 ~ regolare per il dominio D, lo ~ anche per ogni 
altro dominio contenuto in D e avente P0 in comune con D. In  particolare 
P0 ~ regolare se per esso si pub spiccare una semiret ta  appartenente  al se. 
mipiano y ~ y 0 ,  sia x - - x  0 - - - m ( y - y o )  con l m ] ~ - c ~ ,  tale the  per Y0--  

- -  ~ ~ y ~ y0(~ : )  0) sia X~iY) ~ X..(Y0) -~- m(y - -  Yo). 

s ~ ~ 
a 

/ " / 
I '.. .;I.. 

Fig .  1, 

In  queste condizioni si pub infatti  trovare un punto Q(4, ~)) con Y o -  ~ _~ 
~.Y ( Y o  e un numero positivo r tali che il dominio limitato di frontiera 
U(x, y; 4, ~j)---- i / r  abbia il solo punto Po in comune con Dy o. A ogni punto 
P del semipiano y ~ ~ esterno at dominio ora detto corrisponde un numero 
•(r ~ t~) rate che U(x, y; 4, ~Jt--1/o.  

(6) C f r .  1. e. i n  (4). 
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Allora la funzione 
1/r - -  1/~ per  ~/_< Y _< Yo (11) V (x, Y) 

una barr iera  per  Duo in Po. 
H a  quiudi  interesse esaminare  soltanto il case in cui 

min lira Xs(Y) - -  X~(Yo) = -  c~. 
u.--~uo - Y ~ Yo 

Possiamo anehe t rascurare  il case, in cui come si ~ gi~ visto (~) Po 
irregolare, del l 'es is tenza di un dominie di frontiera U(xo, Y0; x, y ) - - 1 / r  
contenuto in Du0. 

4. Sempre nel l ' ipotesi  the  P0 sia un punto di T,, indichiamo con T2,r 
1' arco di 7~ compreso t r a y - - Y o  e y - - Y 0 -  r e sia v,.(P) il sue potenziale 
couduttore parabolieo. Sussiste  il seguente teorema in tutto simile a un teo- 
rema di K~I~I~OGG : Condizione necessaria e sufficiente affinch~ Po sia regolare 

the, qualunque sia r, fiesta 

ltm v,.(P) = 1, P C Dy o - -  Dyo-~ - -  y2, r "  

P ~  Po 

La condizione ~ neeessaria.  Infat t i  se Po ~ regolare per  Dye, lo ~ anche 
per  D y o -  Dyo_~. (~ sottinteso t he  r non ~ ~uperiore al l 'a l tezza della striscia 
eontenente  Duo ) e quindi  dovrit verif icarsi  la precedente  relazione di limite. 

La  condizione ~ anche sufficiente, lnfat t i  sia r i ,  r , , . . . ,  una suecessione 
decreseente  a zero e sia r~ H r (qualora sia Y o -  r eguale alla pih  piecola 
ordinata dei punt i  di T~ si pub sempre pensare di aver  prolungato T~ al 
disotto della carat ter is t ica corrispondente a tale ordinata);  sia 72,~ l ' a rco  
di T~ compreso t r a y - - Y o  e y = yo--r, ,  e v~,,(P) il corrispondente potenziale 
eonduttore parabolico. Poniamo 

oo  

V(P) = ~ .  P). 
1 

Se P appart iene a 7~, allora ~ Y0 ~ Y e quindi in P sono nulle tut te  le 
vr,,(P) con n abbastanza grande, onde V ( P ) <  1; so P appart iene a Dyo 
--Duo-,.--72, ~ vi sark qualehe v~,(P)< 1 e quindi  V(P) ~ 1. Dunque 1 -  Y(P) 

una funzione £-prevalente ,  continua in Dyo--Duo_~--72,r, l imitata in D u o -  
- Duo._~ e con estremo inferfore positive in ogni dominie ottenuto togliendo 
da Duo--Dyo_~ un interne di P0. Poich~ per  ipotesi le v~.(P) convergono ad 

1 per  P"*Po, qualunque  sia n,  e la serie ~,,Vr~(P)/2 n ~ uniformemente  con. 
:t 

vergente,  si ha che 1 -  V(P)--~ 0 per  19 _+ Po- Esiste dunque  una barr iera  
per  Dyo --Dvo_~ in /Do e quindi  Po ~ regolare. 

(7) Cfr. 1. e. in (4). 

A~aB di Mo.~amatic~ 11 
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5. Sia ora "Cun arco di equazione x -  XiY), a ~ y ~ _  Yo, con XIY) continua. 
Sia ), un numero positivo :4: 1, per esempio ~. 1. I~,dichiamo con C(P,,, ),') 
la curva di equazione U(xo, Yo; x, y ) - - 1 / k "  per n - - -0 ,  ::L 1, -4-2, ..., essendo 

xo - -  X(Yo). 
Sia P~ un punto di "f appar tenente  a ~(Po, ~) e riferiamoci all' arco P~,P,. 

Chiamiamo S la striscia Y ~ Y ~ _ Y o  ed S~, S.~ le due bande in cui 7 divide S. 
Sul l ' in te rva l lo  y~ < y  ~Y0 resterh individuata una successione crescente 
YJ <Y2 ~ ' - .  <Y, ,  ~ - . . - <  Yo tale che l 'a rco e,, di ~. di equazione x - -X(y ) ,  
y , , ~ y ~ _ y , + ~ ,  b tutto contenuto nella corona [C(P, ,  kY~), C(Po, )~,~+i)], essen- 
do v~, v~,... ,  una suceessione di numeri  interi (positivi o negativi) non ne- 
cessariamente distinti. 

Gli arehi e,  possono anche venir ordinati raggruppando tra loro quelli 
eontenuti nella stessa corona, siano e~, ~, e,, 2, ..., e,,,h~(h,, < + ~ )  quelli con- 
tenuti nella corona, [~(P0, )"), ~(P0, )"+~)]. Indichiamo con c , ,  v, ( P ) e  c,,i,  
v,,,~(P) la capaeit'~ parabolica e il potenziale conduttore parabolico rispettiva- 
mente d i e ,  e di e.,~. 

, $2 

(11) 

Fig.  2. 

Cib posto, consideriamo la serie 

h~ 

cc -t-~ ~ k  ~n, k 

--00 A 

Si ha c h e s e  per un certo ).(0 < ~ < l) la serie (11) ~ convergente, allora 
P o d  irregolare per almenor una delle due bande S~, $2. 

Siano P,,P~ e PoP,~, gli archi x - -  x(y), Y~ ~ Y ~ Yo , e x ~ )~(y), Ym, 
y ~ y o ,  con m ' > m ;  m sia tale che risulti 
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Chiamiamo~V,,(P),~V,,,,(P), "V~, ,,py(P) i potenziali eonduttori paraboliei rispet- 
t ivamente di POP,,, PoP,,~, e P, nP,~,. Per  provare ehe Po b irregolare per 
almeno una  delle due bande S~, S~, si deve far  vedere che non /~ 

lim V,"(P) = 1 
P' -~  Po 

al tendere di P a Po in S ~  S . ] ' .  Nell ' ipotesi ehe eib si verifichi, esister'~ 
un in terne  J di Po tale che per ogni P di J . ( S - - S . y )  sar~ 

V,,,(P) > 3/4.  

Ora 

V.,(P) <_ V.,,(P) + V,",,.4P) 

e la eapacit~ Cm, di POP,,. tende a zero per m'--~ + c~, in base una osser- 
vazione gi'~ fatta. D' altra parte, fissato un ~ positive suffieientemente_.piceolo 
e un s positive minore di ~, si pub prendere  m' cosi grande ehe PoPm, sia 
eontenuto nel retLangolo y,", < y < yo, xo - -  ~ ~ $ < xo + ~, ehe il rettangolo 
y,,.  <_ y < yo, xo - -  5 < x < 2:o + $ sia eontenuto in J . S  e e h e l a  pifi pieeola 
distanza paraboliea, %,  dei s.egmenti s+(x = xo + ~, y,,,_<_ y ~ Yo) ed s-(z  = 
= x 0 -  ~, y,,,, < y < yo) da POP,,,,, ehe risulta positiva, soddisfi la eondizione 

r v > 4 0 , . , .  

Poieh5 su s + ed s -  6 

v,.,(P) <_ O"- 
r~ 

mentre  su s '+ ( y - - y m , ,  X(Y," ' )<x_<x o + 8 )  e su s ' -  ( y - -y ,~ , ,  x o - $ < x <  
< X(Y,~')) ~ V," , (P)=O.  

Per tanto  su s +, s - ,  s '+, s'-, 

3/4 < 1/4 + V,",,, (P) 

eio~ 

V,",,",(P) > 1/2. 

Ma V,,,,,",(P) ~ il limite di una sneeessione non creseente di funzioni le 
quali saranno tutte > 1/2 sui segmenti  anzidetti ed eguali  ad 1 in un intorno 
di z----X~Y~') sulla ret ta  y-~y," ,  (intorno beninteso variabile da l l ' una  al l 'a l t ra  
funzione) e poichb per y ~> y,n, sono soluzioni regolari di £ (u) - -O,  per una 
proprietY' estremale delle £-funzioni,  saranno anehe tutte > 1/2 nell ' interno 
del rettangolo y,", ~ y ~ Yo, xo - -  ~ < x < x o + 8. 

Percib in tale rettangolo 

02) v,",,.,(P) > i/2. 
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0ra  In minima distanza parabolica di Po da e~ ~ ),~,:+~, essendo e~ conte- 
nuto nella corona [~(-Po, ),~i), C(Po, ) , '~) ] ;  percib 

, . , -1 ,,~,-1 .~ I + ~  c, 1 
- -  m - - -  " a ' l i  - 

V,,~,,,e(Po)< E, v,(Po) < ,~, k;-~,<~. ,,, )#, 

e quindi anche, per  continuith, 

V~,~,(P) ~ 1/4 

in tutti i punti di S di un interne di Po, il che contraddice la (12!. 
In applicaaione del prora te  criterio di irregolarith diamo era un esempio 

di punto irregolare pifi riposte di quelli indieati nel precedente n. 3. 
Consideriamo la curva di equazione 

Sia ). un numero positive < 1 ed n , ,  n2,... , n~,.. . ,  una successione ero- 
scente di numeri  naturali. Indichiamo con P,~ il pnnto di y appar tenente  
alla carat ter is t ica y ==--ka*~ e con Q~ il ])unto appart__e~lente alla semiretta 
y = _ )2,% x ~ 0, e a l l a  curva ~(0, ),"). Detto e~ l 'areo P~P~ ~ di y, scegliamo 
su e~ due punti  P~' e P~" tali che l 'ordinata  del primo sia inferiore a quella 
del secondo, e chiamiamo e~ l ' a rco  P~'Pd' di y. Se sostituiamo 1 ~arco e~ con 
la curva costituita dai segmenti QvP~', Q~t~P./' e dal l ' a reo  e~, e cib facciamo 
per v--= 1, 2,. . . ,  si viene a individuare una nuova curva y. Ebbene, 6 possi. 
bile prendere la successione n , ,  n : , . . . ,  e i punti  P~' e P~", v - - l ,  ,,,~ ..., in 
mode tale che 0 riesca irregolare per la band£ a sinistra di y. 

La capacitg parabolica c~ di e~ ~ non superiore alla capacith parabolica 
c~ di ev; era non appena v ~ abbastanza grande, sin v ~ v, l ' a rco  e~ ~ conte. 
nuto nel r~ettangolo the  ha due vertici opposti in Pv e P~+~; perci6, per una 
osservazione fatta al n. 2, e~ ~ inferiore alla capacitg paral)olica di tale ret- 
tangelo, che 

(13) v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 - -  ) ,a- ,+,- , , , )  q -  - - ~  V i]~-),  ] [ 'V n ~ -  Vn~+,),={",+,-", ) ]. 
\r~  

II segmento Q~P~' ~ scomposto dalle curve C(0, X~), i-----1, 2,. . . ,  v - - 1 ,  
in v parti, siano, nell 'ordine,  8~,~, 8~,~,..., 8~,~. Se P~' b sufficientemente 
prossimo a P~, la capacith parabolica di 8~,~ differisce di tanto poco quanto 
si vuole da 

"4 

O r ,  i - -  - - - - -  . . . .  

V= 

Analoga osservazione se P~' si sostituisce con P~". 
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Allora, poich~ gli arehi  e.~ hanno da 0 distanza parabol iea  eguale  ad 1 e 
~ , i  ~ contenut, o nel la  corona [~(0, ) j- t) ,  C(0, ),~)], in base al precedente  tr i te-  
rio di irregolarit'~, 0 6 irregolare,  ed ev iden temente  per  la banda  a sinistra 
di T, se sono convergent i  le serie 

Y,~ c ~ ,  Zv i • 
y y 

D'a l t r a  parte, r icordando la (13) e l ' espress ione  di v~,,, si vede che si 
pub prendere  la suecessione n , ,  n~ , . . . ,  in mode che rieseano convergenfi  le 
serie 

o~ 

oo ~ i  . . . .  

(per esempio prendendo ),---1/2 e n ~ -  2~). 
Notiamo espressameute  ehe per  nessun  numero  posit ive ~ il dominie  

l imitato di frontiera U(O, O; x, y ) - - 1 / ~  ~ tut to eontenuto  nel la  banda a 
s inistra  di ~'. 

6. Pass iamo ad esporre un  eri terio di regolarit'h. 
Ind ich iamo con ? il solito arco di equazione x - -  X(Y), a < y < Yo, con X(y) 

cont inua  e nsiamo le stesse not~azioni in t rodot te  al l ' inizio del n. 5. Si ha che:  
Se esiste un numero intero ~ ~ 0 tale ohe, per dei humeri  k, 0 < ), < i, arbi. 
trariamente prossimi ad uno, si verifica the per ogni numero naturale n esiste 
un  areo e~ di "l contenuto contemporaneamente nella ~orona [C(P°, ),~--N), 
~(Po, )"~+~)] e nella Mriscia y , , -  k~n < y < y~ _ k2,,~'~, ed ~ divergenle ia serie 

(14) ~ ~-~ 

(eve c~ indica la vapacitdt di e~), allora P o e  regolare per enlrambe le bande 
S~ ed S~. 

Gominciamo col supporre  che l ' a rco  di -~ appar tenen te  a un arbi t rar io  
semipiano y_< ~) con y < Yo, sia regolare.  ]~ evidente ehe, fissato ad arbi tr io 
un numero  natura le  k, a lmeno una  delle  serie 

Z ,  ~"+ '  k 1, ;~,,+~, i - -  0 ,  1,  . . . ,  - -  

divergente.  Sia per  esempio divergente  la pr ima di queste.  Pon iamo 
rctr 

v,,,, ,,,,(p) = z .  ~ v~,,, (P) (m' > m) 
rcg 
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d o v e  v~,,(P) ~ il potenziale  eondu t to re  
parabol iea  ~,~. Su e ~' ,~.~ ~ 

v~..,(P) _< ~, _< v ,%,,_~) ( e )  - -  

parabol ico de l l ' a r eo  e~. di eapaci t~  

e quindi  

V,,, ,~,(P) < 1 + Z~ e~(,,,,-~) 1 '~"v e~ 

e quindi 

V~,, ,,,(P) < 1 + Z, 

v~(,,,~) i --- 2, 3, . . ,  m'  - -  m, 

---~-u(-~'---9- ............ < t + 
),~('~'-*) V), "~ - x~(*-~) 

1 mt C~j 

Eee. Perei6 sugli arehi  * ~ * ekm, #Jk(m.~{1)~ ""  ~ e k m ,  

e quindi  anehe  

(15) 

v.,, . ,(P) < 

m' G~i 

m < 
V ~  - x,~ V~,*-- ' i  ~ 

g~, ~ , ( P ) -  V ~ ' "  ~,~ .,, ~ V,,,, ,,,,( P) < l .  
1 + s2 cki 

Ma V.,, , ,y(P)fuori degli archi  e~i ~ una  ~- funz ione  regolare,  nul la  nei 
punt i  di o rd ina ta  minore  del la  min ima  ord ina ta  dei punt i  di et,.,~, sia #m, e 
in f in i tes ima  a l l ' inf in i te .  Perc ib  il sue mass imo 6 raggiunto  su tali a rehi  e 
quindi  la (15j /~ vera  dapper tu t to .  Ora il potenziale  condu t to re  parabolioo 
V(P) del l ' a roo  di y appa r t enen te  al ia s tr iseia #,,, < y ~ Be ~ uguale  ad 1 sugli 
a rehi  e~,,  onde V( P) > Vm, .,,( P). D'a l t r a  par te  e~ 6 contenuto  in una  corona  
[~(Po, ),vla),¢" ~(Po,  )'~'i+x)] con ki - -  N<__v~_<_ki, onde 

(16) ~, c~i > c~-, vA~ Po) > ~ --  ):ki-~ ), vk~: 

e quindi  

(17) 

m t ~ 
E 

m'  C~i " 
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Ma, fissato ad arbitrio un ~ ~ 0, si pub prendere  ). cosi prossimo alla 
unitfi e k cosi grande ehe sia 

)d v V). ~ - -  x 2k > 1 
- - 2 ;  

pot, fissato m, si pub prendere m' east grande che sia 

" c5 2 - - ~  

Inoltre  la (16) sussiste, per eontinuith, s e a l  pasta di Po si pone un ar- 
bitrario punto di un intorno J~ a bbastanzn piccolo di P0; allora per P in un 
intorno di Po comune agl ' intorni  J , , ,  Jm+~,-. . ,  J , , , ,  sarh 

I > V ( P ) >  1 - - ~  > l - - e .  

allora verificata, la condizione del n. 4 e percib P~ b regolare. 
Se pot si abbandona l ' ipotesi  che ogni area di ?, appar tenente  a un 

qualsiasi semipiano y ~ ~ con y ~ y, ,  sia regolarc, la condizione b l a stessa, 
come si riconosee ragionando sulle funzioni ehe al l imite definiseono i poten- 
ziali conduttori  parabolici. 

Diamo ora, appoggiandoci al provato cri teria di regolaritfi, un esempio 
di pnnto regolare cut non sono applicabili le condizioni di regolarit~ del n. 3. 
Questo esempio permette anehe di istitnire faci lmente un confronto con la 
seguente eondizione di regolarit'~ di P~'TROWS]~I : se p(y) b una funzione posi- 
tiva per c ~ y ~ O ,  decrescente  e convergente a zero per y ~  0 - - ,  e se %(y) 
e %(y) sono due funzioni continue tali che %(y)~. ~(y)  per c ~ y  < 0  
(potendo eventualmente  essere ¢~(0) - -  %(0)) e 

%(y) --  %(0) _> - -  2Vy lg p(y) , %(y) - -  %(0) < 2Vy-]-g ~(y) 

per v < y < 0, allora se l ' in tegrMe 

0 

f~(Y) V ]lg ~(y) ] dy 
Y 

divergente, i punti  (%(0), 0) e (%(0), 0) sono regolari per il dominio 
c _<_ y < ,0 ,  %(y) ~ x < %(y). 

Fissiamo un numero ),(0 ~ ), ~ 1) e eonsideriamo il segmento x - - O ,  
_ )2_< y < O. Indichiamo con P .  il punto (0, --),*~) e eonsideriamo i segmenti  
P2,,12,,-t-~, n =  1, 2, 

I1 segmento P~nP2,~+~ ~ eontenuto nella striscia - - ~ 2 , , < _ _ y < _  X2n+~ e 
nella corona [~(0, ?d'), ~(0, ~,"+x)] ed 

cap P~,,P~,,.~ ~ 
t 
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perch~ cap P2. I½.+1 ~ 2V). 2~ - -  ),~n+l/~. Sostituiamo ora ),1/4 a ;~. P2,,P~n+I si 
seompone nei segmenti  Q4.~Q~,+I e Q4n-l-lQ~n+2 appartenent i  r ispett ivamente 
alle striscie - -  )3, ~ y ~ _ ),~.+1/2 __ ),3.+1/2 _~ y < __ )~2.+1 e alle corone [~(0, ),"), 
~(O, ,~,,+1~,,)], [~(0, #,+1/~,), (~(o, ~,,,+1i~)] ed 

~,, (cap Q,.Q,,~+I cap Q,,~+,Q,.+2t _ ~,. 4- ~ / _ + oo.  

Analogo risultato si ha sostituendo ),~/s a k~/~, eee. 
Pertanto,  se si fissa ad arbitrio una sueeessione {x,~l eonvergente a zero 

e si indiea con ? la spezzata I)~PsP3P~P~P~... ore P2"+~ sta ad indicate il 
punto (x,, --(),2,+1 .~ ),~"+~)/2), si ottiene una eurva ehe si trova helle eondi. 
zioni del teorema preeedente.  Per tanto 0 0 regola~e per entrambe le bande 
in eui y divide la striseia -- ),~ ~ y ~ 0. 

D 'a l t ra  parte, se ei poniamo a sinistra di ~' e supponiamo ad esempio 
ehe sia xn ----- ((),2,+~ + ),2n+2)/2)1/4 ' detta x - -  %(y) l 'equazione di y, ~ ev idente  
ehe non esiste nessuna funzione positiva p(y) soddisfaeente le eondizioni di 
P~TROWS~:I e per  eui sia % ( y ) ~  2 V y l g  p(y). 

Pertanto il nostro criterio di regolarit~t non rie~ltra in quello di PE- 
TROWSKI ,  


