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R d s u m d . .  L 'au t eur  )J~ol, t~'e q~te la famil le  des fo~ctions continues ddfinies sur  des sous- 
e~,sembles fcrmds d ' u n  espace compact pe~t dtrc c o n ~ e  comme espace mdtrique. 

1. L'espace fonctionnel y x . _  Soient X et ¥ deux espaees mdtriques 
dent le premier est compact (~). Nous ddsignons par y x  l'esp~tce de toutes 
les fonctions continues y - ~  f(x), oil x parcourt l 'espaee X (tout entier) et 
oil y appartient fi, l 'espace Y;  la distance entre deux dldments f et g de 
l 'espace y x  est d6finie par la formule 

(1) I f - -  g ] = sup  I f ( x )  - -  g (x)I .  

Ainsi, par exemple, si X est un intervalle a ~ x _ ~ b  et ¥ est l 'ensemble 
de tous les hombres rdcls, la distance des fonctions f et g est la longueur du 
plus grand segment vertical contenu entre les courbes y - -  f(x) et y--g~x) .  

On prouve que la formule (1) confbre ~ l 'ensemble y x  le caractbre d 'un 
espace m6trique;  de plus, si Y est un espace templet  ~), y x  Pest  dgalement 
(w)ir [1] et [3]. p. 312). 

Ajoutons que la convergence d 'une  suite f , ,  f.,,..., vers f, entendue dens 
le sens de la ddfinition (1) (ce qui veut dire que lim I f , , - - f  I - -0) ,  signifie 

la convergence uniforme de eette suite sur X. 

2. D i s t a n c e  e n t r e  e n s e m b l e s .  - Avant de formuler le thdor~me qui prdsente 
]e sujet principal de cette note, rappelons la notion, due ~t HAUSDORF:~,  de 
distance entre ensembles. 

(i) U n  espaee est dit  compact  (au sens de FR]~CHET) lorsque toute suite inf in ie  do 
points  cont ient  une suite par t ie l le  convergonte .  

(~) On dit  q u ' u n e  suite do points  (d 'un  espaee mdtrique) •t, xs , . . ,  sat isfait  St la con. 
dit ion de Cauchy lorsqu '~ tout ~ ~ 0 correspond un k tel que  pour  n ~ k on a i xn - -  xk I <'- ~" 
Si toute sui te  sat isfaisant  ~t la condit ion do GAUCHY converge  ve r s  un point  appur tenant  /~ 
l ' e spaee  envisagd) mot espaee est di t  complet. 
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]~tant donn~s un point p de l 'espace m~trique envisag~ et un s o n s -  
ensemble  A (non vide) de cet espaee~ on entend par ~cart de p ~ A l e  
nombre 

~(p, A) = inf f P - -  x l. 

A e t  B ~tant deux sous-ensembles ferm~s et born~s (non vides) d 'un espace 
m~triqne X, on entend par distance (de HAUSDORFF) de ees ensembles, en 
symboles:  dist (A, B), la borne sup(irieure des ~carts ~(x, B) et ~(y, A) off x 
et y pareourent  respectivement A et B (voir [2] ou [3], p. 106). 

La famille des sous-ensembtes ferm~s et born~s (non videst de l 'espaee X 
est d~sign~e par 2 X. D~signons par (2x)~ la famille des sous-ensembles compacts 
(non vides~ de X. Tout ensemble compact ~tant ferm~ et borne, la distance 
de HAUSDOI~I~F attr ibue ~t eette famille le caraet~re d 'espaee  m~trique. Le 
passage ~ la l imite dans cet espaee est done d~fini par  l '~quivalence 

(2) (A, ~ A) ------ (lim dist (A,,, A) ~ 0). 

En rue  des raisonnements qui suivent, il importe de remarquer  que la 
notion de limite d 'une suite d 'ensembles pent 5tre d~finie aussi (d'une fa~on 
~quivalente), comme il suit. 

l~tant donn~e une suite d 'ensembles  A~, A~,..., on appelle limite supdrieure 
(topologique) de cette suite l 'ensemble Ls A ,  compos~ de tons les points x de 
la forme 
(3) x = lim xk,~ off xk,, E Ak,~ et k~ < k,~ < ... 

On appelle limite infdrieure ~ l 'ensemble Li  A ,  compos6 des points x de la 
forme 
(4) x ~ l i m x ,  off x , , E A , .  

n ~ c x J  

Si Li  A , - -  A "-- Ls A . ,  on ~crit A .... Lira A , .  
On montre que, si X est compact, on a dans l 'espaee (2x)~., idcntique fi 

2 X, l' 5quivalence suivante : 

(5) cA, -* A) ~ (A - -  Lim A,). 

Bien que dans la suite nous allons supposer - -  pour simplifier - -  q u e  
l 'espaee X (ainsi qne Y) est compact, il semble intSressant de remarquer  que 
l '~quivalence suivante a lieu dana l 'espaee (2x)c pour tout X (compact ou 
non)" 

(A, ~ A) ~- (A = Lim A,~ et A t2 A~ U A2 tJ ... est compact). 

Pour  s 'en  convainere, il suffit d 'Stablir  le lemme suivant :  
LEM)IE. - ~i les ensembles A, A~, A~,.., soul compacts et A , , - . A ,  l'ensemble- 

somme A U A~ ( A~ (2 ... est compact. 
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Soit, en effet, x,,EA,, pour n = 1, 2, .... Par  hypoth~se (el. (2)), 
lim dist(A,, ,  A ) - - O .  I1 existe done une suite de points p~, P2,"-  de A 
$1=r~ 

telle que 
(6 ~ l i m l p , ,  - x,,t----0. 

L ' ensemble  A 6taut compact, eette suite eonfient une suite part iel le 
convergente : 

lim p k n = p ,  d'ofi lira x k , , - - p E  A. 

en vertu de (6). 
La suite x~, x~,.., contient done une suite eonvergente. Cela prouve que 

l' ensemble A U A~ U A~ U ... est compact. 

3. L'espaee P(X, Y) des fonctions partielles.  - l~ous d~signons ainsi 
l ' ensemble  de toutes los fonctions continues d6finies sur  des sous-ensembles 
compacts (non-rides)  de l 'espace X et dont les valeurs appar t iennent  ~ l 'espaee 
Y. En d ' au t res  termes 

P(X ,  Y ) =  U yA. 
.4 ~ (2X}e 

D6signons par A; r ensemble des arguments  do la fonction f (c'est done 
un ensemble compact, par hypothi~se). ]Nous introduisons la notion de limite 
(inns P(X,  Y) q,,n admettant  la d6finition suivante. 

])~W~ITmN. - La suite f , ,  f . , , . ,  converge vers f, en symbole lira f , - - f ,  
lorsque n--~ 

1 ° At,,--- Ar (darts le sens dabli au 2V. 2), 
2" la convergence dR la su, ite f , ,  f~,. . ,  vers f e s t  continue (el. [3], p. 93), 

c'est-h-dire que la condition 

(7) lira x ,  ---- X, oh x ,  E At,, el x E A f ,  

entra~ne 
(8) lira f,,(x,) ---- f(x). 

La notion de limite 5tant ainsi concue, l 'espaee P(X,  Y) est un espace L* 
;taunt de la notion de limite, el. [3] p. 83). l~ous allons d~montrer  que eet 
eSl)ace est mdtrisable: 

T~:ORt:~,m. - En identifiant l'dtdment f e  P(X,  Y) avec le sous-ensemble 
E [ y - - f ( x ) ]  du produit cartdsien X X Y (:*) el en admettant eomme distance 

des ensembles f et g leur distance au sens de HAVSDO~FF, On mdtrise l'espace 
P(X, Y) sans affecter la notion de limite introduite ci-dessus. 

(~) On appelle produit cartdsien des espaees X et Y l 'espaco Z ~ - X X  Y composd de 
tolls les couples (ac, y) off x E X  et YE Y. Si les ospaces X et Y sent m6triques, l 'espaee Z 
Pest ,~galement, en adm(d.tant que la distance de (~c, y} h (x l ,  yj) est ! x - - x l l q - l y - y l t .  
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Autrement dit, on a l'dquivalence : 

(9) (f ,  ~ f) -=- (lira f ,  .~- f), 

la limite dans le membre gauche grant entendue clans le sens dtabli au 17. 2 
et la limite dans le membre droit grant celle de ta dgfinition du 2t. 3. 

4. [~emme. - Soient X et Y deux. espaces mdtriques. En faisant correspondre 
~ tout sous-ensemble compact Z de X X Y sa projection F(Z) sur l'axe X, on 
ddfinit une transformation continue de l'espace ('2x×Y)c en (2x)e. 

Posons, en effet, 

(10) Z - -  Lim Z , .  

Il s 'agi t  de montrer  que F ( Z ) - - L i r a  F~Z,), e'est-i~-dire que 

(11) Ls F(Zn) C F(Z) C Li  tf(Z.). 

Or, soit x E Ls F(Z~J. Il existe done une suite k~ .~ k~ ~.. . .  telle que 

(12) x - -  lira xk,, 
n ----" ¢ 0  

(14) 

xk. E F(Zk.). 

La formule (13) implique l 'exis tence d 'une  suite y~ ,  Yk~,... 

(x~., yk,,) E Zk.. 

telle que 

L ' ensemble  Z U Z, O Z.~ U ... 6rant compact  (d 'apr6s le lemme du N. 2), 
la suite (xk,, Yk,), (xk~, yk~), ... contient une suite partielle convergente. Sans 
affecter la g6n~ralit6, on peut admettre que cette suite partielle est identi- 
que 'h la suite route entibre. Posons done 

(15) y - -  lira Yk,,. 
q $ ~ . O O  

La formule (15), rapproch6e de (12), implique en vertu de (14) et I10) 
que (x, y)E Z, done que x E F(Z). 

La premiOre inclusion (11) se trouve ainsi 6tablie. 
Afin d '6tabl i r  la deuxibme, posons x E F(Z). 11 exi~te done un y tel que 

(x, y) E Z. D'autre  part, en vertu de (10), on a Z C L iZ , ,  ; il existe done deux 
suites x, ,  x2,.., et Yi, Y.~,... telles que 

lira xn - -  x, lim y,, := y et (x,~, y,J E Z,~, d' or1 x,, E F(Z~J. 

La premi6re et la dernibre de cos formules impliquent  quc x E L i Y ( Z , ) .  
i)'ofi la deuxi~me inclusion (11). 

et 

(13) 
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5. D~monstrat ion du th~or~me. - La d~monstration de l '~quivalence (9) 
se compose de deux parties. 

1) Admettons que 

(16) fn "~ f" 

D'apr~s le lemme du iN. 4, la condition 1 ° du N. 3 est remplie. I1 s'agit 
de prouver  qu ' i l  en est de m~me de la condition 2 °, c 'est-~t-dire que les 
conditions (7) impliquent  (8). 

Admet'tons done que les conditions (7) soient remplies. L ' ensemble  
f U f, U f~ U ... ~tant compact d' a pr~s la formule (16) et le lemme du N. 2, 
il suffit - -  pour ~tablir la formule (8) - -  de d~montrer  que route suite con- 
vergente extrai te de la suite f(x,),  f(x.~), ... converge vers f(x). 

Or soit 
lim f~,~(x~,~) " -  y. 

i 4 ~ o o  

11 en r~sulte d 'apr~s (7) que 

lira (xk , ,  fk,(xk,)) --- (~, y), 

d' oh en vertu de (16), on a (z, y)E f, c 'est-~t-dire y - - f ( x ) .  
2) Admettons que 

(17) lim f,~ -~ f. 

II s 'agi t  d '~tablir  la double inclusion 

(18) L s  fn C f C L i  f~ .  

0r  soit ~x, y ) E L s f , , .  On a done 

z = lim xk,, y - -  lim f~,{x~,,), off x~, E Ark , .  

On en conclut en ver tu  de (17) (cf. 1~. 3, 1 °) quc $ E A r  et que 
(cf. N. 3, 2 °) 

lira fk,,(z~,) - -  f(x), d' oh y - -  f(x), done (x, y) E f. 

La premiere  inclusion (IS) se trouve ainsi ~tablie. 
Afin de prouver  la deuxi~me, posons (x, y)E f, c'est-~t-dire y - - f  (z) et 

x E A  r. D'apr~s (17) on a (of. N. 3, 1 ° ) . 4 f c L i A f , ,  done 

x -- lira x ,  et x,, E A f , ,  
# $ ~ O O  

ce qui implique (8). En d ' au t res  termes 

(x, y) - -  lira (~, ,  f.(x,~)), d' oil (x, y) E L i  f,, . 
n~---OO 
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6. Remarques.  - 1) Dans le eas off los fonctions f, f , ,  f~,.., sent d~finies 
sur l 'espaee X tout entier, la condition lim f,----[ ~quivaut St la convergence 
uniforme de la suite f~, f~,.., vers la fonction f. On volt ainsi que ta d~finition 
du N. 3 g~n~ralise la notion de convergence uniforme sur laquelle a ~t~ bas~e 
la notion de limite dans 1' espace y z  (of. 5[ I). 

2) Admettons que los espaces X et Y soient complets. L'espace P(X, Y) 
m~tris~ par  la distance de HAUSDOI~FF (conform~ment au th~or~me du N. 3) 
n 'es t  pas en g~n~ral complet. 

Ainsi, par exemple, en d~signant par X et Y l ' interval le  0 ~ x ~  1 et en 
posant f ,(x)--x", on eonstate aussitSt que la suite des fonctions f~, f.~, ..., 
consid~r(les oomme sous-ensembles de l ' espace X X Y~ converge (au sons de 
HAUSDOI~FF) vers l 'ensemble compos~ des segments:  

0 _ ~ $ ~ 1 ,  y-----0 et 0 ~ y ~ l ,  x ~ l .  

Gette suite satisfait done St la condition de CAvc~Y sans ~tre convergente 
dans l 'espace P(X, Y). 

Il est cependant  St remarquer  que l 'espace PIX, Y) se laisse m~triser de 
fa~on complete (sans alt~rer la notion de timite, telle qu 'e l te  a ~t5 d~finie 
au N. 3) (~). Je  reviendrai  sur ce sujet ailleurs. 

7. Application ~ l 'd tude des continus localement connexes. - ~tant  donn5 
un continu C, on appelle distance relative (h C) des points x et y appurtenant  

C le diam~tre (5) du plus petit continu que unit  x St y duns C; d~signons 
cette distance relative par fc(x, y) (of. [6] ou [4], p. 180). On montre que, si C 
eat un eontinu localement eonnexe (6) (et duns c e c a s  seulement), la fonctien 
fc est continue (el. [4] p. 181, thdor~me 5). 

X 6tant un espaee compact, d~signons par P(X) la famille des sons- 
continus localement connexes de X. On confSre St P!X) le caract~re d ' u n  
espace L ~ en admettant  (avec MAZURKIEWICZ, voir [7]) que la suite C,, C~, .. 
converge vers C, lorsque les deux conditions suivantes sent satisfaites:  

1 ° Lim C , : -  C (dans le sens de HAUSDORFF), 
20 si lira x.,~--~ et lira y . ~ y  (off x , ,  y,~E C. et ~, yE C), la distance 

relative St C+: des points x+~ et yn converge vers la distance relative St C des 
points x et y. 

(4) En  appl iquant  un procSd~ g6ndral  concernant  ]a mdtrisal ion comple te ;  voi r  [5]. 
{~) On appelle  diam~tre d 'un  ensemble  la borne sap~r ieure  des distances mutuet les  de 

s o s  points. 
(~) Un  oontinu C e s t  dit  localement connexe, si h tout ~ - ~ 0  correspond un ~ 0 tel 

que tout couple de points x~ y dent  la distance est inf(:rieure ~ ~ se laisse unir  par  ulJ 
sous-cont inu de C de  diam~ire infSrieur  a e. 

Los cont inus ]ocaleme~nt connexes  eo~'ncident avec  ]es images cont inues de ] ' i n t e rva l l e  
0 _ ~ t < : l .  
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On constate aussit6t que les conditions I o e t  2 ° dquivalent  St la condition 

lira fc,-~ fc, 
} l ~  o o  

la limite dtan~ entendue darts le sens de la ddfinition du 1~. 3. I1 en rdsulte 
en vertu du thdorbme du N. 4 que l ' e space  P ( X )  devient  mdtrique en 
entendant  par  distance de deux eontinus loealement connexes C et K, la 
distance de HAUSDORFF des fonetions f et & .  

Ajoutons que, la distance ddfinie ainsi, l 'espace P(X) n ' e s t  pas en gdnd- 
ral c o m p l e t e t  que - -  eomme darts le eas de P (X ,  Y) - -  cette dis tance 
peut  5tre modifide de faTon que F espaec P ( X )  devienne complet (7). 
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