
Sulle equazioni alle derivate parzia,li del 2 ° ordiue, llneari, 
in due variabili iudipendenti, le cui soluzioni godono di 

proprietor integra,li rispetto ad una delle va,ria,bili ('). 

di AnDO @mZZETTI (a Roma). 

A Mauro Picone ~el suo 70 '"r' complea~t~o. 

~uato. - Sono individuate, sotto opportune ipotesi, ¢ugte le equaziQni linea~'i a derivate par. 
ziali del 2~ ordine~ in due variabili indipendenti~ te cui soluzioni godono di proprietd~ 
integrati rispetto ad una dette variabili, nel seJ~so specificato nella parte pr ima del n. 1. 
Tall equazio~i sono descritte negli enunciati conclusivi del n, 11. 

1. ln t roduzione .  - In  questo lavoro prenderemo in considerazione un 'e -  
quazione differenziate alle derivate par~iali del 2 ° ordine,  l ineare,  in due 
variabili  indipendent i  : 

(1,1) E[u] ~ a(x, y)u~.~ -~- ~b(x, y)u~y + c(x, y)u~, +2p(x ,  y)u~ + 
~-2~(x, y)uy + r(x, y)u = f(x, y), 

e no s tudieremo le soluzioni u(x, y) in un dominio T normale  r ispetto 
a l l ' asse  x, col proposito di r icercare le condizioni sotto le quali  le u(x, y) 
godono di propriet?t integrali rispetlo alla variabile y, nel senso che precise- 
remo fra breve. 

Supposto che T sia definito dalle l imitazioni :  

(1,2) xo < x < ~, ,  y,jx) < y < y,(x), [can x o < x~, yo(w) < y,(w) per  a~o < x < ~,], 

dal la  (1,1) segue, per  ogni x di (x.0, xi):  

(1,3) /E[u]v(x, y)dy--j f(x, y)v(x, y)dy, 
90/~) yo(a~) 

ore  v(x, y) denota  un ' a rb i t r a r i a  funzione cont inua  in T. /qoi d i remo ehe le 
u(z, y) godono in T di propriet'~ integral i  r ispetto alla variabile y quando (! 
possibile seegliere la funzione v(x, y) in mode tale the  la {1,3) equivalga ad 

(~) La~'oro (~seguito presso l ' ls t i tuto :Nazionale per lo Applieazioni del Oalcolo. 

A~nal i  di Mat~mat iea  6 
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un'equazione differenziale ordinaria (2) nell'incognita : 
yl(~) 

(1,4) U(~)----j J u(~c, y)w{x, y)dy, 
yo(x) 

eve w(x, y) o d la stessa v(x., y} oppure d u n a  funzione opportunamente legqta 
ad essa. 

]~ ovvio che questo fat to pub ver i f icars i  sol tanto in par t ico lar i  eondizioni,  
ma ci eonvinccremo subito ehe tali  eondizioni  vertono esc lus ivamente  sui 
eoeffieienti  a(w, y) , . . . ,  r(w, y) de l l ' equaz ione  (1,1} (e non sul dominie  T). Si 
t ra t ta  per tan to  di proprietor re la t ive  a l l ' equaz ione  s tessa ;  per  abbreviare  il 
discorso, le des igneremo sempl ieemente  come propriet~ l u. 

In questo lavoro verranno individuate, sotto opportune ipotesi, tutte le 
equazioni ehe godono di propriet4 I~. Questa r icerea,  ehe a p r ima  vista  pub 
sembrare  ar t i f ie iosa,  r iveste  inveee  una  eer ta  impor tanza  perchd 6 faci le  
convineersi  e h e  essa cost i tu isce  il presupposto per de te rminare  f ine  a quale  
pun to  sia appl icabi le  il metodo delle trasformate parziali nel la  r isoluzione 
dei problemi di in tegrazione del ls  (I.1), nel dominie  T, con appropr ia t  e con- 
dizioni al eontorno.  Il  successo di role metodo, in tant i  problemi partieo- 
lar i  (3), ha  consigl iato di i n t r ap rendere  questa  r ieerca  gene ra l e ;  in questo 
lavoro ne viene svi luppata  la p r ima  parte,  ment re  in a n  lav(~ro successive 
sarfi esposta la  seconda che pih p ropr i amen te  si r i fer isee  al metodo delle 
t rasformate .  

Ogni propr ie th  ] u proviene da u n a  oppor tuua  scel ta  del la  funzione trasfor. 
mante v(x, y). Dallo studio svi luppato  in questo lavoro r isul terh l ' e s i s tenza  
di equazioni  ehe ammet tono  un n u me r o  f in i te  di propr ie t~ in tegra l i  (o, cib 
t he  d lo stesso, di funzioni  t rasformanti} e di a l t re  t h e  ne a m m e t t o n o  infi- 
ni te ('); na tu ra lmente ,  ques~e u l i ime sono le un iche  da  prenders i  in conside- 
razione per  F appl ieazione del metodo delle t ras formate  parziali .  

I r i su l ta t i  o t tenut i  sa ranno r iassunt i  in tre teoremi enuncia t i  nel n. 11. 
Nello stesso n. si trover~t anchc  un altro enunc ia t e  che cara t ter izza  le equa- 
zioni per  le qual i  appare  possibile l ' appl icazione del metodo delle t ras formate  
parzia l i  ; tale enunc ia t e  costituirfi il punto  di par tenza per  il lavoro successive.  

{2) Tale equazione deve essere tineare, con coefficienti indipendenti dalla u(x, y); il 
termine note pub inveee dipendere dalla u [si vedr~ chevi  dipende attraverso i valori che 
la u e le sue derivate prime assumono sulle curve y~--yo{x), y~yt{xj]. 

('~) Vasiissima d ]a leiteratura a] riguardo (basla pensare a tutti i problemi tratiati per 
mezzo delle trasformate di LAPLACE, di :FOURIER, ece.). Ci limitiamo qui a citare i seguenti 
lavori: hi. PICONE [1], [2], [3], [4], G. ASCOL! [I], k .  GIilzz~'rTI [1], [2] net quali sono in 
part tempo enunciate alcune vedute di earattere abbastanza generale. I humeri fra [ ] si 
riferisceno alla ~ Bibliografia, posta in fine. 

(4) ~el compute de[ numero delle funzioni trasformanti (~ sottinieso che sono da riguar. 
darsi equivalenti due funzioni il cut rapporto dipenda dalla sola x (in particolarr;: sia eostante). 
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Lo studio delle proprietor I~ ha anehe interesse da un  altro punto  di 
vista. Le variabil i  x, y non hanno necessar iamente  il significato di coordinate 
car tes iane ,  ma possono in terpre tars i  come coordinate curvi l inee qualsiasi  nel 
piano:; in part icolare  le l inee ~ ~ cost. possono essere chiuse ed allora 
facile convincersi  che le propriet~ integral i  equivalgono a t eoremi d i  m e d i a  
analoghi  a quello di GAUVS per  le funzioni a rmoniehe  (cfr. G. AscoLI [1]). 
D~ questo punto  di vista meri terebbero uno studio pifi approfondi to quelle 
equazioni che ammet tono un numero  finito di proprietfi integrali ,  ma di cib 
non ci occuperemo.  

2. Enuneiaz ione  delle ipotesi ed impostazione del problema.  - D 'o ra  in 
pot ser iveremo selnpl icemente  a, b .... in luogo di a(x, y), b(~c, y), . . . ,  scr ivendo 
p(x.), ~(y), ... quando ci eapiter~ di incontrare  funzio~ii della sola w o della 
sola y. Sulle funzioni  yo(x), Y~{~) che definiscono il dominio T e sui coeffi- 
cienti  e te rmine  note de l l ' equazione  (1,1~ faremo 10 ipotesi seguent i  

t2,D yo(x), y,,'(x), y,,"(x.), y~{x), y / (x ) ,  y/'t~) cont inue  in (x0, x~), 

(2,2) a, ax, a~x, b, b~, b u, b~F,, e, cu, cuu, P, P~, q, qu, r, f cont inue  in T, 

supponendo pot di eonsiderare soluzioni u(x, y) della (1,1) e funzioni  trasfor. 
manti  v(x, y) lali da aversi :  

12,3j u, u x ,  u u, ux~ ,  uxu ,  uuu,  v, v~, vu, v ~ ,  v~u,  vuu cont inue  in T. 

Del l 'opera tore  E si pub per tanto  considerare  l 'opera tore  aggiunto E* per  
il quale  si ha:  

(2,4) E*[v] ~ (av)~x + 2(bv)~ u + (ov)~ u - -  2qpv)~ - -  2(qv)u -t rv, 

mentre  6 oppor tuno in t rodurre  anehe l' operatore di 1 ° ordine D* definito dal la:  

(2,5) D*[v] ~ (av)~ + {bv)u - -  pv .  

Riprendendo allora la (1 ,3)e  t rasformando l ' in tegra le  a pr imo membro 
per mezzo di oppor tune  integrazioni  per  p a r t i e d  applicazioni  del teorema di 
deriwlzione sotto il segno di integrale,  5 facile dare alia formula  stessa 
l' aspetto seguente  : 

yl(x) yl(x) yl(~) 

12,6) ~-~ u .  a v d y  - -  d x  u E*[v]dy F(~c), 

ore  si 6 posto:  
yl(~) 

j ' f v d y i +  t + (ay/~ - -  } - t -  u .  t (av)uY/~ 2(bv)uY/ + I f ( x ) - =  Iv • 2 ( a y /  - -  b)ux c)u u 

yo(~) 
+- (cv)u-+- 2 p r y , ' - -  2qv -t- a v y / '  !J~=y~(~) - -  Iv.  i 2(ayo' - -  b)u~ -~ (ay0 '~ - -  o)uu./-~- 

-t- u . i (av)uY~, ''z - -  2(bv)~yo' -~- (cv)u ÷ 2pvy  o' - -  2qv ÷ avyo" l ],=Uo(,~). 
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8uppo~iamo dapprima vhe il coeffi~iente a non sia identicamente hullo 
in  T. Allora dull '  esamo della (2,6} si scorge the  essa equivale  ad un '  equazione 
differenziale ordinar ia  dl  2 ° ordine in una U(~) del ripe (1,4) {e precisamente  
con w -  av), allora e allora soltanto che sia possibile scegliere la funzione v 
e due funzioni p(~), a(~c) della sola ~ in guisa tale the  r isul t ino verificate in 
T le due equazioni :  

(2,7J D*[v] - -  ~(x) . av, E*[v] - -  ¢~(x) • av. 

Se invec~ il eoeffi~iente a d identivamente nullo in  T, noi possiamo sup, 
porte che non lo sia uno almeno dei eoefficienti  b, p (5) ed allora la (2,6) si 
r iduce ad un 'equaz ione  differenziale ordinar ia  di 1 ° ordine in una  ?J(~) del 
ripe (1,4) (e preeisamente  con w--D*[v]) allora e allora soltanto c h e l a  fun. 
zione v d tale da aversi  

(2,8) E*[v] = oi~)D*[v] (in T), 

con a($) funzione arbi t rar ia  della sola w. ]~ ovvio the,  in questo case a ~ O, 
la ~1,1) gode sempre di infiaite proprietd I~ [ammessa na tu ra lmente  l' esistenza 
in T di soluzioni della (2,8)]. 

Rimane  percib da proseguire  1' analisi  dell '  altro case t h e  comporta,  come 
si d visto, lo studio del s is tema (2,7). Tale studio si presenta  assai difficile 
quando 1o si voglia condurre  in generale  con le sole ipotesi f inora ammesse ;  
suppor remo pereib t he  siano verif ieate queste  altre condizioni:  

(2,9) a d = 0  in T; a~, axu , a~u , buu , Pu cont inue  in T; 

(2,10) l' eqnazione a~x + b'~ u ----. 0 ammetle in T u n  inlegrale ~ ~n l inuo  assieme 
alle sue derivale ~v, ~vv, "~vuv (e di ~nseguenza anehe alle ~ ,  Tx,~, ~ v ,  
~=~,v, cP=~,v), c~n ~v =~0 {~. 

Sot~;o queste  ipotesi, il s is tema (2,7) si pub s tudiare  abbastanza faci lmente,  
ma si incontrano aneora  delle grandi  eomplieazioni formali  t h e  rendono 
inespressivi  i r isultati .  Pereib noi s f rut teremo tall ipotesi stabilendo anzitutto 
due caratteri di invarianza delle propriet 'h Iu ;  esse ci pe rmet te ranno  di cite- 
nero per  la (1,1) u n ' o p p o r t u n a  forma vanoaiea con la quale  si potr/t s tudiare  
il s is tema (2,7) senza eccessivc eomplicazioni di calcolo. 

Oocorre infine fare u n ' u l t i m a  ipotesi, senza la quale  non si pub trarre  
aleun risultato espressivo. ]~ ovvio the  le funzioni t rasformant i  v(w, y} vanno 
supposte  non ident ieamente  nul le  in T, ma noi supporremo in pifi che ogni 
v(,~, y) sia in  T quasi ovunque diversa da zero. Analogamente,  quando diremo 

(s) Altr iment i  la (1,1~ sarebbe un'equazione differenziale ordinaria (con parametro). 
(~) Abbiamo posto quest ' ipotesi  (2,10) sotio la forma ehe ci  sar~ utile per  il seguito; 

in realt/~, e o m e d  ben note, essa equivale a r iehiedere ehe per l 'equazione d~fferonzialo 
ordinaria d~/a----dy/b valga un opportune teorema di esistenza /n  grande. 
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che uno dei eoefficienti  a(~, y), b(x, y),.., de l l ' equazione  (1,1) non d identiea- 
mente nullo, in tenderemo che cib significhi  che esso possa annu l lars i  at piie 
in un  sistema di m i sura  nulla.  Soltanto con questa  ipotesi (~}, tut te  le volte 
che incont reremo un ~ uguagl ianza della forma f .  g - -  0 con f fanzione cont inua 
e g non iden t icameate  nul la  nel sense specificato, ci sarfl possibite dedurre  
f ~ - 0 .  Avvert iamo che deduzioni di questo ripe saranno con~inuamente usate 
(quasi sempre tacitamente) nei nn. 5~ 6, ..., 10 eve sgolgeremo la r ioerea delle 
equazioni che godono di propr ie th  I v.  

3. Carat ter i  d ' i nva r i anza  delle p ropr ie tk  I v. - Se si effet tua un eambia- 
mento di variabil i  del t ipo:  

(3,1) ~ -----~, ~ - -  ~(x,, V), 

con ~ cont inua  in T assieme alle sue derivate ¢~x, ~0v, ~xx ,  ¢Pxv, ~v¢, ¢~xxv, 
~?xvv, ~vvv e con ¢~v :#0 ,  l ' equaz ione  (1,1) si muta  nella  seguen te :  

13,2) E[u] ~ au~. + 26u~., + cu.,., + 2pu~ + 2qu., + ru  = f 

eve si 5 posto 

(3,3) a = a, b - -  a~x + b~u , ~ "-" a~x~ + 2b~xcpu + cc~u ~, 

p = p, q = ~ a ~ x  + b ~  v + 2 c¢~vv + P¢~o + q~v,  r = r, f =  f,  

mentre  il dominie  T si t rasforma in dominie  T normale r ispetto all ' asse ~, 
defini te da x0 < ~ < x , ,  ?[~, Y0(~)] ~ ~ ~?[~., Y,(1)] oppure ?[~, y,(~)] < ~ _< ?[~, y0(~L] 
seeondoeh6 ~v > 0 oppure  ~o v < 0. Pe r  la nuova  equazione (3,2) valgono ancora  
le ipotesi analoghe alle (2,2), (2,9), (2,10) ; per  essa e pet' il dominie  T si potrfl 
eseguire il ealeolo analogo a quello del n. precedente  ed in laogo del s is tema 
(2,7) si trover~ 

(3,4) D* [v] --  ~(~)av, E* [v] - -  ~(~)av. 

facile verif icare ehe ad ogni soluzione Iv, p(x,), a(w)] di (2,7) eorr isponde 
la soluzione v :  v/~ v, ~(~)--p(x), ~(~)= a(x) di (3,4) e cib ei permet te  di asse. 
t i re  che le propriet~ 1 v sono invar ian t i  rispetto ai  cambiamenti  di variabil i  
del ripe (3,1). 

Analogamente,  se in (1,1) si opera un eambiamento  della funzione inoo- 
gnita, ponendo : 
~3,5) u --- 0u, 

(7) Restano dunque eseluse dalle nostre eonsiderazioni quelle equazioni nelle quali 
qualehe coeffieiente si annul l i  identieamente per esempio in un dominie T ~ propriamente 
eontenuto in T~ rimanendo divel~o da zero in T -  T'. Equazioni di questo ripe oapitano 
raramente nelle applicazioni. Pet" esse appare quasi impossibi|e una rieerea generale delle 
proprieth Iy. 
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con 0 ~ 0 continua in T assieme alle sue derivate prime e seconde, si ottiene 
la nuova equazione:  

E[u] ~ a , ~  + 2 b u ~  + ~ u ~  + .9~7e~ + 2q-4~ + ~u = f .  (3,6) 

COIl 

(3,7) 

La nuova equazione verifica le solite ipotesi ; per essa e per il dominie T 
si pub eseguire il ealcol0 del n. 2 e trovare, come analogo di (2,7), un sistema 
del tipo : 

(3,8) D[v] - -  p(~)av, E*[v] ffi ~(x.)av. 

Si eonstata ehe ad ogni soluzione [v, ~(~), ~(w)] di (2.7) corrisponde la 
soluzione v - "  Or, ~(w)-= ~(~}, ~(~c)== ~(~), onde le propriet~ 1 u sono invarianti  
rispelto ai cambiamenti della funzione i~wognila del tipo (3,5). 

Inf ine ~ evidente ehe le stesse propriet~ si mantengono se si moltiplicano 
i due membri della (1,1} per una medesima funzione k(x, y)=l=0, continua 
in T assieme alle sue derivate prime e seconde. 

4. Forma canonica per l 'equazione d a t a . -  Trasformiamo l 'equazione data 
(1,1) con il cambiamento di variabili {3,t), assumendo per ~ la funzione men- 
zionata in (2,10); ot~eniamo cosi una. nuova equazione nella quale, a norma 
della seeonda d~,lle (3,31, risulta hullo il coeffioienle b, ferme restando per 
tutti gli altri coefficienti le ipotesi ammesse.  

Per  ~questa naova equazione noi supporremo the tall ipotesi siano verifi. 
cate, non solo nel dominic T corrispondente a T, ma in tulto un rellangolo 
R(xo < ~ < x, y, ~ ~ < y, ) cot~tenenle I'. 

Al|ora, r i tornando alle notazioni x, y, a, b, ... in luogo di ~, ~, a~ b, ..., 
possiamo operare sull' equazionc dianzi ottenuta (con b ~ 0) un cambiamento 

una nuova equazione in cui [vedi le (3,7)] oltre ad essere b -  O, risulta a~che 
p ~ 0 ,  valendo sempre per gli altri coefficienti le solite ipotesi nel ret- 
tangolo R. 

Infine, in virtfi di [2,9), possiamo dividere per a i due membri dell 'equa- 
zione, arrivando eosi alla forma c~nonica: 

(4,1) E[u] ~ u ~  + eUuu + 2qu u + ru ~ f, 

con e, ~v, %u, q, qu, r, f continue in R[x, <_x,:~x,, yo~y_<_y~]. 
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Noi svolgeremo esplici tamente la r ieerea  delle proprieth. Iy per l 'equa.  
zione (4,1), potendo T essere un qualunque dominic normale contenuto in R. 

perb da tenor presente the  restano eosi impliei tamente considerate anehe 
tutte quelle equazioni ehe si possono ot tenere da (4,1) con le trasformazioni 
indicate al n. 3. 

Riferendoci dunque alle (4:1) r isulta D*[v]-- vx, E*[v]---- vx,~ + cvuv + 
+ 2(c, - -  q)v u + (cuu - -  2qu + r)v e quindi il sistema (2,7) si s tr ive : 

(4,2) v~ --" p(x)v, v ~  + evuv + 2(% - -  q)v u + (%t, - -  2qu + r)v - -  z(x,)v. 

Si 6 gih osservato (vcdi n. 1) che nella r icerea di soluzioni di questo 
sistema, possiamo r iguardare  come equivatenti  due di esse quando il lore 
rapport0 sia funzione della sola x. Possiamo percib nelle (4,2} eambiare v in 
.v.explf~(x)dx ) ed ottenere eosi il nuovo sis tema:  

(4,3} v,~ =: O, cvvt , + 2(% - -  q)v~, + (%v - -  2qv + r)v --" z(oe)v, 

avendo po.~to x ( x ) - - z ( x ) - - ~ ' ( x ) -  ~('~). Con cib il nostro problema resta 
ricondotto a quest 'a l t ro  : sludh~re se esislono due funz ioni  v -~ v{y) della sola y, 

~ z{a~t d'ella sola x, in  mode che 'sia verificata r equazione differenziale: 

14,4) cv"(y) + 2t% q~v'(yl + [c~ - -  2q~, + r - -  "c(a~)]vly) = 0. 

Discuteremo era la questione cosi posta, t rat tando separatamente  it  case 

parabolieo (c ~ 0)~ed il case non parabolico (c-I::0). 

5. Studio d611e equazioni paraboliehe. - S e  e ~  0, la (4,4) si scrive: 

(5,l} 2qv'ly) + [2q~, - -  r + zix)]v(y} = O. 

Distinguiamo due casi, senonch6 q 6 ident ieamente nullo oppure no. 
Se q ~ 0, la (5,1) diventa [r--'c(00)]v(y) ~ 0 onde, tenure conto che v(y)::~ 0 

quasi ovunque e che r, z(x) sono funzioni continue, si pub eoncludere ehe r 
dove essere una funzione A,(x} della sola x e ehe si dove assumere ~{a~) = A,(x), 
r imanendo arbitraria la vty). Abbiamo cosi trovato un primo ripe di equazioni 
paraboliche che godono di propriet~ Iv;  si tratta delle: 

(5,2) u ~  + A , ( x ) u - - f ( ~ ,  y), 

per  le quali  si pub usare come trasformanle  una  qualsiasi  funzione v(y) della 
sola y. E superfluo r i levare la banalith di questo case!  

Supponiamo era che q n o n  sia ident ieamente  hullo e cominciamo col 
supporre the  q sia il prodotto d i a n a  funzione della sola a~ per una funzione 
della sola y. Posto q = A(oc~BIy), la (5,1) diventa 2A(x)B(y)v'(y} + [ 2 A ( x ) B ' ( y ) -  
- - r -4 -~(x )]v (y ) -~  0 e percib il coefficiente r dove essere necessar iamente del 
ripe r - ~  2 A ( x ) B l ( y ) +  A,(0c). Con questa nuova posizione la (5 ,1)assume la 
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forma 2A{~) t [B(y)v(y)]"-- B~(y)v(y) } --= [A,(x) - -  ~(~)]v(y) e questa implied l' esi- 
stenza d i u n a  costante k t~le da aversi [B{y)v(y)]'--B~(y)v(y)~ ~v(y), A , ( x ) -  
--"~(x)---2kA(x). Ne segue the  si deve assumere:  

1 i f  dy / B , ( y ) d y  1 ~(x)--A~{x)--2XA(~c), (5,3) v(u) =  (y)e p z y(y) + 1' 

ore ~. denota una  eostante arbitraria.  Eeeo dunque un secondo tipo di equa. 
zioni paraboliche the godono di propriet~ I u ; si tralta delle : 

(5,4) u ~  + 2A(x)B(y)u u + [2A(~)B,(y) + A,(x~)]u = f(x., y), 

con A(x~), Bly) noniidenticamente nulle. Per questo esislono c,~' funzioni~trasfor. 
manti v(x)~dale dalla pr ima delle (5,3) al variare del par ,  metro ~. Si ammette  
natura lmente  the  queste v(y) risultino continue assieme a v'(y); eib accade 
eertamente se 6 sempre B ( y ) ~  0, ma pub accadere anche in altri casi, man- 
tenendo in opportuni iniervalli  il parametro ),. 

Supponiamo infine che q non sin il prodotto d i u n a  funzione della sola 
per una funzione della sold y. La (5,1) pub sussistere soltanto se il coeffi- 
ciente r 6 del t ipo r = 2ff~O) + 2qv + A~(x). Con questa posizione la stessa 
equazione si s tr ive 2q. [v'(y) --  +(y)v(y)] --- [A~(~) ~ ~:(x}]v(y) e di qui, tenendo 
conto delFipotesi fatta~su q, si trae che deve necessariamente essere v ' ( y ) -  
- -  ~{y)vty)=0, A,(x)',-- ~:(x)--0 ossia v(y)---- exp [/~iy)dy], z(x~)= A,(x). Abbiamo 
eosi un terzo tipo di equazioni paraboliche the godono di proi~'iet~ Iu; si 
tratta delle : 
(5,5) u~ .  + 2[q(x, y)u]v + [2~(y)q(x, y) + A,(x)]u - -  f(x, y), 

con q(x, y) non scindibile nel prodotto d i u n a  funzione della sola ~ per u'na 
della sola y. Per queste esiste una sola funzione trasformante v(y) data dalla 
fo , , ,u la  v ( y ) =  exp [.fi~Iy)dy]. 

6. Studio delle equazioni non parabolichc (Caso I). - Proseguiamo la 
discussione della (4,4), supponendo c non identicamente nullo. Conviene distin- 
guere vari casi e sottocasi, secondo lo schema seguentc:  

Caso I )q  6 della forma ~ Sottoeaso It) c 6 della forma A(x)B{y), 

e~(y)-t-e u ~ Sottocaso L) ~ non 6 della forma A(x)Biy); 

Sottocaso I I j  c 6 della forma A(x~)B{y), 
Caso II) q 6 della forma Sottoeaso II~) c 6 della forma A(x)B{y) + C(x)D(y), 

c~(y) + % ÷ atx)~(y) ! Sottocaso 113) c non 6 della forma A~x)B{y) ÷ C(x)Dty) ; 

Caso~III) q non ~ della forma c~(y)+ %-~-a(x)~{y). 

In questo n. studieremo il Caso I ;  gli altri saranno esaminati nei sucees- 
sivi nn. 7, 8, 9, 10. 



A. GHIZZETTI: Sulle equazioni allc derivate parziali del 2 ° ordlne, ece. 49 

5Tel sottocaso I i ,  pos tov - -A(x)B(y ) ,  il coeffieiente q r isulta essere della 
forma q = A(x)B,(y), cosieeh~ la (4,4) d iventa :  

A (~)Bty}v"{y)4-2A(x)[B'(y) - B,(y)]v(y) + [A(~)B"~y)-  2A(~)Bi'(y ) + r - -  ~{~)]v{y) ----- 0 

e questo mostra intanto che il coefficiente r deve essere del tipo r --- A(x)B,(yj  + 
A,(x). Con questa posizione la precedente equazione si scrive:  

A(~c) i [B(y)v{yJ]"-- 2[B,(y)v(y)]' + B•(y)v(y) } - -  [zinc ) --A,(x)]vIy), 

onde deve esistere una costante 7, tale da aversi :  

[B(y)v{y)]" - -  2[B,(y)vly)]' + B2(y)v(y ) = )~v(y), z ( ~ } -  A,(x) ~-- •A(xt. 

Abbiamo cosi i t e r a t e  un pr imo ripe di equazioni non paraboliche the 
godo~w di  propriel~e Iu ,  si tralta delle : 

(6,1) u ~  + A(~)B(y)u~/~/ + 2A(x)B,(y)u~ + [A(x)B~(y) + A,(x~)]u -- f(~c. y), 

con A(~v), B{y) non idenl ica~enle  nulle. Per queste esislono c,o ~ fu~z ioni  
t ras formant i  v(y) date dagli integrali  dell 'equazio~e differenziale ordinaria  
(Be')"-- 2(B~v)' + (B.~ - -  k)v ----- O, eve ~ d u n  parametro  arbilrario (s). Anehe qui 
si ammette  che questi integrali  siano eontinui assieme alle derivate prima e 
seconda;  eib accede senT?altro se Biy):4:0, ma pub accadere anche nel case 
conirario,  l imitando opportunamenie  la variabililfi~ di ).. 

Nel sottocaso I~, ponendo q =: c ~ { y ) ÷  % e sostituendo nella (4,4) si 
deduce immedia tamente  c h e r  deve essere della, forma r- -c¢~(y)-¢-2cuT{y)- I -  
4-%~ 4 - A I x ) ;  tenure eonto di cib, la stessa (4,4) scribe:  

c . i v"(y) - -  °-[~(y)v(y)]' -F %(y)v(y) } --- [~(a 0 - -  A(x)]v(y). 

Sieeome, per ipotesi, la funzione c non ~ seindibile nel prodotto d i u n a  
L ° 

funzione della sola w per una funzione della sola y, ques t 'u l t ima equazmne 
pub essere soddisfatta soltanto se:  

v"(y) - -  2[~(y)v(y)]' + %(y)viy) - -  O, .c(x~) - -  A(w). 

Abbiamo eosi trovato un seeondo tipo eli equazioni non paraboliehe the 
godono di propriet4 Iy ; si tratta delle : 

(6,2) ux~ + [c(x, y)u]yy + 2~ly)[e(x, y)u]y + [%(y)c(x, y) + A(~)]u - -  f (x ,  y), 

con e(x, y) non seindibile nel prodotto di una  funzione della sola x, per  u n a  
funz ione  della sola y. Per  queste esisto~o c,o ~ funz ioni  t ras for~an t i  v(y) date 
dagli integrali  dell' equazio~w dif fereuziale ordinar ia  v " - -  2(%v)'-~ % v - -  0 (~). 

(s) Abbiamo detto ehe le funzioni  t rasformant i  sono c ~  (e non  c ~ )  perch6 due fun.  
zioni v(y) avent i  rappor/o costante non  sono sostanzia lmenie  d iverse  fra lore. 

(9) Cfr. nora pret;edente. 

Anna l i  di  Mat~mat ica  7 
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7. Studio delle equazioni non paraboliehe. (Case II,). - Posto c = A(x)B(y),  
con A(x), B(y) non ident ieamente nulle, si vede subito che q sar/~ della forma 
q - - - A ( x ) B , ( y )  ~-~(~v)~(y). Per  non rieadere nel case 1 t si deve natura lmente  
ehe A(x), a(~) s iano  l inearmen te  i n d i p e n d e n t i  e ~ the  ~(y) non  s ia  iden t i camen te  
nut la .  Sostituendo in (4,4) si vede poi ehe il eoeffieiente r deve avere la 
f o r m a r  = A(x)B~(y) + 2alw)~,(y) + A~(w), cosicchi~ la stessa (4,4) diventa : 

A(x) i [B(y)v(y)]" - -  2[B,(y)v(y)]' + B~(y)v(y) } - -  

- -  2a(x) t [~iy)v(y)]' - -  ~(y)v(y) ! - -  [~ (x ) -  A~(x,)]v(y). 

Tenuto eonto del l ' indipendenza lineare di A(xt, a(a~), ~ facile persuadersi 
che questa equazione pub essere soddisfatta soltanto se esistono due costanti ;~, 
l.t tali da far r isul tare : 

[B(y)v(y)]" - 2 [B~ (y)v(y)]' + S.~(y)v(y) = ~v(y), 

[~(y)v(y)]'-- ~,(y)v(y)--- ?v(y), 

= + 

Dalla seeonda di queste equazioni si r icava:  

1 

e sostituendo sulla prima, si perviene alla seguente relazione:  

(7,2} 

eve si ~ posto: 

~"P(y) + ~Q(y)-!- R(y) - -  ), = O, 

B' B~ B 2 - 

B 
(7,3) i R ' - - ~ - s ( 2 ~ "  - - ~ " + ~ , ~ - - 3 ~ ' ~ ,  + ~ ' , ) +  

B' B" B, 
+ 2 ~ - ( - -  + ~ , ) +  - - 2 - ~  (-- + [ ~ , I - - 2 B , ' + B . ~ .  

]~ evidente c h e s e  le tre funzioni P(y), Q(y), R(y) risultano costanti (rispet. 
t ivamente uguali  a co, c~, cz), la (7,2} pub essere soddisfatta seegliendo per Ix 
un vMore arbitrario ed assumendo poi ). ~--c0tz'~ + c~l~-e c~. 

Se invece P(y) non ~ eostante e Q[y) ~ del ripe Q(y )=  eoP(y)-4-c ~ (con co, 
c, costanti), dalla (7,2) diseende ehe neeessariamente R(y) deve avere la forma 
R(y)- - -  c.~P(y} + c 3 {con c2, c 3 eostanti). Con queste posizioni la (7,2) diventa 
(It "~ + co~ + G)Piy)  -t- (e,~t -t- c3 ~ ),) ~ O, e, sieeome P(y) non i~ eostante, questa 
richiede che sia ~2 + co ~ _+. c. 2 .~. 0, ), ----- c~-+ cs, onde restano individuati per 
il parametro ~ due soli valori (eventualmente coincidenti). 
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Infine, se P(y) non ~ costante e QIy) non ~ della forma Q(y) - - coP(y  ) - t - v , ,  
la (7,2) pub essere soddisfatta soltanto se R(y) ~ del ripe R ( y ) - - - - c / P ( y ) +  
+ %Q(y)-+-e,, con v0, c, costanii (determinate in mode unieo, altrimenti Q(y) 
non verificherebbe ]a condizione posta). La (7,2) diventa (1 ~ -  c / )P(y)- l -  
-]- (i~ + c,,)Q(y) -i- (c i - -  k) ~ 0 e, per le ipotesi ammesse, questa pub essere 
soddisfatta soltanto per I ~ ~ - -  c°, ), - -  c,. 

Questa discussione ei permette di concludere quanto segue:  esistono un  
terzo, quarto e quinto tipo di equazioni non paraboliche che godono di  propriet& 
lu ; esse hanno tutte la forma : 

{7,4) u ~  ~- A(x,)B(y)Uuu + 2[A(x,)B,(y) + ~(x)~(y)]u u + 

+ [A(x, IB.~(yt + 2a(x)~,(y) + A,(x)]u - -  f (x ,  y), 

con A(x), a(,~) l inearmente ind ipendent i  e B(y), ~(y) non ident icamente nulle. 
I I  terzo ripe si ha quando, calcolate le funz ion i  P(y), Q(y), R(y} secondo 

le {7,3), r isul ta  P(y) - -  cost., OIY) --: cost., R(y) ~ cost. ; in  questo ease si hanno 
ac ~ funz ion i  t ras formant i  v(y) date dal la (7,1) con t~ parametro  arbitrario. 

I I  quarto ripe si ha quando P(y) non ~ costante e r isul ta  Q(y) --~ c,.P(y) -t- c~ , 
R (y ) - - c~PIy )  + c~ (con co, c~, c.,, c a costanti) ; in  questo case si hanno due 
funz ioni  t ras formant i  v(y) (eventualmente coincidenti) date dalta (7~1) con I~ 
radice de!l' equazione it" -k- co~t -t- c.~ ~ O. 

I1 quinto ripe si ha quando P(y) non ~ costante, Q(y) non ~ del ripe 
caP(y) + c~ e r isul ta  R ( y ) - - -  c'2oP(y) + coQ(y ) + c, (con Ca, C, costanti) ; in  questo 
case esiste una  sola funzione trasformante v(y) data  dalla (7,1) con ~ t - - ~ -  o o . 

]~] da notate e h e l a  (7,4) si pub riguardare come una combinazione lineare 
(a coefficienti eostanti) di due equazioni dei tipi (5,4), (6,1) gik incontrati ;  
ma, soltanto se si verifica una delle tre particolarit'h sopraddette, tale combi. 
nazione lineare gode ancora di propriet~ I u. 

Vale la pena di aggiungere qualche parola sul terzo ripe era incontrato. 
Posto P(yl - -  ~, , Q(y) = c~ , R(y) --~ c~ , neeessariamente con c~ =]= 0, dalle (7,3) 
si ricava 

1 co~(~, + 2 ~ )  - -  1 B = co ', B ,  = = + - + 

1 
dimodochS, scrivendo A(x) in luogo di o0A(~), a(a~) in luogo di a(a~)--~e,A(x,), 
A~(~) in luogo di A,(w)+ c~A(x,), la (7,4) assume la forma: 

u ~  + A(~,)~(y)uuu + 2~(y)I A(~c)] ~ ~t'(y)+ 13~(y)l + a(~)fuu + (7,5) 

+ i A(x)[~(y)~,'(y) + ~/(y)] + 2a(a)~,(y) + A,(x) } u = f(x, y), 

con A(x,), a(x,) l inearmente indipcndenti  e ~(y) non identieamente nulla. Ripe- 
tiamo ehe quest 'equazione (7,5) gode di ~:)' proprieth, I u con le funzioni 
trasformanti date da (7,1), eve I~ ~ un parametro arbitrario. 
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8. Studio  delle equazioni  non parabolic, he, (Caso II2). - Fa t t a  la posizione 
c - - A ( x ) B ( y )  4-C(x)D(y),  dovremo supporre  che A(x), C(x) siano l inearmente 
indipendent i  e che lo stesso accada per B(y), D(y) (a l t r iment i  si r i cadrebbe  nel  
caso II~). I1 coeff ic iente  q avr~ al lora  la fo rma q ---- A(x)[B(y)~(y) -4- B'(y)] 4- 
+ C(x)[D(y)'~(y)+ D'(y)]-I--~(x)~(y) con ~(x), ~(y) non identicamente nulle (per 
non r icadere  nel  caso 1.2). Sost i tuendo in (4,4}, si scorge i m m e d i a t a m e n t e  che 
il coeff ie iente  r deve essere  del tipo r -.~ A(x)B~y) + C(x)D~(y) -+- 2~(x)~(y) -t- 
+ A((x), dimodochb la (4,4) si scr ive :  

(8,1) A(x) .  ~[v(y)] 4- C(x).  ~[v{y)] - -  2a(x) • ~[v(y)] -1- ['~(x) - -  A,(x)]v(y), 

ore  pe r  breviti~ si 6 pos to :  

i ~3[v(y)] ~ Bv" - -  2B:pv' - -  (2B~?' + 2B'¢? -1- B" - -  B,)v, 
(8,2} ~[v(y)] - -  Dv" --  2D~v ' - -  (2D.~' + 2D',~ + D"--  D~ )v, ~[v(y)] = (~v)' - -  ~v.  

Supponiamo dapprima, che le tre funz ioni  A(x), C(x), a(x) siano linear. 
mente indipertdenti. Si vede al lora fae i lmente  c h e l a  (8,1) pub essere  soddi- 
sfatSa soltanto se esistono tre costant i  ),, t~, v tall da ave r s i :  

(8,3) ~[v(y)] = ;~v(y), ~)[v(y)] = ~v(y), ~[v(y)] = vv(y), 

r i su l tando poi di eonseguenza  ~(x) := At(x) q- ),A(x)-+- ~C(x) - -  2va(x). Dal]a 
terza delle (8,3) si t r ae :  

1 ( f dY + (8,4) v(y)-~ ~ )  exp v ~(~} j ~(y) 

e sost i tuendo helle al tre due si ot tengono le due seguent i  condizioni  per. i 
pa rame t r i  costant i  )~, ~, v: 

! 
• ! v~ -+- P(y)v 4- Q(y) - -  ~ [2B'(y)?(y) + B"{y) - -  B,(y) + ),] - -  O, 

(8,5) t 
v"- 4- P~y)v 4- Q(y) - -  )giyi [2D'(y)~(y) q- D"{y) --  D,(y) q-  ~] --~ O, 

ore  si 6 posto 

18,6) 
Q(y)  - -  2~ '2 - ~ "  + ~,~ - 3 ~ ' ~  + ~ '  + 2~(~' - ~)e? - -  2~<? '. 

Le (8,5) sono compa.tibili sol tanto se 

(2B'~ + B " - -  B ,  -~- ~.) / B == (2D'~? + D" - -  I)~ + t~) / D ; 

da questo segue che  le funzioni  B~iy), Dt(y ) devono essere  del la  forma.: 

B,(y) = B(y!~(y) + 2B'{y)'Oy) -I- B"(y) -t- h, 
(8,7) 

i D~(y) --- D(y),~(y) .+ '21)'(y)~(y) + 1)"(y) + k, 
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(con h, k costanti) e cib ci permette  di t rasformare  le (8,5) nelle:  

t 
v + PIy)v + Q(y) + + h - -  = 0 ,  

v~-~- P(y}v-t-O(y) ÷ ~ ' ( y ) [ , { y ) - t - k ~ ' ]  = i). 

Da queste si trae ( k - -  F)B(y) ~ ( h - -  ~)D(y) onde, per  1' indipendenza 
l ineare di B(y), D[y), si deve necessar iamente  assumere ~ ~ h, F -  k, r ima. 
nendo poi per v l ' un ica  condizione:  

v ~ ÷ P(y)v + QO) + ~(Y)~(Y) : O. 

Se P(y) 5 costante (--c,)), necessar iamente  Q(y) deve essere del t ipo 
Q(y)-- - -  ~(y)+Iy) +c~ (con c~ costante) ed allora si hanno come possibili valori 
di v le due radici (eventualmente eoincidenti) del l 'equazione v'2.-e coy + v j - - 0 .  
Se inveee P(y) non ~ costante, QIy) deve essere della forma Q(y) ---- - -  ~(y),~(y) -~- 
+ coP(y) - c~ (con 0. costante) ed allora ] 'unica possibile scel taf l i  v ~ v - - - -  c,,. 

Tenendo conto delle espressioni di o, q, r e delle posizioni (8,7) e scri- 
vendo semplicemente A,(x) in luogo di A , ( x ) 4 - h A ( x ) + k C ( a ) ,  possiamo enun- 
ciate quanto segue:  esistono un  sesto e settimo tipo di equazioni non parabo. 
fiche che godono di l)ropriet~ Iu ; esse hanno tutte la forma : 

(8,8) ux~ + A(x) l [B(y)u]u , + 2~(y)[B(y)u], + ~p(y)B(y)u 1 + 

+ C(x) l[D(y)u],, ~ + 2¢p(y)[D(y)u], + +(y)I)(y)u ~ + 2~(~) I ~(y)u, + ~,(y)u I ~- 

+ =!f(x,  y), 

con A(x), C(x), a(~¢) e B(y), D(y) linean~ente indipendenti e ~(y) non identica. 
mente ~ulla. 

II sesto tipo si ha quando, calcolate te funzioni  P(y) e~Q(y) secondo le (8,61, 
risuUa P(y) = c, e Q(y) - -  ~ ~:(y)~(y) + c, (con co e ~, costanti) ; in questo caso 
si hanno due funzioni trasformanti v(y) (evenlualmente coinoidenti) date dalla 
[8.4) con v radice dell'equazione v ~ +  c0 v - t  c ~ - - 0 .  

I1 seltimo tipo si ha quando P(y) non d costante e ~ y ) - - - - ~ ( y ) + ( y )  + 
+ c0P(y)--c~ (con c o costante); in questo caso si ha una sola funzione trasfor. 
manle v(y) data da 18,4) con v - ~ -  c~, (t°l. 

Ritorniamo ora alla {8,1) ed e~ uiniamo P altro caso, supponendo the  la 
funzio~e a{x) sia una combinazione lineare delle due funzion~ A(x), C{w}. Posto 
~(x)---hA(w) + kC(~), con h, k costanii non ent rambe nulle, il coeffieiente q 

{~) Si noti the  la (8~8) pub r iguardars i  come una eombinazione l ineare di un'equazione 
del tipo (5,4) con due equazioni del tipo (6~1); perb soltanto nei due casi part ieolar i  soprad. 
detti essa gode ancora di proprietk Iy, 
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assume l 'espressione q --=- A(~)[B(y)~(y) q-  B'{y) + hi(y)] + C(~)[D(y)'~(y) + D'(y) + 
-I- k~(y)] ; noi scriveremo pifi semplicemente q - -  A(x}B,(yl + C(~)D,Iy), tenendo 
perb presente t he  la condizione: ~[y) non identieamente nulla, si t raduce 
nel l 'analoga eondizione per  la funmione: 

(8,9) y(y) = B(y)[n'(y) --  D,(y)] - D(yt[B'ty) - -  B,(y)]. 

Sostituendo in (4,4) si vede subito ehe il coefficiente r deve essere della 
formar--A(~c)B.~(y)-t-C(x)D.(y) + A~(~) e, con questa nuova posizione, ta (4,4) 
diventa : 

A(x) { [B(y)v(y)]" - -  2[B,(y)v(y)]' + B~(y)v(y) } + 

+ C(x) l[D(y)v(y)]"-- 2[D~ty)v(y)]'+ n+(y)v(y)l = [~(x) - -  A,{x)]v(y), 

e da questa, in virtfi del l ' indipendenza l ineare di A(x), C(~), si deduce ehe 
devono esistere due eostanti )., ~t in guisa tale t h e :  

(8,10) (By)" - -  2(Btv )' + B~v = kv, (Dv)" - -  2(Div )' -F- D~v = ~v, 

risultando poi z(x} : A~x)  + )~A(~) + t~C{x}. Lo studio del sistema (8,10) non 
semplice e non vale la pena di esporlo qui in tutti i par t icolar i ;  ei limi. 

teremo pertanto a provare che al massimo possono esistere ire eoppie (),, [xt 
in corrispondenza alIe quali detto sistema risulta compatibile. Ed infatti dalle 
(8,10) si traggono le due conseguenze:  

t v' _ k D B B(D" - -  2 D / 4 -  D~) - -  D(B" - -  2B, '  + B2~ 2 - =  -+-~ 
v y y ? 

v" D' - -  D,  B '  - -  B~ (8,11) ] -- ), ~ + Iv y 
+ ( B ' - -  B,I(D" - -  2 D / +  I4)  - -  (D' - -  D , } I B " - -  2B, '  + B.21 

Y 

la pr ima delle quali individua univocamente v in funmione di y e dei para- 
metri  ),, 1~. 

Sostituendo nella seconda si trova per tali parametri  una condizione 
del tipo 
(8,12} [),D(y) - -  ~tB(y)] ~ q- ),P(y) + ~Q(y) + R(y) --= O, 

ove P(y), Q(y), Riy) sono tre determinate  funzioni di cui d inutile r iportare 
1' espressione. 

Pensando ),, t~ come coordinate cartesiane in un piano, la (8,12) rappre.  
senta una famiglia cx~ ~ di parabole (col parametro y) e percib si pub dire che 
i nostri parametr i  k, ~t vanno determinati  in modo da fornire le coordinate 
di un punto base di talc famiglia. Ma questi punti base, sc esistono sono 
eertamente in numero finito, perch6 nel caso contrario le parabolc della 
famiglia dow'ebbero tutte spczzarsi in due rett(.' <parallele) di cui una alto(too 
fissa e cib ~ impossibi]e giacch6, in virtfi della indipendenza l ineare delle 
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due funzioni B(y), D(y), le parabole toecano la retta a l l ' inf ini te  in un punto 
variabile con y. E per la stessa ragione ~t ovvio che i punti  base eercati  
possono al massimo essere tre. 

Concludendo : esiste u n  ottavo ripe di equazioni  non  paraboliohe the  godono 
di propr ie t~  Iy ; esse hanno  la f o rma  : 

(8,13) u ~  + [A(x)B(y) + C(x)D(y)]uyy + 2[A(x)Bi{y ) + C(x)D,(y)]uv + 

+ [A(x)B~(y) + C(x)D~(y) + A,(x)]u = f(x, y), 

con A(x), C(x) e Bty), D(y) l inearmente  ind ipenden t i  e T(Y)= B(y ) [D ' (y ) - -D , {y l ] -  
- - D ( y ) [ B ' ( y ) -  B~(y)] non  ident icamente  nu l la  (L~). Perb tali  propr ie ta  si hanno  
soltanto se la f a m i g l i a  di  parabole  rappresenta ta  dal l 'equazione (8,12) [ottenuta 
e l im inando  v f ra  le due equazioni  (8,10)] ammet te  dei p u n t i  base; tali  p u n t i  
base possono essere al  mass imo  t r e e  ciascuno d~ luogo ad  u n a  propr ie t4  I~.  

Possiamo aggiungere ehe possono effet t ivamente esistere tre funzioni 
t rasformanti  come mostra il seguente sempliee esempio:  si ponga nella (8,13): 

Y B ( y ) - - y ,  D(y)--=l, B , ( y ) = l - - ~ ,  D d y ) = 0  , B ~ ( y ) = - - l ,  D~(y)~ .0 ;  

si troverh la famiglia di parabole ( ) , -  y~t) ~ -  ) , -  y ~ -  0 coi tre punti  base 
(0, 0), (1, 0), (0, 1) a cui eorrispondono le ire funzioni t rasformanti  1, y, e -u.  

9. Studio delle equazioni non paraboliehe (Case 113). - In  questo case si 
suppone che il coefficiente c non sill della forma A ( x ) B ( y ) +  C(x)D(y) e ebe 
per il cocfficiente q si possa porre q - - e ~ ( y )  + cy-t-ot(x)~(y) con a(x), ~{yl non 
ident icamente  nulle (per non r icadere nel ease Is}. Sostituendo in (4,4) si 
vede subito che il eoeffieiente r deve essere del ripe r = e u y  + 2eye(y)+  
+ ecpt(y)+ 2a(x)~t(y)+ :¢t(x) e con cib la stessa (4,4) diventa 

(9,1) o .  I v"(y) - -  2[~(y)v(y)]' + %(y)v(y) ! - -  

- -  2a(x) t [~(y)v(y)I' - -  ~dY)v(Y) t + [~ (x) -  adx)]v(y ). 

Per  l ' ipotesi  fatta su e, questa pub sussistere soltanto se:  

(9,2) v"(y) - -  2[~(y)vly)]' + ~,(y)v(y) = 0;  

dope eib, dalla (9,1) segue aneora che deve esistere una costante ), tale ehe 
si possa porre :  

[~{y)v{y)]'-- ~i(y)v(y)= ~v(y), z(x) = ~(x) - -  2),~(x). 

])aila prima di queste si r icava 

[9,3) v{y) - -  -~(~ exp ), + j ~ -  , 

(tt) Si noti the  la (8,13) 6 u na  eombinazione l inearo di due equazioni del tipo (6,1). 
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e sestituendo nella (9,2) si ottiene per  il parametro ), la cendizione:  

(9,4) )3 + ),Piyt + Q(y) - -  O, 

eve si ~ posto: 

(9,5) P ( Y ) - -  - -  3~' + 2~, - -  2~,~, O(y) - -  2~ '~ - -  ~ "  + ~ -  

- -  3~'~, + ~ , '  -k- 2~(~' - -  ~,)~ - -  2~'~' + ~2¢p, . 

Se P(y) ~ eostante (--~ co), anehe Qiy)deve essere eostante t ~  c~) ed allera 
dalla (9,4) segue ehe sene possibili per  ), seltante due valori (eventualmente 
eeineidenti) :  le due radiei del l 'equazione ),~-+-c0~-t-c~---0. Se P(y) non 6 
eostante, Q(y) deve essere del ripe Q(y) - -  eoP(y) - .  co ~ Icon co costante) ed 
allora 6 ehiaro ehe dalla (9,4) segue ) . - - -  Co. 

Coneludendo : esistono un  nono e decimo tipo di equazioni non paraboliche 
che godono di propriet~ Iy ; esse hanno la forma : 

(9,6} u ,~  + [c(x, y)u]t,y + 2~{y)[c(x, y)u]y + ¢pdy)c(x, y)u + 

+ 2a(x)[~(y)uy -+- [3,{y)u] -i- a,(x)u - -  f(x, y), 

ove c(x, y) non d della forma A(x)B(y) + C[x)D(y) e ~(~), ~(y) non sono identi.  
camente nulle (i~). 

II  nono tipo si ha quando, introdolte le funz ioni  P(y), Q[y) secondo le (9,5} 
risul ta  P ( y ) ~  c~, Q[y)--c~ (con co, c, costanli) ; si hanno allora due funz ioni  
t ras formant i  (evenlualmenle coincidenti) date da {9,3) con ), radice deU'equa. 
zione )3 -t- ~o), + ~ --- O. 

II decimo tipo si ha quando PlY) non d eostante e Q[y)-~ eoPty) - -co  ~ (con 
~o costante) ; si ha allora u n ' u n i c a  funzione trasformante data da (9,3} con 

I0. S t u d i o  de l l e  e q u a z i o n i  n o n  paraboliehe (Caso ] ]I) .  - In questo easo 
si suppone ehe il eoeffieiente q non sia della forma c~(y)-~-e:j-k. ~{x)[~(y); in 
virtfi di quest ' ipotesi  ]a {4,4) esige che il coefficiente r sia della forma:  

r - -  c%(y~ + 2(c, - -  q)~(y~ P cu: j + 2qy + At(x ), 

con la funzione ~(y) univoeamente determinata.  Sostituendo in (4,4) si ot t ienc:  

c .  [v"(y) ÷ ~,,(y)v(y)] + 2(c, - -  q)[v'(y) 4- "~(y)v(yi] = [ z (x ) -  A ,(xl]v(y), 

e, per l ' ipotesi fatta su q, qnestu pub essere soddisfatta soltanto se:  

It0,1) v'(y) + "~(y)v(y) - -  O, 

e di eenseguenza 

{10,2t e .  [v"(y) + "~,(y}v(yt] ---- [z(x) - -  A~(x)]v(y). 

0 e) L a  (9,{J) 6 una  e o m b i n a z i o n e  l i n e , r e  di C quaz ion i  d~',i t ipi  {5~4) ~; (6.2). 
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La (10,1) individua in modo unico la fun~,ione t rasformante 
tuendo in (10,2) si ottiene 

(10,3) c .  [~(y)- -~ '{y)+%(y}]- - - -z (x) - -A, (x) .  

v(y) e sosti- 

Se risulta ~ - -  ~' + % ~ 0, la (10,3.) impone soltanto di seegliere ~(x) 
= A,(x). Se invece ~ - - ¢ ~ ' +  ~o non ~ ident icamente  nulla, la (10,3) r iehiede 
che il coefficiente c sia della forma A(x)B{y) [con A'(x), B(y) non identiea- 
mente n~lle], dimodoch~ dalla (10,3)si trae che il prodotto B(y)[c~'~(y)~ T'(y)+ 
-t-%(y)] deve essere costante ("-co} ed inoltre ehe si deve assumere "¢(x)-- 
= A,(x) + c°A(x). 

Per  enuncia te  quesfi risultati nel modo pitt rapido eonviene introdurre,  
1 

in luogo del coeffieiente q, la funzione Q definita da Q - - q  + ~  c~(y)--c~,  

osservando che l ' ipotesi  fatta su q si t raduce nel fatto che Q non deve essere 
del tipo c~{y) + a(x)~(y). Con questa posizione si ottiene r ~ c[~2(y) ~ ~'(y) + 
+ ~o{Y)] - -  %~(Y) +cvv - -  2Qc~{y} + 2Q v + A~(x), vale a dire r - -  --cv~(y ) +vy  v - -  
--2Q~(y) + 2Q:/+A,(x) nella pr ima delle due eventualit'~ sopra menzionate, e 
lo stesso nella seconda quando si intenda di aver scritto Adx  ) in luogo di 
c,,A(x) + A,(x). 

Possiamo quindi enuncia te  il teorema:  esiste un  undicesimo ti~o di 
equazioni no~ paraboliche che godono di pvoprieti~, I v ; esse hanno la forma : 

00,4) u ~  + [c(x, y)uJv ~ - -  ~(y)[c(x, y )u]v  + 

+ [2Q{x, y)u]v - -  2¢t{y)Q(x, y)u + Adx)u = f(x,  y), 

con c(x, y) non idenlicamente nul la  e Q(x, y) non esprimibile sotto la forma 
c'~(y) + a(x)~(y). Esse ammetlono una  sota funzione lrasformante v(y) definita 
dalla (10,1). 

Si noti che ]a (10,4} /~ una combinazione l ineare di due equazioni, una  
del tipo (5,5) e l ' a l t ra  del tipo (6,1) o (6,2) seeondoeh~ c(x, y) ~ della forma 
A(x) B(y) oppure no. 

11. Riassunto dei r isul ta t i  o t tenut i  e possibili applieazioni del metodo 
delle t r a s f e rma te  parziali .  - Voglio qui riunire,  in modo pifi espressivo, i 
risultati  della discussione svolta. Da quanto si ~ detto al n. 2 si true il 
seguente primo teorema:  

1. - Tutte le equazioni (1,1) con il coefficiente a identicamente nuUo 
godono di propriet4 I v e le funzioni  trasformanti  v(x, y) sono le soluzioni 
dell' equazione a derivate parz ial i  (2,8). 

Fra  le equazioni con il coefficiente a non ident icamente nullo, ei siamo 
limitati a considerate  quella per le quali ~ sempre a=~=0 ed inoltre sono 

A n n a t i  di Matemat i ca  8 
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ver i f iea te  le ipotesi  enunc ia te  ai nn. 2, 4 (~). P e r  tali equazioni  ~ possibile,  
senza a l te ra re  la  na tu r a  del  p rob lema postoei, adot tare  la forma canoniea  

(1) u~x -t- c(x, y)uu,, + 2q(x, y)uu + r(z, y}u -~ f (z ,  y), 

e l imi tars i  al la  r i ce rca  del le  funzioni  t rasformant i  che d ipendono dal la  sola y 
[c~r. n, 4]. 

Con r i fe r imento  a l l ' equaz ione  ~1) si r icava  dal la  d iscuss ione del n. 5 il 
seguente  teorema : 

I I .  - Fra  le equazioni (l) che sono di tipo parabolico {c ~ 0), godono di 
proprietit I u tulle e sole quelle vhe sono della forma [err. con (5,5}]: 

(2) u ~ ,  + 2[qix, y)u]v + 2[~(y)q(x, y) + A,(x)]u = f(x, y). 

Se la funzione q(x, y) non ~ del tipo A(x)Biy), si ha una  sola proprietit I u . 
Se q(x, y} ~ A(x)B(y) e non identicamente nulla, si hanno c¢' proprietor 1 u 
[cfr. con (5,4)]. 

Se q{x, y) ~ 0, si hanno infinite proprietit I~, con seella arbitraria della 
funzione trasformante vIy) [cfr. con (5,2)]. 

Dai nn. 6, 7, 8, 9, 10 si r i eava  questo terzo t c o r e m a :  
I I I . -  F ra  le equazioni {1) che non so~w paraboliehe tc ~ 0} e che godono 

di propriet& I~ vi sono intanto quelle della forma [cfr, con 16,2}]: 

(3) u , ~  4- [c(x, y)u]~v 4- 2.~(y)[c(x, y)u]~, + [% (y)c(x, y ) +  A,(x)]u == f(z,  y}. 

Se la funzione c(x, y) non d del tipo A(x). B(y} si hanno ~ '  proprietit 1,. 
Se elx, y ) -"  A(x)Bly} si hanno c,c"- proprietor ly [cfr. con t6,1)]. 

Ollre alla (3) godono ancora di proprietit I, d allre equazio~i che si possono 
inquadrare nel modo seguente : 

a) certe partieolari eombinazioni lineari a coefficienti costanti di un'equa. 
zione (2}'con un'equazione (3) [cfr. con (7,4), (9,6), (lOft) ass ieme alle partico- 
lar i t~ ivi descr i t te ] ;  si hanno allora al piit  due proprietit I,~, tranne in un  
easo [cfr. con (7,5)] nel quale tali proprietit sono ~ ;  

b) cerle parlieolari  combinazioni lineari a coefficienli costanli di due 
distinte equazioni (3) [cfr. con (8,13} assiemc alle l)articolaril~'~ ivi descr i t te] ;  
si hanno allora al piit ire propriet/t, Iy ; 

c} verte partieolari eombinazioni lineari a coefficienli costa~Tti di un'equa- 
zione (2) con due dislinte equazioni t3) [eft. con (8,8) ass ieme alle par t icolar i th  
ivi descr i t te ] ;  si hanno allora al piit due propriefft I.,j. 

Come si ~ det to al n. 1, fra le equazioni  ind iv iduate  dai toot. [, H,  I I ]  
possono essere  t ra t ta te  col metodo det le  t ras formate  parziali  soltanto quel le  

(~) Nei  easi in cui queste i!.otesi non fossero soddisfatl% non si potranno in genera le  
applicare i r isultat i  qui enun¢.iali. Con~,i¢;n~, allora, caso par easo, proee(lera ad uno studio 
diret to del sisiema (2.,7). 
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ehe  godono di in f in i te  p ropr i e tk  Iy ;  d u n q u e  so l tan to  que l le  del  teor.  I e 
que ! l e  dei  t ipi (5,2), (5,4), {6,1), (6,2), (7,5). ~Ia ques t a  sola eondiz ione  n o n  
b~s ta ;  ne oocor rono  a l t r e  e f ra  ques t e  ci l imi t i amo a s e g n a l a r n e  una.  ~1 
ovv iamen te  neeessa r io  che d a l l ' i n s i e m e  del le  in f in i te  funzioni  t r a s fo rma n t i  

sia possibi le  e s t r a r r e  un  s i s l e m a  comple to  di funzioni .  Ques ta  condiz ione  
ese lude  la (6,2) p e r c h , ,  come si ~ visto, le funzioni  t r a s fo rman t i  vly) r e l a t ive  
a tali equaz ion i  sono g]i in tegra l i  di v " - - 2 ( ~ v ) ' + ~ , v - ~ O  (ore non  f ignra  
a l cun  pa ramet ro )  e qu ind i  sono del t ipo v~(y)-,-Xv.~(y),  con ), cos tan te  arbi- 
t r a r i a ;  ~ eh ia ro  che con ques te  funz ion i  non  si pub fo rma re  a l c u n  s i s tema 
completo ,  Poss i amo  percib  e o n c l u d e r e :  

IV.  - Vi  so~w sollat~lo cin, que  t i p i  d i  equaz~oJ~i p e r  le q u a t i  a p p a r e  p o s s i .  

bile l ' a l ) p l i c a z i o n e  del me todo  de l le  t ras fo~unale  p a r z i a l i  ; s i  t r a t t a  de l le  equa .  

z i o n i  d i  cu i  a l  teor. I e d i  que l le  de l la  f o r m a  (5,2), (5,4), (6,1), (7,5). 
Come si ~ gi'h det to  al n. 1, lo s tudio  di ques te  possibilith, sar~ s v o l t o  

in un  lavoro  success ivo.  
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