Sulle equazioni alle derivate parziali del 2° ordine, lineari,
in due variabili indipendenti, le cui soluzioni godono di
proprietd integrali rispetto ad una delle variabili ().

di Arpo GuizzerT! (a Roma).

A Mauro Picone nel suo 70™° compleanno.

sunto. - Sono individuate, sotto opportune ipotesi, tulte le equaziani lineari a derivate par-
ziali del 2° ordine, in due variabili indipendenti, le eui soluzioni godonoe di proprietd
infegrali rispetto ad una delle variabili, nel senso specificato nella parie primea del n. 1.
Tali equazioni sono descritte negli enunciati conclusivi del n, 11.

1. Introduzione. - In questo lavoro prenderemo in considerazione un’e-
quazione differenziale alle derivate parziali del 2° ordine, lineare, in due
variabili indipendenti:

(1,1 Elu} = afx, ..+ 2b(x, y)ug, + cfx, yiu,, + 2plx, ylu. +
+ 2q(x, yhu, + rix, yu = flx, y),

¢ ne studieremo le soluzioni wu(x, y) in un dominio T normale rispetto
all’asse «, col proposito di ricercare le condizioni sotto le quali le wu(x, y)
godono di proprietd infegrali rispetio alla variabile y, nel senso che precise-
remo fra breve.

Supposto che T sia definito dalle limitazioni :

(1L2) %, <@ <w,, yla) <y <), [con @, <, y@) < 4,®) per @, < & < x,),

dalla (1,1) segue, per ogni x di (x,, x,):

i} ()
(1,3) Efulole, y)dy = j flw, yple, 5)dy,
Yotae) Yo(2z)

ove v(x, y} denota un’arbitraria funzione continua in 7. Noi diremo che le
u(x, y) godono in T di proprietdh integrali rispetto alla variabile y quando é
possibile scegliere la funzione wv(x, y) in modo tale che la (1,3) equivalga ad

{1} Lavoro csegnito presco I'Istitute Nazionale per le Applicazioni del Calcolo,
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un’ equazione differenziale ordinaria (*) nell’incognita :
Wz
(14 Ule) = | ulz, yhnlz, 5)dy,
)
ove wlx, y) 0 ¢ la stessa v(x, y) oppure é una funzione opportunamente legata
ad essa.

B ovvio che questo fatto pud verificarsi soltanto in particolari condizioni,
ma ci convinceremo subito che tali condizioni vertono esclusivamente sui
coefficienti afx, y), ..., r{x, y) dell’equazione (1,1) (¢ non sul dominio T). Si
tratia pertanto di proprietd relative all’equazione stessa; per abbreviare il
discorso, le designeremo semplicemente come proprietd 1,.

In questo lavoro verranwno individuale, sotlo opportune ipotesi, tutie le
equazioni che godono di proprieta I,. Questa ricerca, che a prima vista pud
sembrare artificiosa, riveste invece una certa importanza perché é facile
convincersi -che essa costituisce il presupposto per determinare fino a quale
punto sia applicabile il melodo delle trasformate parziali nella risoluzione
dei problemi di integrazione della (1.1), nel dominio T, con appropriate con-
dizioni al contorno. Il successo di tale metodo, in tanti problemi partico-
lari (?), ha conmsigliato di infraprendere questa ricerca generale; in questo
lavoro ne viene sviluppata la prima parte, méntre in un lavoro successivo
sard esposta la seconda che piu propriamente si riferisce al metodo delle
trasformate.

Ogni proprietd I, proviene da una opportuna scelta della funzione trasfor-
mante v(x, y). Dallo studio sviluppato in questo lavoro risulters I’ esistenza
di equazioni che ammetfono un numero finito di proprietd integrali (o, cid
che é lo stesso, di funzioni trasformanti) e di altre che ne ammettono infi-
nite (); naturalmente, queste ultime sono le uniche da prendersi in conside-
razione per I’applicazione del metodo delle trasformate parsziali.

I risultati ottenuti saranno riassunti in tre teoremi enunciati nel n. 11.
Nello stesso n. si troverd anche un altro enunciato che caratterizza le equa-
zioni per lo quali appare possibile Papplicazione del metodo delle trasformate
parziali; tale enunciato costituira il punto di partenza per il lavoro successivo.

{(*) Tale equazione deve essere lineare, con coefficienti indipendenti dalla w(z, y); il
termine noto pud invece dipendere dalla u [si vedra che vi dipende attraverso i valori che
Ia u e le sue derivate prime assumone sulle curve y = y,(x), ¥y = y,(x}}

{?) Vastissima ¢ la letteratura al rignardo (basta pensare a tuiti i problemi trattati per
mezzo delle trasformate di Liapiacg, di FOURIER, ece.). O limitiamo qui a citare i seguenti
lavori: M. Picoxs [1], [2), 8], [4], &. Ascour [1}, A. Gmzzrrrr [1), [2] nei quali sono in
pari tempo enunciate alcune vedute di carattere abbastanza generale. I numeri fra [ ] si
riferiscono alla « Bibliografia » posta in fine.

(*) Nel computo del numero delle funzioni trasformanti ¢ sottinteso che sono da rignar-
darsi equivalenti due funzioni il cui rapporto dipenda dalla sola # (in particolarc: sia costante).
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Lo studio delle proprietd I, ha anche interesse da un altro punto di
vista. Le variabili «, ¥ non hanno necessariamente il significato di coordinate
carfesiane, ma possono interpretarsi come coordinate curvilinee qualsiasi nel
piano; in particolare le linee x = cost. possono essere chiuse ed allora 6
facile convincersi che le proprietd integrali equivalgono a feoremi di media
analoghi a quello di Gauss per le funzioni armoniche (cfr. G. Ascorr [1}).
Da questo punto di vista meriterebbero uno studio pit approfondito quelle
equazioni che ammettono un numero finito di proprietd integrali, ma di cid
non ¢i ococuperemo.

2. Enunciazione delle ipotesi ed impostazione del problema. - D ora in
poi sceriveremo semplicemente a, b, ... in luogo di afx, ), bz, ¥), ..., serivendo
e(®), ¢(y),.. quando ci capiterd di incontrare funzioni della sola « o della
sola y. Sulle funzioni y,x), y,(x) che definiscono il dominio T e sui coeffi-
cienti e termine noto dell’ equazione (1,1) faremo le ipotesi seguenti
‘2’1) yu(w): yﬂ’(m)3 yﬂ”(m)’ y(‘“‘)’ yl,(m)’ yl,/(m) cont’inlle in (mﬁ’ mﬁ)’

{292} Ay Op; Az, bs ba:; by’ b-‘:cz;} G Cys Cyy: D Pas & Qys Vs f continue in T;
supponendo poi di considerare soluzioni u(x, y) della (1,1) e funzioni trasfor-
manti vz, y) tali da aversi:

2,3) U, Uy, Uy, Upw, Uays Uyy, Uy Voy Uy, Vag, Vay, Uy, continae in T.

Dell’ operatore E si pud pertanto considerare I’operatore aggiunto E* per
il quale si ha:

(2,4) E*v)] == (a0)gr + 2(00)zy -+ (cv),, — 209), — 2(qv), + 10,
mentre 6 opportuno introdurre anche I’ operatore di 1° ordine D* definito dalla:
(2,5) D¥v] = (av), + (bv), — p.

Riprendendo allora la (1,3) e trasformando 1’integrale a primo membro
per mezzo di opportune integrazioni per parti ed applicazioni del teorema di
derivazione sotto il segno di integrale, ¢ facile dare alla formula stessa
I’ aspetto seguente:

o g e (@)
(2,6) 2 j weavdy —22 / u- D¥uldy + / w - B¥oldy = Fla),
Yoloe) Yo%) Yo()
ove si é posto:
#a(oc)
Flo)— j fody)+ [0+ {200y, — D)y 4 (ay,® — du, | + 1 - | (@0)yy,” — 2Abv),y, +
Yol®)

+ (Ov)u+ 21)”?/1, - 2Q’U + a'uy," }Jy-zyl(ac) - [U . 2(“?/0’ - b)uw -t (ayo’2 — c)“v'} -+
+u - {av)yy,” — 2(bv),y, - (cv)y + 2pvy, — 29V + oV, | Jy=yya) -
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Supponiomo dapprima che il coefficiente a non sia identicamente nullo
in T. Allora dall’esame della (2,6) si scorge che essa equivale ad un’equazione
differenziale ordinaria di 2° ordine in una U(x) del tipo (1,4) (e precisamente
con w = qv), allora e allora soltanto che sia possibile scegliere la fanzione v
e due funzioni p(x), o(x) della sola ® in guisa tale che risultino verificate in
T le due equazioni:

(2,7 D¥v] = plx) - av, E*v] = o(x) » av.

Se invece il coefficiente a ¢ identicamente nullo in T, noi possiamo sup-
porre che non lo sia uno almeno dei coefficienti b, p (°) ed allora la (2,6) si
riduce ad un’equazione differenziale ordinaria di 1° ordine in una U(x) del
tipo (1,4) (e precisamente con w = D*[p]) allora e allora soltanto che la fun-
zione v 6 tale da aversi

2,8) E*p] = oim)D¥[v]  (in T),

con ofx) funzione arbitraria della sola x. K ovvio che, in guesto caso a =0,
la (1,1} gode sempre di infinite proprieta I; [ammessa naturalmente I esistenza
in T di soluzioni della (2,8)].

Rimane percid da proseguire I’analisi dell’ altro caso che comporta, come
si é visto, lo studio del sistema (2,7). Tale studio si presenta assai difficile
quando lo si voglia condurre in generale con le sole ipotesi finora ammesse;
supporremo percid che sianc verificate queste altre condizioni:

2,9 a=0in T; a,, ayy, a,y, b,,, p, continue in T

(2,10) 7’ equazione ap, + by, =0 ammette in T un integrale ¢ continuo assieme
alle sue derivate v,, v,,, ?yy, (e di conseguenza anche alle 9., Ppa, Puy,

Proy) ‘?xm/), con ¢, 30 ().

Sotfo queste ipotesi, il sistema (2,7) si pud studiare abbastanza facilmente,
ma si incontrano ancora delle grandi complicazioni formali che rendono
inespressivi i risultati, Percid noi sfrutteremo tali ipotesi stabilendo anzitutio
due caratteri di invarianza delle proprietd I,; esse ci permetteranno di otte-
nere per la (1,1) un’opportuna forma canonica con la quale si potrd studiare
il sistema (2,7) senza eccessive complicazioni di calcolo.

Occorre infine fare un’ ultima ipotesi, senza la quale non si pud trarre
aleun risultato espressivo. B ovvio che le funzioni trasformanti v(®, ») vanno
supposte non identicamente nulle in 7, ma noi supporremo in piu che ogni
v(x, y) sia in T quasi ovunque diversa da zero. Analogamente, quando diremo

(%) Altrimenti la (1,1) sarebbe un’equazione differcnziale ordinaria (con parameiro).

(6} Abbiamo posto quest’ipotesi (2,10} solto la forma che ci' sard utile per il seguito;
in realth, come 6 ben nofo, essa equivale a richiedere che per P equazione differenziale
ordinaria dwfa =dy/b valga un opportuno tcorema di esistenza in grande.
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che uno dei coefficienti a(x, y), blx, y),... dell’ equazione (1,1) non é identica-
mente nullo, intenderemo ehe cid significhi che esso possa annullarsi al pii
in un sistema di misura nulla. Soltanto con questa ipotesi (7), tutte le volto
che incontreremo un’ uguaglianza della forma f.g =0 con f funzione continua
e g non identicamente nulla wnel senso specificato, ci sard possibile dedurre
f=0. Avvertiamo che deduzioni di questo tipo saranno confinuamente usate
{(quasi sempre tacitamente) nei nn. b, 6, ..., 10 ove svolgeremo la ricerca delle
equazioni che godono di proprieta I,,.

3. Cavatteri d’invarianza delle proprieth I,. - Se si effettua un cambia-
mento di variabili del tipo:

(3,1) E=uw, =9, ¥),
con o continua in T assieme alle sue derivate ¢,, 9., Pru; Poy; Pyss Paay:
Pwyys Pyyy © 0N @, 0, I equazione (1,1} si muta nella seguente:

(3,2) Eu] = amss + 2bus, + o, + 2pus + 2qu, + ru =7,
ove si ¢ posto

(3,3) a=a, b= apy + by, ¢ = a9s" + 2699, + 09,7,

- 1 1 - _
P=p, =500+ Dpay + 00y +P9s +q%y, r=7, [=],

mentre il dominio 7 si trasforma in dominio 7 normale rispetto all’ asse E,
definito da %, <E <, , 9l ,(E] <1 <%[E 9,() oppure o[f, 4,(E)] <7 < ¢lE, (€]
secondoch® ¢, >0 oppure ¢, <0. Per la nuova equazione (3,2} valgono ancora
le ipotesi analoghe alle (2,2), (2,9), (2,10); per essa e per il dominio T si potra
cseguire il calcolo analogo a quello del n. precedenfe ed in luogo del sistema
(2,7) si troverd

(3:4) D*[o] = plfJav,  E*[v]= ofE)av.

B facile verificare che ad ogni soluzione [v, p(x), o(x)] di (2,7) corrisponde
la soluzione v = /g, elE) = pla), o{f) = o(x) di (3,4) e cid ci permette di asse-
rire che le proprietd 1, sono invarianti rispello ai cambiamenti di variabili
del tipo (3,1).

Analogamente, se in (1,1} si opera un cambiamento della funzione inco-
gnita, ponendo:

(3,5) u=0u,

() Restano dungue eoscluse dalle nostre considerazioni quelle equazioni nelle quali
qualche coefficiente si annulli identicamente per esempio in un dominio I propriamente
contenuto in 7, rimanendo diverso da uzero in T - 7", Hquazioni di quesio tipo capitano
raramente nelle applicazioni. Per esse appare quasi impossibile una ricerca generale delle
proprieta Iy.
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con 630 continua in 7 assieme alle sue derivate prime e seconde, si ottiene
la nuova equazione :

(3,6) Elu] = at,q + 2b,, + cty, + 2pu, + 2qu, +ru=f.
con
(3,7 &:a, Z:b, é:—.c, 5:@93_}_592_;_}), é:bgﬁ' c@_fi_*_q’
8 8 8 0
= Oy, I Oy . o Ha 6, i
r-aT+26~g—+c—e—+2p§+2qF+r, f"é'

La nuova equazione verifica le solite ipotesi; per essa e per il dominio T
si pud eseguire il caleolo del n. 2 e trovare, come analogo di (2,7), un sistema
del tipo:

(8,8) Do) = plwiaw, E*v] = o(x)av.

Si constata che ad ogni soluzione [v, p(x), o(x)] di (2.7) corrisponde la
soluzione v = v, p(x) = p(x), ola) = ofx), onde le proprietd 1, sono invarianti
rispetto ai cambiamenti della funzione incognita del tipo (3,5).

Infine & evidente che le stesse proprietd si mantengono se si moltiplicano
i due membri della (1,1) per una medesima funzione kx, y) <=0, continua
in T assieme alle sue derivate prime e seconde.

4. Forma canonica per Pequazione data. - Trasformiamo l'equazione data
{1,1) con il cambiamento di variabili (3,1), assumendo per ¢ la funzione men-
zionata in (2,10); ofteniamo cosl una nuova equazione nella quale, a norma
della seconda d-lle (3,3), risulta nullo il coefficiente b, ferme restando per
tutti gli altri coefficienti le ipotesi ammesse.

Per questa nuova equazione unoi supporremo che lali ipotesi siano verifi-
cate, now solo nel dominio T corr ispondente a T, ma in tullo un retiangolo

Rz, <Et<w, y,<n <y, contencnie T.

Allora, ritornando alle notazioni w, ¥, a, b,.. in luogo di § 7, a, b, ...,

possiamo operare sull’ equazionc dianzi ottenuta (con 6 =0) un cambiamento

della funzione incognita del tipo (3.5), assumendo 6 = exp(-— f%: doo). Si deduce

una nuova equazione in cui [vedi le (3,7)] oltre ad essere b =0, risulta anche
p=0, valendo sempre per gli altri coefficienti le solite ipotesi nel ret-
tangolo R.

Infine, in virta di (2,9), possiamo dividere per a i due membri dell’equa-
zione, arrivando cosi alla forma canonica:

(4,1) Eu] = uyy + cuy,y + 2qu, +ru = f,

Con ¢, Cy. Cyy, 4 qy, ¥ [ continue in Rlx, <z <wx,, y,<y<y,].
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Noi svolgeremo esplicitamente la ricerca delle proprietd I, per I’equa-
zione (4,1), potendo T essere un qualunque dominio normale contenuto in E.
E perb da tener presente che restano cosl implicitamente considerate anche
tutte quelle equazioni che si possono ottenere da (4,1) con le trasformazioni
indicate al n. 3.

Riferendoci dunque alle (4,1) risulta D¥[v]=1v,, E*v]= 04+ cv,, +
+ 2(¢, — q)v, + (¢,, — 2g, + v e quindi il sistema (2,7) si scrive:

4,2 Uy == p(X)V, WVzpp + Uy, + 2(c, — @V, + (Cyy — 29, + 1)V = o(x)0.

Si & gid osservato (vedi n.1) che nella ricerca di soluzioni di questo
sistema, possiamo riguardare come equivalenti due di esse quando il loro
rapporto sia funzione della sola x. Possiamo percid nelle (4,2) cambiare v in
v exp( / p(m)dm) ed ottenere cosi il nuovo sistema:

(4,3) Ve ==0, oy + 2(c, — QJvy + (6yy — 2q, + v = Tl

avendo posto (@)= of®) — ¢'(x) — g*(x). Con e¢id il nostro problema resta
ricondotto a quest’altro : studiare se esistono due funzioni v = viy) della sola y,
t = 1(x) della sola x in modo che sia verificata U’ equazione differenziale:

(4,4) cv"(y) + 2iey - Py} + [0y — 2¢y + 7 — (w)oly) = O.

Discuteremo ora la questione cosi posta, trattando separatamente ¢ caso
parabolico (¢ = 0)5ed il caso non parabolico (c==0).

5. Studio délle equazioni paraboliche. - Se ¢ =0, la (4,4) si scrive:
5,1) 2qv'(y) + [2¢, — r +tx)(y) =0.

Distinguiamo due casi, senonché ¢ & identicamente nullo oppure no.

Se g=0, la (5,1) diventa [r—<(x)jv(y) =0 onde, tenuto conto che v(y)==0
quasi ovunque e che 7, t(x) sono funzioni continue, si pud concludeve che r
deve essere una funzione 4 (x) della sola x e che si deve assumere t(x) = 4,(x),
rimanendo arbitraria la vly). Abbiamo cosi trovato un primo lipo di equazioni
paraboliche che godono di proprietd 1,,; si tratia delle:

(5,2) Upr + A (xhu = flx, y),

per le quali si pud usare come trasformante una qualsiasi funzione v(y) della
sola y. B superfluo rilevare la banalita di questo caso!

Supponiamo ora che ¢ non sia identicamente nullo e cominciamo col
supporre che ¢ sia il prodotto di una funzione della sola x per una funzione
della sola y. Posto q = A(x)B(y), la (5,1) diventa 24(x)B(y)v'(y) + [24(x)B'{y) —
—r + t(x)je(y) =0 e percid il coefficiente r deve essere necessariamente del
tipo r = 24(x)B,(y) + 4,(x). Con questa nuova posizione la (5,1) assume la
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forma 24(x) { [Biy)v(y)] — B,(yp(y) } = [4,(x) — t(x)jv(y) e questa implica 1’ esi-
stenza di una costante A tale da aversi [Blyh(y)] — B,(yvly) = Av(y), 4,(x)—
— t{x) = 20 A(x). Ne segue che si deve assumere:

1
B3)  vly) = 5 exp

R +fB,(y)dy
By B(y) Bly)
ove A denota una costante arbitraria. Ecco dunque un secondo fipo di equa-
gioni paraboliche che godono di proprietd I,; si tratta delle:

(5,4) Ugpe + 2A(x)Blyju, -+ [24(x)B,(y) + A(x)lu = f(z, y),

con A(x), Bly) nonjidenticamente nulle. Per questo esistono o' funzioniitrasfor-
manti v(x);date dalla primae delle (5,3) al variare del parametro A. Si ammette
naturalmente che queste v(y) risultino continue assieme a v'(y); cid accade
certamente se é sempre B(y) &= 0, ma pud accadere anche in altri casi, man-
tenendo in opportuni intervalli il parametro 2.

Supponiamo infine che ¢ non sia il prodotto di una funzione della sola x
per una funzione della sola y. La (5,1) pud sussistere soltanto se il coeffi-
ciente + 6 del tipo r = 2g9(y} + 29, + 4,(x). Con questa posizione la stessa
equazione si serive 2q.[v'(y) — o(y)vly)] = [4,(x) — t(x)]o(y) e di qui, tenendo
conto dell’ipotesi fattajsu ¢, si trae che deve necessariamente essere v(y) —
— (y)oly) =0, 4,(@)—(@)=0 ossia v(y)=exp | [ ¢(yidy], (@)= A4,(x). Abbiamo
cosl un ferzo ltipo di equazioni paraboliche che godono di proprieta I,; si
tratta delle:

(5:5) Use + 2q(e, yhul, + 2e(lale, y) + A, (x)u = flx, y).

con qlxz, y) non scindibile nel prodotto di una funzione della sola x per una
della sola y. Per queste esiste una sola funszione trasformante v(y) data dalla

formula vly) = exp | [o(y)dy|.

3 T(m) = Aa{w} - 2"\A(§€},

6. Studio delle equazioni non paraboliche (Caso I). - Proseguiamo la
discussione della (4,4), supponendo ¢ non identicamente nullo. Conviene distin-
guere vari casi e sottocasi, secondo lo schema seguente:

Caso I) g é della forma { Sottocaso 1} ¢ é della forma A{x)Bly),

cply) + ¢y { Sottocaso 1,) ¢ non é della forma A(x)Biy);
Sottocaso 11,) ¢ é della forma A(x)B(y),
Sottocaso II,) ¢ € della forma Alx)B(y) + Clx)D(y),

Caso II} ¢ ¢ della forma S
( Sottocaso I1,) ¢ non é della forma A{x)B(y) + Clx)Diy) ;

c(y) - ¢y + edx)fly)
CasoffIIl) ¢ non é della forma cy(y) + ¢, + «(x)3(y).

In questo n. studieremo il Caso I; gli altri saranno esaminati nei succes-
sivi nn, 7, 8, 9, 10,
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Nel sottocaso I,, posto ¢ = A(x)B(y), il coefficiente ¢ risulfa essere della
forma ¢ = A4(x)B,{y), cosicch® la (4,4) diventa:

Ale) Biyp'"(y)+2A(x) B'(y) — B,(y)lv () + [A(x) B'ly) — 24(x) B,'(y) + r —(@)loly) =0

e questo mostra intanto che il coefficiente 1 deve essere del tipo r = A(x)B,(y) +
A (x). Con questa posizione la precedente equazione si scrive:

Afx) { [Bly)oly)]’ — 2[B)v)] + B.lgh(y) | = [lx) — 4,@)kly),

onde deve esistere una costante A tale da aversi:
[Bly)vly))” — 2[B,(gvy)] + B,(y)v(y) = dly), t(x) — 4,(c) = AA(x).

Abbiamo cosi trovato un primo fipo di equazioni non paraboliche che
godono di proprieia I,, si tratta delle:

(6,1) sy + Alw)Bly)u,, + 24(x) B (ylu, + [A@)By(y) + 4, (@)Ju = flx. y),

con A(x), Bly) non identicamenie nulle. Per quesle esistono oc* funzioni
trasformanti v(y) date dagli integrali dell’ equazione differenziale ordinaria
(Bt)' — 2(Bw) + (B,— Mv =0, ove A é un parametro arbitrario (°}. Anche qui
si ammette che questi integrali siano continui assieme alle derivate prima e
seconda ; cid accade senz’ altro se Bly)==0, ma pud accadere anche nel caso
contrario, limitando opportunamente la variabilith di A,

Nel sottocaso I,, ponendo ¢ = coly)-+ ¢, e sostitnendo nella (4,4) si
deduce immediatamente che » deve essere della forma r = co,(y) + 2¢,9(y) +
- Cyy + Alx) ; tenuto conto di cid, la stessa (4,4) serive:

¢+ v'(y) — 2@ + ¢.)oE) | = [tx) — A@)]u(y).

Siccome, per ipotesi, la funzione ¢ non é scindibile nel prodotto di una
funzione della sola @ per una funzione della sola g, quest’ultima equazione
pud essere soddisfaita soltanto se:

V") — 29y} + v,(yply) = 0, tx) = Ax).

Abbiamo cosl trovato un secondo lipo di equazioni non paraboliche che
godono di proprieta I,; si iratta delle:

(6:2) o + [clor, Ylulyy + 20ly)cle, yuly + [9.(H)cle, y) + Al@)u = (w, ),

con c(x, y) non scindibile nel prodotlo di una funzione della sola x per una
funzione della sola y. Per quesie esislono oo funzioni lrasformaniti v(y) date
dagli integrali dell equazione differenziale ordinaria v"'— 2(¢v) 4 ¢,v= 0 (°).

(8} Abbiamo detfo che le funzioni trasformanti sono oco? (e non oc3) perché due fun.
zioni v(y) aventi rapporio costante non sono sostanzialmente diverse fra loro.
(%) Cfr. nota precedente,

Annali di Matematico K



50 A. Guazzerri: Sulle equazioni alle derivate parsiali del 2° ordine, ecc.
q s

7. Studio delle equazioni non parabeliche. (Caso II). - Posto ¢ = A(x)Bly),
con A(x), B(y) non identicamente nulle, si vede subito che ¢ sard della forma
q = A(x)B,(y) + a(x)B{y). Per non ricadere nel caso I, si deve naturalmente
che Alx), alx) siano linearmenie indipendenti e che B{y) non sia identicamente
nulla. Sostituendo in (4,4) si vede poi che il coefficiente » deve avere la
forma r = A(x)B,(y) + 20ux),(y) + 4,(x), cosicchd la stessa (4,4) diventa:

Alx) {[Blyh(y)]" — 2[B,(yhu(y)) + By(y)ly)} —
— 2a(x) { [Bly)o(®)) — Bi(y)v(y) ! = [xlr) — 4,(x)]ly).

Tenuto conto dell’ indipendenza lineare di A(x), «{x), & facile persuadersi
che questa equazione pud essere soddisfatta soltanto se esistono due costanti A,
¢ tali da far risultare:

[Blyly)]" — 2[B,(y)lvly)] + B.lywly) = vly),
[Blyrly] — B.tyly )— wo(y),
T(x) = 4,(x) + A A(x) — Zpa(x).

Dalla seconda di queste equazioni si ricava:

L Bty
= g oo [ 20 (B0,
(1) )= g3 0 |t | 5, [ e
e sostituendo sulla prima, si perviene alla seguente relazione:
(7,2) 1 Ply) + pQy) + Riy) — 2 = 0,

ove si & posto:

0= 3pa2)+28 2

B B

B . ” ‘
B=g (25" — 8"+ ‘?n%-- SEB, + B +

+?"( prg)+B—27 8 “(—F+B)—2B/ + B,.

E evidente che se le tre funzioni Ply), Q(y), R(y) risultano costanti {rispet-
tivamente ugunali a ¢,, ¢,, ¢,), la (7,2) pud essere soddisfatta scegliendo per p
un valore arbitrario ed assumendo poi A = ¢,p0* + ¢,p -+ ¢,.

Se invece P(y) non & costante e Qfy) & del tipo Q(y)=c, Py} ¢, (con ¢,,
¢, costanti), dalla (7,2) discende che necessariamente R(y) deve avere la forma
R(y) =c¢,Ply) +c¢, (con ¢,, ¢, costanti). Con queste posizioni la (7,2) diventa
(1° 4 ¢,l0 + C) Ply) (e, 4 ¢ — 2) = 0, e, siccome Ply) non & costante, questa
richiede che sia p® -+ c,p 4 ¢, =0, A =¢,p+ ¢,, onde restano individuati per
il parametro p due soli valori (eventualmente coincidenti).

(7,3)
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Infine, se P(y) non & costante e Q(y) non & della forma Qy) =c,Ply) +c¢,,
la (7,2) pud essere soddisfatta soltanto se E{y) & del tipo R(y) = — c,*Ply) +
4+ ¢,Q(y) + ¢,, con ¢,, ¢, costanti (determinate in modo unico, altrimenti Q(y)
non verificherebbe la condizione posta). La (7,2) diventa (pn®— ¢,*)P(y) +-
+(p +¢,)9y) +(c,—2)=0 e, per le ipotesi ammesse, questa pud essere
soddisfatta soltanto per p = —c¢,, A =c,.

Questa discussione ci permette di concludere quanto segue: esistono un
terzo, quarto e quinto tipo di equazioni non paraboliche che godono di proprield
1, ; esse hanno tutle la forma :

(7,4) Uzs + Ala)Bly)u,, + 2[A(x)B,(y) + «(x)B()lu, +

con Alx), alx) linearmente indipendenti e Bly), Bly) non identicamente nulle.

Il terzo tipo si ha quando, calcolate le funzioni Ply), Qy), Rly) secondo
le (7,3), risulia Ply) = cost., Qy) = cost., B(y)= cost.; in questo caso si hanno
oc! funzioni trasformanti v(y) date dalla (7,1) con p parametro orbitrario.

Il quarto tipo si ha quando Ply) non ¢ costante e risulla Qy) = ¢ Ply) +c¢,,
R(y) = ¢,Py) +-¢, (con ¢,, ¢, ¢c,, ¢, costanti); in questo caso si hanno due
funzioni trasformanti vly) (eventualmente coincidenti) date dalla (7,1) con
radice dell’ equazione p’ -+ cyp +- ¢, = 0.

Il quinto tipo si ha quando P(y) non é costanle, Qy) non é del tipo
¢, Ply) + ¢, e risulta Rly)= — c.P(y) -+ ¢,Qy) + ¢, (con ¢,, ¢, costanti); in questo
caso esiste una sola funsione trasformante v(y) data dalla (7,1) con p= —c,.

£ da notare che la (7,4) si pud riguardare come una combinazione lineare
{(a coefficienti costanti) di due equazioni dei tipi (5,4), (6,1) gid incontrati;
ma, soltanto se si verifica una delle tre particolaritd sopraddette, tale combi-
nazione lineare gode ancora di proprietd I, .

Vale la pena di aggiungere qualche parola sul terzo tipo ora incontrato.
Posto Py} =c¢,, Q) =c¢,, Rly) =c,, necessariamente con ¢, == 0, dalle (7,3}
si ricava

B=off, B =joBl+28)—308 B=of8h/ +8)—of +o,

1

dimodoché, scrivendo A(x) in luogo di ¢,A(w), a{x) in luogo di a(x) 5

A, () in luogo di 4,(x) 4 c,A(x), la (7,4) assume la forma:

¢, A(),

05) s+ Ay + 20) | A0)]5810) + B0+ o), +

+ [ A{@)BH)B, () + Bl (@) + 20(@)f,(y) + 4,()} u = fl, y),
con A(x), a{x} linearmente indipendenti e B(y) non identicamente nulla. Ripe-
tiamo che quest equazione (7,0) gode di oo' proprieth I, con le funzioni
trasformanti date da (7,1), ove p & un parametro arbitrario.
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8. Studio delle equazioni non paraboliche. (Caso II,). - Fatta la posizione
= A(z)B(y) + C(z)D(y), dovremo supporre che A(z), C(z) siano linearmenie
indipendenti e che lo stesso accada per Bly), D(y) (altrimenti si ricadrebbe nel
caso IL}. 11 coefficiente g avra allora la forma ¢ = A(z)Bly)e(y) + B'ly)] +
+ Clz)[Diy)ely) + D'(y)] + «(z)Bly) con afz), fly) non identicamente nulle (per
non ricadere nel caso I,). Sostituendo in (4,4}, si scorge immediatamente che
il coefficiente r deve essere del tipo r = A(z)B (y) + C(z}D (y) + 2a({z)B,(y)} +
+ 4,(z), dimodochs la (4,4} si scrive:

B1)  Afa)- Bloly)] + Cx) - Djvly)] = 2e(x) « Gv(y)] + [t(z) — 4, (=]Joly),
ove per brevitd si & posto:

Blv(y)] = Bv’ — 2Byw’ — (2B + 2B'¢-+ B' — B,

521 1 Doly)) = Do’ — 2D — @Dy + 209+ D'— Dyjo,  8loly)] = (Bof — B,v.

Supponiamo dapprima che le tre funzioni Alz), Clz), «{z) siano linear-
mente indipendenti. Si vede allora facilmente che la (8,1) pud essere soddi-
sfatta soltanto se esistono tre costanti A, u, v tali da aversi:

(83) Bloyl] = 2oly), Doy = poly), &Y= voly),
risultando poi di conseguenza t(z) == 4,(x) + Ad(z) + pC(z) — 2va(z). Dalla

f

e sostituendo nelle altre due si ottengono le due seguenti condizioni per i
parametri costanti A, p, v

, (8)4) wY) = 5=

) v+ Pl + o) — 22 2B19i0iy) + B') — B,y + 1) =0,
85)

; v+ P+ Qo) — TV D) slo) + D'ty) — Dify)+ 11 =0,

ove si & posto
86) | P =— 3F +H?l3, — 289, ’
| Q) =2B° — BB" + B, — BF'B, + B3, + 2B(8'— B,)o — 2%
Le (8, } sono compatibili soltanfo se
(2By+B"—B,+ 1 /B=@2D¢4-D"-—- D, + )/ D;
da questo segue che le funzioni B,(y), D,(y) devono essere della forma:

B.(y) = By\ly) + 2B(y)uly) + B"(y) + b,

87
51 D (y) = D(y)ly) + 2D'(yle(y) + D"{y) + K,
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(con B, k costanti) e cid ci permette di trasformare le (8,5) nelle:

. ) . — A
v + Plylv - Qlg) + @*-’(m‘[q»(m + ’%(y—)} =0,

v+ Pyl + Qly) + B"(z/)[awy) + kD@" = .

Da queste si trae (k— p)Bly) = (b — A)D(y) onde, per ! indipendenza
lineare di Bly), Diy), si deve necessariamente assumere A =h, p =k, rima-
nendo poi per v I’unica condizione:

Vi 4+ Pyl + Qly) + B*(y)dly) = 0.

Se Py) ¢ costante {=c,), necessariamente @(y) deve esserc del tipo.
Oty = — B*()¥ly) +c¢, (con ¢, costante) ed allora si hanno come possibili valori
di v le due radici (eventualmente coincidenti) dell’equazione v* -+ ¢,v + ¢, =0-
Se invece P(y) non é costante, Q(y) deve essere della forma Qly) = — By)dly) +
-+ ¢,P{y) — ¢} (con ¢, costante) ed allora unica possibile scelta,di v 6 v==—¢,.

Tenendo conto delle espressioni di ¢, ¢, r e delle posizioni (8,7) e scri-
vendo semplicemente 4,(x) in luogo di 4,(x) + hA(x) + kC(x), possiamo enun-
ciare quanto scgue: esistono un seslo e settimo tipo di equazioni non parabo-
liche che godono di proprietd I,,; esse hanno tutte la forma :

(8,8) Uz + AW) | [Bylulyy + 204 Bly)ul, + by)By)u | +
+ Clx) { [Diylulyy + 29[ DY)uly + Yy)Dyyu | + 2alw) | Bly)uy + B,(yhu | -+
+ 4, (wju ={f(x, y),

con A{x), Olx), «(x) e Bly), Dly) linearmente indipendenti e Bly) non identica-
mente nulla.

11 sesto tipo si ha quando, calcolate le funzioni P(y) e,Qy) secondo le (8,6),
risulla Ply) =c, e Qy) = — B*(y)d(y) + ¢, (con ¢, e ¢, costanti); in questo caso
si hanno due funzioni frasformanti vly) (eveniualmenie coincidenti) date dalla
(8.4) con v radice dell’ equazione v + ¢,v + ¢, = 0.

Il settimo tipo si ha quando P(y) non é costante e Qy) = — B*(y)bly) +
+ ¢, P(y) — ¢} (con c, costante) ; in questo caso si ha una sola funzione trasfor-
mante v(y) date da 8,4) con v = — ¢, (*°)

Ritorniamo ora alla (81) ed e+ ainiamo 1’altro caso, supponendo che la
funzione alc) sia una combinazione lineare delle due funzioni A(x), Cix). Posto
afe) = hA(x) + kC(x), con h, k costanti non entrambe nulle, il cocfficiente ¢

{19} 8i noti che la (8,8} pub rignardarsi come una combinasione lincare di un’equazione
del tipo (5,4) con dune equazioni del tipo (6,1); perd soltanto nei due casi parlicolari soprad-
)] s q 1 s1)3 P P P

detli essa gode ancora di proprietd I.
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agsume Vespressione ¢ = A(x) Bly)e(y) + B'y) + hi(y)] + C(=)[Diy)¥ly) + D'(y) +
+ kB(y)]; mnoi seriveremo pit semplicemente g = A(x)B,(y) + C(x)D,(y), tenendo
perd presente che la condizione: ${y) non identicamente nulla, si fraduce
nell’analoga condizione per la funzione:

(8,9) Y(y) = By)[D'ly) — D.(y)] — D{y[B'ly) — B,{y)).

Sostituendo in (4,4) si vede subito che il coefficiente » deve essere della
forma r = A(x)B,(y) + Clx)D,{y) + A,(x) e, con questa nuova posizione, la (4,4)
diventa :

A(@) { [Blyyo()l" — 2[B,(y)o(y)] + By(ylo(y)} +
+ Cla) } [Dly(y))’ — 2[D,y)oly)) + Dy(y)oly)t = [x(w) — 4, (x)]oly),

e da questa, in virth dell’ indipendenza lineare di A(x), C(x), si deduce che
devono esistere due costanti A, p in guisa tale che:

(8,10) (Bv)' — 2(Bv) + By=2av, (Dv)" — 2(Dw) + D,w = pv,

risultando poi <(x) = 4 (x) + rA(x) + pClx). Lo studio del sistema (8,10) non
¢ semplice e non vale la pena di esporlo qui in tufti i particolari; ¢i limi-
teremo pertanto a provare che al massimo possono esistere ire coppie (X, p)
in corrispondenza alle quali detto sistema risulta compatibile. Ed infatti dalle
(8,10) si traggono le due conseguenze :

| 25_':_...@”.?__3(1*'« 9D:’+D2)—~Y—D<B"—2B/+Be*,

B—B,

@) Vo =D,
v Y Y
LB =B —2D'+ D) — (V' — D)B"— 2B+ B,)

| Y

la prima delle quali individua univocamente v in funzione di y e dei para-
metri A, p.

Sostituendo nella seconda si trova per tali paramefri una condizione
del tipo
(8,12) [AD(y) — pBy)I* +- AP(y) + uQly) + E(y) =0,

ove P(y), Q(y), Biy) sono tre determinate funzioni di eui 6 inutile riportare
I’ espresgione.

Pensando A, u come coordinate cartesiane in un piano, la (8,12) rappre-
senta una famiglia co' di parabole (col parametro ) e percid si pud dire che
i nostri parametri X, p vanno determinati in modo da fornire le coordinate
di un punto base di tale famiglia. Ma questi punti base, se esistono sono
certamente in numero finito, perché nel caso contrario le parabole della
famiglia dovrebbero tutte spezzarsi in due rette (parallele) di cui una almeno
fissa e ci0 € impossibile giacché, in virtd della indipendenza lineare delle
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due fanzioni B(y), D(y), le parabole toccano la retta all’infinito in un punto
variabile con gy. E per la stessa ragione é ovvio che i punti base cercati
possono al massimo essere tre.

Concludendo : esiste un oftavo tipo di equazioni non paraboliche che godono
di proprieta 1,; esse hanno la forma :

(8,13)  uyy + [A(2)B(y) + C(2)Diy)luyy + 2[4A(2)B {y) + C(z)D,(y)luy, +
+ [4(2)B,(y) + C()D,(y) + 4,(z)lu = f(z, y),

con Alz), C(z) e Bly), D(y) linearmente indipendenti e y(y) = B(y)[D'(y)— D,(1] —
— D(y)[B'(y) — B,(y)] non identicamente nulla (‘'). Perd tali proprietd si hanno
soltanto se la famiglia di parabole rappreseniala dallequazione (8,12) [oltenuta
eliminando v fra le due equazioni (8,10)] ammette dei punti base; tali punii
base possono essere al massimo lre e ciascuno da luogo ad una proprietd I,.

Possiamo aggiungere che possono effettivamente esistere tre funzioni
trasformanti come mostra il seguente semplice esempio: si ponga nella (8,13):

By =y, D=1, Bly)=1—5 D=0 Bly)=—1 D,y =0;

si trovera la famiglia di parabole (A — yp)* — A — #’n =0 coi tre punti base
(0, 0), (1, 0), (O, 1) a cui corrispondono le tre funzioni trasformanti 1, y, e~?.

9. Studio delle equazioni non paraboliche (Caso II,). - In questo caso si
suppone che il coefficiente ¢ non sia della forma A(z)Bly) + C(z)D(y) e che
per il coefficiente g si possa porre ¢ = cp(y) + ¢y -+ a(z)p{y) con a(z), By} non
identicamente nulle {per non ricadere nel caso I,). Sostituendo in (4,4) si
vede subito che il coefficiente r deve essere del tipo r = ¢y, + 2¢,9(y) +-
+ ¢, (y) + 2e(z)B,(¥) + «,(x) e con cid la stessa (4,4) diventa

(9,1) ¢ {v'(y) — Ao@)] + v.ly)vy) | =
= 2e(z) { [Bly)ol) — B.(9)v(®) } + [3(2) — e\ ()loly).

Per Vipotesi fatta su ¢, questa pud sussistere soltanto se:

(9,2) v"(y) — 2eypoly)] + ¢, (yhly) =0

dopo cid, dalla (9,1) segue ancora che deve esistere una costante A tale che
si possa porre:

Bl — Bly)vly) = roly), tla) = e, (&) — 2ra(z).
Dalla prima di queste si ricava

(93 ”(y):ﬁl'y) ( 3(y)+] %lz}l) )

(*1) 8i noti che la (8,13) ¢ una combinazione lineare di due equazioni del tipo (6,1).
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e sostituendo nella (9,2) si ottiene per il parametro X la condizione:

9,4) 2+ APy} + Qy) =0,
ove 8i é posto:
(9,5) Ply)=— 3§ + 2B, — 29, Qly) = 28" — B3" + 5 —

— 388, + BB, + 2B — B — 289 + o, .

Se P(y) ¢ costante (= ¢,), anche Qly) deve essere costante (=c,) ed allora
dalla (9,4) segue che sono possibili per A soltanto due valori (eventualmente
coincidenti}: le due radici dell’equazione 2* 4-¢ +¢,=0. Se Ply) non ¢
costante, Q(y) deve essere del tipo Qy) =c,Ply)—c,* (con ¢, costante} ed
allora é chiaro che dalla (9,4) segue A = — ¢,.

Concludendo : esistono un nono e decimo tipo di equozioni non paraboliche
che godono di proprieta I,; esse hawno la forma:

(9,6 Upe + [C(2, Yiulyy + 29(y)elz, Yuly + oy, yiu +-
-+ 20(z)[Bly)uy + B, (y)u] + o (z)u = flz, y),

ove oz, y) now é della forma A(z)Bly) + Clz)D(y) e «(z), Bly) non sono identi-
camente nulle (**).

Il nono tipo si ha gquando, introdotte le funzioni Ply), Qy) secondo le (9,5)
risulta Ply)=c,, Qyl=c, (con c,, ¢, costanii); si hanno allora due funzioni
trasformanti (eventualmenie coincidenti) date da (9,3) con * radice dell’ equa-
zione A +¢c,A + ¢, =0,

Il decimo tipo si ha quando Ply) non é costante e Qy) = ¢, Ply) — ¢,° (con
¢, costante); si ha allora un’unica [unzione lrasformante daia da (9,3) con
A= —g¢,.

10. Studio delle equazioni non parabeliche (Caso 11I). - In questo caso
si suppone che il coefficiente ¢ non sia della forma cg(y) - ¢, + «(zif(y); in
virtit di quest’ipotesi la (4,4) esige che il coefficiente r sia della forma:

7 = 0p,(y) -+ 2(cy — @Ie(y) — Cyy + 2gy + 4,(),
con la funzione ¢(y) univocamente determinata. Sostituendo in (4,4) si otticne:
¢+ [V'(y) + wilylly)] + 2(c, — Q) + #lyholy)] = [x(=) — 4, (@)]ely),

e, per V'ipotesi fatta su ¢, questa pud essere soddisfatta solianto se:

(10,1) vly) + ¢ly)oly) =0,
e di conseguenza
(10,2) ¢+ [V"(y) + p,fyiy)] = [t(z) — A (=)]v(y)-

{12) Lia (9,6) ¢ una combinazione lineare di equazioni dei tipi (5,4) o (6.2).
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La (10,1) individua in modo unico la funzione trasformante w(y) e sosti-
tuendo in (10,2) si ottiene

(10,3) ¢+ [9*() — ¢'19) + 9y =1(z) — 4,(a).

Se risulta 9* — ¢’ 4 ¢, =0, la (10,3) impone soltanto di scegliere t(z)=
= A,(z). Se invece 9* — ¢’ + 9, non ¢ identicamente nulla, la (10,3} richiede
che il coefficiente ¢ sia della forma A(z)B(y) [con A(z), B(y) non identica-
mente nulle], dimodoché dalla (10,3) si trae che il prodotto B(y)e*(y) — ¢'(¢y) -+
-+ ¢,(y)] deve esscre costante {=c¢,) ed inolire che si deve assumere 1(z)=
= A, (z) + ¢, 4(z).

Per enunciare questi risultati nel modo piu rapido conviene introdurre,

i
in luogo del coefficiente ¢, la funzione € definita da Q@ =g¢q + Qccp(y)—cy,

osservando che I’ ipotesi fatta su ¢ si traduce nel fatto che @ non deve essere
del tipo cd(y) + «(z)B(y). Con questa posizione si ottiene == c[¢*(y) — ¢'(y) +
+ Qufu)] — e,0y) 0y — 2Q0ly) +2Q, + A,(z), vale a dire r = — c,0(y) + oy —
— 2Q¢(y) + 2Q, 4- A,(z) nella prima delle due eventualith sopra menzionate, e
lo stesso nella seconda quando si intenda di aver scritto A, (z) in luogo di
c,A(z) + 4 ().

Possiamo qnindi enunciare il teorema: esiste un undicesimo tipo di
equazioni nown paraboliche che godono di proprielad 1,; esse hanno la forma:

(10,4) Ugo + [0z, Y)ulyy — oylolz, y)ul, +
+ |2Q(z, y)ul, — 2¢(y)Qlz, yhu 4 A (z)u =f(z, y),

con clz, y) non idenlicamente nulle e Qx, y) non esprimibile sotto la forma
cbly) + alz)Bly). Esse ammetiono una sola funzione trasformante vly) definita
dalla (10,1).

Si noti che la (10,4) ¢ una combinazione lineare di due equazioni, una
del tipo (5,5) e I’altra del tipo (6,1) o (6,2) secondoché c(z, y) & della forma
A{z) B(y) oppure no.

11. Riassunto dei risultati ottenuti e possibili applicazioni del metodo
delle trasfermate parziali. - Voglio qui riunire, in modo pit espressivo, i
risultati della discussione svolta. Da quanto si & deftto al n. 2 si frae il
gseguente primo teorema:

1. - Tutte le equazioni (1,1) con il coefficiente a identicamente nullo
godono di proprieta I, e le funzioni trasformanii vz, y) sono le soluzioni
dell equazione o derivale parziali (2,8).

Fra le equazioni con il coefficiente ¢ non identicamente nullo, ¢i siamo
limitati a considerare quella per le quali & sempre a=0 ed inoltre sono
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verificate le ipotesi enunciate ai nn. 2, 4 {*}), Per tali equazioni & possibile,
senza alterare la natura del problema postoci, adoftare la forma canonica

(1) Uge + (T, Y)Uyy + 29(z, Yhu, + r(z, Yu =[(2, y),

e limitarsi alla ricerca delle funzioni trasformanti che dipendono dalla sola y
[cfr. n. 4].

Con riferimento all’equazione (1) si ricava dalla discussione del n. 5 il
seguente teorema :

II. - Fra le equagioni (1) che sono di tipo parabolico {c=0), godono. di
proprieta I, tutle e sole quelle che sono della forma {ofr. con (5,5)):

(2) Uew + 2[glz, Yluly + Aelyale, 9) + A2)u = f(z, y)-

Se la funzione q(z, y) non é del tipo A(z)Bly), st ha una sola proprieta I,,.
Se g(x, y) = A(z)Bly) e non identicamente nulla. si hanno oo' proprietd I,
[efr. con (D,4)].

Se glz, y) =0, si hanno infinite proprietq I,,, con scella arbitraria della
funzione trasformante v(y) [cfr. con (5,2}

Dai nn. 6, 7, 8 9, 10 si ricava questo ferzo fteorema:

II1. - Fra le equazioni (1) che non sono paraboliche (c #40) e che godono
di propriela I, vi sono indanto quelle della forma {cfr, con (6,2)]:

B) o + [clz, yulyy + 2e()c(z, ylul, -+ [3,Y)c(z, y) + A la)]u =1(r, y).

Se la funzione c(x, y) non é del tipo A(z)« Bly) si hanno o' propriela 1,.
Se c(x, y) = A(z)Bly) si hanno oc* proprietd I, [efr. con (6,1)].

Oltre alla (3) godono ancora di proprietas I, allre equazioni che si possono
inquadrare nel modo seguente :

a) certe particolari combinazioni lineari a coefficienti costanti di un’equa-
zione (2)°con un’ equazione (3} [cfr. con (7,4), (9,6}, (10,4) assieme alle partico-
larita ivi descritte]; sé hanno allova al pit due propriela I,, franne in un
caso |efr. con (7,5)] nel guale tali propriela sono o ;

b) cerle particolari combinazioni lineari a coefficienti costanii di due
distinte equazioni (3) [cfr. con (8,13) assieme alle particolariti ivi deseritte];
si hanno allora al pin tre proprieti 1,;

¢) cerle particolari combinazioni lineari a coefficienti costanli di un’equa-
zione (2) con due distinte equazioni (3) [cfr. con (8,8) assieme alle particolariti
ivi descritte]; s hanno allora al pii due proprieta 1.

Come si ¢ detto al n. 1, fra le equazioni individuate dai teor. I, T, III
possono essere trattate col metodo delle trasformate parziali soltanio quelle

(13) Nei casi in cui queste irotesi non fossero soddisfatie, non si potranno in generale
applicare i risultati qui enunciati, Conviene allora. caso per caso, proeedere ad uno studio
diretto del sistema (2,7).
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che godono di infinite proprietd I,; dunque soltanfo quelle del teor. I e
quelle dei tipi (5,2), (5,4}, (6,1}, (6,2), (7,5). Ma questa sola condizione non
basta; ne occorrono altre e fra queste ci limitiamo a segnalarne una. K
ovviamente necessario che dall’insieme delle infinite funzioni trasformanti
sia possibile estrarre un sisfema completo di funzioni. Questa condizione
esclude la (6,2) perché, come si & visto, le funzioni trasformanti v(y) relative
a tali equazioni sono gli integrali di v"— 2(¢v) + ¢, v =0 (ove non figura
alcan parametro) e quindi sono del tipo v,(y) + Av,(y), con A costante arbi-
traria; & chiaro che con queste funzioni non si pud formare alcun sistema
completo. Possiamo percid concludere:

IV. - Vi sono sollanto cinque tipi di equaszioni per le quali appare possi-
bile U applicazione del wmetodo delle trasformate parziali; si tratta delle equa-
sioni di cui al teor. I e di quelle della forma (5,2), (,4), (6,1), (7,5).

Come si & gid detto al n. 1, lo studio di queste possibilith sard svolto
in un lavoro successivo.
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