
Sopra l'esistenza dell'estremo assoluto per una classe 
di integrali curvilinei dello spazio in forma parametrica. 

di ~ATALIA BERRUTI ONESTI (a Pavia) (*) 

Suato. - Nel presente lavoro, riprendendo in esame gli integrali curvilinei dello spazio 

(I) / ~'(x, y, z; x', y', z')ds 
c 

gi~ considerati in precedenti ricerche dell'A, si dimostrano alcuni teoremi di esistenza 
del minimo (assoluto) per gli integrali (I). A tall teoremi vengono premesse alcune 
considerazioni fondamentali riguardanti gli zeri della funzione ~ in relazione agli 
integrali ~c" Aleuni dei risullati ottenuti vengono illustrati con esempi. 

I n  u n a  ) I e m o r i a  di a l c u n i  a n n i  fa  (~), a l lo  s c o p o  di  e s t e n d e r e  ag l i  in te-  

g r a l i  e u r v i l i n e i  de l lo  ~pazio 

(I) ~c -- l F(x, y, z ; x', y', z')d8 

c 

(dove la funzione F 6 definita in ogni punto (m, y, z) di un eampo A e per 
ogni terna di valori reali x', y', z' (2)) aleuni teoremi noti per gli integrali 
c u r v i l i n e i  de l  p i a n o  

(II)  ~c "-  ~ F ( x ,  y ;  x ' ,  y')ds, 

c 

a b b i a m o  de f in i to ,  p e r  gli  i n t e g r a l i  (I),  i c o n c e t t i  di  in tegrale  quas i - rego lare  

positivo~ seminormale ,  normale  e in tegrale  regolare. L e  d e f i n i z i o n i  r e l a t i v e  a 

ta l i  i n t e g r a l i  sono  s ta te  d a t e  m e d i a n t e  la f u n z i o n e  ~ di WEIERSTRASS, anz ichb ,  

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attivith dei Gruppi di riceroa matematici del Con. 
siglio ~azionale delle Rieerche (Gruppo n. 19). 

(t) ~.  BERRUTI ONESTI, A proposito d i u n a  classificazione di integrali curvitinei detlo 
spazio nel Calcolo delle Variazioni, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. X, 
{1961), pp. 233.261. 

(e) Per  le altre ipotesi sopra la funzione F, cfr. il n. 1, a). Rileviamo che nel presente 
lavoro ci riferiamo alle ipotesi della Memoria citata in (4), non ponendoci, pertanto, nolle 
condizioni formulate da altri Autori:  err,  per esempi% il lavoro (citato da altri Autori, e 
del qualo finora non abbiamo potuto prendere ~isione) L. It. TURNER, The direct methods in 
the calculus of variations, Ph. D. dissertation, Purdue University~ Lafayette, Indiana, 1957. 
D'altra parte alcune proprieth rilevato nel presente lavoro no~ sussistono nel easo in eui la 
funzione _F non ammette finite le derivate parziali del primo ordine rispetto a x', y', z' (cfr. 
FOsservazione del n. 3). 
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come net  ease p iano (3), med ian te  la funzione  F~ (4), e ta maggiore  generaliti~ 
che tall def inizioni  eosi f o r m u l a t e  p re sen tano  r i spe t to  a que l le  equ iva len t i  
ehe, sotto ipotesi  pifi res t r i t t ive ,  si possono dare  med ian t e  la F~ (5), b s ta ta  
posta  in lace,  con esempi,  in una  recen te  Nora (6). 

Nel  lavoro ci tato in (~) ci s iamo limitati ,  per  ragioni  di spazio, ad aggiun-  
gere  a l l ' i ndag ine  svol ta  in meri to  ai coneet t i  sopra  r ieordat i ,  ol t re  a una  
condiz ione suf f ic ien ie  aff inch6 u n ' e s t r e m a l o i d e  re la t iva  agli in tegra l i  (I) sia 
un 'es t remale ,  un  solo t eo rema  di es is tenza  de tPes t remo assoluto,  nel qua le  
l ' i n t eg ra l e  (I} viene suppos to  quas i -regolare  definite (positive).  

Nel p resen te  lavoro,  r ip rendendo  in esame gli in tegra l i  (I), d imos t r iamo 
a lcuni  teoremi  di es is tenza del minimo (assoluto) quando,  in luo~o della  con- 
dizione sopra  nominata ,  che ~c sia definite (positive),  si suppone  che ~c sia 
quasi -regolare  semidefini to (positive),  e ehe inol t re  per  gli zeri del la  funzione  
F (~) appa r t enen t i  al campo A siano ver i f iea te  o p p o r t u n e  condizioni  (8). 

Rieordate ,  nel  § 1, a l cune  genera l i th  r igua rdan t i  gli in tegra l i  (I), nei § 2 
vengono  svel te  a l cune  cons ideraz ioni  p re l iminar i  in mer i to  agli zeri del la  
funzione  F.  Tra  ques te  p resen ta  par t ico la re  r i l ievo que l la  che fo rma  oggetto 
del u. 3, b), dal la  quale ,  t enendo anehe  conto di quanto  viene r i levato  nel 
n. 3, a),  si deduce  (n. 4, a)) una  propr ie t~  di cui, sotto oppor tune  condizioni  (~), 
gode l ' i n s i e m e  chiuso  E dei pun t i  (x', y', z') della super f i c ie  

a2~: x ' ~ +  y ' " +  z '~- -  1 

nei  quali ,  in co r r i spondenza  a un punto  (x, y, z), 6 F (x ,  y, z; x' ,  y', z') - -  O. 
Tale propr ie th  6 fondamen ta l e  per  la d imost raz ione  dei lemmi dei nn. 9 e 11. 

D 'a l t ra  parte ,  in base  a una  osservazione  con tenu ta  nel  n. 3, c) r iguar-  
daa te  la f igura t iva  del la  funzione  F re la t iva  a uno zero del la  F~ si perviene ,  
nel n. 4, b}, a un r i sul ta to  gi~ ot tenuto,  in ipotes i  pii~ res t r i t t ive ,  nel lavoro 
ci ta to in (~). Inol t re ,  al la  f ine del n. 3, con sempl ic i  e sempi  si pone in evi- 
denza come, nel  ease in cui la funzione  /~ non soddisfa  alle ipotesi  fatte,  la 
p ropr ie th  r i l eva ta  nel n. 3, v) pub non essere  ver i f iea ta .  

(s) L. TO~ELLI, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, Due Vohmi (~. Zanichetii~ 
Bologna 1921.23). Cfr. Vol. I, Cap. V, § 2~ n. 81, pag 22~. 

t 4) Per quanto riguarda il mode in eui sono definite le fuilzioni $ ed F l relative agli 
integrali (I), cfr. rispettivamente la {1) e la (4) del n. 1, a) del presente lavoro. 

(5) Cfr. il n. 13 del lavoro citato in (i). 
(6) ~r. ]~EI~I~UTI ONESTI, Ancora sopra una classificazione di integrali curvilinei del 

Calcolo delle Va~iazioni, Rend. dell'Istituto Lombard% Acc. di Scienze e Lettere, Vol. 99, 
{1965), pp. 457485. 

(7) Cfr. il n. 2 del § 1 del presente lavoro. 
(s) Cfr. la (~) e la (%. 
{9} Tall condizioni vengono indicate nel n. 3, a) e b), e ricordate nel n. 4, a). A questo 

proposito cfr. anche la (t~). 
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Usufruendo delle considerazioni svolte nel § 2, nel § 3 dimostriamo alcuni 
teoremi di esistenza del minimo (assoluto} per  gli integrali (I). 

All ' inizio del § 3 ~ premesso [n. 5) un lemma nel qnale, pur  estendendo 
agli integrali  (I) un risultato gi'~ noto per  gli integrali  (II)(~o), poich~ ei 
poniamo in condizioni pifl ampie di quelle relative al caso piano {in cui si 
suppone che esistano continue le derivate parziali del secondo ordine della fun- 
zione F rispetto a x' ,  y', z'), abbiamo dovuto seguire un nuovo procedimento.  
Peral tro,  come rileviamo helle {~) e t~4), tale lemma, sotto ipotesi pifl restrit.  
t ire, si pub ottenere con una semplice estensione del procedimento seguito 
nel caso piano. Inoltre nel n. 6, mediante un esempio, poniamo in luce come, 
nelle ipotesi del n. 5, non ~ possibile usufrui re  di un ragionamento analogo 
a quello svotto nel luogo citato in (to}. 

In base al lemma del n. 5, nei nn. 7 e 8 dimostr iamo due teoremi di 
esistenza del minimo {assoluto) per  gli integrali  (I). Mentre il n. 7 si ottiene 
quale immediata  estensione di un teorema stabilito da L. TONELLI nel caso 
piano, nel teorema del n. 8 viene considerata,  in merito agli zeri della fun- 
zione F, una nuova condizione, e nella dimostrazione, pur usufruendo di 
alcune considerazioni analoghe a quelle svolte nel caso piano, abbiamo dovuto 
r icorrere a un nuovo procedimento. Da tale teorema, come osserviamo alla 
fine del n. 8, segue {come caso particolare) una nuova proposizione per  gli 
integrali  del piano (II). l~ell 'esempio del n. 8, inoltre, costruiamo una run, lone 
per  la quale le condizioni del teorema stesso sono verificate. 

Pe r  estendere (nn. 10 e 12} agli integrali  ~c dello spazio altri  due teoremi 
di esistenza del minimo (assoluto) ~ stato necessario premettere i gih citati 
lemmi dei nn. 9 e 11. 5Tella dimostrazione del n. 9, pur seguendo un proce- 
dimento analogo a quello usato nel caso piano (dove, in luogo del l ' ins ieme E, 
interviene un arco di circonferenza x~2-] - y '~ - -1  di lunghezza minore di r:), 
si sono presentate  nuove complicazioni, che hanno richiesto varie considera. 
zioni, anche di na tura  geometrica, ed opportuni  aecorgimenti  (cfr. in partico- 
lare, la (~)). 

Anche la dimostrazione dei teoremi dei nn. 10 e 12 e del lemma del 
n. 11, per  quanto in essa si proceda in modo analogo al caso piano, ha 
richiesto opportune considerazioni. 

Soggiungiamo che, tenendo presente la proprieth del l ' ins ieme Z r i levata 
nel n. 4, a), agli integrali  (I) si possono estendere, con ulteriore indagine 
che, per ragioni di spazio, nel presente lavoro non effettuiamo, altri teoremi 
di esistenza del minimo (assoluto) relativi al caso piano (~1). D'al tra parte, 
usufruendo del lemma del n. 5, e con ulteriori, opportune considerazioni, si 
possono estendere agli integrali  (I) altri r isultati  r ignardanti  l 'es is tenza del 

(~0) Oft. L. ~ONELLI, Opera citata in (:'), Vol. 1, Cap. VI, n. 86, a), p. 24L0. 
(ti) Cfr. L [][]OI'~ELLI, Opera citata in (3), Vol. Il, Cap. I, nn. 12-1~, pp. 9-9.~0. 
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minimo (assoluto) per  gli in tegra l i  (II) (~21. Inol t re ,  con indag ine  ul ter iore  che 
pure,  nel  p resen te  lavoro, non  effe t tu iamo,  si pub ot tenere  u n a  estensione,  
agli in tegra l i  ~c dello spazio, di a l t r i  teoremi  di esis tenza del min imo (assoluto) 
noti  per  gli in tegra l i  (II) (~2,). 

Inf ine ,  tenendo presente  quanto  viene esposto nel  n. 23 del  Vol. I I  del- 
l ' 0 p e r a  c i ta ta  in (3}, si possono, con facil i  considerazioni ,  es tendere  agli 
in tegra l i  (I) i r i su l ta t i  o t tenut i  he1 luogo era  ei tato per  il case di campi  

i l l imita t i .  

§ 1. - G e n e r a l l t ~ t .  

1. ALCU)rE D]~FI~IZIONI (~3). _ a) Supposto  c h e l a  funzione  F(a¢, y, z; x',  y', z') 
sia def in i t a  e cont inua,  ass ieme alle propr ie  der ivate  parzial i  del pr imo ordine 
r ispet to  a x',  y', z', in ogni punto  (x, y, z) di un  campo A e per  ogni te rna  
di humer i  real i  non tu t t i  nu l l i  (x', y', z'), pos i t ivamente  omogenea  di grade  1 
r ispet to  a x',  y', z', e tale ehe sia F(x ,  y, z; 0, 0, 0 ) - - 0 ,  cons idera ta  u n a  curva  
ord inar ia  t ~4) 

C: x - - x ( s ) ,  y - - y ( s ) ,  z - - z ( s ) ,  ( O ~ s ~ _ _ L )  

dove s b la lunghezza  del l 'a rco ret t i f icato,  e cons idera ta  inoltre,  in ogni punto  
(x, y, z) di A e per  quals ias i  coppia di terne di humer i  real i  non tut t i  nul l i  

(x', y', z'), (x', y', z'), la funz ione  (di W~]IERS~RASS) 

(1) 8(x ,  y,  z; x ' ,  y', z' ; x',  y', z') - -  F ( x ,  y, z; x',  y', z') - -  

- - [x l%, (x ,  y, z; x', y', z') + ..) + 

(le) Gfr., per es., L. TONELLI, Sull'esistenza del minimo in problemi di Calcolo delle 
Variazioni, A_nnali della 1~. Seuola Norm. Sup. di Pisa, I, {1932), pp. 89-99; e Sulle estremali 
complete, Anna]i della R. Scuola' Norm. Sup. di Pisa, V, (1936), pp. 159-i68. Cfr. anche 
Opera eitata in (3), Vol. II, n. 26, p. 78. 

(i~') cfr., per es., L. TONELnI, Opera citata in (s), Vol. II,  Cap. I, nn. 15.22 e n. 24; 
e A. DEL CHIARO, Sull'esistenza del minimo in problemi di Calcolo delle Variazioni, AnnaIi 
della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa~ III,  (1934), pp. 63.83. 

(13) Ci limitiamo a ricordare s01tanto alcune definizioni, mentre per altre generalit~ 
rimandiamo al § 1 del lavoro citato in (i). 

(i4) Ricordiamo ehe si dice curva ordinaria C ogni curva 

x = x i t ) ,  y=y ( t ) ,  z-~-ztt), { t ~ t ~ t O  

tale che le funzioni x(t), y(t), z(t) siano assolutamente continue nell'intervallo (to~ ti) , ed 
ogni punto (x(t)~ y(t), z(t}) appartenga al campo A. 
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1' integrale 

(I) 

si dice 

 c=f 
u 

F(x,  y, z; x', y', z')ds 

1 °) quasi-regolare positivo, se 

] v,  v ~(x, y, z; x ,  yt, z ,  ~', y ,  z') ~ 0 

~ t  N 
"x' ' z'), (x', y ,  z')(~"); in ogni punto (x, y, z) di A e per tutte le terne normalizzate ( , y ,  

2 °) quasi-regolare positivo seminormale, se b quasi-regolare positivo, e 
in corrispondenza a ciascun punto (x, y, z) di A esiste almeno una terna 
normalizzata (xo', Yo', Zo'), tale che risulti  

(3) ~(x, b~, z; Xo', yo, z°'; x ,  y', z') > 0 

per qualsiasi terna normalizzata (x', y,, z') distinta da (xo', Yo', Zo'); 

3 °) semidefinito positivo, quando in ogni punto (x, y, z) di A e per ogni 
terna normalizzata (x', y', z') ~ F{x, y, z; x', y', z'} ~ 0 (~6). 

b) Supposto che per la funzione F siano verificate le ipotesi r icordate 
all ' inizio del precedente  capoverso, e che, inoltre, in ogni punto (x, y, z) di 
A e per ogni terna di numer i  real i  non tutti nulli (x', y', z'} esistano ~inite e 
continue le derivate parziali del secondo ordine della funzione F rispetto a 
x', y', z', si definisce la funzione F~ nel seguente modo 

1 F ,y, F (x,y,z; Fy, , 1 Fy',' F 'z" I 1 Fo,o, F,,:, 

~ t  x, ~P~yp 

F~, z, Fy, ~, 

1 
Z' X t 

~ y ' y '  ~ y r Z v  

Tale funzione, in virtfi delle ipotesi fatte, risulta definita e continua xn 
ogni punto (x, y, z) di A e per ogni terna di numer i  rcali non tutti nulli 
(x', y', z'), e posit ivamente omogenea di grado - - 4  rispetto a x', y', z'. 

('-5) Come ~ noto, si dice normal izzata  ogni  terna  di numer i  real i  (x'~ y', z') per  cui 
x '~ -k- y,.2 _4_ z'~ ~ 1. 

(16) Sia  dal le  def iniz ioni  era  r icordate,  sia da quel le  di !n tegra le  ~c quasi regolare 
positivo normale~ regolare positivo, e definito positivo si ottengono, come ~ note, quel le  ana- 
loghe per  i corr ispondent i  in tegra l i  ~c negativi, per  i quali  va lgono considerazioni  analoghe 
a quel le  sve l te  in seguito.  
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2. ZERI DELLA FUNZIONE F. - Wll punto (x, y, z) di A si dice zero della 
~' Z'" ' ' funzione F, se per una o pii~ terne normalizzate (x', y ,  ~ ~ F ix ,  y, z; x ,  y ,  z')-----O. 

Se nel punto (x, y, z} di A ~ F(x ,  y, z; x ' ,  y', z ' } = 0  per tutte le 

terne normalizzate (x', y', z'), il punto (x, y, z) si dice zero lotale; 

se i n v e c e  6 Fix ,  y, z; x ' ;y ' ,  z't-----0 n o n  p e r  t u t t e  le  t e r n e  n o r m a l i z z a t e  (x ' ,  y ' ,  z'), 

a I l o r a  il p u n t o  (x, y, zt si d i ce  zero parziale. 

C o n s i d e r a t a  la  s u p e r f i c i e  s f e r i c a  

t21: x ,Z+  y ,2+  z,~__ 1, 

ovvio che per ogni zero (x, y, z) della funzione F, l ' ins ieme dei punti 
. . . .  p 

(x', y', z') di F~ nei quali 6 F(x ,  y, z; x' ,  y ,  z') - -  O, ~, in virtfi della eontinuith 
della fun~ione F, un insieme chiuso. 

§ 2. - C o n s i d e r a z | o n i  p r e l l m l n a r i  r i g u a r d a n t l  g lI  i n t e g r a l i  2c. 

3. GLI  ZERI DELLA FUNZIONE F IN RELAZIONE ALL'INTEGRALE '~C {17}. _ 

a) ]~ e v i d e n t e  che ,  se ~c 6 quasi-regolare positivo seminormale, l a  f u n z i o n e  F 

n o n  p u b  a v e r e  a l c u n  zero lotate (x, y, z); i n f a t t i  in  q u e s t o  c a s o  d o v r e b b e  e s s e r e  

F(x, y, z; x', y', z') --= F~,[...) - -  Fy,(...) - -  F~,(...) : 0  p e r  q u a l u n q u e  t e r n a  n o r m a -  

l i z z a t a  (x ' .  y ' ,  z ').  

Anzi ,  ne l  c a s o  in  cu i  ~c  b de l  t ipo  o r a  n o m i n a t o ,  n o n  p u b  n e p p u r e  e s s e r v i  

a l c u n a  c o p p i a  di t e r n e  n o r m a l i z z a t e  (x~', y l '  z~'), (x2', yz', z2') d i s t i n t e ,  p e r  le  

q u a l i  ~ c o n t e m p o r a n e a m e n t e  

(5) . . . . . . .  X2 - - ' - - X l ,  y2 ----Yl, Z2 = - - Z l  

t a l l  t h e  s i a  

(6) . . . . .  r t F(x ,  y, z ; x~', y~', zl'~ = F t x ,  y, ~; x~, y~, z~') = 0. 

I n f a t t i  in q u e s t o  ca so  si a v r e b b e ,  c o m e  si p u b  v e r i f i c a r e  f a c i l m e n t e  (is), 

(7) 
I '- ' zl') 0 8{x,  y, z; x', y', z ,  xl ' ,  y l ,  - -  

8(x ,  y, z; x' ,  y', z'; x, ' ,  y; ,  z~') - -  0 

(17) Qui e neI seguito del presente lavoro si intende che per la funzione F sono soddi- 
• fatte le ipotesi rlcordate all'inizio del n. 1, a), salvo esplicito avviso in caso diverso. 

{is) Per  verificare the dalle (6) seguono le [7), basra tenere conto di quanto viene 
rilevato nel lavoro citato in (l) (cfr. §2, n. 5, pag. 242); oppure, pifl direttamente, basta 
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t ~v per ttttte le terne normalizzate (x', y , . ) ,  e cib ~ in contrasto con la condi- 
zione che ~e sia quas i - rego lare  pos i t ive  s eminorma le  ( ~ .  

b) Inoltre rileviamo che, supposto  the ~c s ia  quas i - rego lare  pos i t i ve  

s emide f i n i t o  (~o), se per  uno  zero (x ,  y,  z) de l la  f unz ione  F si  ha~ in  due  p u n t i  

d i s t in t i  P~' ~ (x~ , y~ , ~') , P ' x ' ~ ' ' ' ~ - ~ (  2, y~, z~ ' )de l la  superf ieie  t2~ non  d iame t ra l .  

mente  opposli  

(s) F(x ,  y,  ~; x~', y~', z~') - -  F ( x ,  y ,  z; x~', y~', z~') "" O, 

osservare ehe, sotto la sola ipotesi ehe ~c sia quas i - r ego lare  positivo~ essend% per  qua lunque  
t e rna  nermal izzata  (w', y'~ z'), 

~(x,  y, z ;  x ~, y',  z '  ; x'~ , Y'l , z'~) = F ( x ,  y, z;  x ' i  , Y't , zri) - -  

' ' F z ' l / ~ ' ( . . . ) ] ,  - - [x  ~F~,(x, y, z; ~', y', z') + y i ~'(..') + 
e anche, poich~ valgono le (5), 

$(x.~ y, z ; x ' ,  y'~ z~; x '  e , Y'e, zre) --- F(x~ y~ z ; x'~ ~ yre, z'2) -~ 

+ x'iF~'(x, y, z; x', y', z') + y'~Fy,(...) ÷ z'iF,'(...), 
si ha, tenendo conto delle (6), 

$(x, y~ z; x'~ y~ zP; x ~ r i ~ Y l ,  z ' i )  ÷ ~ ( x ,  y ,  z ; x' ,  y ' ,  z'  ; x 'e ,  y'~ ~ z'2) --~ O, 

da cui, tenendo presente  la (2}, seguone Ie (7). 

(io) Le proprieth era r i levate  sussistono anche se~ pur  n o n  essendo ~c  quas i - r ego lare  

p o s i t i v e  s e m i n o r m a l e ,  in  ogni  zero (x~ y~ z} della funzione F si ha  

X¢ f ~ ( x , y , z ;  x ' , y ' , z ~ ;  , y , z ' ) ~ O  

per tul le  le terne normalizzate (x', yr, z ' ) ,  (x', y ' ,  z~), e in  corr ispondenza a (x, y, z) esiste 
a lmeno una  te rna  normalizzata  (x'0, y 'o , z 'o )  tale che sia 

t . ~(x ,  y,  z;  x 'o ,  y'o,  Z o, x ' ,  y', z ~) ~ 0 

per tutte ]e terne normalizzate  (x', y' ,  z') dis t inte  da (x~0, Y'0~ z'0); vale a dire per  le proprieth 

in  quest ione ~ sufficiente ehe le (2) e (3) siano verif icate soltanto per  lo zero (x, y, z ) .  Ana- 
loga osservazione vale per  ]e considerazioni  che seguono nel  presente  paragrafo.  

(~0) :In questo case ~¢ ~ semide f in i to  pos i t i ve ,  come si verif ica faei lmente in  mode 
analogo a quello seguito nel  case piano, dove ~ state fatto use della funzione F~ re la t iva  
agli in tegra l i  (II). 

:[n~atti~ essendo ~c quas i - rego lare  pos i t i ve ,  per qua lunque  coppia di terne normalizzate 

(x', y', z'), (x ~, y', z') 

E(x~ y~ z ;  x ~, y~ z;  x'~ y', z') ~ x 'Ex ' ( x ,  y ' ,  z') + y'~y'( . . . )  ÷ z 'Fz ' ( . . ) .  

Allora~ poich~ l 'o rd ina ta  de l l ' iperp iano  langente  alla f igura t iva  nel  punto  corr ispendente  a 

una  quals iasi  t e rna  normal izzata  (x  ~, y ' ,  z ~) ~ posi t iva o nu l la  in  in f in i t i  punt i  (x', y~, z') della 
superfieie ~ ,  ed essendo ~c semidef ini to~ dalla d isuguagl ianza  era scri t ta  segue che deve 

essere F(x~ y~ z ;  x ' ,  y ' ,  z ~) ~ 0 per  tul le  le terne normalizzate (x', y'~ z ' ) .  
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r isul ta  

(9) F(x ,  y, z; x' ,  y', z') = 0 

in  tutt i  i pun t i  (x', y ,. z') dell'arco F' di cerchio massimo (~) della superficie 

12~ avente estremi in  ~)~' e P '  ~, e lunghezza minore di ~:. 

Infatti,  se ~ b la distanza ira i punt i  PI' e P '  , e (~OSO:, COS~ COS~ SOflO 

i eoseni direttori della retta PI'/)~', tenendo presente che ogni punto di F' ha 
coordinate 

( (  x~'+ p eos~ j~ '+~co~  zS'+ ~ oos ~) 
( ~ : +  ~ co~ ~ ) ~ + ( : / +  ~ oo~ ~ ) ~ +  (~; + e cos ~) ~' 1 / . . . . .  ' V  . . . . .  ' 

con 0 ~ ~ ~ ~, per  ogni ~ di (0, ~) possiamo scrivere, in virt~k della positiva 
omogeneith, di grado 1 della run, tone F rispetto a x' ,  y', z', 

(10) F (x ,  

~(~) 

dove abbiamo posto 

~(~) = F(x, y, ~; x~' + ~ cos ~, y-~' + ~ cos ~, ~1' + ~ cos 7). 

Si verifica facilmente che in tutto (0, ~) ~ ~(~)~ 0. 
Infatti,  poichb, tenendo presente la (10) e per le ipotesi fatte sopra la 

funzione ~', la funzione ~(,a) ~ continua assieme alla propria derivata prima 
in tutto (0, ~), ed b, tenendo conto della seconda delle (8), ¢~(~)--0, se per un 
valore 9' inferno a (0, ~) fosse ~(~')> 0, esisterebbe almeno un valore ~" di 
(g, ~) per il quale b 

(11) ¢f'(~") cos a F~,(x, y, z; x~ '+ p"eosa, - '  = y,  + ~" cos ~, z , ' +  ~" cos ~,) + 

+ cos ~ G'(.-.) + cos 7 Fo,(...) < O. 

Teniamo presente che dalla (2), scritta nella forma. 

F(x, y, z; xl', Yl, zl'} - '  ' - Ix1 F~, (x ,  y, z; x' ,  y', z') + yl '~M.. . )  + Z,'F=,(...)] ~ o, 

(~l) Qui e nel seguito del presente laver% per ~eerchio massimo, di fii si intende la 
cireonferenza eomune a tale eerehio e alia superfieie sferiea ~l.  
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in virtfi della pr ima delle (8) e della positiva omogeneit/~ di grade zero delle 
fun~ioni Fx,,  F~,, F~, rispetto a x', y', z', segue, per qualunque terna di 
humeri  reali  non tutti nulli  (x', y', z'), 

x~'F~.,(x, y, z; x', y', z') ~- y~'F~,(...) -F-z~'F~,(...) _~ O; 

pertanto, r ieordando la (11), r isulta 

(x/-J- ~" cos ~}F~,(x, y, z; x~' + ~" cos ~, y~' + ~" cos ~, z,' + ~" cos ~) + 

-~- (y~' -~- ~" cos ~)Fu,(...) ~- tz~' -~- ~" cos ~,)F~,(...) ~-~ 0, 

e quindi anehe, poich6, in virtfi della positiva omogeneiti~ di~grado 1 della 
funzione F rispetto a x', y', z', per qualunque terna di humeri  reali non 
tutti nulli  (x', y', z') 6 

(12) F(x, y, z; x', y', z') = x'F~,(x, y, z; x', y', z') + y'F~,(...) + z'F,,(...), 

F(x, y, z; x~' -F o" cos ~, y, '  -F ~" cos ~, z~' -F~V' cos y) < 0, 

in contrasto con ta definizione di integrale ~c semidefinito positive (~). 

c} Osserviamo infine che, supposto ancora ehe ~c sia quasi-regolare 
positive semidefinito (~), se per due terne nor~nalizzate distinte (x~', y~', z~'), 
(x~', y~', z2') soddisfacenti alle (5) valgono le (6), e quindi anche le (7), si ha 

(9) F(x, y, z; x', y', z') --  0 

per tutte le terne normalizzale (x', y', z'); vale a dire il punto (x, y, z) ~ uno 
zero totale per la funzione F. 

1~) Se, nelte ipotesi del presente capoverso, non si suppone the ~c sia semidefinito, la 
pr~priet~ era rilevata pub non sussistere, l~,icordiamo infatti l'eseml0io ehe forma oggetto 
del n. 2 della Nota citata in (8), in cui, essendo ~c quasi-regolare positive seminormale, la 

funzione F si annulla in tutti i punti (x', y', z p) della superficie conica ~,~_~/y ,2+#$ ,  
mentre in ogni punto interne a iale superficie ~ F ~ 0 .  Quindi, considerate l'arco P di cerchio 
massimo di ~i. di hnghezza  minore di ~, avente estremi in due punti qualsiasi distinti 

eomuni a ~l e a l l a  superficie xr~--~/y,2.4_ z% la funzione F ~ nulla negli estremi di P, 
mentre ~ E ~  0 in tutti i punti interni a F. 

Analogamente, nell'esempio di integrale ~c quasi-regolare positive che figura nel n. 3, 
b) della Nota sopra citata~ considerate, per fissure le idee r l'areo r ~ di eerchio massimo di 

i~t, a~,=entelunghezzaminore d i ~  e d e s t r e m i n e i p u n t i  ( _ _ ~  1/2 ) ( ~ ~/'2 } , 2 , 0 ,  - -  , - - - ~ , 0 ,  

la funzione F ~ nulIa in tali estremi, mentre ~ 2'<~ 0 in tutti i punti (x ~, yr, #) intorni a Pq 
(~a) Cfr. ]a noia (z0) del presente lavoro. 

Annali di Matemativa 
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Per  dimostrare l'asserto, verifiehiamo dapprima che, poich6 gc 6 quasi-  
regolare positivo, e sono soddisfatte le (6}, e quindi anche le (7), per qualunque 
terna normalizzata (x', y', z') risulta, per fissare le idee, 

(13) 6(x ,  y, z; x~', y~', zx' ; x ' ,  y'i z') = 0 (~). 

A tale seopo, supponiamo ehe in un punto P'* =- (x'*, y'*, z'*) della super- 
ficie ~2~, distinto da /)1' ~ (xx', y/ ,  z~'j e da 1°2'=-- (~c~', y~', z~') sia 

(~4) ~(x,  y, z; x~', y~', z /  ; x'*, y'*, z'*) > O. 

Allora,, se p* 6 la distanza tra i punti  /:'1' e P'*~ e cosa*, cos~*, cosy* 
sono i coseni direttori  della retta P~'P'*, osserviamo, con eonsiderazioni ana. 
loghe a quelle svolte nel precedent.e capoverso, che in ogni punto 

V x / +  ~ cos a* y / +  ~ cos ~* z;  + ~ cos y*) 
ix,+~eosa*)'~+lyL+eees~*)~+(z/+ecosz*/~' V - .  . . . .  ' V . . . . .  , ( 0 < e < ~ * )  

deW areo di cerehio massimo della superficie ~2~ avente estremi nei punti  
Px' e P'*, e lunghezza mincre di ~, si ha 

(~5) 
- - , ,. x / +  ~ cos o:* Y~'A-~cos~* z~'A-~ cosy*'~ 

x , y , z ; x ~ ' , y , . z ~ ,  V(x , '+~  *~ ' *~ ' ~ '  ' cos: ,  ) + ( y ~  + e c o s ~  ~ + m  + ~ c o s ~ ,  ) V .  . . . .  V • . . . .  J 
~(~) 

V,  .... 
dove abbiamo posto 

(16) rFt~) = F(x, y, z; x ; "4- ~ cos ~*, y ;  + ~ cos ~*, z;  + ~ cos -~*) - -  

- -  [ ( x L +  ~ cos ~*) G , ( x ,  y, ~; x,', y L  ~,') + 

+ (y,' + p cos ~*) G'(.. .) + ( z , '+  ~ cos y*) FA...)]. 

Teniamo presente che, in virtfi della prima deIle (7) e della prima delle 
(6), e r icordando ehe le funzioni Fx,, Fu., Fz. risultano posit ivamente omogenee 
di grado zero rispetto a x' ,  y', z', per qualunque terna di humer i  reali non 
tutti nulli ix', y', z') risulta 

(17) xl 'F~.(x,  y, z; x ' ,  y', ~t + y/F~.(...) + zl'F~.(...) --  O. 

(34) I n  modo del  tutto analogo si pub verif icare the  per qualunque terna normatizzata 
(x', f ,  z') si ha anehe 

~(x,  y,  z; x ' ~  yt z'~; x', y', z') = O. 
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/kllora, poieh~, in virtfi del la  (12), e t enendo presen te  la (16), 

• (p) - -  ( x ~ ' ÷  ~ cos ~*~ F~,(x, y, z; x , ' ÷  ~ cos  ~*, y l ' ÷  ~ cos  ~*, z l ' ÷  cos  ~¢*) "4- 

+ (y,' + p cos  ~*t F¢(.. .) + ( ~ ; +  e cos  ~,*) F,,(...) - -  

- -  [ (x;  -4- ~ cos  ~*) F~,(x ,  y, z; x~', y~', z / )  .4, 

4- (Y~' .4- ~ cos p*) Fv,(... ) .4- (z,' .4- e cos y*} F,,(..d], 

usu f ruendo  del la  (17) (per x ' =  x~ '÷  p cos a*, y ' - -  y~ '÷  ~ cos ~*, z ' --  z~'÷ ~ cos y*, 

e, suecess ivamente ,  per  x ' - -x~ ' ,  y ' - - y , ' ,  z"-z~'),,  possiamo scr ivere  

( i s )  ~ ( ~ t  = ~ ¢(~), 

dove abbiamo posto, per  brevit~t, 

q)t~) = cos ~*F~,(x, y, z; x~'÷ ~ cos  ~*, y ~ ' ÷  ~ cos ~*, z~'÷ ~ cos y*) .4, 

-4- cos ~* Fu,(... ) .4- cos y* F~,(...) - -  

- -  [cos a* F,~.(X, y, z ; Xl', y,', z~') .4- cos ~t* Fu,(...) .4- cos '[* F,.(...)]. 

Allora,  se vale  la (14), tenendo present i  la (15) e la (18), ed essendo t~*> 0, 

deve essere @(~*)> 0; quindi ,  poichb b ( I ) (0) -  0, e (I)(~) ~ con t inua  in {0, ~*), 

deve es is tere  a lmeno un  valore  ~' inferno a (0, ~*), per  il qua le  b 

vale  a dire  

(19) 

¢(() < ~(~*), 

cos a* F~,(x, y, z ; x l ' +  ~' cos a*, y~'-[- ~' cos ~*, z l ' +  ~' cos y*) + 

-{-- cos ~* F~,(...} ÷ cos y* F,,(...) < 

< cos o:* F~,Ix, y, z ; x~ '+ ~* cos ~*, Yl '÷  P* cos ~*, z i +  ~* cos y*) + 

+ cos  ~* F~,(...) .4- cos  V* r , , ( . . . ) ,  
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e quindi  anche,  r icordando la (t7) e la (12t, e poich~ 

x , ' -F ~* cos ~* -" x'*, y / +  ~* cos ~* ---- y'*, z~'5- ~* cos ~* - -  z'* (~), 

iV(x, y, ~; x ~ ' +  .~' cos ~*, y~'+ ~' cos ~*, ~ ' +  ~' cos ~,*) - -  

- -  [(x~' + ~' cos ~*~ F~.(x, y, z; ~'*, y'*, z'*) -~ 

+ (y~' -}- ~' cos ~*) Fu,(...) + (z~' + ~' cos ~'*) f~.(...)] < 0, 

in eontrasto con la co ndiz ione  che ~c  sia quasi-regotare positive. 
D u n q u e  non pub esistere a lcun pun~o (x'*, y'*, z'*) della superf ic ie  ~ in 

eui vale la (14), e quindi ,  essendo ~c quasi-regolare positive, la (i3) 6 soddi- 
sfatta in tutti  i punt i  (x', y', z') del la super[ ie ie  tl~ (~"). 

(es) J~a disuguaglianza ehe segue si ottiene dalla (19) moltiplieando ambo i membri per 

p' > 0~ aggiungendo poi al primo membro xriF~,(x~ y, z; x'~+,o r cos z*, y'~+~' cos ~*, z ' i+~' cos ;*) + 
r r~¢ Z r $  I +yi~'y '( . . . )Tz ' tFz '( . . . ) ,  e al secondo membro x ' i F # ( x , y , z  ; x ' * , y  , )+ytFy,( . . . )+z' jF~,( . .°)  

(somme che, in virtfl della. (17), soao entrambe nuIle), e tenendo infine presente la (12). 
(~) Osserviamo ohe, supposto che ~c sia quasi-regolare positive e che valgano le (5) 

e le (6), e quindi anehe te (7), se in un punto ~ ( x ' ,  y~, z') di ~i distinto da P ' j  e da/~-2 

X ~ t $ ( x , y , z ;  x ' i , y ' i , z ' i ;  ,y~z'}--~O, 

in mode pitt semi)lice di qaello esposto nel presente capoverso si verifica che ta (13) ~ sod. 
disfatta in tutti i punti (x', y', z ' )  della semicirconferenza massima di ~11 avente estremi nei 
punti  P ' i  e P'~, e passante per P~. 

Infatti,  eonsiderando separatamente i due archi di cerchio massimo di ~21, di lunghezza 
minore di n~ aventi  estremi rispettivamente in P ' i ,  -~, e in _P', P'2, ricordando la 117); e 
tenendo presente che, in virth della seconda delle (6) e delle (7)~ si ha~ per tutte le terne 
di numeri  reali non tutt i  nuIli (x', y', z'), 

t s x ~i% (x, y, z; x' ,  y' ,  z') + y'~lv~j(...) + z'sF~,(.,.) = O, 

basta proeedere in mode analogo a quello seguito nel eapoverso b) del presente numero, quand% 
f ! ~ t  . in luogo della funzione F(x, y, z; ~', yr z~) si eonsidera la funzione $(x~ y~ z; $ t, Y ~ ~, x', y'~ #),  

Osserviamo inoltre ehe se~ essendo verifieate le condizioni della presente nota~ esiste 
un punto P0 ~ -~_ (x0', y0 ~, z0 ~) di ~ distinto da P~' e ~P~' in eui 

Y(x, y, z; x~', y~', z~ ~) =O, 

si verifiea faeitmente, con eonsiderazioni analoghe a quelle svelte nel precedente eapoverso 
b), ed usufruendo della (17), che 

F(~c, y, z; x~ y~, z') -= 0 

in  tutti i punti  (~, y~, #) della semieireonferenza massima di ~ avente estremi nei punti P~' 
e P~'~ e passante per Po'. 
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Pertanto,  essendo la (13) verif icata per qualunque terna di numer i  reali  
non tutti nulli  (x', y', z'), la f igurativa della funzione F relat iva al punto 

(x, y, z! si r iduce a lFiperpiano 

u = x ' F g x ,  y, z; y,', + + ), 

e anche, poieh6 ~c ~ semidefinito, al l ' iperpiano u - - 0  

Dunque la (9~ 6 soddisfatta per tutte le terne di numer i  reali  non tutti 
nulti (x', y', z'). 

0SSERVAT, IO~E - Rileviamo ehe se la funzione F non soddisfa alle ipotesi 
fatte, i risultati  ottenuti nel presente numero possono non essere validi, come 
risulta dai semplici esempi che seguono. 

:¢) Consideriamo, in ogni punto (x, y, z) e per ogni terna di humer i  
reali (x', y', z') la funzione cont inua 

F(x, y, z; x', y', z') --  V ~  2 -p ~'~, 

la quale in qualunque punto dell 'asse x '  non ammet te  derivate parziali del 
primo ordine rispetto a y' e z'. D'at t ra  parte 6 F ~ O ,  e con faeili calcoli si 
verifica che per qualsiasi terna normalizzata (x', y', z') in eui esistono finite 
le deriva~e parziali del primo ordine della funzione F rispotto a x' ,  y', z', si 
ha, tenendo presente la (1), 

(2) 8(x,  y, z ; x', y', z' ; x' ,  y', z'j ~ 0 

per tutte le terne normalizzate (x', y', z'). 

0sserviamo ehe 6 

F(x, y, z; - -  1, 0, 0) --  F(x, y, z; 1, 0, 0) -~ 0, 

e ehe per qua lunqae  terna normalizzata (x', y', z') in eui esistono finite le 
derivate parziali P~,, Fv, , Fz, r isulta 

8(x,  y, z; x,', y', z' ; - - 1 ,  O, O) - -  8(x,  y, z; x' ,  y', z'; 1, 0, 0} = 0; 

vale a dire sono verif icate le (6) e le {7) per due terne normalizzate distinte 
t he  soddisfano alle (5). 

Poral t ro in ogni punto (x', y', z') della superfieie Ft, distinto sia da 
(--1,  0, 0) ehe da (1, 0, 0) 6 F ~  0, e quindi la propriet~ ri levata nel cape- 
verso c) del presente numero non 6 verificata. 



358 N. BERRUTI ONESTI:  Sopra I'esistenza dell'estremo assoluto, ecc. 

~) Per  la funzione 

F(x, y, z; x' ,  y', z') - -  V y ''~ + z '~ - -  z' 

valgono considerazioni analoghe a quelle svolte nel capoverso precedente;  
osserviamo che in tutti i punti  dell 'arco di cerchio massimo di ~2x avente 
estremi nei punti  ( --1,  0, 0) e (1, 0, 0), e passante per il punto (0, 0, 1) 
F - - 0 ,  mentre  si ha F ~  0 in ogni punto (x', y', z'} di t2~ non appartenente  
a tale arco. 

4. U L T E R I O R [  GONSIDERAZIONI SUGLI  I N T E G R A L I  ~C QUASI- :REGOLARI.  - 

a) Per  quanto abbiamo dimostrato nei capoversi a) e b) del precedente numero,  
r isulta c h e s e  ~c ~ quasi-regotare  posil ivo seminormale  semidefini to,  e, in  cor. 

r i spondenza  al p u n t o  (x, y, z) di  A,  esistono due pun t i  P '=-- (x ' ,  y', z') e 

P ' ~  (~', y', z-') della superficie ~2~ per  i qual i  

F(x,  y, z; x ' ,  y', z'} - -  F(x,  y, z;  x' ,  y', z') = O, 

i due p u n t i  fi' e fi '  non  possono essere d iamelra lmenle  opposti, ed inoltre in  
tut t i  i p u n t i  (x', y', z') dell 'arco di cerchio mass imo  di  ~2~ di lunghezza minore  

di ~, avenle estremi uei  p u n t i  fi '  e ~', si ha  

F(x, y, z; x', y', z') - -  O. 

Allora possiamo concludere che, se ~c ~ quasi-regolare posi t ivo seminor.  
male semidefinilo,  in corrispondenza ad ogni .zero (x, y, z) della funzionc F, 
esiste un insieme E di punti di t2~, chiuso e limitato da una curva chiusa 
continua (il qualc qub eventualmente  ridursi a un solo punto}, in ogni punto 
(x', y', z' t del quale ~ I~x,  y, z; x',  y', z'~ = O. 

L' ins ieme E ~ tale inoltre che:  

1 °) un qualunque cerchio massimo di gt~ ha in comune con E al pifi 
un solo arco di lunghezza minore di r: (che pub eventualmente  r idursi  a un 
punto) (7); 

('27) L a  p ropr i e th  1 °) segue  i m m e d i a t a m e n t e  da  quan to  abb iamo  r i l eva to  ne l  n. 3, b).  
S e g a e  anche  che "2 6 connesso,  va le  a dire~ cons ide ra t i  due  p u n t i  qua l s ias i  P ' ,  P "  di  ~v 
sempre  poss ibi le  cong i unge r l i  con u n  arco di c u r v a  con t inua  a v e n t e  e s t r emi  in P '  e P "  e 
tu t to  cost i tui to  di p u n t  i di ~v ( p e r  es. con l ' a rco  di cerchio mass imo  di ~ t ,  di  l u n g h e z z a  
m i n o r e  di % a v e n t e  os t remi  in  pr e F ' ) .  I n o l t r e  ~ ~ s emp l i cemen te  conness% ciob, conside- 
r a t a  u n a  qua ls ias i  cu rvu  ~ chiusa~ continua~ e t u t t a  cos t i tu i ta  di p u n t i  i n t e rn i  a E~ tu t t i  i 
pun t i  di  fit i n t e r n i  a ~. (e che sono in quel la  par le  di ~i~ l imi t a t a  da  X~ t h e  non cont iene  il 
con torno  d i ~ )  sono i n t e r n i  a E. 



N.  BERRUTI ONESTI:  Sopra I'esistenza dell'estremo assoluto, ecc. 359  

2 °) e s i s t e  a l m e n o  u n  c e r c h i o  m a s s i m o  (o d i  ~2~ n o n  c o n t e n e n t e  a l c u n  

p u n t o  d i  Z, t a l e  e h e  Z b s i t u a t o  i n  u n o  s o l t a n t o  d e i  d u e  e m i s f e r i  d i  ~ 

l i m i t a t i  d a  a) (~s) .  

(~s) Ci5 si 10rova con considerazioni ,  the  ei l imi t iamo ad esporre  in breve ,  le quali ,  pur  
r ichiedendo opportuni  accorgimenti ,  sono di na tura  del  tutto e lementare .  

Eseluso il  caso par t icolare  in cut Y. si r iduce  a un arco di cerchio massimo (nel quale 
caso la 2 ° ) b ev iden te ) ,  cons ider iamo un qua lunque  d iameiro  d di ~2 l ,  osser'~ando c h e ] a  
proiezione or togonale  di ~. sopra d b u n  segmento di lunghezza minore  di 2. S e a  tale proie- 
zione non appar t iene  l 'origine~ ]a 2 °) segue immed ia l amen ie ;  infatt i ,  per  es., il eerehio too 
sezione di ~l con il  piano passante  per  l 'o r ig ine  e perpendico lare  al d iameiro  d soddisfa  la 
2°). I n  caso eontrario,  supposto, pe r  f issare le idee.  che i l  d iametro  d appar tenga  all 'asse x' ,  
e che~ s e a  i , a2, con a I < ae ,  sono i va lo r i  cut corr ispondono gl i  es t remi  deI segmento  pro- 
iezione di • sopra d, sia - - l < a  i < a 2 ~  1, eonsider iamo la c i rconferenza "fi sezione di ~i 
con il piano x ' = a  t .  Tenuto  presente  ehe, se b a t < 0 ,  tale circonferenza~ come segue da 
faeil i  considerazioni ,  ha in comune con S u n  solo punto Pl', consideriamo, in queslo cas% 
il eerchio massimo toj sezione di ~2~ con il piano passante  per  0 e per  la t angen te  in -P't a 
7~, r i l evando  ch% come si ve r i f i ea  faci lmente ,  l ' emisfero  di ~t che si t rova,  r ispet to a toi, 
dal la  stessa parte in cut ~ ~'i, non cont iene altri  punt i  di :~ oltre a quel l i  che appar tengono 
a tot, e ehe, inoltre,  tot ha  in comune con E {in vir tf l  del la  propr ie th  1°)) un arco di cerchio 
massimo di ~ di lnnghezza  minore  di = ( c h e  pub even tua lmen te  r idurs i  a p t). Teniamo 
presente  che, se P l ,  Pe sono gli es t remi  di tale me% e P t  P~ sono quel l i  del d iametro  di 
~ paral]elo al la  corda PiPe (la quale,  nel  easo in cut P i e  ~5 coincidono con-Pi ' ,  si in tende  
ehe coincida con la t angen te  in P i '  a tot), net  punt i  (x', y '  z r) del la  semic i reonferenza  mass ima 
to~' di ~ aven te  es t remi  in P~  e P2*, e non eontenente  .P~, b F(x,  y. z; x',  y', z ' ) ~ 0 ,  e quindi,  
in vir tf i  del la  continuiti~ del la  funzione _~ i punt i  di to't hanno min ima  distanza posi t iva  
dai punt i  di ~. 

Allora ,  per  ot tenere  il cerchio ¢o, basra fare ru ( t a r e  co t attorno al d iameiro  P t  Pe  in 
mode ehe, dopo la rotazione,  tutt i  i punt i  di to~ abbiano min ima  dis~anza posi t iva  dai punt i  ~. 

~ e l  caso in cut, infine,  ~ a t =-= 0. basta considerare,  in luogo di tot, il cerchio sezione 
di ~ con il piano x '~--0,  e r ipe te re  il r ag ionamento  fatto sopra a l~roposito del cerchio tot. 

~3 ovv io  che se b a~ ~--- - 1~ e qu ind i  a e < l  ~ il  cerehio to si de te rmina  con rag ionamento  
del  tutto analogo a quel lo svolto ora~ considerando inizialmente ,  in luogo det piano x '=at ,  
i l  piano x'~--- ae. 

Osserv iamo the,  se ~ >  0 b ]a min ima dis tanza dei  punt i  di ~ da quel l i  di ~, e ~ 

l 'angol% compreso ira 0 e ~,  pe r  il quale  

sen 2 - -  2 ' 

dove, essendo 0 < ~ / 2 ,  si ha O ~ e ~ )  , i ad iea to  con a' l ' angolo ,  eompreso t ra  0 e 2,  

t he  una qua lunque  s e m i r e t t a  uscente  da 0 e passante  per  un qualsiasi  punto di ~. (orientata 
da 0 verso  tale punto) forma con il piano cut  appar t iene il eerchio massimo to, r isul ta  

7~ 
0 < ~ < ~ ' ~ .  

ut i le  osservare,  per  il  seguito (err. Ia (st)), ehe la rotazione sopra nomina ta  pub essere 
e f f e i t ua t a  in modo ehe, indicata  con ~ot" ]a semici rconferenza  massima,  aven te  es t remi  in 
Pi P~, ot tenuta  da oh r median te  la suddet ta  rotazione, la min ima distanza (positiva) dei 
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b) Osserviamo inoltre ehe, da quanto abbiamo dimostrato nel capoverso 
c) del precedente  numero,  segue che, se 2c ~ quasi-regolare positivo, e lJer lo 

zero Ix, y, z) della funzione F ~ soddisfatta,  per  due terne normalizzate dist inte 
soddisfacenti  le (5), la condizione {6), la f igurativa della funzione F relativa 

al pun to  (x, y, z) ~ un  iperpiano. 

Si r i t rova cosi, nel caso par t icolare  in cut la uguagl ianza  

(20) F(x, y,  z; x~', y ( ,  z;) = - -  F(x,  y, z; x ' ' , y ~ ,  z~'} 

~dove ~ con temporaneamente  x ~ ' - - -  x~', y ~ ' - - -  y~', z~ ' - ' - - z~ ' )  si r iduce alla 
16), e prese indendo dalla esistenza delle derivate parziali  del seeondo ordine 
della funzione F rispetto a x', y', z', il r isultato che, usuf ruendo di tall alert- 
vote parziali, e supponendo appunto  che volga la (20), ~ stato ot tenuto nel 
n. 5 del § 2 della Memoria citata in {~). Peral t ro,  ragionando in modo del 
tutto armlogo a quello seguito nel n. 3, c) per  verif icare la (13}, si d imostra  
che, se ~c ~ quasi-xegolare positivo , e vale la (20), per  ogni terna normaliz- 
zata (x', y', z'l 

~(x,  y, z; x~', y~', z~' ; x', y', z') - -  0 (~), 

cio~ la f igurat iva  della funzione F relat iva al punto (x, y, z) ~ un iperpiano.  

punt i  di ~h" da  quel l i  di Z r isul t i  uguale  al ia  min ima  dis tanza (posit iva),  pure  da E, dei  
punt i  de l la  semie i reonferenza  mass ima di P-t aven te  gli  stessi es t remi  P ~  e P {  di (o~" e co- 
s t i tui ta  dai  punt i  d i amet rahnen ie  opposti  a quel l i  di oh". Inol t r% nel  caso in cut, considerata  
la proiezione or togonale  di E sopra il d iametro  d, i va lor i  a i ,  a~ sono en t rambi  in tern i  a 
(--1, 1), o pertanto,  procedendo nel  modo sopra esposto (quando, al l ' inizio,  si cons idera  pr ima 
il piano x ..... at~ pet  i l  piano x ' =  ae) si possono ottenere,  ef fe t tuando ]a rotazione nel  modo 
era  deft% due cerchi massimi  dist int i  ¢,r, ,),, si pub conven i re  di scegliere,  t ra i due, quello 
per  il quale i] corr ispondente  angolo ~ 6 maggiore .  Ed  anche~ nel  caso part icolare,  sopra 
considerato,  in cut la proiezione ortogonalc di E sopra d non contiene l 'or igine,  possiamo 
scegl iere ,  come eerchio ¢,7, i l  eerchio o) 0 SOl)ra nominato.  

Inf ine ,  nel caso part icolare,  considerate  a l l ' in iz io  della presente  nota, in cut E si r iduce 
nd un arco di cerchio massimo, possiamo conveni re  di sceglier% come cerchio % cuel le  
sezione di ~1 con il  piano per  0 perpendico lare  al la  congiungente  0 con il punto di mezzo 
di tale arco. 

(-2~) P e r  d imost rare  tale uguagl ianza  si p recede  come nel  eapoverso c) del p reeedcnte  
l~umero, t enendo soltanto presente  che, in tuogo della  (17) di tale eal~overso c), si ha, in vir i f i  
del la  (17) del ia  Memor ia  sopra eitata, e per  ]a pos i t iva  omogenei l~  di grado ~ero del le  fun 
zioni F~ 5 Fy,, Fz" rispetto a x', y~ z', 

F(x: y, z; xt ' ,  y ( ,  z t  ~) : xt '2'~.(x , y, z; x', y', z') + yt'Fy,(...) + z(Fz,(.. .) 

pe r  tut te  le terne di vaIori  real i  non tutti  nul l i  (x ~, y~ z~). 
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Vale a dire si perviene al r isultato ot tenuto nel § 2, n. 5 del l~voro sopra 
eitato, senza fare uso, qui, delle derivate parziali del secondo ordine della 
fun~ione F r ispet to a x', y', z' (~o). 

§3 - E s l s t e n z a  d e l l ' e s t r e m o  a s s o l u t o  d l  ~c .  

5. LEMMA - Se in corrispondenza a un pu~to Po -~ (Xo, yo, zo) del campo 
A esiste almeno una terna normalizzala (xo', Yo', Zo') tale che per qualsiasi terna 
normalizzata (x', y', z') distinla da (Xo', yo', zo') sia 

! ! .  t 

(21) ~{xo, yo, Zo; Xo', yo, Zo, x',  y ,  z') > 0, 

allora si possono determinate, in corrispondenza a Po, quattro coslanli Ho, 
Mo, No, Ro, con Ro ~ O, tali cite sia 

(22) F(x, y, z; x' ,  y', z'~ + Hox' + Moy' + h~z' ~ 0 

in tutti i punt i  (x, y, z) di A che appartengono alla sfera avente centro nel 
punto Po ~--(Xo, Yo, zo) e raggio Ro, e per tutte le terne normalizzate (x', y', z'). 

Per  d imostrare  Fassert% eonsider iamo l ' iperp iano  

~) u -- F~,(Xo, yo, Zo ; xo', Yo', Zo') x '  + Fv,b.. ) y' + F,,(...) z' 

tangente  alla f igurat iva  u - - F ( x o ,  Yo, zo; x', y', z') nel punto  
P:~--(xo', Yo', zo', F(Xo, yo, zo; xo', yo', Zo')), osservando che tale iperpiano,  in 
virtfi della (21), ha in eomune  con la f igurat iva  stessa soltanto i punt i  della 
generat r iee  passante  per  P2  ~ ) .  Consideriamo inoltre l ' ipe rp iano  

~) xo'x' + yo'y' + Zo'Z' = O, 

(~o) Si  pus  fare un  r i l ievo analogo a quello contenuto ne l l 'Osservaz ione  de] preeedenle  

n u n l e r o ,  

(81) Se ~ /e(xo, Yo, zo ; xo', Yo', z0 ~) ~ 0, si pub procedere anche in  modo analogo a quetlo 
seguito da L. TO,ELL1 nel  case piano, dove. poich~ si fa uso, anzich~ della funzione $ di ~Teier- 
strass~ della funzione F l re]at iva al case plan% si pub senz'al tro supporre che per  i "valori 
x~, Yo~ ~co', Yo' in  question% sia .~J(x0~ Y0; xo ~, Yo'):~ =0 [Cfr. L. TO~ELLI, luogo eitato in  (lo)]. 
Yale  a dire~ in  questo caso si pub considerare  l ' i l )erpiano 

u = (1-- DF~'(Xo, Yo, zo; xo', yo', zo')x'+ (l-- ~)F~,(...)y'+ (1-- ~)F~,(...)z' 

passante  per  l ' i n t e r sez ione  degli iperp iani  z e u =  0; supponendo Z positivo se 
F(Xo, Yo, Zo; Xo~, Yo', zo p) ~ O, negat ivo se ~ F (x , ,  Y0, zo; x0~, Yo'~ co) ~ 0, e in  valore  assoluto 

Annal~ di Matemattca 
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e indichiamo con ~' la parte del l ' iperpiano ~ costituita dai punti  (x', y', z', u) 
di • per i quali b x o ' x ' +  yo'y ' -]-zo'z '> O, e con ~" la parte costitnita dai 
r imanent i  punti, vale a dire dai punti  (x', y', z', u) di ~ per i quali 
xo'x '  + yo'y' + zo'z' ~ 0 (~). 

Tenendo presente la (21), indichiamo con m i l  minimo positivo della 
funzione ~(Xo, Yo, Zo; xo', yo', zo'; x', y', z') nel l ' ins ieme di terne normalizzate 
(x', y', z') per ognuna delle quali il punto corrispondente sopra ~ appart iene 
a x"; e consideriamo l ' iperpiano (passante per l ' in tersezione di x con ~) 

u = [F~,(Xo, yo, ~o; x;, yo', ~o')-- ~ Xo'] x ' +  [~,~,(...)-- ~ yo'] y ' +  [F=,(...)-- ~ Zo'] z', 

dopo avere scelto ~ positivo e suff icientemente piccolo, in modo che sia 

m 
-- ~ ~ p.(Xo'X' + yo'y' + Zo'Z') ~ 0 

per  tutte le terne normalizzate Ix', y', z') sopra indicate, per ognuna delle 
quali, cio~, il punto di • corrispondente appart iene a x". 

Allora, tenendo presente l 'espressione della funzione ~, si ha, per tail 
terne normaliz~ate (w', y' z'), 

(23) F(xo, Yo, Zo; x',  y', z ' ) -  [(F~,(Xo, yo, Zo; Xo', yo', Zo ' ) -  ~Xo ' )X '+  

m 
+ (F~,(...)- ~ yo ' )y '+ (F,,( . . . )-  ~ ~o')~'] ~ y > O. 

D'altra parte, per tutte le terne normalizzate (x', y', z') per o~nuna delle 
quali il punto corrispondente (x', y', z', u) di • appart iene a ~' si ha, in virtfi 

suff ic ientemente  piccolo in  modo the  per  tut te le terne normaliz~ate (x', y', z') sia 

F(Xo, Yo, zu ; x', y', z') --  [ ( i - -  ~.).F~'(xo, Yo, Zo ; Xo', Yo', Zo')X' + (1-- ;QFy'(.....)y'-i- (1--).)Fz,(....)z'] ~ 0. 

Tale procedimento per6 non i~ val ido nel  caso in cui ~ F(Xo~ Yo, z0; Xo r, Y0t~ z0~) ~ 0 .  La  di. 
mostrazione che esponiamo he1 testo vale invece  anche se ~ F(Xo, Yo~ Zo; xQ r, YoP, z0t) - - 0 .  

D 'a l t ra  par te  se~ sotto ipotesi pih restr i t t ive,  si usufruisce,  allzich~ della fanzione ~ di 
~Veierstrass~ dalla funzione ~'t re la t iva  agli  in tegra l i  (I) ,  si pub senz'al tro procedere nel  
modo ora esposto (err. l 'Osservazione  eontenuta  nel  capoverso a) seguente~ e~ in  particolare,  
la nota (s4)). 

(as) I)oieh~ ~ Xro~WY,o2+#o~--l ,  ~ evidente  the  il  punto  
Po ~ (xo r, y , r  zor F(x0, Y0, z0; xo ~, Yo', zo')) appar t iene  a ~'; inoltre ~ ovvio che hl t t i  i punt i  
(x', y'~ zr, u) di z '~ per  i quali  b Xo'X ~ --}- Yo'Y' + zo r# < 0 sono situati~ rispetto alla intersezione 
degli  iperpiani  ~ e ~, da parte opposta a quella  di / ~ .  
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della (21), 

F(Xo, y0, Zo; x', y', z ' i -  [(F~,(xo, yo, Zo; Xo', yo', Zo')- ~xo ' )x '+ 

+ (Fv,(...) - -  ~Yo')Y'+ (F~,(...)- l~Zo'}Z'] 

~(Xo' X' + yo'Y' + Zo' Z'} ~ O. 

Pertanto ,  tenendo presente  anehe la (23), e posto 

1to --" ~ Xo '~  F~,(Xo, Yo, Zo ; Xo', yo', Zo'), 

-~o= ~ yo' - -  FA...),  

~ V  0 **--- ~ r ~.Zo - -  F~ . ( . . . ) ,  

r isul ta  

(24) F(xo, y°, Zo; x', y', z') + Hox' + Moy' + NoZ' ~ 0 

per  qualsiasi  terna normalizzata (x', y', zZ). 
Dunque,  in vir th  della continuiti~ della funzione F, dalla (24) segue che, 

in corr ispondenza al punto  Po ~ (Xo, yo, Zo), si pub de terminare  un numero  
positivo Ro, tale c h e l a  (22} sin soddisfatta in tutt i  i punt i  (x, y, z) di A 
appar tenen t i  alla sfera avente centro nel  punto  Po e raggio Ro. Per tan to  
l 'asserto b dimostrato.  

0SSEI~VAZIOI~I - a) Supposto  che nel  punto  P0 ~ (Xo, yo, Zo) di A e per  
ogni te rna  normatizzata Ix', y', z') esistano finite e cont inue  anche le der ivate  
parziali  del secondo ordine della funzione F r ispet to a x', y', z', il risullato 
del presente numero ~ valido, se nel punto P o e  per ogni terna normalizzata 
(x', y', z') 

F I ~ 0 ,  F ~ , ~ , ~ 0 ,  F u , u , ~ 0  , F,,~,__~0, 

(dove F1 ~ ia funzione definita dalla (4) del n. 1 del presente lavoro) e, in 
corrispondenza al punto /9o, esiste almeno una terna normalizzata (xo', yo', zo') 
in cui 

(,95) Fl(xo, yo, Zo ; Xo', yo', Zo'} > 0. 

Infat t i  basta tenere  presente  che, in virtfi delle ipotesi fatte e per  quanto  
stato dimostrato fiel lavoro citato in (1} (~a), in corr ispondenza al punto  29o 

(33) Cfr. §3, n. 10, a) e § 2, n. 6. 
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esiste almeno una terna normalizzata (xo', Yo', zo') per la quale risulta 

£(xo,  yo, zo; Xo', Yo', Zo' ; x ,  y', z') > 0 

per quatsiasi terna normalizzata (x', y', z') distinta da (xo', yo', zo'). Perianto 
sono verificate le ipotesi del lemm~ sopra dimostrato (~). 

b) Qu~nto ~ state rilevato nel precedente capoverso sussiste anehe se, 
ferme res tando le altre ipotesi dello stesso capoverso a), non  esiste a lcuna  terna 
normal i zza ta  (xo', Yo', zo') in  cui ~ verif icata la (25), purch~, in  eorr ispondenza 
al pun lo  t)o =-= (Xo, Yo, zo), esista a lmeno u n a  terna normaliz~.ata (xo', yo', zo'), 
tale che, iu  corr ispondenza ad ogni terna normal i z za ta  (~, ~, ~) per  la quale 
non  s ia  

~Xo' + ~yo' + ~zo' -" 0 

e non  sia contemporaneamente  n~ ~ - -  xo', ~ = Yo', ~ --  zo', n~ ~ ---- - -  xo', ~ 
- - -  yo', ~ - " -  zo', sopra l'arco di  cerchio mass imo  della superfieie ~2~ avente 
u n  estremo nel p u n t o  (Xo', Yo', zo') e lunghezza minore  di  7:, e sotteso da u n a  
oorda di  coseni direttori  ~, ~, ~, vi  s ia  a lmeno u n  punto  (x', y'  z') in  eui, per  i 
suddet t i  valori (xo, Yo, zo, ~, ~, ~) a lmeno u n a  delle tre espressioni  

sia d iversa  da zero. 

Basra infatti  r icordare che, per te ipotesi fatte e per quantu ~ state otte- 
nuto nel lavoro citato in (~) (cfr. §3, n. 10, b) e §2, n. 6), in corrispondenza 
al punto Po esiste almeno una terna normalizzata (xo', Yo', zo') in cui 

¢ t .  ! 
g(xo, Yo, Zo ; xo', yo, zo, x ,  y', z') > 0 

per tul le le terne normalizzate (x', y', z') distinte da (Xo ~, yo', Zo'), e pertanto 
sono verificate le ipotesi del lemma precedentemente  dimostrato. 

(34) I n  questo case, se ~ F(xo, Yo, z0; xo', Yo', zo') =:-0, poieh~, in virti~ del la  (25) e del la  eont inui ta  
del la  funzione F i ~ ~ El(x0,  Yo, zo ; x'~ y', z') ~ 0  per  tutte le terne normal izzate  (x'. yl, z') apparto.  
nent i  a un in terne  suff ic ientemente  piccolo del punto (xo', yor~ zor), o polch~ in tale in te rne  

esiste, ancora in vir tf i  del ia  (25),~ a lmeno una terna  normal izzata  (x'~ y r  z~) in cui 

F(xo,  Y0~ zo; x'~ y', z')=# O, si pub considera te ,  in luogo della terna normal izzata  (we ~, Yo', zo'), 
la  terna  (x', y', z ') ,  e per tanto  basra procedere  nel mode indicate  nel la  nora (3i) del presente  
numero.  
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6. EsEI~PIO - A complemento di quanto abbiamo dimostrato nel prece- 
dente numero e, in particolare, di quanto abbiamo rilevato all ' inizio della 
nora (8~), osserviamo che per la condizione espressa dalla (21) non sussiste 
una proprietor analoga a quella relativa alla t25) che abbiamo rilevato nella 
nota (8~). Vale a dire, non possiamo affermare che, in virtfi della (21) e della 

t . , .  f continuit~t della funzione ~(x,  y, z; x', y ,  z , x ,  y', z't rispetto alle variabili 
t t / ! x ,  y ,  z', x' ,  y ,  z,  esiste un intorno too di (x8", Yo', Zo') (sufficientemente piccolo) 

tale che per qualsiasi terna mormalizzata (x', y', z') appar tenente  a % sin 

/ t t .  g(x, y, z; x ,  y ,  z ,  ~', y', z'l > 0 

per tutte le terne normalizzate (x', y', z') distinte da (x', y ,  z'). Cib ~ posto in 
luce dal seguente esempio. 

Consideriamo in  ogni punto dello spazio (x, y, z) e per ogni terna di valori 
reali non tutti nulli (x', y', z') una funzione F(x, y, z; x', y', z') definita nel 
seguente modo 

~ ~ y' + z '  
F-~x '6" l -Y '8 - t - z 'B+[Vx '8+x '~(Y '~+z '~) - t -Y '8+z '8 -Vx '8+ Y'8+z'6] sen~ x '  

Vo per ogni x '~= 0, e per qualsiasi eoppia di valori reali y', z ,  

E =  ,8 

per  x ' - 0 ,  e per qualsiasi eoppia di valori reali y', z' non entrambi nulli. 
Sin inoltre, in ogni punto dello spazio (x, y, z), F(x, y, z; O, O, O ) - - 0  (85). 

Osserviamo che la funzione F ora definita i~ continua assieme alle proprie 
derivate parziali del primo ordine per ogni terna di valori reali non tutti 
nulli (x', y', z'), e posit ivamente omogenea di grado 1 rispetto a x', y', z'. 

Considerato il punto P'--~ (0, - -  1, 0), si ha, per ogni terna di valori reali 
non tutti nulli  (x', y', z'), tali che il punto (x', y', z'} sin distinto da P'  e non 
sin contemporaneamente  x ' -=  0, y ' - - -  k, z ' - - 0  (con k positivo qualsiasi), 

~(x, y, z; O, -- 1, O; x' ,  y', z' t = 

o ° y ' + z '  
--~/x'6+y'8-i-z'°- t- [Vx'8+x'~(y'2-t--z'~H-y'6--l-z'~--Vx'8 + y'8-t- sen ~ - ~ -  + y ' >  0 

(s~) E ev iden te  ehe le considerazioni  del p resente  numero  va lgono anche quando,  in 
luogo della funzione E ora def ini ta ,  si considera  una  funzione ¢p(x, y, z)F~ dove q~(x~ y, z) 
una  qua lunque  funzione posi t iva  e cont inua in un campo A dello spazio (x, y, z),  e E ~ la  
funzione ora defini ta.  E quindi  sottinteso, senza ch% per  brevitit~ si af fermi  ogni  vol ta  
espl ici tamente,  che le considerazioni  che vengono  svolte  nel presonte esemloio sono va l ide  
in ogni  punto dello spazio (x~ y; z). 
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per x '=#0,  e 

8(x, y, z; 0, --  1, 0; x'~ y', z') = ~/y '~+ z '6 + y' > 0 

per x ' - - 0 .  Pertanto l ' iperpiano tangente alia figurativa nel punto corrispon- 
la genera~rice dente a P '  ha in comune con la figurativa stessa soltanto 

passante per il punto (0, - 1, 0, F ( x ,  y ,  z ;  O, - -  1, 0)). 

Consideriamo ora il punto P'=--(~' ,  y', z'), con 

( 1) 
~'-- - , --0, 

V1 + I(2h --~ ~)'~] ~' ~/lZr-[(2h--i-~)rc] ~ 

dove h ~ un qualuaque intero positivo, osservando ehe il punto P' ,  per h 
sufficientemente grande, b vieino quanto si vuole al punto P',  e eonsideriamo, 

inoltre, il punto P '  ~ (x', y', z'), con 

y , _  _ _  1 _ _  _ _ ,  ~,  =_ - -  (2h  -l- 1} = -~'--0.  

V1-1- [(2h --}- 1) r~] z Vi  -~- [{2h --}- 1) ~] 2' 

Pos~o, per brevith, 

(~6~ 

si  h a  

. . . . . . . .  I+ B+~  

inoltre, tenendo presente ehe l ' iperpiano ~ tangen~e alla figurativa nel punto 

' " F{x, y, z; x', y', z')) ha equazione (x',y,~, 

U " - "  m 
{3 -l- 2B~tx ' -  B(1 ~- 3 B ~ } y  ' 

5 

3(1 -~- B2-~ - B~}~ 

si ha, indicando con u~ l 'erdinata del l ' iperpiano a corrispondente al punto P', 

3t,  + o 1/' + 
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Allora, poich~, ricordando la (26), si verifica che per. h sufficientemente 
grande i) 

Fix, y, z; x ,  y', ;') < u~, (~), 

si conclude che in ogni interne del punto ~ 0 , -  1, 0) esistono infinite terne 
normalizzate {x', y', z ' ) ta l l  che, in corrispondenza a ognuna di esse, esiste 
almeno una terna normalizzata (x', y', z'}, distinta da ix', y', z'), per la quale 
risulta 

8(x, y, z; x', y', z'; x', y', ;') < 0 (~'). 

0SSERV~ZXONE - 1~ ovvio the, nel case particolare in cui ~ z----z'--0, 
l'esempio era costruito, quando in luogo dei punti P', P',  e ~ '  rispettivamenie 

si considerano i punfi {0,--1), ( W  [(2: 1\ ]~' __--__(2h-{-~)= / ,  o 
,+  +,)=j 

1 - - (2h  q- 1)r: ~, 
W + I(2h + =' pone in luce, in merito ru . , ione  

di WE~nSmRASS relativa al case piano, una proprietg anatoga a quella 
rilevata all'inizio del presente numero rignardo alla funzione 8 di W~E~SmRaSS 
relativa agli integrali {I). 

7. T]~OREMA I. - Se ~c ~ un  integrale quasi-regotare seminormale semi- 
definite positive t~s), e se gli  zeri della funzione F sono, in  ogni parte  l imitata 
del campo A, in numero finite, in ogni classe completa di curve ordinarie C 

(~} Ci6 si ottiene in mode del tutto elementare. Basta infatti ~Terificare che 

]~levando ambo 1 membri di tale (]isugullg]iallza alia ses~a potel]za~ si ot{e]lgolqo due po]i- 
nomi in .B di ~'rado 36, i quali hanno identiei i termini dal grade 36 ° fine al 33 ° ineluso; 
allora, poich~, per h sufficientemente grande, B ~ grande ad n]:bitrio, basra constatare ehe 
la polenza B ze ha, ne] primo membro, un coeffieiente minore di quello del secondo membro. 

(sT) Alla stessa conclusione si perviene considerando, in luogo del punto P'=--(x', yt, zr), 
N N 

il punto (x', y', z '),  con 

¢l+l.(2h+i)~]~+~' --~/Y-Ur-l(2h+l)~]'2+=~' l / l +  [l'2h +l)~]~ + ~2 

(~8) Oft. la (~0). 
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tutte contenute in una  parle  l imitata del campo A esiste il min imo (assoluto) 
di  ~c (~9). 

Tenendo  conto del l e m m a  del n. 5, per  d imos t ra re  Fasser to  basra proce. 
dere in modo analogo a quello seguito da L. TONELLI nel caso piano (~o). 
0sse rv iamo infa t t i  cite, cons idcra ta  una  classe completa  K di curve ord inar ie  
G contenute  in una  par te  l imi ta ta  e eh iusa  A' del campo A, e indicat i  con 
P~, (i--~ 1, 2, ..., n) gli zeri del la  F contenut i  in A', in virtfi  del le  ipotesi  fat te  
e per  il l emma sopra  r icordato,  in cor r i spondenza  ad ogni zero P~, (i--1,  2, ..., n) 

possibile de t e rmina re  quat t ro  cos tant i  H~, 21li, .N~, R{, con R ~ > 0 ,  in modo 
c h e l a  funz ione  

i~5(x, y, z; x' ,  y', z') = F(x, y, z; x', y', z') + H~x' + M~y' + .ST~z' 

sin maggiore  di zero in tut t i  i pun t i  (x, y, z) di A' appar t enen t i  a l la  sfera di 
centro P~ e raggio R~, e per  tut te  le terJm normal izzate  (x', y', z'). 

Allora, cons idera ta  una  quals ias i  curva  C del la  classe K, se $ b la m i n i ma  
d is tanza  fra  due quals ias i  dei punt i  P~, { i - - 1 ,  2, ..., n) ,  indicando con R il 

minore  dei humer i  2 e R~, ( i = 1 ,  2, ..., n), con m* il min imo posit ivo della. 

funzione  F nel la  par te  A* eost i tu i ta  dai punt i  di A' t h e  non sono in te rn i  ad 
R 

a lcuna  delle sfere di centro Pi, ( i~1 ,  2, ..., n) e raggio ~ e per  tu t te  le te rne  

(x', y', z') normalizzate ,  con m~, (i = 1, 2, ..., n) il min imo posit ivo del la  fun- 
zione F~ nel la  sfera  di eentro P~ e raggio R (4~) e per  tu t te  le terne norma- 
lizzate (x', y', z'), con m i l  minore  dei n u me r i  mi, e con 0 il mass imo modulo  
dei humer i  H~, M~, Ni,  (i = 1, 2, .... n),  procedendo in modo del tut to analogo 
a quel lo seguito nel  luogo sopra  citato, o t teniamo,  essendo L la lunghezza 
del la  curva  C considera ta ,  

1 6 e R n  l L < ~ . ~ c + ~ [ ( 1  1 2 0 n , _  - -  + - - ~  ) ~c + • 

Dunque ,  r icordando che il cr i ter io di esis tenza del l ' es t remo che in terv iene  

(~9) Alia ipotesi che ~c sin seminormale pub essere sostituita la eondizione che, in cor- 
risp, ndenza a ogni zero (o%, Yo, z~) della F, esista almeno una terna normalizza|a (xo' , Ye', zo') 
tale ehe per tutte Ie terne rtormalizzate (x', y~, z') distinte da (xo', Yo', zo') sia soddisfatta la (21). 
(Cfr. ]a (~)). 

(40) Cfr. L. TO~LL], Opera eitata in (s), Vol. II,  Cap. I, §3, n. 8, a), pag. 12. 
(4t) Si intende ehe, se non tutti i punti di tale sfera appartengone al eampo A p, mi 

indica il minimo positivo della funzione F i nelIa parte della sfera di eentro /o e raggio R 
che appartiene ad A'. 
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ne l  t e o r e m a  c i t a to  i n  (~o) si e s t e n d e  in  f o r m ~  del  t u l l e  a n a l o g a  (~2) al  ca so  

r e l a t i v o  ag l i  i n t e g r a l i  (!) ,  l ' a s s e r t o  ~ p r o v a t o .  

OSSERVAZ~[O:NE - I n  a n ~ t o g i a  a q u a n t o  ~ s t a to  r f i e v a t o  da  L.  To~]~LL~ (~), 

il t e o r e m a  del  p r e s e n t e  n u m e r o  ~ va l i do  a n c h e  se in ogni par le  l imi tala  e chiusa 
del campo A gli zeri della F, p u t  non essendo in nwnero  finito, sono disposti 
sopra un  numero finito di curve continue di classe 1 (~), e su ease formauo 
u n  insieme non denso (~), s iano tall, Cio~, che a ogni arco di una  qualunque  
delle curve considerate apparl iene se~pre  u n  arco ehe non contiene a lcun zero 
della F. 

8. TEOREMA I I .  - I1 t e o r e m a  de l  p r e c e d e n t e  n u m e r o  v a l e  a n c h e  se, ferme 
restando le altre ipolesi, si suppone che gl i  zeri della funzione F apparlenent i  
ad una  qualunque parle  l imi tata  e chiusa A' del campo A, pur  non essendo 
in  numero finito, costiluiscano un  insieme E (chiuso), il  quale gode delta 
seguente tripliee propriet& : 

se a~, b~ sono due valori reali qualsiasi ,  con a~ < b~, tal l  che i p l a n t  x - - a ~ ,  
x = b~ abbiano p u n t i  in  comune con A', hello slrato costiluito dai  p u n l i  di A' 
per i quali  ~ a~ ~ x ~ b~ ~ conlenuto alr~eno uno slralo costituito dai  p u n t i  
di  A' per  i qual i  ~ a'~ ~ x ~ b'~, dove a'~, b'~ sono due valori reali qualsiasi ,  
con a~ < a'~ < b'~ < b~, al quale non .  appartengono IJunli di  E;  ed inollre se 
a2, b2 [as, bs] sono due valori reali  qualsiasi,  con a~ < b2 tab ~ bs], tall che i 
p lan t  y --  a2, y - -  b~ [z - -  a~, z - -  b~] abbiano pun t i  in  comune con A', hello 
strato costituito dai p u n l i  di A' per i quali  ~ a 2 ~  y ~  b2 [a3~_z~b~] ~ conle. 
nuto almeno uno slrato coslituito dai  pun t i  di  A'  per  i qual i  ~ a'~ ~_ y ~-_ b'~ 
[a'~ ~ z ~  b'~], dove a'~, ~ [a~, b'a] sono due valori reali  qualsiasi ,  con 
a~ < a'2 < b'2 < b~ [a~ < a'~ < b'~ < b~], al qua le non apparteugono p u n l i  di E (~). 

I n f a t t i ,  c o n s i d e r a t a  u n a  c l a s se  c o m p l e t a  K di c u r v e  o r d i n a r i e  C c o n t e n u t e  

n e l l a  p a r t e  l i m i t a t a  e c h i u s u  A '  de l  c a m p o  A, o s s e r v i a m o  che ,  p e r  le i po t e s i  

(4~) Cfr. ~.  BER~UTI O~ST~, lavoro cilato in (i), §g, n. 15; in particolare cfr. la nora 
(~9) di pag. 261. 

(43) Cfr. luogo cir. in (40), n. 8. b), pag. 15. 
(44) ~ale  a dire curve continue aventi in egni punto tangente variabile in modo continuo. 
(46) Tale insieme, in virtfi della continuith della funzione F, b chiuso. 
(46) Osserviamo che, se gli zeri della funzione 2" sono situati sopra un numero finito di 

curve di classe 1, e per l 'insieme ~ di tall zeri ~ soddisfatta ]a proprieth era enunciala, 
allora gti zeri della F costituiscono, sopra ognuna di tall curve, un insieme non denso, e 
pertanto b verificata la condizione filevaia nella 10recedente Osservazione. 

I~a dimostrazione del teorema del presente numero, peraltro; procede prescindendo dalla 
considerazione delle curve sopra nominate. A questo proposito cfr. l 'Osservazione I relati~a 
all'esempio the segue nel presente numero. 

A n n a l i  di  M a t e m a t i c a  47 
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fatte e in virtfi del lemma del n. 5, in corrispondenza a ogni zero P della 
funzione F apppar tenente  ad A', 6 possibile determinare  quattro costanti 

H, M, _N, R, con _~ > 0, tall t he  la funzione 

F(x, y, z ; x',  y', z') = FIx, y, z ; x', y', z') + I tx ' f f -  My"4- .Nz' 

sia positiva in tutti  i punti (oc, y, z) di A' appartenent i  a,lla sfera di centre 

_P e raggio R, e per tutte le terne normalizzate (x', y', z'). 

Indicate  con W il cube di centre  [), avente gli spigoli paralleli  agli assi 

x, y, z, e la cui diagonale ha lunghezza R, tenendo presente ehe l ' ins ieme 
E 6 chiuso, dal l ' ins ieme dei cubi W possiamo estrarre  un numero finite di 
cubi W~, 1G, ..., W,~, tall che ogni punto di E risuIti interne ad almeno uno 
di questi. Sia Pi il centre di Wi, ( i - - 1 ,  2, ..., n), e Hi, Mi, Ni, Ri i numeri  
corrispondenti  a Pi, tali eio6 c h e l a  funzione 

Fdx, y, z; x', y', z') -- F(x, y, z; x', y', z') q- Hix '  + M~y' A- N~z' 

sia positiva in tutti i punti  di A' appartenent i  alla sfera di centre  P i e  raggio 
Ri (e quindi anche in tutti i punti di A' appartenenti  a Hh), e per tutte le 
terne normalizzate (x', y', z'). 0ra, indicate con R' il minore dei humeri  

R I ,  R~, . . . ,R,~,  verif ichiamo ehe 6 possibile ricoprire F ins ieme E con un 
numero finite di parallelepipedi a spigoli paralle]i agli assi x, y, z, aventi 

R' 
ognuno diagonale di lunghezza minore d i  -2- ' tall che a due a due non abbiano 

punti  in comune (n6 interni n6 del eontorno), e tali inoltre che nessun punto 
di E appartenga al contorno di alcuno di essi. 

Infa t t i . cons ider iamo un cubo W* a spigoli paralleli  agli assi x, y, z, 
eontenente come punti  interni  tutti i punti  di E, e s i a l  la lnnghezza dei 

l R' 
suoi spigoli. Se q 6 il minimo intero positivo per il quale 6 q ~ 4 V 3 ,  divi- 

diamo dapprima ogni spi~olo paraHelo all 'asse x in q parti uguali mediante 
i piani X - - X o ,  x - - ~ - x l , . . . , x - - x q  (essendo x0 e xq, con X o ~ X ~ ,  rispetti- 
vamente  la prima coordinata del primo e secondo estremo di ognuno degli 
spigoli di W* paralleli  a l l 'asse x) ,  e, tenendo presente che in ogni strato 
~i,  ( i - - 1 ,  2, ..., q) costituito dai punti di W* per i quali 6 x ~ _ ~ x ~ x i  6 
contenuto almeno uno strato a'~ eostituito dai punti di W* per i quali 
x~_~x~___x~', con x ~ _ ~ x ; ~ x T ~ x ~ ,  il quale non contiene punti  di E, 
sopprimiamo i punti  interni a ~'~ (~). 

(47) Intendialno se~gtiere uno qualsiasi degli strati ~i' interni a z i. ~'aturalmente pub 
avvenire che a qualcuno degli strati che, dope tale operazione, sono rimasti (vale a dire gli 
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Procediamo quindi neilo stesso modo considerando gli spigoli di W* 
paralleli  all 'asse y e z r ispett ivamente.  L ' ins i eme  dei punti  di W* che in 
tall operazioni n o n  sono stati soppressi  cosfituiscono un numero finito di 
paral lelepipedi  che soddisfano le proprieti~ sopra elencate (~). Di tali paral- 
lelepipedi consideriamo soltanto quelli  contenenti, come punto interno, almeno 
un punto di E, e siano questi  V~, F2, ..., V,,. 

Ora, se V8 ~ uno qualunque dei paral lelepipedi  V~. V2, . . . ,  V,~, tra i cubi 
W~, ( i - - 1 ,  2, ..,, n), sia W~. quello di indice minimo che ha in comune con 
V~ almeno un pun~o. Allora~ se P~. ~ il centro di W~., V~ risul ta  inferno alia 
sfera di centro P~, e raggio R.¢, e quindi in tutti  i punti  (x, y, z) di A' 
appartenent i  a V~ 

F(x, y, z; x', y', z') + H~,x' -t- M~,y' + N~,z' ~ 0 

per tutte le terne normalizzate (x', y', z'). 
Dunque,  considerando, assieme a ogni V,., ( r - - 1 ,  2, ..., m) un parallelepi- 

pedo I7~ avente gli spigoli interni a V,. e paralloli agli assi 'x, y, z, il quale  
sia concentrieo a V,. e contenga come punti  interni tutti i punti  di E interni 
a V,., possiamo ragionare in modo quasi  identico a quello cui  abbiamo accen- 
nato~nella seconda parte  della dimostrazione del teorema che forma oggetto 
del precedente  n. 7, quando, in luogo delle coppie di sfere di centro P~, 

R 
(i----1, 2, ..., n) e raggio R e ~- r ispett ivamente,  s i  considerano le coppie V,. 

e V~, ( r - -  l, 2, ..., m), e cosi dimostrare Fasserto. 

ESE~PIO - Alle ipotesi del presente numero soddisfa la funzione F che 
definiamo nel seguente modo. 

Definita, in ogni punto (x~ y~ z), la funzione 

dove 

¢~(x, y, z) - -  1 + ~o(X) + %(y) -t- ~o(Z), 

% ( 0 = t ~ s e n Z ~ ,  per  t # 0 ,  

~o(0) = 0, 

strati costituiti dai punti (x, y, z) di W* per i quali ~ verificata l'una o l'altra delle disugua. 
glianze x0 ~ x ~ X~ p, xi" ~ x ~ x't-b~, (i -~ 1, 2, ..., q -- D. ~q" ~ x ~ %) non appartenga alcun 
punto di E. A questo proposito cfr. quanto viene precisato in seguito in merito ai paralle- 
lepipedi Vi, Ve, .... Vm. 

(4s) In loartieolare la lunghezza degli spigoli di ognuno di tall parallelepipedi ~ minore di 
R' R' 

2V~, e quindi la lunghezza della diagonale ~ minore di ~-. 
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consideriamo, in ogni punto (x, y, z) e per ogni terna di valori reali non 
' ' ' la funzione tutti  nulli  x ,  y ,  z, 

F(x ,  y, ~; x ' ,  y', ~'t = ~(x, y, z) V x  '~ + y'~ -~- z ~2 - x ' ,  

c o n  

F(x ,  y,  z;  O, O, O) = O. 

Osserviamo c h e l a  funzione F cosi definita soddisfa alle ipotesi ricordate 
all ' inizio deI n. 1, a) del presente  lavoro, in ogni punto (x, y, z) e per ogni 
terna di valori reali (x', y', z') non tutti  nulli si ha 

F ~  0, 

e anche, tenendo presente la (4), 

F1 = ¢e)x, y, z) 
(x,~ k.y,~+z, ,) .~ > O. 

Rileviamo the  in ogni punto (x,  y,  z) per il quale b contemporaneamcnte  

1 1 1 
(27) x = - -  

k' 7: ' Y = ]i>~ ' z - -  k'" r: ' 

dove k', k", k'" possono assumere, indipendentemente l 'uno dall 'altro, qualun- 
que valore intero (positivo o negativo), inoltre in ogni punto (x, y,  z) le cui 
coordinate si ottengono da]le (27} sosti tuendo il valore zero nel secondo ~ 
membro di una, o di due qualsiasi,  oppure di tutte tre le (27) stesse, si ha 

F = 0  

per 

(28) x '  - -  a, y '  - -  z' - -  O, 

dove a b u n  qualunque numero reale positivo, mentre 

F > 0  

per ogni scstupla di valori reali (x ,  y ,  z; x ' ,  y', z'), con x ' 2 +  y ,2+  z,2 ~> 0, 
per  la quale non sono contemporaneamente  soddisfatte le (28)e l 'una o Faltra 
delle condizioni sopra indicate per i punti  (x ,  y, z).  

Si verifica facilmente che gli zeri della funzione F considerata costitui- 
seono un insieme di punti, appar tenente  al cubo a spigoti paralleli  agli assi 
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x ,  y. z aven te  due  ver t ic i  oppost i  ne i  pun t i  ' n~ n ' ~:' ~z' ' 

pe r  il qua le  ~ ve r i f i ca t a  la proprieti~ che, hel le  ipotes i  del  p r e se n t e  numero ,  
si ~ suppos to  essere  soddis fa t tu  pe r  F ins ieme  E (~}. 

0 S S E R V A Z I O N E  I .  - Osserv iamo che  la funz ione  F ora  de f in i t a  soddis fa  
le ipotes i  del  p r e sen te  numero ,  me n t r e  non  ~ i m m e d i a t o  che  sin ve r i f i e a t a  la 
eond iz ione  r i l eva t a  ne l la  Osse rvaz ioae  del  n. 7 det p r e se n t e  lavoro.  

0 S S E R V A Z I O N E  I I .  - Dal t e o r e m a  del  p r e se n t e  numero ,  nel  caso par t ico-  
tare  in cui  ~ z--z'-----0, si o t d e n e  un  t eo rema  di es is tenza  d e l | ' e s t r e mo  assoluto  
pe r  gli in tegra l i  (ii} in condiz ioni  d iverse  da que l le  cons ide ra t e  nei t eo remi  
ci tat i  in (40} e (~}. Ino l t re ,  s e mp re  per  z -  z ' - - 0 ,  Fesempio  del  p r e se n t e  
n u m e r o  fo rn i sce  un  esempio  re la t ivo  agli  in tegra l i  cu rv i l ine i  del piano.  

9. LE~[M:i - Sia E' un insieme chiuso di pun t i  della superficie sferica t2~ 
per il quale sono verifieate le condizioni 1°} e 2 o} del n. 4, a). Considerata 
una qualsiasi ourva ~ continua e rettificabile, sin L' la misura dello pseudoareo 
I" costituito da quei punt i  di tale curva nei quali la tangente a essa ha coseni 
direttori x', y', ~'~ tall the il punto (x,', y', z') non appartiene a Z'. Allora si 

pub determinare un numero non negativo h < (~o), in modo c h e s e  5 ~ la 

distanza tra gli estremi della curva, la lunghezza L della curva F verifica la 
disuguaglianza 

2 L ' +  A 
(29) L ~  c o s h  " 

P e r  d i m o s t r a r e  ] 'asser to,  o s se rv i amo  che, in virtfi  de l le  p rop r i e th  di cui 
gode E', ind ica to  con P" lo p s e u d o a rc o  cos t i tu i to  dai  pun t i  di F nei qua l i  la 

1 
(49) Ossorviamo the gll zeri della funzione F appartongono alla superficie 1+ x 2 sen2 x + 

1 1 
+ y~ senU~ + z e sene z = 0, e sono disposti sopra i segmenti di retta 

1 1 ( 1  l)  

1 i ( l z t l  ' (c) x - - h ~  ' Y - - ~  --~: ~t 

dove hi*, ki*, (i-~1~ 2, 3) s~no tre eoppie di inted qaalsiasi (positivi o .negativi)~ e sopra i 
segmenti di retta le eui eciaazioni sono otteaute dalie (a), (b}, (c) rispettiva~nente, sostituendo 
il valore zero nel seeondo membro di una qualsiasi o di entrambe le equazioni (a), (b}, (c). 

(~o) Tale numero viene determinato nel corso della dimostrazione (cfr. la successiva (~i)). 
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tangente ha coseni diret~ori x', y', z', tall che il punto (x', y', s'} appartiene 
a Z', e indicati con s~, ~, ~, gli angoli, compresi tra 0 e 7: che la tangente 
(orientate) alla carve P in uno qualsiasi  dei punti di P' forma rispettivamente 
con la direzione posit ive degli  assi x ,  y, z, possiamo determinate un numero 

A ~ ,  tale che si posse supporre  verif icata almeno una delle noI1 negative 

tre disuguaglianze 

(30) 0 - ~ a ~ h ,  0 ~ h ,  0 ~ y ~ A ( ° ~  I. 

(5i) A1 ease in cui, p e r  f i s sare  le idee, ~ sodd i s fa t t a  la p r i m a  de l le  (30}, poss iamo 
r i du r c i  con u n a  o p p o r t u n a  ro t az ione  degl i  assi  x~ y~ z 

Infatt i~ ne l  case pa r t i eo la re  in  cui E~ si r iduce  a un  areo 7 p di cerehio  mass imo di ~l 
(di l u a g h e z z a  m i a o r e  di u),  r i e o r d a n d o  quan to  abb iamo r i l eva to  ne l le  u l t ime r i g h e  de l la  (es)~ 
bas t e  e f f e t t a a r e  u a a  ro t az ioae  degt i  assi  sc~ y, z i n  mode  c h e l a  d i rez ione  pos i t i va  d e l l ' a s s e  
x co ine ida  con que l la  de l la  c o n g i u n g e n t e  0 con il  pun to  di mezzo di -~ (o r i en ta t a  da  0 ve r so  

ta le  pun to ) .  Al lora ,  i nd i ca t a  con A la met~ del la  h n g h e z z a  di -~' dove  g 0 ~ = A  < ~ , la  

p r i m a  d e l l e  (30) g soddisfa t ta .  
Esc luso  ques to  ease par t ieo la re ,  osse rv iamo ehe, pe r  quan to  abb i amo  r i l eva to  ne l l a  t2s), 

in  e o r r i s p o n d e n z a  a ogni  d i a m e t r o  d de l la  super f i c ie  s fe r ica  ~ poss iamo d e t e r m i n a r e  un  
ce rch io  mass imo  di  ~ l ,  che~ pe r  f i s sa re  le ido% scegl iamo ne l  mode  ind ica t e  ne l la  seeonda  

r~ 
pa r t e  de l la  s t essa  ('~a), e t h e  ind ich iamo  con COd, e u n  n u m e r o  pos i t ive  non  supe r io re  a ~ ,  

ehe i nd i eh i amo  con ed, tal i  ehe ogni  s emi re t t a  r uscente  da  0 e pa s san t e  pe r  u n  pun to  qual- 
s ias i  {x p, y', z r) di I~ r (o r i en ta t a  da  0 verso  ta le  punto)  fo rma  con il  p iano  eui  a p p a r t i e n e  Wd 

un  ange le  e' compreso  i r a  0 e ~, p e r  il qua le  ~ 0 < ~ . o : ' ~ .  Cons ide r i amo  il l imi te  su- 

pe r io re  L d e l l ' i n s i e m e  di n u m e r i  ccd~ al v a r i a r e  del  d i ame t ro  d, r i l e v a n d o  che ~ 0 ~:~ 

Z 
e ehe esis te  a lmeno  u n  n u m e r o  ~d', a p p a r t e n e n t e  a ta le  ins ieme,  per  il qua le  ~ ~ - ~  ~d'.  

Al lora ,  cons ide ra t e  i i  eerchio  mass imo  o)d', cui  co r r i sponde  ~d,~ e la  n o r m a l e ~ a l  p i ano  eui 
a p p a r t i e n e  ¢o d, (o r i en ta t e  ve r so  la  pa r t e  in  cni si t r o v e  Z~i~ la  d i rez ione  pos i t i ve  di o g n u n a  
del le  s emi re t t e  r sopra  ind ica te  fo rma  con que l la  di  de t t a  n o r m a l e  u n  angolo  £ ' ,  compreso  

t ra  0 e ~ pe r  i l  qua le  r i su l ta  

0 < ~ " <  2--  ~.~,_~ ~ ~ .  (a'} 

e r a  o s se rv i amo  ehe~ se 
ax '  + by' + cz' ---- 0 

l ' equaz ione  del p iano  eui a p p a r t i e n e  co d, , cons idera t% nel lo spazio (x~ y~ z),  il p iano 

tb'} a x  + by + cz ~- 0 

e le s emi re t t e  t u scen t i  da l l ' o r ig ine  e paval le le  ed  e q u i v e r s e  a l le  t a n g e n t i  a P nei  pun t i  di  
P ' ,  poich~ o g n u n a  del le  t ha  coseni  d i r e t to r i  x'~ yP, z', ta l l  ehe il pun to  (x~ y~ z') a p p a r t i e n e  
a Er~ con faoili  eons ide raz ion i  si ve r i f i ca  che n e s s u n a  semivet ta  t a p p a r t i e n e  al p iano  (b'), 
tu t t e  l e t  sono situate~ r i spe t to  al  p iano  (bP}~ da u n a  s tessa  part% e ch% cons ide ra t e  la nor- 
male  pe r  0 al p i ano  (b'} (o r ien ta te  ve r so  la pa r t e  in  cui sono le s emi re t t e  t}~ la d i rez ione  
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Supposto, per fissare le idee, che sia soddisfatta la prima delle (30), 
proeedendo in modo analogo a quello seguito nel caso piano (52), se x~, x2 
sono le prime coordinate r ispett ivamente del primo e del secondo estremo 
della eurva P, e L" 6 la misura detlo pseudoarco P", si ha, tenendo presente 

7~ 
ehe 6 0 ~ A ~  ~, 

(31) x,--x,=fx'ds+fx'ds>_--L'+L"eosA, 
:p ~,, 

da cut, essendo L ' ~  L'----L e 0 ~ cosA ~ 1, segue la (29) (58). 

10. TEORE/CIA I I I . -  In base al lemma del n. 9, possiamo dimostrare che 

Se ~c ~ un integrale quasi-regolare semidefinito posilivo (5~), e se in corrispon. 
denza a ogni parle limitata e chiusa A' del campo A esisle un insieme chiuso 
Z* di punt i  della superficie sferica Yh per  il quale sono verificate le condizioni 
1 °) e 2 °) del n. 4, a), ed ~ tale c he tulle le terne normalizzate (x', y', z') per 
cut ~ F(x, y, z; x'. y', z') --  0 in  ahneno un  punto (x, y, z) di A' appartengono 
a Z*, allora in ogni classe completa di curve ordinarie C, tutte contenute in 
una parte limitata del campo A, esiste il minimo assoluto di ~c. 

posi t iva  di o g n u n a  detle semirette t forma con quel la  di tale normale  u n  angolo u, eompreso 
7~ 

tra 0 e ~ per  il quale 6, tenendo presente  la (a'), 

0 S ~  ~ - - ~ d , ~ - - T - < ~ .  

Allora,  posto A - -  2 , se effet tuiamo una  rotazione degli assi x, y, z, in modo c h e l a  

direzione posi t iva  delt 'asse x coineida con quel la  della n ormale al p iano (b') (orientata nel  
modo indieato) ,  ]a p r ima delle (30) r i sul ta  soddisfatta. 

ev idente  the  se tale rotazione v iene  fatta in modo e h e l a  direzione posi t iva delFasse 
y, o del l 'asse z coincida con quella della normale  al piano (b') (orientata nel  modo detto), 
oppure, nel  caso particolare considerato a l l ' in iz io  della presente  nota, con la congiungente  0 
con il punto  di md~zo di 7' (orientata da 0 verso tale punto) ,  r i sul ta  r i spe t i ivamente  soddi. 
sfatta ]a seeonda, o la terza delle stesso (30). 

(~2) Cfr. L. TONELLI, Opera eitata in  (~), Vol  IX, Cap. I ,  n. 9, a) ,  pag. 17. 
(53) ]~ ovvio che, snpposto che sia ver i f ieata  la pr ima delle (30), nel  caso part ieolare in  

2L'  
cut 6 xt-=..:x~, la (29) si r iduee alia L ~ - ~ X .  D'al t ra  part% sempre supposto ehe sia soddi- 

sfatta la pr ima delle (30), se le tangent i  a F net punt i  di F" r isul tano tutte paral le le  all 'asse 
x, poiehG tenendo presente  quanto abbiamo ri levato a l l ' in iz io  della (~t), r i sul ta  A-~--0, si 
ottiene, in Iuogo della (29), L ~ 2 L ' + A .  

Analoga  osservazione vale,  in  analoghi  east particolari,  se 6 ver i f icata  la seconda, o la 
terza delle [b0). 

(~) Cfr. la (20). 
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Infatti ,  considerata una classe K completa di curve ordinarie C tutte 
contenute nella parte l imitata e chiusa A' del campo A, sia Z :  un insieme 
di punti  ehiuso della superficie ~ per  il quate sono soddisfatte ]e proprieth. 
che, per ipotesi, si sono supposte verifieate per l ' ins ieme Z*, e contenente 
come punti interni  tutti i punti di Z* (5~). 

Allora, in virtfi di quanto abbiamo dimostrato nel precedente numero, 
T¢ 

possiamo determinare  un numero non negativo Ao~< 2,  tale ehe, conside- 

rata una qualunque curva C della classe K, se A* 6 il limite superiore delle 
distanze ira due qualsiasi punti  di A', e L* ~ |a  misura dello pseudoarco 
costituito dai punti  della curva C, nei quali la tangente ha coseni direttori 
x', y', z' tall ehe il punto (x', y', z') non sia inferno a Zo ~, la lunghezza L 
della curva C soddisfa la disuguaglianza 

2L* "4- A* 
L ~  

cos A* 

Per tanto  si pub concludere ragionando in modo analogo a quello seguito 
da L. TO~ELLI (~t, tenendo presente che, se m* ~ il minimo positivo della 
funzione F nei punti  (x, y, z) di A' e per ogni terna normalizzata (x', y', z'} 
tale che il punto (x', y', z') non sia interno a Z: ,  da l l 'u l t ima disuguaglianza 
segue 

2 A* 
m--~ gc + 

L _  
c o s  A* 

e ricordando, infine, quanto abbiamo rilevato alla fine della dimostrazione 
del n. 7. 

E S ] ~ H o  - Alle condizioni del presente numero soddisfa la funzione F 
definita, in ogni punto (x, y, z) e per ogni terna di humeri  reali (x', y', z'), 
nel seguente modo 

F = ~ ( x ,  y ,  z) V x  '~ + y'~ + z '~ - x ~, 
dove 

+(x,  y ,  ~) = 1 + V ~ - +  y ~ -  

-g. 
(55) Si pot rebbe  considerare,  come ins ieme E0, una calotta sferica di ~l costrui ta nel 

modo indieato  net  seguente  n. 12 in mer i to  alle U/, ( r ~ l ,  2, ..., n) .  Pera l t ro ,  ment re  nel  
luogo ora citato la costruzione del le  L~. r, (q,=-1, 2, ..., n) ha  lo scopo di rmldere pi~ sempliee 
]a esposizlone, in questo cas% poich~ in t e rv iene  un solo ins ieme E*, possiamo cons idera te  

~ soddisfacente  le condizioni  indicate nel  testo. un qua lunque  ins ieme -0 

(5~} Cfr. Opera ci tata  in (s), ¥01. ] I ,  Cap. I ,  §4,  n. 11, a) ,  pag. 27. 
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in tut t i  i punt i  (x, y, z) per  i qual i  

- - c ~ < x < + ~ ,  - - c ~ < y < + ~ ,  

+(x, y, z) = 1 

in tutti  i punt i  (x, y, z) per i quali  

(32) 

z < V - J - +  y~ 

- -  oo < x < -t- o% - -  c~ < y < + ~ ,  z ~ V x~ + y ~. 

]~ evidente infatt i  che in ogni punto  (x, y, z) e per ogni terna di valori 
reali (x', y', z'~ non tutt i  null i  la funzione F soddisfa alle ipotesi indicate 
al l ' inizio del n. 1, a), ed ~ inoltre F ~ 0 ,  e, r icordando la (4), F ~ > 0 .  Inoltre,  
ad ogni parle l imitata  A' dello spazio (:c, y, z) eontenente  ahneno un punto  
per  cut valgono le (32) corrisponde,  sopra ~ ,  il solo punto  (1, 0, 0) in cut i~ 
F(x, y, z; l, 0, 0) --  0 in tutti  i punt i  (x, y, z) di A' per  i quali valgono le (32), 
mentre  in ogni parle l imita ta  dello spazio (x, y, z) non contenente  punt i  per  
i quali  sono verificate le (32) r isul ta  F >  0 per tutte le terne normalizzate 

ix', y', z'). 

11. LEMMA - S i a  Zo un insieme chiuso di pun t i  della superficie sferica 
121 per il quale sono verificate le propriel& 1 °) e 2 °) del n. 4, a), e sia A~, con 

r: 
0 ~ ho ~ ~, il numero relativo a Zo, corrispondente at numero A determinato 

nel n. 9 del presente pai'agrafo e relativo a Z'. Supponiamo che in tutti i pun t i  
(x, y, z) di A e per ogni terna normalizzata (x', y', z') sia F ~ O ,  e sia F ~ m o ~  0 
in tutti i p u n t i  (x, y, z) di un  paralletepil;edo rettangolo V e in tutti  i p u n t i  
(x', y', z') di ~2~ non interni a Zo. 

Allora, se le lunghezze a, b, c degli spigoli di V soddisfano la disugua.  

gl ianza 

a 
(33) Vb~-t - e ~ ~ ~ cos Ao, 

e C ~ una qualunque curva ordinaria tale che i suoi pun t i  interni  allo strato 
limitato dai p ian i  cut apparte~gono le faccie di V perpendicolari ogli spigoli 
di lunghezza a siano tutti interni  a V, il numero tV degli archi y della C che 
hanno u n  estremo sopra una  delle faccie di V perpendicolari agli spigoli di 
lunghezza a, e l'altro estremo sopra la faccia opposta, e tutti gli altri  pun t i  
inlerni  a 17, soddisfa la disuguagl ianza 

3 
(34) 2~< amo co~ Ao ~c --~ 1. 

A n n a l ~  di  M a t e m a t i v a  4s 
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Infa t t i ,  procedendo,  in mode  analogo a quel lo  segui to  nel  case p iano  (~7), 
t enure  p re sen te  che,  avendo ognuno  degli  a rch i  y lunghezza  non in fe r io re  
ad a, il n u m e r o  N b f ini te ,  cons ide r i amo  sul la  c u r v a  C d u e  archi  y quals ias i ,  
che ind ich iamo  con "C~ e ~'2, tall  che, sopra  la C, ~'~ p r e c e d a  ~'~, e t r a i l  secondo 
es t remo di "{~ e il p r imo  di 72 non  vi sia, sopra  C, a lcun  arco y. Osserv iamo 

che  il  p r imo  es t r emo di y~ e i l  secondo di Y2 a p p a r t e n g o n o  acl una  s tessa  
facc ia  di V p e r p e n d i c o l a r e  agIi sp igo l i  di lunghezza  a, m e n t r e  il secondo 
es t remo di ?~ e il p r imo di "(2 a p p a r t e n g o n o  al la  face ia  opposta .  

S ia  ~ ,  ( i - - 1 ,  2) la lunghezza  di ~'~, k'~ la m i su ra  del lo p seudoa rco  costi- 
tu i to  dai punt i  di ~'~ nei  qual i  la t angen te  a C ha  coseni  d i r e t to r i  (x', y', z') 
ta i l  che it pun to  (x', y', z') non  sia i n t e r n e  a Eo, e )~' que l l a  del complemen-  
ta re  di ta le  p s e u d o a r c o  rispe~to a ?~. Allora ,  con cons ide raz ion i  ana loghe  a 
que l l e  svel te  nel  n. 9, supposto ,  pe r  f i ssare  le idee, che  sia soddis fa t ta  la 
d i suguag l i anza  c o r r i s p o n d e n t e  alla p r i ma  del le  (30), e ind ica te  con x'~, 
x~.' ( i - - 1 ,  2) r i s p e t t i v a m e n t e  la p r i ma  coord ina t a  del p r imo  e del  secondo 
es t remo di ,~, r i su l ta ,  t enendo  p r e se n t e  la f31), 

x~' - -  x'~ ~ - -  )~'~ A- L" cos Ao, 

xg' - -  x'~ __> - -  ~'~ + ).~' cos Ao 

da cui, sommando  membro  a membro ,  e poich~ si ha 

tx ' l -  x;I + 2Vb2+ c 

segue  
(),;' -]- ),g') cos Ao ~ k'~ -4:- ),'2 -k 2 Vb~ -b c ~, 

e qu ind i  anche ,  poich~ (~)~'~--[-),~' ?,~ )~' " = , 2 ~ k 2  : ; % ,  e O < c o s A o ~ l ~  

2 

Allora,  t enendo  p r e sen t e  la (33), basra  r i p e t e r e  le cons ideraz ion i  svel te  nel  
luogo e i ta to  in (~7), e la (34) r i su l t a  ve r i f i ca t a  (~s). 

(~7) Cfr. ]5. TONELr~I, Opera citata in (~), Vol. II,  Cap. I, n. 9. c), pag. 20. 
(ss) ]~ evidente che allo stesso risultate si perviene se~ ferme restando le altre ipotesi 

del presente numero, si censidera, in luogo det paratlelepipedo V, un altro solido l)er iI 
quale siano soddL-futte opportune condizieni. Si pub considerare, per es., in laogo di V, un 
cilinclro circolare retto il cui diametro di base ~ e ]a cui altezza h seddisfino la disuguaglianza 

h 
8 <  ~ cos A0, 

supponendo che per la curva C considerata siano verificate le condizieni indicate, quando, 
in luego delle faccie di V perpendicelari aHo spigolo di lunghezza (~ si considerano i due 
eorehi base di tale eilindro. 
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12. TEOREMA IV. - In  base al l emma  del precedente  numero  e a quel lo 
del n. 9, poss iamo dimost rare ,  a complemento  di quanto  abbiamo r i levato  
n e l l ' 0 s s e r v a z i o n e  del n. 7, il seguente  teorema 

Se ~c ~ u n  integrale quasi -regolare  seminormale  semidefini to positive, e in  
ogni par le  l imi ta ta  e chiusa del campo A gl i  zeri del la F coslituiseono u n  
u n  arco di curva  di classe 2 (59}, aperlo e pr ivo  di  p u n l i  mul t ip l i ,  in  ogni  
classe eompleta K di curve ord inar ie  C tulle contenule in  u n a  par le  l imi ta ta  
del eampo A esiste il m i n i m o  assoluto di ~c (6o}. 

P e r  d imos t ra re  l 'asserto,  p roced iamo in mode analogo a quel lo  seguito 
nel  ease p iano (6~), supponendo anche  qui, per  sempl ic i th  di r ag ionamento ,  
che, cons idera ta  una  par le  l imi ta ta  e ch iusa  A' del campo A, l 'a rco di curva  
cost i tu i to  dagl i  zeri de l la  F appa r t enen t i  ad A' sia un  segmento  re t t i l ineo  
para l le lo  a l l 'asse  ~e, che ind ich iamo con a'. 

R icordando  quanto  abbiamo r i ievato nel  n. 4, a) e ne l la  (5~) del n. 9, 
osserviamo che a ogai  punto  P ~ (x, y, z) di a '  cor r i sponde  un  ins ieme chiuso 
E di punt i  (x', y', z') del la  superf ie ie  ~2~ in cut b F(x,  y, z; x', y', z') - -  O, il  
quale  gode delle propr ie th  ind ica te  nel  n. 4, a) ,  e quindi  anche  un  cerchio  

mass imo ¢o di ~2~ e un  numero  A, con 0 ~ h ~  2 '  ta l l  che, cons ide ra te  il cone 

c i rcolare  re t ie  (~2) avente  ver t ice  ne l I 'or ig ine  O, asse co inc idente  con la  nor- 
male  per  O al p iano cut appar t i ene  % e a p e r t u r a  2A, l ' i n s i eme  E appa r t i ene  
al la  ca lot ta  sfer ica  ind iv idua ta  da l l ' i n t e r sez ione  del cone con la superf ic ie  ~1. 
Tenendo  inol t re  presente  che, al va r ia re  di P sopra  a'  con continuitY, E varia ,  
pu re  con continuitY, sopra E~, d iv id iamo il segmento  a'  in n par t i  ugua l i  
med ian te  i punt i ,  che cons ider iamo secondo l 'o rd ine  in cut la coord ina ta  x 
va  crescendo,  Po, t)1, ..., P ,  (dove con P o e  P ,  ind ich iamo r i spe t t ivamente  il 
pr imo e secondo es t remo di a'), essendo n il min imo intero posit ive tale t he  
a tu t t i  i pun t i  (x, y, z) di ognuno  dei segment i  P,P~+3,  ( r - -  O, 1, ..., n - -  3) 

(5~) Vale a dire una curva 

x -= x(t), y = y(t), z -= z(t), (to ~ t ~ t~) 

di olasse 1 (cfr. la {44)}, tale che per ogni t di (t0, t i} esistono continue le derivate x'(t),  
y"(t), z'(t). Sopra tale ourva, qulndi, la flessione varia in mode continue. 

(s0) Analogamente a quanto abbiamo rilevato nella (3v), osserviamo ehe alla emJdizione 
che ~c sia seminormale pub venire sostituita l'ipotesi che, in corrispondenza a ogni zero 

(x, y, z) della F~ esista almeno una terna normalizzata (x', y~, z') tale che sia 
$(x, y, z; x', y', z~'; x', y', z ' )>0  per tutte le terne normalizzate (x', y', z') distinte da (x', y', z') 
(Cfr. la (i~)). 

(~l) Cfr. L. TONELLI, Opera citata in (3), Vol. II ,  Cap. I, n. 10, pp. 21-27. 
(6~) Di tale cone intendiamo eonsiderare soltanto il semicono cut appartengono le semi- 

rette useenti dall'origine e passanti per un qualsiasi 1)unto di ~.. 
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corrisponda, nel sense sopra indicate, uno stesso insieme chiuso Z,. di punti  
7: 

(x', y', z') di ~21, e quindi un numero A,., con 0 ~ A,. < ~ ,  e una calotta sfe. 

r ica U,. di 12~, alla quale appart iene E r.  Inoltre, se A'~ un numero maggiore 
7~ 

di tutti  i numer i  h,., ( r - - 0 ,  1, ..., n - - 3 )  e minore di -~, consideriamo, in 

corrispondenza a ogni E,., ( r - -  0, 1, ..., n - - 3 ) ,  la calotta sferiea U'r di f~l 
avente lo stesso asse della U,., e individuata dal l ' intersezione del cone circo- 
lare retto di vertice 0 e aper tura  2A', osservando che tutti i punti  di Er 
risultano interni  a U',.. 

Ora, se 8 ~ la lunghezz a comune dei segmenti  P~P,+~, (r--O, 1,..., n - - l )  
e xo, x,~ sono le prime coordinate r ispet t ivamente dei punti  Po e P,,, consi- 
derati i punti  P'o, P'~, Po', P" n che si trovano sopra la ret ta cui appart iene 
il segmento a' ed hanno come prima coordingta r ispett ivamente xo--8,  xn-t-8, 
xo - -28 ,  x,, ~ 28, e un numero reale positive h, con 

8 
(35) h < ~ cos h', 

cos$ruiamo, hello spazio (x, y, z), due paratlelepipedi V e V' a spigoli paral- 
leli agli assi coordinati e tall che le faccie perpendicolari  all 'asse x siano 

due quadrati  i cui lafi hanno hnghezza  h e h r ispett ivamente,  ed aventi  

come centre rispottivamente, quelle di V i punti P'o e P',,, e quelle di V' i 
punti  Po' e .P~. Inoltre per i punti P'o, Po, P~, ..., P , ,  P'~ conduciamo i 
piani perpendicolari  ali 'asse x,  i quali dividono V' in n ~ 4 parallelepipedi 
(aventi lo spigolo paraltelo aWasse x di lunghezza 8, e gti altri due spigoli 

r di lunghezza h), che indichiamo con Vg', v'o, %, %, ..., v , ,  v , .  
Allora, r icordando i lemmi dei nn. 9 e 11, possiamo ripetere le conside- 

razioni svelte nel teorema citato in (G~), quando, in luogo dei rettangoli  
R, R', qg', q'o, q' , ,  q,., (r-~O, 1, . . . ,n ) ,  si considerino i parallelepipedi V, V', 
v[~', v'o, v ' , ,  v,., ( r - -O,  I, ..., n), e si tenga presente la (35). 

Si conclude che, considerata una classe completa K di curve ordinarie  
contenute in A', si pub de te rmina te  un numero positive m', non superiore al 
minimo positive della funzione F nei punti  di A' non interni a V e per  
ogni terna normalizzata (x', y', z'), tale c h e l a  lunghezza L di una qualunque  
eurva C di K soddisfa la disuguaglianza 

(36) 
i [(31 q- i4n)h q- 48(n q- 2)8 ] {63~. 

L < co~ 2~ [- m'h 2c-J- t2(n  -t- 2)8 

(63) Pe r  ottenore la (36) basta r ipetere il ragionameato svelte nel teorema cita~o in (¢i), 
eonsiderando, in ]uogo dei lati para]lel i  all 'asse y dei rettangoli  sopra indicati,  le f~,ccie per- 
pendieolari  all 'asse x dei corrispondenti  paral le lepipedi  che abbiamo eostruito, ~ i I t  luogo 
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D u n q u e ,  i n  v i r t f i  d e l  c r i t e r i o  d i  e s i s t e n z a  r i c o r d a t o  a l i a  f i n e  d e l l a  d i m o .  

s t r a z i o n e  d e l  n. 7 d e l  p r e s e n t e  l a v o r o ,  l ' a s s e r t o  ~ d i m o s t r a t o  (°~I- 

OSSERVAZIO:NE - I1 t e o r e m a  d e l  p r e s e n t e  n u m e r o  6 v a l i d o  a n c h e  n e l  c a s o  

i n  cu i ,  f e r m e  r e s t a n d o  le  a l t r e  i p o t e s i ,  gli zeri della F costituiscono un numero 
finito di archi di curve di classe 2 priv i  di pun t i  mullipli ,  aventi a due a due 
al piit  un solo punto in comune, e tall da no~ formare alcuna curva chiusa. 

dei lati  paral lel i  all 'asse x degli stessi rettangoli,  gli spigoli pure paral lel i  all 'asse x di tali 
paral lelepipedi .  

Osserviamo ehe la disuguagl ianza che, nel nostro cas% corrisponde alla t4) del teorema 
eitato in (6t), ~, lenendo conto delle (29) e (35) del presente lavoro~ e usando notazioni ana. 
loghe a quelle usate nel luogo sopra citat% 

~v ~ cos A - - '  2.V~ +~/9~ ~ + h ~ + h~ < cos A ~ ~ + 4~ , 

e quella corrispondente alia disuguaglianza che segue alla (5) del luogo clJato in (~l)i~, sera. 
pre tenendo eonto della (29) del  presente lavoro, 

da eui segue, in vir th  della (35), 
2 

Allora,  tenendo presenti  le (33) e (34) dal  precedente numero, e ancora ragionando come 
he1 easo piano, si conclude the la lunghezza eomplessiva degli (eventuali) arehi di una 
qualunque eurva C dl K ehe hanno almeno un punto interno a V risulta minore di 

1 [(30 + 14,,)h + 48(~ ] 
cos~A'[ m'h + 2 ) ~ l C +  1 2 ( n + 2 ) ~ ,  e qaindi  segue la (36). 

(6,) Si  pub fare una osservazione analoga a quella eonienuta nella nota (ss). 


