Sopra V'esistenza dell’estremo assoluto per una classe
di integrali curvilinei dello spazio in forma parametrica.

di Nararia Berrurt ONesti (a Pavia) (¥)

Sunte. ~ Nel presente lavoro, riprendendo in esame gli integrali curvilines dello spazio

iy f F(e, y, 2; @', ', 2)ds
4

gid considerati in precedenti ricerche dell’d., si dimostrano alcuni teoremi di esisienza
del minimo (assoluto) per gli integrali (I). A tali teoremi vengomo premesse alcune
considerazioni fondamentali rignardanti gli zeri della funszione F in relazione agli
integrali J,. Aleuni dei risuliali ottenuti vengono illustrati con esempi.

In una Memoria di alcuni anni fa (), allo scopo di estendere agli inte-
grali curvilinei dello spazio

(I Jdo= f B, y,2; o, y, 2)ds
4

(dove la funzione F' & definifa in ogni punto (v, y, #) di un campo 4 e per
ogni terna di valori reali &', ¥/, ¢ (*)) alcuni teoremi noti per gli integrali
curvilinei del piano

() o= f Flw, y; o, )ds,

abbiamo definito, per gli integrali (I), i concetti di infegrale quasi-regolare
positivo, seminormale, normale e integrale regolare. Lie definizioni relative a
tali infegrali sono state date mediante la funzione & di WEIERSTRASS, anziché,

(*} Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di ricerca matematici del Con-
siglio Nazionale delle Ricerche (Gruppo n. 19).

(!) N. Berruri OnEsTI, 4 proposito di una classificazione di integrali curvilinei delle
spazio nel Calcolo delle Variazioni, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. X,
{1961), pp. 283-261.

(?) Per le altre ipotesi sopra la funzione F, cfr. il n. 1, a). Rileviamo che nel presente
lavoro ci riferiamo alle ipotesi della Memoria citata in (*), non ponendoci, pertanto, nelle
condizioni formulate da altri Autori: efr., per esempio, il lavoro (citato da altri Autori, e
del quale finora non abbiamo Ppotuto prendere visione) L. H. TurNER, The direct methods in
the calculus of variations, Ph. D. dissertation, Purdue University, Lafayette, Indiana, 1957,
D’altra parte alcune proprietd rilevate nel presente lavoro non sussistono nel caso in cuila
funzione F uon ammette finite le derivate parziali del prime ordine rispetto a ', ¥, & (cfr,
I’Osservazione del n. 3},
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come nel caso piano {*), mediante la fanzione F; (*), e la maggiore generalith
che tali definizioni cosi formulate presentano rispetto a quelle equivalenti
che, sotto ipotesi pitt restrittive, si possono dare mediante la F, (°), & stata
posta in luce, con esempi, in una recente Nota (%). :

Nel lavoro citato in () ci siamo limitati, per ragioni di spazio, ad aggiun-
gere all’indagine svolta in merito ai concetti sopra ricordati, oltre a una
condizione sufficiente affinché un’estremaloide relativa agli integrali (I) sia
un’estremale, un solo teorema di esistenza dellestremo assolato, nel quale
I'integrale (I) viene supposto quasi-regolare definito (positivo).

Nel presente lavoro, riprendendo in esame gli integrali (I), dimostriamo
alcuni teoremi di esistenza del minimo (assoluto) quando, in luogo della con-
dizione sopra nominata, che J¢ sia definito (positivo), si suppone che J¢ sia
quasi-regolare semidefinito (positivo), e che inoltre per gli zeri della fuuzione
F (") appartenenti al campo A siano verificate opportune condizioni (¥).

Ricordate, nel § 1, alcune generalitd riguardanti gli integrali (I), nel §2
vengono svolte alcune considerazioni preliminari in merito agli zeri della
funzione F. Tra queste presenta particolare rilievo quella che forma oggetto
del n. 3, b), dalla quale, tenendo anche conto di quanto viene rilevato nel
n. 3, a), si deduce (n. 4, a)) una proprietd di cui, sotto opportune condizioni (°),
gode ’insieme chiuso X dei punti (&, ¥/, ¢') della superficie

Qi Yy 4" =1

nei quali, in corrispondenza a un punto (x, y,2), & Flo, y,2; «', ¢, 2)=0.
Tale proprietd & fondamentale per la dimostrazione dei lemmi dei nn. 9 e 11.

D’altra parte, in base a una osservazione contenuta nel n. 3, ¢) riguar-
dante la figurativa della funzione F relativa a uno zero della F, si perviene,
nel n. 4, b}, a un risultato gia oftenuto, in ipotesi pil restrittive, nel lavoro
citato in (*). Inoltre, alla fine del n. 3, con semplici esempi si pone in evi-
denza come, nel caso in cui la funzione F non soddisfa alle ipotesi fatte, la
proprieta rilevata nel n. 3, ¢) pud non essere verificata.

{3) L. ToxerLl, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, Due Volumi (N. Zaunichelli,
Bologna 1921.28}. Cfr. Vol. I, Cap. V, §2, n. 81, pag 224

{4} Per quanto riguarda il modo in cui sono definife le funzioni & ed F,; relative agli
integrali (I), efr. rispettivamente la (1) e la (4) del n. 1, a) del presente lavoro.

(®) Cfr. il n. 18 del lavoro citato in ().

() N. BErrRUTI ONRESTI, Ancora sopra una classificazione di integrali curvilinei del
Caleolo delle Variazioni, Rend. dell’ Istituto Liombardo, Ace. di Scienze e Lettere, Vol. 99,
(1965), pp. 457-485.

{1y Ofr, il n. 2 del §1 del presente lavoro.

(]) Cir. la 3% e la (69).

(%) Tali condizioni vengono indicate nel n. 3, a) e b}, e ricordate nel n. 4, a). A questo
proposito cfr. anche la (19).
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Usufruendo delle considerazioni svolte nel § 2, nel § 3 dimostriamo aleuni
teoremi di esistenza del minimo (assoluto) per gli integrali (I).

AlV inizio del §3 & premesso (n. D) un lemma nel quale, pur estendendo
agli integrali (I) un risultato gid noto per gli integrali (II) (**), poich® ci
poniamo in condizioni pit ampie di quelle relative al caso piano (in cui si
suppone che esistano continue le derivate parziali del secondo ordine della fun-
zione F rispetto a %', y, #), abbiamo dovuto segunire un nuovo procedimento.
Peraltro, come rileviamo nelle (*) e (**), tale lemma, sotto ipotesi piit restrit-
tive, si pud ottenere con una semplice estensione del procedimento seguito
nel caso piano. Inoltre nel n. 6, mediante un esempio, poniamo in luce come,
nelle ipotesi del n. b, non & possibile usufruire di un ragionamento analoge
a quello svolto nel luogo citato in (*).

In base al lemma del n. B, nei nn. 7 e 8 dimostriamo due teoremi di
esistenza del minimo (assoluto) per gli integrali (I}. Mentre il n. 7 si ottiene
quale immediata estensione di un teorema stabilito da L. TONELLI nel caso
piano, nel teorema del n. 8 viene considerata, in merito agli zeri della fun-
zione F, una nuova condizione, e nella dimostrazione, pur usufruendo di
alcune considerazioni analoghe a quelle svolte nel caso piano, abbiamo dovuto
ricorrere a un nuovo procedimento. Da tale teorema, come osserviamo alla
fine del n. 8, segue {come caso particolare} una nuova proposizione per gli
integrali del piano (II). Nell’esempio del n. 8, inoltre, costruiamo una funzione
per la quale le condizioni del teorema stesso sono verificafe.

Per estendere {nn. 10 e 12) agli integrali J° dello spazio altri due teoremi
di esistenza del minimo (assoluto) & stato necessario premeitere i gia citati
lemmi dei nn. 9 e 11. Nella dimostrazione del n. 9, pur seguendo un proce-
dimento analogo a quello usato nel caso piano (dove, in luogo dell’insieme 2,
interviene un arco di circonferenza x>+ y”=1 di lunghezza minore di =),
si sono presentate nuove complicazioni, che hanno richiesto varie considera-
zioni, anche di natura geometrica, ed opportuni accorgimenti (cfr. in partico-
lare, la (**)).

Anche la dimostrazione dei teoremi dei nn. 10 e 12 e del lemma del
n. 11, per quanto in essa si proceda in modo analogo al caso piano, ha
richiesto opportune considerazioni.

Soggiungiamo che, tenendo presente la proprietd dell’insieme X rilevata
nel n. 4, a), agli integrali (I} si possono estendere, con ulteriore indagine
che, per ragioni di spazio, nel presente lavoro non effettuiamo, altri teoremi
di esistenza del minimo (assoluto) relativi al caso piano (**). D’altra parte,
usufruendo del lemma del n. 5, e con ulteriori, opportune considerazioni, si
possono estendere agli integrali (I} altri risultati rignardanti 1’ esistenza del

(*9) Cfr. L. TonerLLI, Opera citata in (), Vol. I, Cap. VI, n. 86, a), p. 240.
(1Y) Cfr. Li TonrLLI, Opera citata in (3}, Vol. 1I, Cap. I, nn. 12-14, pp. 29-40.
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minimo (assoluto) per gli integrali (II) (*¥). Inoltre, con indagine ulteriore che
pure, nel presente lavoro, non effettuiamo, si pud oftenere una estensione,
agli integrali J¢ dello spazio, di altri teoremi di esistenza del minimo (assoluto)
noti per gli integrali (II) (**).

Infine, tenendo presente quanto viene esposto nel n. 23 del Vol. IT del-
I’ Opera citata in (°), si possono, con facili considerazioni, estendere agli
integrali (I) i risultati ottenuti nel luogo ora citato per il caso di campi
illimitati.

§ 1. - Generalita.

1. ALCUNE DEFINIZIONI (*¥). - a) Supposto che la funzione F{x, y,2; o, v/, #)
sia definita e continua, assieme alle proprie derivate parziali del primo ordine
rispetto a a/, i, #, in ogni punto (, ¥, 2) di un campo A e per ogni terna
di numeri reali non tutti nulli (&, 3/, #'), positivamente omogenea di grado 1
rispetto a &', i/, ¢, e tale che sia F(x, y, 2; 0, 0, 0) =0, considerata una curva
ordinaria {**)

C: x=ux), y=uyls), #=2s), O=s<1I)

dove s & la lunghezza dell’arco rettificato, e considerata inoltre, in ogni punto
(%, ¥, #) di A e per qualsiasi coppia di terne di numeri reali non tutti nulli

(', ¥, 2}, @, v, 5’), la funzione (di WEIERSTRASS)
(1) g)(m; Y, 2; wly y’: Z’S mlr yl? z’) = F(m? Y, %, W’, ?/7 g) -

- [‘%IF%'('”’ Y, %5 x,, ?/, z’) + ?;,Fy""') + 'ng/("‘)]l

(12) Cfr., per es., L. ToneLLl, Sull’esistenza del minimo in problemi di Calcolo delle
Variazioni, Annali della B. Scuola Norm, Sup. di Pisa, I, (1932), pp. 89-99: e Sulle esivemali
complete, Annali della R. Scuolar Norm. Sup. di Pisa, V, (1986), pp. 155-168. Cfr. anche
Opera citata in (3), Vol. IT, n. 26, p. 78

(42'y Cfr., per es., L. TonmLLI, Opera citata in (), Vol. II, Cap. I, nn. 1522 e n. 24;
o A. DL CHiaRro, SBull'ssistenza del minimo in problemi di Calcolo delle Variazioni, Annali
della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa, III, (1934), pp. 63-83.

(#3) Ci limitiamo a ricordare soltanto alecune definizioni, mentre per altre generalita
rimandiamo al §1 del lavoro citato in ().

(14) Ricordiamo che si dice curva ordinaria C ogni curva

=), y=yl), e=2elf), (GH=I1=1)

tale che le funzioni w(f), y(f), 2(f) siano assolutamente continune nell’intervallo (£, ¢,), ed
ogni punto (x(f), y(¢), 2({}) appartenga al campo 4.
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’integrale

I8 9= [ Flw, y, 53 o, v, #)ds
¢
si dice
19) quasi-regolare positivo, se &
(@) 8lor, y, 25 &,y 7 @, Y, ) =0
in ogni punto (x,y,#) di 4 e per tutte le terne normalizzate (', 1/, %), (%, ¥/, 2') (*¥);

20) quasi-regolare positivo seminormale, se & quasi-regolare positivo, e
in corrispondenza a ciascun punto (x, ¥, z) di A esiste almeno una terna
normalizzata (%, 1o, 2/), tale che risulti

(3) &(ac, Y, 75 %o, yo’; 205 fi’, &’, ;’) >0
per qualsiasi terna normalizzata (', 7/, #) distinta da (2o, Yo', 20);

3°) semidefinito positivo, quando in ogni punto (x, y, #) di 4 e per ogni
terna normalizzata (x', 3/, 2) & F(x, y,2; o, v, ) =0 (9.

b) Supposto che per la funzione F siano verificate le ipotesi ricordate
all’inizio del precedente capoverso, e che, inoltre, in ogni punto (x, y, #) di
A e per ogni terna di numeri reali non tutti nulli (&, ¥/, #) esistano finite e
continue le derivate parziali del secondo ordine della funzione F rispetto a
', y, #, si definisce la funzione F; nel seguente modo

, ., Fw’w’ Fm’y’ 1 JFy’y’ Fy’z’ 1 Fz’z’ Fz’m"
(4) Fl(wa?/)e";w;'laz):‘/z = = =

2 o p, Bl Y |Fu F
Fyw Fyy W i P
1 |Fow Fuw { | Fuw Fayy { |Fyy Fyo

’

: -
XY |Foy Fuy

? !

2 T )
Y2 | Fyy Fye Fyw Fow

Tale funzione, in virtit delle ipotesi fatte, risulta definita e continua in
ogni punto (x,y,2) di A e per ogni terna di numeri reali non tutti nulli
(o, v/, #), e positivamente omogenea di grado — 4 rispetto a a’, ¥/, &'

(*5) Come & noto, si dice normalizzata ogni terna di numeri reali («/, y’, 2’) per cui &
xt gyt 422 =1,

16) Sia dalle definizioni ora ricordate, sia da quelle di integrale J. quasi regolare

] q . g C g
positivo normale, regolare positivo, e definito positivo si ottengono, come & noto, quelle ana-
loghe per i corrispondenti integrali J,. negativi, per i quali valgono considerazioni analoghe
ghe p P g c neg P q g g

a quelle svolte in seguito,
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2. ZERI DELLA FUNZIONE F. - Un punto (x, y, 2) di 4 si dice zero della
funzione F, se per una o pilt terne normalizzate (', i/, ¢/} & Fix, y,&; x', i, #)=0.
Se nel punto (%, 7, 2 di 4 & Flx, y, 2; «, 3/, #)=0 per tutte le
terne normalizzate (x, 3/, #), il punto (x, y, 2) si dice zero fotale;
se invece & Fix,y,2; «',y,#)=0 non per tutte le terne normalizzate («, v/, ¢),
allora il punto (x, 7, 2) si dice zero parziale.

Considerata la superficie sferica

Qi x4y =1,

& ovvio che per ogni zero (x, y, #) della funzione F, 1’insieme dei punti
(&, v, #) di Q, nei quali & Fla, y, 2; «', i, 2) =0, &, in virth della continuita
della funzione F, un insieme chiuso.

§2. - Considerazioni preliminari riguardanti gli integrali J..

3. GLI ZERI DELLA FUNZIONE F IN RELAZIONE ALL’INTEGRALE J¢ (). -
a) B evidente che, se J¢ & quasi-regolare positivo seminormale, la funzione F
non pud avere alcun zero fofale (x, y, #); infatti in questo caso dovrebbe essere
Fx, y,2; @, y,#) = F.l.)= Fy(.) = F.(.) =0 per qualunque terna norma-
lizzata (', ', ).

Anzi, nel caso in cui J¢; & del tipo ora nominato, non pud neppure esservi
alcuna coppia di terne normalizzate (x), v’ #)), (®., y., #.) distinte, per le
quali & contemporaneamente

{5) xzf —— 0171: yzl — y;’ 32? — zlly

tali che sia

(6) Fix, y, 2; o', Y, ') = Fl, y, 2; @, ya, 2) = 0.
Infatti in questo caso si avrebbe, come si pud verificare facilmente (*),

blw, y,2; 2, v, 7¢; ©/, y,8)=0
{7) o
Blae, y, 25 o, Y, &5 2, Yo, %) = 0
(*") Qui e nel seguito del presente lavoro si intende che per la funzione F sono soddi-
sfatte le ipotesi ricordate all’inizio del n. 1, a), salvo esplicito avviso in caso diverso.
(*%) Per verificare che dalle (6) seguono le (7), basta tenere conto di quanto viene
rilevato nel lavoro ecitato in (1) (cfr. §2, n. 5, pag. 242); oppure, pitt direttamente, basta
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per tutte le terne normalizzate (x', %', #'), e cid & in contrasto con la condi-
zione che J¢ sia quasi-regolare positivo seminormale (*°).

b) Inolire rileviamo che, supposto che ¢ sia quasi-regolare positivo
semidefinito (), se per uno zero (x, y, z) della funzione F si ha, in due punti
distinti P, = (), y., &), P, = (s, v, #) della superficie Q, non diametral-
mente opposti

(8) Flo, y, 2; 32'1’» ?;1,, gf) = Flx, y, #; Cz’z'» _7;2', ;2’) =0,

osservare che, sotto la sola ipotesi che J, sia quasi-regolare positivo, essendo, per qualunque
terna normalizzata (&', ¥, 2),

G(Eé’ g} 5; oy, s aly, Yy, 2 =F(9_07 g: z; iy Yy ') —
— & Fw(@,y, 2; @, y', &) + ' Fy(-) + 2 Fe()]
e anche, poiché valgono le (5),
8wy, 2; &,y 25 @'y, Yy, 2o =F(x, y: 2; '3, ¥'s, 29) +
+ @' Fwlx, y, 3_5 @y )y Fyl) + 2 Fer(),
si ha, tenendo conto delle (6),
6(923 ?;s ;; oy g &y, )+ é‘;(";: ?;; 59 ooy, 2 Wy, e, 2y =0,
da cui, tenendo presente la (2}, seguono le (7).

{?) Lie proprietd ora rilevate sussistono anche se, pur non essendo I, quasi-regolare
positive seminormale, in ogni zero (x, y, 2} della funzione ¥ si ha

8w, y,2; 2y, ¢ 2y, ) =0

per tutte lo terne normalizzate (o, y', 2'), {&', %, 2}, e in corrispondenza a (x,y, 2} esiste
almeno una terna normalizzata («x'y, ¥y, 2/,) tale che sia

8@, y; 25 @y, 4y, 205 @y, 2) >0
per tutte le terne normalizzate (x', y', 2') distinte da («'y, y'y, #4); vale a dire per le proprieta
in questione & sufficiente che le (2) e (3) siano verificate soltanto per lo zero (x, y, 2). Ana-
loga osservazione vale per le considerazioni che seguono nel presente paragrafo.

(*9) In questo caso J. & semidefinito positive, come si verifica facilmente in modo
analogo a quello seguito nel caso piano, dove & stato fatto uso della funzione F,; relativa
agli integrali (IT).

Infatti, essendo J. quasi-regolare positivo, per qualunque coppia di terne normalizzate
oy, 2), @, 7}"7 ;’) &

B, y, 2; @'y, &) =@ Farlw, y, 23 @, s #) + 9/ Fy (o) + ' Frl.).
Allora, poiché lordinata dell’iperpianc tangente alla figurativa nel punto corrispondente a
una qualsiasi terna normalizzata {57;’, Q’, PORS positiva o nulla in infiniti punti (&', ¥, 2') della
superficie €, ed essendo I, semidefinifo, dalla disuguaglianza ora scritta segue che deve
essere Fl(x, ¥, PR y', 7} =0 per tutte le terne normalizzate (&', ¢, #').
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risulta

) Fla, y,2; #,y,#)=0
in tutli i punti (', o/, #) dellarco I di cerchio massimo (**) della superficie
Q. avente estremi in Py e P/, e lunghezza minore di .

Infatti, se p ¢ la distanza tra i punti P/ e P;, e cosa, cosB, cosy sono

i coseni direttori della retta P,'P;, tenendo presente che ogni punto di I" ha
coordinate

( %'+ peosa ?;1"‘}‘9(308?’ 2/ +pcosy
V(' + ¢ cos ) + (4, 4 e cos B)* + (2 + p cos y)* V... ’ V..., )

con 0<<p<p, per ogni g di (0, o) possiamo scrivere, in virti della positiva

;

omogeneitd di grado 1 della funzione F rispetto a «', ¥/, #,

(10) F(é‘ 7,7 1 4 p cos « Ui+ ocosp 2/ +p cosy):
V(w,' 4o cosa)+ (4 + o cos B+ (o' +ecosy) V... .. V...,

dove abbiamo posto
9l) = Flw, y, 25 o1+ pcos a, yy' 4 p cos B, &'+ p cos ).

Si verifica facilmente che in tutto (0, p) & ofp) = 0.

Infatti, poiche, tenendo presente la (10) e per le ipotesi fatte sopra la
funzione F, la funzione ¢(z) & continua assieme alla propria derivata prima
in tutto (0, p), ed &, tenendo conto della seconda delle (8), 9(g)=0, se per un
valore ¢’ interno a (0, p) fosse ¢(p') >0, esisterebbe almeno un valore p” di
(', o) per il quale &

(1) (e") = cos & Fulw, y, 2; 0,/ p" cosa, y,'+ ¢ cos B, 2,'+ ¢” cosy) +
+ cos B Fyl...) 4 cos ¥ F...) < O.

Teniamo presente che dalla (2), scritta nella forma.

B, y, 2; @, 4, #) — [/ Folw, y, 25 &, ¢, &) + ¢ Fyl) + &/ Ful )] =0,

(#1) Qui e nel seguito del presente lavoro, per «cerchio massimo» di 2, si intende la
circonferenza comune a tale cerchio e alla superficie sferiea .
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in virtd della prima delle (8) e della positiva omogeneitd di grado zero delle
tunzioni F,. F,, F, rispetto a «', ¥, #, segue, per gqualunque terna di
numeri reali non tutti nulli {&, ¥, #),

@l o, i, 25 €, 4, &) + ' Flo) + 2/ Fof.) < 0;
pertanto, ricordando la (11), risulta

(201 -+ o cos a)Fol, 1, 2; a:' 4+ 2" cos a, yi - p" cos B, 2’ + p” cosy) -+
+ () + ¢” cos B)Fyd-) + (20 + " cos Y) Fof.) < O,

e quindi anche, poich®, in virth della positiva omogeneitda di  grado 1 della
funzione F rispefto a «, ¥/, #/, per qualunque terna di numeri reali non
tutti nulli (o, ¥, &'} &

12) R, y,2; @y, &)= ' Folu, y, 2; &, i, &) + Yy F () + 2 Fo...),
Fla, y, 2; @) + " cosa, y'+ ¢"cos B, 2/ + ¢ cosy) <0,

in contrasto con la definizione di integrale J¢ semidefinito positivo (**).

¢} Osserviamo infine che, supposio ancora che J¢ sia quasi-regolare
positivo semidefinito (*), se per due terne normalizzate distinte (x), y!, 2/,
{2, y2, 27) soddisfacenti alle (5) valgono le (6}, e quindi anche le (7), si ha

9) F(%, ?7a ;; o, Yy, ¢)= 0

per tutte le terne normalizzate (', yf, 2); vale a dire il punto (x,y,?) é uno
zero lotale per lo funzione F.

{#2) Se, nelle ipotesi del presente capoverso, non si suppone che J. sia semidefinito, la
proprietd ora rilevata pud non sussistere. Ricordiamo infatti T'esempio che forma oggetto
del n. 2 della Nota citata in (5), in cui, essendo J. quasi-regolare positivo seminormale, la
funzione F si annulla in tutti i punti (', y', #/) della superficie comica & == — Vy'? + &%,
mentre in ogni punto interno a tale superficie & F< 0. Quindi, considerato arco I’ di cerchio
massimo di Q,, di lunghezza minore di =, avente estremi in due punti gualsiasi distinti
comuni a 2, e alla superficie &'=—— 1y'2 422, la funzione F & nulla negli estremi di T,
menfre & F< 0 in tutti i punti interni a T.

Analogamente, nell’esempio di integrale J. quasi-regolare positivo che figura nel n. 3,
b) della Nota sopra citata, considerato, per fissare le idee, Parco I' di cerchioc massimo di
2 12 2 ]
Q,, avente lunghezza minore di n ed estremi nei punti (— }—/2—', V?, 0), (-—— %, ——%, 0),
la funzione F' & nulla in tali estremi, mentre & F<C0 in tutti i punti (&, ¢/, #') interni a T,
(23) Cir. la nota (**) del presente lavoro.

Annali di Matematico ]



354 N. BerruTi ONESTI: Sopra Uesistenza dell’estremo assoluto, ecc.

Per dimostrare I’asserto, verifichiamo dapprima che, poich® J¢ & quasi-
regolare positive, e sono soddisfatte le {6}, e quindi anche le (7), per qualunque
terna normalizzata (2, ¥/, #') risulta, per fissare le idee,

(13) Ble, y, z; o,y &5 &,y &) =0 ().

A tale scopo, supponiamo che in un punto P™*= (™, y*, ¢'%) della super-
ficie ., distinto da P, = (o, ¥/, #/) e da P,/ = (x5, y;, 2.} sia

— — —

(14) Blo, y, 2; o, yi, &5 o, y*F, &%) > 0.

Allora, se g* & la distanza tra i punti Py e P™ e cosa¥, cosf* cosy*
sono i coseni direttori della retta Py P* osserviamo, con considerazioni ana-
loghe a quelle svolte nel precedente capoverso, che in ogni punto

T

( 2y + p cos a* yi + pcos B* &' p cos y*
Vi@ + ¢ eos o™ + (g + p cos B+ (e’ F pcos v V.. Y

), 0<p=<<p*

dell’arco di cerchio massimo della superficie {); avente estremi nei punti
P, e P*, e lunghezza mincre di =, si ha

(15) {2,(;0 g P s x4 p cos a* Y. -+pcosf* 2, /4pcos y*)z
V(z, 4 pcosa®+ (i, +pcosB* )P+ +pcosy™ ) V ... V...
_ "
V...’

dove abbiamo posto

(16) W(e) = Flw, y, z; @1 + p cos a*, y,' + ¢ cos B, 2 - pcos %) —
— (@) + ¢ cos a*) Fpla, 3, 2; o4, Y1 2)) +
+ (' + o 008 B¥) Fyf.n) + & + p o8 1%) Faf..)).

Teniamo presente che, in virtu della prima delle (7) e della prima delle
(6), e ricordando che le funzioni ¥, F,, F,. risultano positivamente omogenee
di grado zero rispetto a %', ¥, #, per qualunque terna di numeri reali non
tutti nulli (&', ¢/, #) risnlta

(17) wllpm’(gfn’ g; ;’ 50’, itf’, 3,) + ‘yill?y'("') + zlsz’("') = 0.

(?*%) In modo del tutto analogo si pud verificare che per qualunque terna normalizzata
(«'y 'y ') si ha anche

@, y, 25 @y, ¥'e, 5 4,y 2)=0.
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Allora, poiche, in virti della (12}, e tenendo presente la (16), &

W(p) = (' + p cos a*) Forla, y, 2; 21/ + p cos a®, yy' + p cos B¥, 2+ cos v¥) +
+ (Y + p cos B*) Fyl..)) + (2 4 p cos v¥) Fpf...) —
— [{zes" + p cos %) le(o—s, —g}, z; xd, Yy, &) +

+ (' + p cos B¥) Fyd...) = (&' 4 ¢ cos %) Foof...)],

usufruendo della (17) (per a'= @, pcosa*, y'=1y.'+ pcos§¥ &==z'-+ p cos ¥
e, successivamente, per x'=x,, ¥y =1y, #=2¢/}, possiamo scrivere

{18) WVie) =¢ Oe),
dove abbiamo posto, per brevita,
®(p) = cos oc*Fxf(:;o‘, ?;, 2; x) -+ p cos a¥, y,'-p cos ¥, 2,4 p cos y*) -
+ cos B* F...) + cos y* Fyf...) —
— [cos a* o, y, #; 21, Yy, 2/) + cos B* Fyd...) + cos y* Fy(...}].

Allora, se vale la (14), tenendo presenti la (15) e la (18), ed essendo p* >0,
deve essere ®(p*) > 0; quindi, poiche ¢ ®0)=0, e ®(p) & continua in (0, p*),
deve esistere almeno un valore ¢’ interno a (0, p*}, per il quale &

D) < D%,
vale a dire
(19) cos a* F (@, 1, 2; o+ ¢ cos a*, y/4 p' cos B*, 2+ ¢ cos v%) +
+ cos §* F {...) 4 cos y* Fl...) <
< cos aF Fo{x, y, 2; /4 ¥ cos a*, y,/ -+ p* cos B¥, #/+ p* cos v*) -+

+ cos B* Fyd...) + cos y* Fyo...),
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e quindi anche, ricordando la (17) e la (12}, e poichs &
o o*eosa* =¥, y/ 4+ p*cos BF=y* o'+ " cos y* =2* (%),
F(aE, _i], 5; o, + o' cos ¥, ¥+ p'cos B¥, 2+ p' cos yv¥) —
— (@) + ¢ cos o) Forlw, y, 25 @', y*, &%) +
(4 4 ¢ €08 ) Fyplo) 4 (&' + ¢’ c0s v¥) Ful..)] <O,

in contrasto con la condizione che g sia quasi-regolare positivo.

Dunque non pud esistere aleun punto (x'*, y'*# 2*) della superficie Q, in
cui vale la (14), e quindi, essendo J¢ quasi-regolare positivo, la (13) & soddi-
sfatta in tutfi i punti (x', ¢, &) della superficie O, (*%).

(%) L disuguaglianza che segue si oftiene dalla (19) moltiplicando ambo i membri per
p' >0, aggiungendo poi al primo membro x| For (22, é, P &' +o' cos a¥, y'+o’ cos B, 2, +p’ cos vy &
+y' By (...)+ 2" Fe(.), e al secondo membro ® Foloy y, 25 €%, y'%, 2'%) +y' Fy () + &' Fer()
(somme che, in virtlt della (17}, sono entrambe nulle}, e tenendo infine presente la (12).

{*%) Osserviamo che, supposto che J. sia guasi-regolare positivo e che valgano le (5)
o le (6), e quindi anche le (7), se in un punto P'= (&, ', ) di @, distinto da P'; e da P, &

oy e ot T Y
8o, y, 25 'y, ¥y, &y 2y, 2 =0,

in modo pid semplice di guello esposto nel presente capoverso si verifica che la (13) & sod-
disfaita in tatti i punti (o, ¥, #') della semicirconferenza massima di €, avente estremi nei
punti P, e P,, e passante per P.

Infatti, considerando separatamente i due archi di cerchio massimo di €;, di lunghezza
minore di n, aventi estremi rispettivamente in P,, P, e in P, Py, ricordando la (17), e
tenendo presente che, in virta della seconda delle (6) e delle (7), si ha, per tutte le terne
di numeri reali non tatti nuili (&', ¥/, '},

&' Fur(oo, Yy 25 % o' #') + o o Fyr() + &g Far() = 0,

basta procedere in modo analogo a quello seguito nel capoverso b) del presente numero, quando,
in lnogo della funzione Fix, y, 2; «, ', #') si considera la funzione &(x, y, 2; ®'y, 'y, 2'y; #', ¥’ &)

Osserviamo inoltre che se, essendo verificate le condizioni della presemte nota, esiste
un punto Py ==(x,, y,/, 2,/) i Q, distinte da P,/ ¢ P,/ in cui &

F("Er 9, 25 a2y ¥oh 2} =0,

si verifica facilmente, con conmsiderazioni analoghe a quelle svolte nel precedente capoverso
b), ed usufruendo della (17), che &

F(‘:)E, g) ;; o, y, &) =0

in tutti i punti (@, ¥/, #) della semicirconferenza massima di 2, avente estremi nei punti P/
e Py, e passante per P,
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Pertanto, essendo la (13) verificata per qualunque terna di numeri reali
non tutti nulli (o, ¥/, #'), la figurativa della funzione F relativa al punto

(, 9, 2) si riduce all’iperpiano
u = x'Fplx, y, 2; 2, Y, &) + ¢ Fyl.) + 2 Fo...),

e anche, poiche Jo & semidefinito, all’iperpiano u =0

Dunque la (9) ¢ soddisfatta per tutte le terme di numeri reali non tutti
nulli {&', ¥/, 7).

OsSERVAZIONE - Rileviamo che se la funzione F non soddisfa alle ipotesi

fatte, i risaltati ottenuti nel presente numero possono non essere validi, come
risulta dai semplici esempi che seguono.

«) Consideriamo, in ogni punto (w, %, 2) e per ogni terna di numeri
reali (2, ¥/, #) la funzione continua

Fla,y,2; ©, ¢, 2)= Vy* + &7,

la quale in qualunque punto dell’asse ® non ammette derivate parziali del
primo ordine rispetto a ¥ e 2. D’altra parte & F=0, e con facili caleoli si
verifica che per qualsiasi terna normalizzata (&', y', #) in cui esistono finite
le derivate parziali del primo ordine della funzione F rispetto a «', y', #, si
ha, tenendo presente la (1),

(2) 8w, y,2; o, y, 4 o, y,2) =0
per tufte le terne normalizzate (2, Y, 7).
Osserviamo che &

F(w: Y, 7, _‘1,070)= F(.’I}, Y, %, 17050)207

e che per qualunque terna normalizzata (2, ¥, #') in cui esistono finite le
derivate parziali F,., F,., F, risulia

Glo, y,2; ', y,¢; —1,0,0)=8(w, y,2; 2, y,2'; 1,0,0)=0;

vale a dire sono verificate le (6) e le (7) per due terne normalizzate distinte
che soddisfano alle (5).

Peraltro in ogni punto («, ¥, #) della superficie Q, distinto sia da
(—1,0,0) che da (1,0,0) & F> 0, e quindi la proprietd rilevata nel capo-
verso ¢) del presente numero non & verificata.
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) Per la funzione
Fla,y,2; o, y, )= VW'—Z’

valgono considerazioni analoghe a quelle svolte nel capoverso precedente;
osserviamo che in tutti i punti dell’arco di cerchio massimo di €, avente
estremi nei punti (—1,0,0) e (1,0, 0}, e passante per il punto (0,0, 1) &
F =0, mentre si ha F >0 in ogni punto (&, y/, #) di Q, non appartenente
a tale arco.

4. ULTERIORI CONSIDERAZIONI SUGLI INTEGRALI J¢ QUARI-REGOLARIL -
a) Per quanto abbiamo dimostrato nei capoversi a) e b) del precedente numero,
risulta che se J¢ ¢ quasi-regolare positivo seminormale semidefinito, e, in cor-

rispondenza al punto (m, y, 2) di A, esistono due punti P’ = (x', ¢/, 2) e

P'= (o, i, #) della superficie 0, per i quali &
Fla, y, #; ©', o, &) = Fla, y, 2; %, of, ) =0,

i due punti P e P non possono essere diamelralmente opposti, ed inolire in
tutti © punte (', y', &) dell’arco di cerchio massimo di Q, di lunghezza minore

di ©, avenle estremi nei punti P' e P, si ha
Ko, y,2; o, y, 2)=0.

Allora possiamo concludere che, se Jg & quasi-regolare positivo seminor-
male semidefinito, in corrispondenza ad ogni zero (v, v, #) della funzione F,
esiste un insieme X di punti di Q,, chiuso e limitato da una curva chiusa
continna (il quale qud eventualmente ridursi a un solo punto), in ogni punto
(@, ¥, ) del quale & Flw, y,2; o, y,¢)=0.

L’insieme = & tale inoltre che:

1°) un qualunque cerchio massimo di Q; ha in comune con 2 al piu
un solo arco di lunghezza minore di = (che pud eventualmente ridursi a un
punto} (};

{*") Lia proprietd 1°} segue immediatamente da quanto abbiamo rilevato nel n. 3, b).
Segue anche che X & connesso, vale a dire, considerati due punti qualsiasi P, P" di I, &
sempre possibile congiungerli con un arco di curva continua avente estremi in P' e P/ e
tutto costituito di punti di I (per es. com larco di cerchio massimo di 2,, di lunghezza
minore di =, avente estremi in P’ ¢ P”). Inoltre I & semplicemente connesso, ciod, conside-
rata una qualsiasi curva A chiusa, continua, ¢ tutta costituita di punti interni a 3, tutti i
punti di &, interni a A (e che somo in quella parte di Q,, limitata da A, che non contiene il
contorno di Z) sono interni a I
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20) esiste almeno un cerchio massimo ® di ), non contenente alcun
punto di X, tale che & & situato in uno soltanto dei due emisferi di €,
limitati da o (*%).

(?%) Cid si prova con considerazioni, che ci limitiame ad esporre in breve, le gquali, pur
richiedendo opportuni accorgimenti, sono di natura del tutto elementare.

Escluso il caso particolare in cui 2 si riduce a un arco di cerchio massimo (nel guale
caso la 2° & evidente), comsideriamo un qualunque diametro d di 2,, osservando che la
proiezione ortogonale di 2 sopra d & un segmento di lunghezza minore di 2. Se a tale proie-
zione non appartiene lorigine, la 2°) segue immediatamente; infatti, per es, il cerchio w,
sezione di 2, con il piano passante per l'origine e perpendicolare al diametro d soddisfa la
2°. In caso contrario, supposto, per fissare le idee, che il diametro d appartenga all'asse «/,
¢ che, se a,;, a5, con a, < a,, sono i valori cui corrispondono gli estremi del segmento pro-
iezione di I sopra d, sia —1<(a; <@y, =<1, consideriamo la circonferenza y, seziome di Q,
con il piano o' =a,. Tenuto presente che, se & a, <0, tale circonferenza, come segue da
facili considerazioni, ha in comune con I um solo punto P,’, consideriamo, in quesio caso,
il cerchio massimo w, sezione di €, con il piano passante per 0 e per la tangente in P, a
14+ rvilevando che, come si verifica facilmente, I'emisfero di @, che si trova, rispetto a o,
dalla stessa parte in cui & y,, non contiene altri punti di ¥ oltre a quelli che appartengono
a w,, e che, inoltre, w; ha in comune con 2 (in virtit della proprieta 1°)) un arco di cerchio
massimo di @, di lunghezza minore di = (che pud eventna]mente ridursi a P,’). Teniamo
presente che, se Py, P2 sono gli estremi di tale aico, e 1-"‘ P2 sono quelli del diametfro di
@, parallelo alla corda P, P, {la quale, nel easo in cui ,23i o P, coincidono con P/, si intende
che coincida con la tangente in P,’ a w,}, nei punti (&', ¥’ #') della semicirconferenza massima
w,’ di @, avente estremi in Pf e P,, e non contenente P/, 8 Flx, y. 2; o', ¥, ) >0, e quindj,
in virtd della continuitd della funzione F, i punti di o', hanno minima distanza positiva
dai punti di Z. :

Allora, per ottenere il cerchio w, basta fare ructare w,; attorno al diametro P P2 in
modo che, dopo la rotazione, tutti i punti di w, abbiano minima distanza positiva dai punti 2.

Nel caso in cui, infine, & a, == 0, basta considerare, in Iuogo di w,, il cerchio sezione
di 2, con il piano x' =0, e ripetere il ragionamento fatto sopra a proposito del cerchio w,.

T ovvio che se & a,=— 1, e quindi a,<1, il cerchic » si determina con ragionamento
del tutto analogo a quello svolto ora, considerando inizialmente, in luogo del piano o'==a,,
il pianc «'=a,. B

Osserviamo che, se 2> 0 & la minima distanza dei punti di » da quelli di Z, ¢ a &

n
Pangolo, compreso tra 0 e 5, per il quale &

9 |

3
seng=g3,
_ - m T
(dove, essendo 0 <3=<<V2, si ha 0<aS§), indicato con «' 1’angolo, compreso tra 0 e 3
che una qualunque semiretta uscente da O e passanie per un qualsiasi punto di 2 (orientata
da O verso tale punto) forma con il piano cuni appartiene il cerchio massimo w, risulta

- 7
0<c&Sa‘S§.

E utile osservare, per il seguito {cfr. la {3)), che la rotazione sopra nominata pud essere
effettuata in modo che, indicata con ®,” la semicirconferenza massima, avente estremi in
* . : P . T4 .
PTPQ, ottenuta da o, mediante la suddetta rotazione, la minima distanza (positiva) dei
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b} Osserviamo inoltre che, da quanto abbiamo dimostrato nel capoverso
¢) del precedente numero, segue che, se J¢ é guasi-regolare positivo, e per lo

zero (x, y, 2} della funzione F & soddisfatta, per due terne normalizzate distinte
soddisfacenti le {5}, la condizione (6}, la figurativa della funzione F relativa

al punto (x, y, 2) & un iperpiano.

Si ritrova cosi, nel caso particolare in cui la uguaglianza
(20) Fla, y, 25 o, ¥, 2) = — Fla, y, 2; 2, ys, #)

(dove & contemporaneamente x, = — x,, ¥, = — ¥/, 2’ = —2,') si riduce alla
{6), e prescindendo dalla esistenza delle derivate parziali del secondo ordine
della funzione F rispetto a «, /', #, il risultato che, usufruendo di tali deri-
vate parziali, e supponendo appunto che valga la (20), & stato ottenuto nel
n. 5 del §2 della Memoria citata in (*). Peraltro, ragionando in modo del
tutto analogo a quello seguito nel n. 3, ¢} per verificare la (13), si dimostra
che, se Jo & quasi-regolare positivo , e vale la (20), per ogni terna normaliz-
zata (x', 1/, &) &

lo, y,2; 2, Yy, &' o, ¥, 2) =0 (%),

ciod la figarativa della funzione I relativa al punto (o, 7, 2) & un iperpiano.

puntt di »,"” da quelli di £ risulti uguale alla minima distanza (positiva), pure da Z, dei

_punti della semicirconferenza massima di Q; avente gli stessi estremi Pf e P} di o, o co-
stituita dai punti diamefralmente opposti a quelli di o,”. Inoltre, nel casc in cui, considerata
la proiezione ortogonale di Z sopra il diametro d, i valori a,, a, sono entrambi interni a
(—1, 1), e pertanto, procedendo nel modo sopra esposto (quando, all’ inizio, si considera prima
il piano &' ==a,, poi il piano «' = a,) si possono ottenere, effettuando la rotazione nel modo
ora detto, due cerchi massimi distinti ', n”, si pud convenire di scegliere, tra i due, quello
per il quale il corrispondente angolo « & maggiore. Hd anche, nel caso particolare, sopra
considerafo, in cui la proiezione ortogonale di X sopra d non contiene lorigine, possiamo
scegliere, come cerchio w, il cerchio w, sopra nominato.

Infine, nel caso particolare, considerato all’inizio della presente mota, in cui = si riduce
ad nn arco di cerchio massimo, possiamo convenire di scegliere, come cerchio «, cuello
sezione di 2, con il piano per O perpendicolare alla congiungente O con il punto di mezzo
di tale arco,

(#%) Per dimostrare tale uguaglianza si procede come nel capoverso ¢) del precedente
numero, tenendo soltanto presente che, in luogo della (17) di tale capoverso ¢}, si ha, in virtd
della (17} della Memoria sopra citata, e per la positiva omogeneitd di grade zerc delle {un
zioni Fyu, Fyy, Py rispetto a &', o/, 2,

F{Zc; Z],;; /s 4,y 2) = 2,/ Fwlx, 9, 2 o,y 2y +y /Byl + 2/ Forl)

per tutte le terne di valori reali non futti nulli (o, ¥/, 2}.
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Vale a dire si perviene al risultato ottenuto mel §2, n. 5 del lavoro sopra
citato, senza fare uso, qui, delle derivate parziali del secondo ordine della
funzione F rispetto a &/, v, # (*).

§3 - Esistenza dell’estremo assoluto di J¢.

5. LEMMA - Se in corrispondenza a un punto P, = (%, Yo, %) del campo
A esiste almeno una terna normalizzata (), Yo, #) tole che per qualsiasi terna
normalizzata (2, y', ) distinta da (x), yJ, 2,) sia

(21) &L%o, Yo, Bo; %oy Yoy %05 X5 Y 7)> 0,

allora si possono deferminare, in corrispondenza a P,, quattro costanti H,,
M,, N,, Ry, con R, >0, tali che sia

(22) o, y,2; 2, ¥, &)+ Hox' + My + N’ > 0

in tutti i punti (2, y, 2) di 4 che appartengono alla sfera avente ceniro nel
punto Po= (%o, Yo, %) € raggio Ry, e per tutte le terne normalizzate (x', Y, 7).

Per dimostrare ’asserto, consideriamo I’ iperpiano
7) w = Folo, Yo, 205 05 Yo, 20) % + Fylo) Y + Fad. )

tangente alla figurativa u = F(w,, Yo, %; «, ¥, #) nel punto

P¥= (%, Yo, 205 F(@0, Yo, 20; %o, Yo, 2/)), osservando che tale iperpiano, in
virti della (21), ha in comune con la figurativa stessa soltanto i punti della
generatrice passante per Py (*'). Consideriamo inoltre I’iperpiano

p) mo’m’ + yoly, + ZQIZI —_— O,

(3%) Si pud fare un rilievo analogo a quello contenuto nell’Osservazione del precedente
numero.

(3t) Se & F(xy, Yo 205 %oy Yo's 26') = 0, si pud proeedere anche in modo analogo a quello
seguito da L. TONBLLI nel caso piano, dove, poiché si fa uso, anziché della funzione & di Weier-
strass, della funzione F, relativa al caso piano, si pud senz’altro supporre che per i valori
Xy Yo, By Yo in questione, sia Flu,, ¥o; #o, ¥,') 30 [Cfr. L. ToxNeLLI, luogo citato in 9.
Vale a dire, in questo caso si pud considerare I'iperpiano

u = (1— N Fw(®q. Yo, 205 %05 Yo' 2)2 + (L — M Fy( )y’ + (1 — NFel.)f

passante per 1 intersezione degli iperpiani © e u=0, supponendo ) positivo se &
P, 4o, 203 X' Yo'> ') > 0, negativo se & Flag, Yo, 205 %0y Yo'; £} <0, © in valore assoluto

Annali di Matematica 4%
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e indichiamo con <’ la parte dell’iperpiano t costituita dai punti (o, ¥/, 2, u)
di © per i quali & o/’ 4 Yo'y + 207 >0, e con 7" la parte costituita dai
rimanenti punti, vale a dire dai punti (2, ¥, ¢, u) di © per i quali &
@'+ Y'Y + 27 < 0 (¥).

Tenendo presente la (21), indichiamo con m il minimo positivo della
funzione &(xo, Yo, 2o; %o, Yo, 205 &, Y, #) nell’insieme di terne normalizzate
(2, ¥, #) per ognuna delle quali il punto corrispondente sopra t appartiene
a t’; e consideriamo !’ iperpiano (passante per 1’intersezione di t con )

u={Fpl®o, Yo, 20; %o, Yo, 2')— &'+ [Fylor) = pyo 1y + [Forl ) — 1217,
dopo avere scelto p positivo e sufficientemente piccolo, in modo che sia

- %é o' + Yoy + 27) < 0

per tutte le terne normalizzate {x’, ¥/, #') sopra indicate, per ognuna delle
quali, cioé, il punto di t corrispondente appartiene a <",

Allora, tenendo presente I’ espressione della funzione &, si ha, per tali
terne normalizzate (', ¢ ),

(23} F(w')) yOa % ; m’; y” z’) - [(Fw’(moi ?/o, %o; mﬂ') yO,) zo,) - p’wol)w,"'

F (Fy o) — 1YY + (Fol) — ps) 8] =5 > 0.

D’alira parte, per tutte le terne normalizzate («', y, #) per ognuna delle
quali il punto corrispondente (', ¥/, #, u) di © appartiene a * si ha, in virfu

sufficientemente picecolo in modo che per tutie le terne normalizzate {«, y', 2} sia
Flwo, yoy 203 ®'s ¥y &) — [(1— 1) Far(@, Yo, 205 %', 405 24')06"+ (L— 2 Fyrln Jy’' + (L= 2) Fer(oon )21 >0

Tale procedimento perd non & valido nel caso in cui & F(x,, ¥, 255 2o ¥o's 2')=0. La di-
mostrazione che esponiamo nel testo vale invece anche se & F(xy, ¥y, 20; %' o, 2/} = 0.
D’altra parte se, sotto ipotesi pili restrittive, si usufruisce, anzichd della funzione & di
Weierstrass, dalla funzione F; relativa agli integrali (I), si pud senz’altro procedere nel
modo ora esposto (cfr. I’Osservazione contenuta nel capoverso a) seguente, e, in particolare,
la nota (34)).
(32) Poiché & a'*+y'2+#,2=1, & evidente che il punto
P;"E(cce’, Yo's 2’y Flays Yoy 205 @y 4o’y 2¢')) appartiene a t'; inolire & ovvio che tutti i punti
(@, y', &', u) di v per i quali & a0’ + Y'Yy’ + #/2 < 0 sono situati, rispetto alla intersezione
degli iperpiani t e B, da parte opposta a quella di Pj.
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della (21),
F(®o, Yo, 205 &', Y5 &) — [(Falo, Yo, 205 %0, Yo', &) — p 05’} %" 4
+ (Fyl) — 0y) ¥ + (Faolon) — pod)e] =
= plwy s’ + Yoy + #%) > 0.
Pertanto, tenendo presente anche la (23), e posto
Hy = p oy — Fal®o, Yo, 205 2o, Yoy 20},
o= pys — Fyle)s
No = woo' — Fid..)),

risulta

(24) F(%0, Yo, %0; &, Y, 2) + Hox' + Moy + Noz' > 0

per qualsiasi terna normalizzata (o, ¥/, #).

Dunque, in virth della continuitd della funzione F, dalla {24} segue che,
in corrispondenza al punfo P, == (x,, Yo, %), 8i pud determinare un numero
positivo R,, tale che la (22) sia soddisfatta in tutti i punti (@, y, 2) di 4
appartenenti alla sfera avente centro nel punfo P, e raggio E,. Pertanto
Passerto & dimostrato.

OSSERVAZIONI - a) Supposto che nel punto P, = (x,, %, %) di 4 e per
ogni terna normalizzata (', ¥/, #/) esistano finite e continue anche le derivate
parziali del secondo ordine della funzione F rispetto a o, ¥, #, ¥ risullalo
del presente numero é valido, se nel punio P, e per ogni ferna normalizzalo
(', ¥, ) @

1?120; Fw’m’207 Fy’y’20y Fz’z’—>—0,
(dove Fy é la funzione definita dalla (4) del n. 1 del presenle lavoro) e, in
corrispondenza al punfo P,, esiste almeno una terna normalizzata (x4, Yo, 2)
in cui é
(25) By, Yo, 205 2, Yo'y %) > 0.

Infatti basta tenere presente che, in virth delle ipotesi faite e per quanto &
stato dimostrato hel lavoro citato in (*) (*), in corrispondenza al punto P,

(3%) Cfr. §3, n. 10, a) e §2, n. 6.
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esiste almeno una terna normalizzata (x,, ¢, 2’} per la quale risulia
&%, Yo, 203 oy Yo, 205 &, Y, 7) >0

per qualsiasi terna normalizzata (o, ¥/, #/) distinta da {(w,, ¥/, 2,'). Pertanto
sono verificate le ipotesi del lemma sopra dimostrato (*).

b) Quanto & stato rilevato nel precedente capoverso sussiste anche se,
ferme vestando le altre ipotesi dello sltesso capoverso a), non esiste alcuna ferna
normalizzata (o, Yo, 20) in cui é verificata la (25), purché, in corrispondenza
al punto P, = (2o, Yo, 2), esista alimeno una terna wnormaliz:ata (x,, y, 2,),
tale che, in corrispondenza ad ogni terna wormalizzata (5, 7, C) per la quale
non Sia

Exy + Myo + Ged =0

e non sia contemporaneamente né §=x;, n =1y, L =2, né E=—ux/, 1=
= — 1y, L =—2, sopra Varco di cerchio massimo della superficie Q, avenie
un estremo nel punto (x4, Yo, 2') e lunghesza minore di ©, e sotteso da una
corda di coseni direttori §, v, §, vi sia almeno un punito (', y' ) in cui, per i
suddetti valori (%o, Yo, %, & 1, &) almeno una delle tre espressioni

Fw’w’g + Fx’y"’) + Fm’z’c
Fy’m’& -+ Fy’y"y) + Fy’z’c

Fz'w’& "I‘ Fz’y’ﬂ + Fz'z’c
sia diversa da zero.

Basta infatti ricordare che, per le ipotesi fatte e per quanto & stato otte-
nuto nel lavoro citato in (') (efr. §3, n. 10, b) e §2, n. 6), in corrispondenza
al punto P, esiste almeno una terna normalizzata (x,, y,, 2/) in cui &

B(xo, Yo, %05 %oy Yy 805 &, Y, #) >0

per tutte le terne normalizzate (x, ¥/, #) distinte da (x4, ¥/, 2/), e pertanto
sono verificate le ipotesi del lemma precedentemente dimostrato.

(34) In questo caso, se & F{x,, Y4, 245 X'y Yo'y 20')=0, poichs, in virth della (25) e della continuita
della funzione F,, & F;(xy, ¥y, 29; &', ¥, 2') >0 per tutte le terne normalizzate («’, ¥, 2') apparte-
nenti a un inforno sufficientemente piceolo del punto (&, ¥/, 24'}, e poich® in tale intorno

esiste, amcora in virtd della (23), almeno una terna normalizzata (@, ¥, #/) in cui &
By, yq, 245 5 o'y 2)==0, si pud considerare, in luogo della terna normalizzata (o', ¥, 25'),
la terna (x', g/, 2'), e pertanto basta procedere nel modo indicato nella nota (3f) del presente
numero.
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6. EsEMPIO - A complemento di quanto abbiamo dimostrato nel prece-
dente numero e, in particolare, di quanto abbiamo rilevato all’inizio della
nota (*), osserviamo che per la condizione espressa dalla (21) non sussiste
una proprietd analoga a quella relativa alla (25) che abbiamo rilevato nella
nota (*}. Vale a dire, non possiamo affermare che, in virta della (21) e della

continuity della funzione {3)(.9—19—, Y, 23 @, g}’, 7; o, Y, #) rispetto alle variabili
x, 1y, Z, ®, i, 7, esiste un intorno w, di (2, ¥o, 2,) (sufficientemente piccolo)
tale che per qualsiasi terna mormalizzata (', ¢/, ) appartenente a w, sia
&{L_Y}, g, ¥ @', ?77 ;15 o, y, ) >0

per tutte le terne normalizzate (%', ¥/, ¢') distinte da (x', i, ). Cid & posto in
luce dal seguente esempio.

Consideriamo ‘in ogni punto dello spazio (x, ¥, 2) e per ogni terna di valori
reali non tutti nulli (%', ¥, #) una funzione Flx, y, 2; o', ¥/, #') definita nel
seguente modo

5 6 6 ! 4
F=Vr Ly et Ve T a2 + v+ — Voo T o sen £ 52

per ogni a'=£ 0, e per qualsiasi coppia di valori reali ¥/, #;

F=Vy +°

per o' =0, e per qualsiasi coppia di valori reali i/, ¢ non entrambi nulli.
Sia inoltre, in ogni punto dello spazio (x, y, 2), Flx, y,#; 0,0,0) =0 (*).
Osserviamo che la funzione F ora definita & continua assieme alle proprie
derivate parziali del primo ordine per ogni terna di valori reali non tutti
nulli («, ¥/, #'), e positivamente omogenea di grado 1 rispetto a ', ¥/, #'.
Considerato il punto P'= (0, — 1, 0), si ha, per ogni terna di valori reali
non tutti nulli (&, 3/, #'), tali che il punto (&, ¥, ¢') sia distinto da P e mnon
sia contemporaneamente ' =0, ' =—£&, 2 =0 (con k positivo qualsiasi),

&lw,y,2; 0, —1,0; x,y,7) =

=\6/w’“+y’°+z’6+ [va/e__l_wu(y/z_l_z/z’_l_yre_l_z's__-vm/e_l_ yre_l_zle] seﬂzy —|-Z +y:> 0

xl

(3%) B evidente che le considerazioni del presente numero valgono anche guando, in
luogo della funzione F ora definita, si considera una funzione ¢(x, y, 2)F, dove ¢(x, y,2) &
una qualunque funzione positiva e continua in un campo 4. dello spazio (x,y,2), e F & la
funzione ora definita. E quindi sottinteso, senza che, per brevitd, si affermi ogni volta
esplicitamente, che le considerazioni che vengono svolte nel presente esempio sono valide
in ogni punto dello spazio (w, y, 2).
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per x'+0, e
8w, y,2; 0, —1,0; &, ¢, &) = V' F &+ ¢y >0

per &' = 0. Pertanto ’iperpiano tangente alla figurativa nel punto corrispon-
dente a P’ ha in comune con la figurativa stessa soltanto la generatrice
passante per il punto (0, — 1,0, Flx, y, 2; 0, — 1, 0)).

Consideriamo ora il punto P’ = (&, ¢/, #), con

1
’ 1 o m(zh_l_g)n

mz‘/1+{(2h+%)nr :‘Vx—a—[(zh-i—%)nr’ =0

dove h & un qualunque intero positivo, osservando che il punto P’, per &
sufficientemente grande, & vicino quanto si vuole al punto P’, e consideriamo,

inoltre, il punto P'= (&', ¥/, #), con

1 , —@h 1=

v= Vitee+us ' VitiehxOwp #=0.
Posto, per brevita,
(26) (2h + é) %= B,
si ha
e
F\w, y, 8 @, Y #) = —mme—=lo;

inoltre, tenendo presente che l’iperpiano o« tangente alla figurativa nel punto
(', o/, &; Flao, y, 2; «', 9, #)) ha equazione
3 + 2B)x’ — B(1 + 3BYy
3(1 + B* 4 Bjs

H

si ha, indicando con u, I'ordinata dell’ iperpiano o corrispondente al punto P,

- 34 2B+ B(1+ 334),(B+ ’5)

o — S ——————

3(1 4+ B + B"}% VH'<B+* %)A

R
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Allora, poiche, ricordando la (26), si verifica che per.k sufficientemente
grande &

Flee, y, 2; ®, ¥, ) < uq (),

si conclude che in ogni intorno del punto (0, —1,0) esistono infinite terne
normalizzate (', 3/, #) tali che, in corrispondenza a ognuna di esse, esiste

almeno una ferna normalizzata {2’, ?}’, T—z’}, distinta da (x, ¥/, #), per la quale
risulta

8w, y, 2; o, 1/, ¢; &, ¥, 2) <0 ().

OSSERVAZIONE - K ovvio che, nel caso particolare in cui & ¢=¢'=0,
Pesempio ora costruito, quando in luogo dei punti P/, P', e P’ rispettivamente

L —<2h—|—%)ﬂ:

R

( 1 — (2 4+ U= ), pone in luce, in merito alla funzione

b

si considerano i punti (0,

VI+[@h+1)mf VIF[2h + D)nf
& di WEIERSTRASS relativa al caso piano, una proprietd analoga a quella
rilevata all’inizio del presente numero rignardo alla funzione & di WEIERSTRASS
relativa agli integrali (I).

7. TEoREMA L. - Se J¢ ¢ un integrale quasi-regolore seminormale semi-
definito positivo (*®}, e se gli zeri dello funzione F sono, in ogni parte limitata
del campo 4, in nuwmero finilo, in ogni classe completa di curve ordinarie C

{36) Cid si ottiene in modo del tuito elementare. Basta infaiti verificare che &
5 LT =
8(1+ B + B&)s [1 + (B + §) }E <34 282+ B(1+3BY (B - §) .

Elevando ambo i membri di tale disuguaglianza alla sesta potenza, si ottemgono due poli-
nomi in B di grado 36, i quali hanno identici i termini dal grado 36° fine al 33° incluso;
allora, poich®, per k sufficientemente grande, B & grande ad arbitvio, basta constatare che
la potenza B3 ha, nel primo membro, un coefficiente minore di quello del secondo membro.

(37) Alla stessa conclusione si perviene considerando, in luogo del punto ?”E(;’, ¥, ;'),
il punto («, ¥, '), con
i ~ — @+ 1) ~ x
§/1+L(2h+1)x]2+n2’ y= V1+[(2h+1)7c]‘2+n2’ z =Vi+ [(Qh—f-l}n]?-}-n?'
(3% Cir. 1a (29).

& =
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tutie conlenule in una parte limitata del campo A esiste il minimo (assolulo}
di Jg (¥).

Tenendo conto del lemma del n. 5, per dimostrare l'asserto basta proce-
dere in modo analogo a quello segnito da L. TONELLI nel caso piano (*).
Osserviamo infatti che, considerata una classe completa K di curve ordinarie
( contenute in una parte limitata e chiusa 4’ del campo 4, e indicati con
P, (i =1,2, .., n) gli zeri della F contenuti in 4’, in virtlk delle ipotesi fatte
e per il lemma sopra ricordato, in corrispondenza ad ogni zero P;, (i=1,2, ..., n)
& possibile determinare quattro costanti H;, M;, NV;, R;, con E;>0, in modo
che la funzione

Fix, y,2; ', y,¢)= Flw, y,2; o, y, &)+ Hax' + My + N/

sia maggiore di zero in tutti i punti (x, y, 2) di 4’ appartenenti alla sfera di
centro P; e raggio R;, e per tutte le terne normalizzate (%', i/, #).

Allora, considerata una qualsiasi curva C della classe K, se & & 1a minima
distanza fra due qualsiasi dei punti P, (i =1, 2, ..., n), indicando con R il

minore dei numeri 5 © R;, i=1,2,..,n), con w* il minimo positivo della
funzione F nella parte 4¥ costituita dai punti di 4’ che non sono interni ad

alcuna delle sfere di centro P;, (é=1, 2, ..., n) e raggio g’ e per tutte le terne

(o, ¥, #) normalizzate, con m;, (i =1, 2, ..., n) il minimo positivo della fun-
zione F; nella sfera di centro P; e raggio B (*) e per tutte le terne norma-
lizzate («', ¥, #'), con m il minore dei numeri m;, e con © il massimo modulo
dei numeri H;, M;, IN;, (i =1, 2, ..., n}, procedendo in modo del tutto analogo
a quello seguito nel luogo sopra citato, ofteniamo, essendo L la lunghezza
della curva C considerata,

1205
m*

1 1
ngac-;-ﬁ{(l-;- )30-;-6@}5%}.

Dunque, ricordando che il criterio di esistenza dell’estremo che interviene

3%} Alla ipotesi che J, sia seminormale pud essere sostituita la condizione che, in cor-
rispindenza a ogni zero (x,, y,, 2,) della F, esista almeno una terna normalizzata (%, ¥y, 24')
tale che per tutte le terne normalizzate (&, ¥/, ¢') distinte da (2, ¥4, 2,) sia soddisfatia la (21},
(Cfr. Ja (19)).

{(*%} Cfr. L. Tow¥rLLl, Opera citata in (%), Vol. II, Cap. I, §3, n. 8, a), pag. 12.

{*Y) Bi intende che, se non tutti i punti di tale sfera appartengono al campo 4, my
indiea il minimo positivo della funzione F; mella parte della sfera di centro P; e raggio B
che appartiene ad 4’



N. BerruTi ONESTI: Sopra Uesistenza dell’estremo assoluto, ecc. 369

nel teorema citato in (**) si estende in forma del tutto analoga (*¥) al caso
relativo agli integrali (I}, 'asserto & provato.

OsSERVAZIONE - In analogia a quanio @ stato rilevato da L. ToNELLI {*),
il teorema del presente numero & valido anche se in ogni parte limitata e chiusa
del campo A gli zeri della F, pur non essendo in numero finilo, sono disposti
sopra un numero finito di curve conlinue di classe 1 (**), e su esse formano
un insieme non dense {*°), siano tali, cioé, che a ogni arco di una gualunque
delle curve consideraie appartiene sempre un arco che non conliene alcun zero
della F.

8. TrorEMA II. - Il teorema del precedente numero vale anche se, ferme
restando le altre ipolesi, si suppone che gli zeri della funzione F apparienenti
ad una qualunque parte limitata e chiusa A del campo A, pur non essendo
in numero finito, costituiscaro un insieme FE {chiuso), il quale gode della
seguente triplice proprieti :

se a,, by sono due valori reali qualsiasi, con a, < b,, tali che i piani ® = a,,
x == b, abbiano punti in comune con A', nello strato costituilo dai punti di 4’
per i quali ¢ a, << x << b, é conlenulo almeno uno slralo costituito dai punii
di A" per i quali ¢ o', << o <¥b,, dove o'y, V', sono due valori reali qualsiosi,
con a, << a'y<<bl,<b, al quale non. appartengono punii di E; ed inolire se
a,, b; [as, by sono due valori reali qualsiasi, con a, < b, [as< bs], tali che i
piani Yy = 0., Yy ==, [ =05, 2 = by) abbiano punili in comune con A', nello

~

strato costituito dai punti di A’ per i quali é a; <<y=""b, [a.<<2=Cb,] ¢ conte-
nuto almeno uno strato costituito dai punti di A’ per i quali é o', <<y<1V,
o<z V], dove a,, b, [0s, b's] sono due walori reali qualsiasi, con

Uy < 0y < by < by [0 < 0’5 < by < B3], al quale non appartengono punti di E (*°).

Infatti, considerata una classe completa K di curve ordinarie C contenute
nella parte limitata e chiusa 4’ del campo 4, osserviamo che, per le ipotesi

(#2) Cfr. N. Berruri ONEsTI, lavoro citato in (1), §4, n. 15; in particolare cfr. la mnota
(?9) di pag. 261.

(43}, Cfr. luogo eit. in (49, n. 8, &), pag. 15.

(44} Vale a dire curve continue aventi in ogni punto tangeunte variabile in modo eontinuo.

(#45) Tale insieme, in virtt della continuitd della funzione F, & chiuso.

(45) Osserviamo che, se gli zeri della funzione F sono situati sopra un numero finito di
curve di classe 1, o per Vinsieme B di tali zeri & soddisfatta la proprietd ora enunciata,
allora gli zeri della ¥ costituiscono, sopra ognuna di tali curve, un insieme non demso, e
pertanto & verificata la condizione 1ilevata nella precedente Osservazione.

La dimostrazione del teorema del presente numero, peraltro, procede prescindendo dalla
considerazione delle curve sopra nominate. A questo proposito efr. I’ Osservazione I relativa
all’esempio che segue nel presenie numero.

Annali d&i Matematica 4
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fatte e in virti del lemma del n. 5, in corrispondenza a ogni zero P della
funzione F apppartenente ad 4’, & possibile determinare quatfro costanti

H, M, N, R, con B> 0, tali che la funsione
Fl,y,2; o, y,4) = Fla, y, 2; &, ¥, #) + Ho'+ My'+ N/

sia positiva in tutti i punti (x, y, 2) di A’ appartenenti alla sfera di centro
P e raggio R, e per tutte le terne normalizzate (2, v/, #).
Indicato con W il cubo di centro P, avente gli spigoli paralleli agli assi

%, Y, 2, e la cui diagonale ha lunghezza R, tenendo presente che 1’insieme
E & chiuso, dall’insieme dei cubi W possiamo estrarre uwn numero finito di
cubi W,, W,, ..., W, tali che ogni punto di E risulti interno ad almeno uno
di questi. Sia P; il centro di Wi, (i =1, 2, ..., »), e H;, M;, N;, R; i numeri
corrispondenti a P;, tali cioé che la funzione

Fiw, y,2; ', y,7)= Fla, y, 2; 2, v, &)+ Hx'+ My’ + N’

sia positiva in tutti i punti di 4’ appartenenti alla sfera di centro P; e raggio
B, (e quindi anche in tufti i punti di 4’ appartenenti a W;), e per tutte le
terne normalizzate (x, 3, #}. Ora, indicato con FE' il minore dei numeri
R,, R, ..., B,, verifichiamo che & possibile ricoprire 1 insieme E con un

namero finito di parallelepipedi a spigoli paralleli agli assi «, y, #, aventi

ognuno diagonale di lunghezza minore di. g tali che a due a due non abbiano

punti in comune (né interni né del contorno), e tali inoltre che nessun punto
di E appartenga al contorno di aleuno di essi.

Infatti-consideriamo un cubo W?* a spigoli paralleli agli assi x, y, 2,
contenente come punti interni tutti i punti di E, e sia / la lunghezza dei

4

suoi spigoli. Se ¢ & il minimo intero positivo per il quale & E< divi-

R

q 4V3’
diamo dapprima ogni spigolo parallelo all’asse a in ¢ parti ugunali mediante
i plani ® = x,, x =24, ..., ® = 2, (essendo x, e ®,, con x, < x,, rispefti.
vamente la prima coordinata del primo e secondo estremo di ognuno degli
spigoli di W* paralleli all’asse «), e, tenendo presente che in ogni strato
oi, (=1, 2, .., qg) costituito dai punti di W* per i quali é i, <w<w; &
contenuto almeno uno strato o; costituito dai punti di W* per i quali &
xi<<x <<, con ®_, < X, < @ <%, il quale non contiene punti di E,
sopprimiamo i punti inferni a o’; (*').

{(*7) Intendiamo sergliere uno qualsiasi degli sirati o, interni a o;. Naturalmente pud
avvenire che a gualcuno degli sirati che, dopo tale operazione, sono rimasti (vale a dire gli
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Procediamo quindi nello stesso modo considerando gli spigoli di W*
paralleli all’asse y e # rispettivamente. I’insieme dei punti di W* che in
tali operazioni non sono stati soppressi costituiscono un numero finito di
parallelepipedi che soddisfano le proprietd sopra elencate (**). Di tali paral-
lelepipedi consideriamo soltanto quelli contenenti, come punto interno, almeno
un punto di E, e siano questi V, V,, .., Vp,.

Ora, se V, & uno qualunque dei parallelepipedi V. Vs, ..., V,,, tra i cubi
Wi, (i=1,2,..,n), sia Wy quello di indice minimo che ha in comune con
V, almeno un punto. Allora, se P, & il centro di W, V; risulta interno alla
sfera di centro Py e raggio R,, e quindi in tutti i punti (x, y, 2) di 4’
appartenenti a V, &

Fw,y & @,y ¢) + Hea'+ My + No# >0

per tutte le terne normalizzate (', ¥/, 7).

Dunque, considerando, assieme a ogni V,, (r=1, 2, ..., m) un parallelepi-
pedo V} avente gli spigoli interni a V, e paralleli agli assi @, y, 2, il quale
sia concentrico a V, e contenga come punti interni tutti i punti di E interni
a V,, possiamo ragionare in modo quasi identico a quello cui abbiamo accen-
nato* nella seconda parfe della dimostrazione del teorema che forma oggetio
del precedente n. 7, quando, in luogo delle coppie di sfere di centro P,

. E . . . . .
(t=1,2,..,n) e raggio R e g rispettivamente, si considerano le coppie V.
e V¥ (r=1,2,..,m), e cosi dimostrare 1'asserto.

EsEMPIO - Alle ipotesi del presente numero soddisfa la funzione F che
definiamo nel seguente modo.

Definita, in ogni punto (x, v, 2), la funzione

o2, Y, 7) =1 4 9o(2) + Po(¥) I+ Pol2),
dove &

Polf) = ¢* sen”g1 , per f==0,

strati costituiti dai punti (%, y, 2) di W* per i quali & verificata 'una o Paltra delle disugua-
glianze x, <x <=z, o/ <o <<a'ip, =12, .., ¢ —1). 0,/ <<® <w,) non appartenga alcun
punto di E. A questo proposito cfr. quanto viene precisato in seguito im merito ai paralle-
lepipedi Vy, Vs, ... Vi

(48) In particolare la lunghezza degli spigoli di ognuno di tali parallelepipedi & minore di
R R

;275 , @ quindi la lunghezza della diagonale ® minore di 9"
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consideriamo, in ogni punto (@, y, #) e per ogni terma di valori reali non
tutti nulli o', ¥, ¢, la funzione

F(m’ Y #; @, y,; #) = o, Y, ?) Va}'z :l"'“&'z + z;é— @,
con

R, y,#; 0,0,0)=0.

Osserviamo che la funzione F cosi definita soddisfa alle ipotesi ricordate
all’inizio del n. 1, a) del presente lavoro, in ogni punto (®, ¥, 2) e per ogni
terna di valori reali («/, ¥/, #) non tutti nulli si ha

F=0,
e anche, tenendo presente la (4),

¢, y, 2)
Fy= — - — > 0.
SRICEETEE o

Rileviamo che in ogni punto (&, y, #} per il quale & contemporaneamente

1 1 1
(2) =g YR T

dove %', k", k" possono assumere, indipendentemente 1’'uno dall’altro, qualun-
que valore intero (positivo o negativo), inoltre in ogni punto (x, y, 2) le cui
coordinate si ottengono dalle (27) sostituendo il valore zero nel secondo’
membro di una, o di due qualsiasi, oppure di tutte tre le (27) stesse, si ha

F=0
per

(28) v=a, y=¢=0,
dove @ & un qualunque numero reale positivo, mentre &
F>0

per ogni sestupla di valori reali (x, y, #: @, ¥, 7}, con &+ y*+27 >0,
per la quale non sono contemporaneamente soddisfatfe le (28) e 'una o I'altra
delle condizioni sopra indicate per i punti (x, y, 2).

Si verifica facilmente che gli zeri della funzione F considerata costitui-
scono un insieme di punti, appartenente al cubo a spigoli paralleli agli assi
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! T ™
per il quale & verificata la proprietd che, nelle ipotesi del presente numero,
si & supposto essere soddisfatta per l’insieme E (*).

x, 1y, # avente due vertici opposti nei punti (i, é, }\, (——-—1, —-;1?, —-!j,

OssERVAzZIONE 1. - Osserviamo che la funzione F ora definita soddisfa
le ipotesi del presente numero, mentre non ¢ immediato che sia verificata la
condizione rilevata nella Osservazione del n. 7 del presente lavoro.

OssErRVAZIONE II. - Dal teorema del presente numero, nel caso partico-
lare in cui & 2=—=2#'=0, si oftiene un teorema di esistenza dell’estremo assoluto
per gli integrali (1I) in condizioni diverse da quelle considerate nei teoremi
citati in (*) e (**). Inoltre, sempre per z =2'=10, Vesempio del presente
numero fornisce un esempio relativo agli integrali curvilinei del piano.

9. LeMMA -~ Sia ¥ un insieme chiuso di punti della superficie sferica Q,
per il quale sono wverificate le condizioni 1°) e 2°) del n. 4, a). Considerata
una qualsiasi curva ' continua e rettificabile, sia L' la misura dello pseudoarco
I costituito da quei punti di tale curva nei quali la langente a essa ha coseni
divettor: «', y', 7, tali che il punio (X, ¥y, #) non appartiene a X'. Allora si
w
2
distanza tra gli estremi della curva, la lunghezza L della curva T wverifica la
disuguaglionza

pud determinare wn numere non negalivo A <5 (%), in modo che se A ¢ la

_2L+4A

(29) eos A

Per dimostrare Vasserto, osserviamo che, in virtd delle proprietda di cui
gode X', indicato con I lo pseudoarco costituito dai punti di ' nei quali la

1
(49 Osserviamo che gli zeri della funzione F appartengono alla superficie 1+ x® sen? =t

1 1
+ y?sen? Z-I + &% sen? EZO’ e sono disposti sopra i segmenti di retta

1 1 1 1
(@) Y=uFz> *=kFn —L=a=c];

1 1 1 1
() =¥’ *=Fk¥a —2SY=c)s

1 1 1 1
{c) 95:%7 yzk:‘,’fn: “;SZS% »

dove k. k., (i =1, 2, 8) sono tre copple di interi qualsiasi (positivi o megativi}, e sopra i
segmenti di retta le cui equazioni sono ottenute dalle {al, (8), (c) rispettivamente, sostituendo
il valore zero nel secondo membro di una qualsiasi o di entrambe le equazioni (a}, (5}, {c).

{59} Tale numero viene determinato nel corso della dimostrazione (cfr. la successiva (*)).
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tangente ha coseni direttori ', ¢/, #/, tali che il punto (', ¥/, #') appartiene
a X, e indicati con a, B, v gli angoli, compresi tra 0 e = che la tangente
(orientata) alla curva I' in uno qualsiasi dei punti di I'’ forma rispettivamente
con la direzione positiva degli assi x, y, #, possiamo determinare un numero

non negative A <f—: , tale che si possa supporre verificata almeno una delle

tre disuguaglianze

(30) O<<a<<A, O<<B=<A, O<<y==A ().

{51) Al caso in cui, per fissare le idee, & soddisfatta la prima delle (30), possiamo
ridurei con una opportuna rotazione degli assi @, y, 2

Infatti, nel caso particolare in cui X' si riduce a un arco y' di cerchio massimo di 2,
(i lunghezza minore di =), ricordando quanto abbiamo rilevato nelle ultime righe della (2%),
basta effettuare una rotazione degli assi «, y, 2 in modo che la direzione positiva dell’ asse
x coincida con quella della congiungente O con il punto di mezzo di ¢’ (orientata da O verso

tale punto). Allora, indicata con A la metd della lunghezza di v/ (dove 6 0=SA <g), la

prima delle (30) & soddisfatta.

Hscluso questo caso particolare, osserviamo che, per quanto abbiamo rilevato nella (%3),
in corrispondenza a ogni diametro d della superficie sferica 2, possiamo determinare un
cerchio massimo di ;, che, per fissare le idee, scegliamo nel modo indicato nella seconda

™
parte della stessa (%%), e che indichiamo con wg, e un numero positivo non superiore a 3,
che indichiamo con ay, tali che ogni semiretta » uscente da O e passante per un punto qual-
siasi (a', ', #/) di ¥ (orientata da O verso tale punto) forma con il piano cui appartiene w,

T - x - I s s .
un angolo o compreso fra 0 e 3; per il quale & 0 < ocagfa’gg. Consideriamo il limite su-
—_ — e T
periore L dell’insieme di numeri oy, al variare del diametro d, rilevando che & 0 < LE‘E’

e che esiste almeno un nnmero «y, appartenente a tale insieme, per il guale & gy

Allora, considerato il cerchio massimo wy, cui corrisponde 2y, e la normale®al piano cul
appartiene wy (orientata verso la parte in cui si trova '), la direzione positiva di ognuna
delle semiretie r sopra indicate forma con quella di detta normale un angolo o, compreso

tra 0 e g, per il quale risulta

1 0= ”<1T. ~ <7t——fz E
(@) <Sv=Si—ars-—5 <g

Ora osserviamo che, se

ax’ + by +¢2' =0
¢ l'equazione del piano cui appartiene wy, considerato, nello spazio (%, y, #), il piane
') ax+ by +ez =0
e lo semirette £ uscenti dall’origine ¢ parallele ed equiverse alle tangenti a T' nei punti di
I'', poich® ognuna delle ¢ ha coseni direttori «', y', 2/, tali che il punto (', ', ¢') appartiene
a 3/, con facili considerazioni si verilica che nessuna semiretta ¢ appartiene al piano (b},

tutte le ¢ sono situate, rispetto al piano (3'), da una stessa parte, e che, considerata la nor-
male per O al piano (b') {orientata verso la parte in cui sono le semirette ), la direzione
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Supposto, per fissare le idee, che sia soddisfatta la prima delle (30},
procedendo in modo analogo a quello seguito nel caso piano (**), se x,, x,
sono le prime coordinate rispettivamente del primo e del secondo estremo
della curva I', e L” & la misura dello pseudoarco I, si ha, tenendo presente

che ® 0£A<g,

(31) Xy — Xy =f-’1f"ds+f90'd82—-l)'+ L"cos A,
v

I

da cui, essendo L'+ L"=1L e 0 < cos A < 1, segue la (29) (*9).

10. TeoreMA III. - In base al lemma del n. 9, possiamo dimostrare che

Se Jo ¢ un integrale quasi-regolare semidefinito positivo (**), e se in corrispon-
denza a ogni parte limitaia e chiusa A’ del campo A esiste un insieme chiuso
2% di punti della superficie sferica Q,-per il quale sono verificate le condizioni
1°) e 2°) del n. 4, a), ed é tale che tutle le terne normalizzate (', y, 2) per
cui & Fle, y,2; .y, &) =0 in almeno un punio (x,y, 2 di A" appartengono
a 2%, allora in ogni classe completa di curve ordinarie C, tulle conlenute in
una parte limitata del campo A, esiste il minimo assoluto di Jc.

positiva di ognuna delle semirette ¢ forma con quella di tale normale un angoelo «, compreso

r
tra 0 o §» per il quale &, tenendo presente la (a'},

n—L =

"‘;d’f 9 <’2

I=a=

no A

- L
Allora, posto A=——,—, se effettuiamo una rotazione degli assi =, y, £, in modo che la

direzione positiva dell’asse « coincida con quella della normale al piano (') (orientata nel
modo indicato}, la prima delle (80) risulta soddisfatta.

B evidente che se tale rotazione viene fatta in modo che la direzione positiva dell'asse
y, o dell’asse 2 coincida con quella della normale al piano (b') (orientata mel modo detto),
oppure, nel caso particolare considerato all’inizio della presente nota, con la congiungente O
con il punto di mézzo di y’ (orientata da O verso tale punto), risulta rispettivamente soddi.
sfatta la seconda, o la terza delle stesse (80).

(52} Cfr. L. ToxeLLi, Opera citata in (3}, Vol II, Cap. I, n. 9, a}, pag. 17.

(*%) B ovvio che, supposto che sia veri’ficata la prima delle (80), nel caso particolare in
cui & @, ==y, la (29) si riduce alla LS;O—SJ—A. D’altra parte, sempre supposto che sia soddi-
sfatta la prima delle (30}, se le tangenti a I' nei punti di T'” risultano tutte parallele all’asse
x, poiché, tenendo presente guanio abbiamo rilevato all’inizio della (1), risulta A =0, si
ottiene, in luogo della (29}, L=<2L/+A.

Analoga osservazione vale, in analoghi casi particelari, se & verificata la seconda, o la
terza delle (50).

(%4) Cfr. la (29).
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Infatti, considerata una classe K completa di curve ordinarie C tutte
contenute nella parte limitata e chiusa A4’ del campo 4, sia X un insieme
di punti chiuso della superficie £, per il quale sono soddisfatte le proprietd
che, per ipotesi, si sono supposte verificate per l’insieme Z* e contenente
come punti interni tutti i punti di Z* (*).

Allora, in virth di quanto abbiamo dimostrato nel precedente numero,
T
2
rata una qualunque curva C della classe K, se A* & il limite superiore delle
distanze tra due qualsiasi punti di 4, e L* & la misura dello pseudoarco
costituito dai punti della curva C, nei quali la tangente ha coseni direttori
&'y y, 2 tali che il punto (2, ¥, #) non sia interno a X, la lunghezza L
della curva C soddisfa la disuguaglianza

possiamo determinare un numero non negativo A< s, tale che, conside-

2L* 4 A*
— eos AF
Pertanto si pud concludere ragionando in modo analogo a quello seguito
da L. ToNneLLI (**), tenendo presente che, se m* & il minimo positivo della
funzione F nei punti (x, ¥, 2) di 4" e per ogni terna normalizzata (a2, 3/, 2)
tale che il punto (&', ¥, #) non sia interno a X, dall’ultima disuguaglianza
segue
2 s
proc Jo + A7
Lo
cos A*

e ricordando, infine, quanto abbiamo rilevato alla fine della dimostrazione
del n. 7.

EsgMPI1o - Alle condizioni del presente numero soddisfa la funzione F
definita, in ogni punto (x, y, 2) e per ogni terna di numeri reali (x/, ¥, #),
nel seguente modo

F= (e, 5, IVEF T,
dove &

Yo, y, o) =1+ V@ g2 —»

(3%) Bi potrebbe considerare, come insieme 2:, una calotta sferica di R, costruita nel
modo indieato nel seguente n. 12 in merito alle U, (r=1, 2, ..., #). Peraltro, menire nel
luogo ora citato la cosfruzione delle U/, (r=1, 2, ..., n) ha lo scopo di rendere pili semplice
la esposizione, in questo caso, poiche intervieme un solo insieme Z¥, possiamo considerare
un qualunque insieme Ef soddisfacente le condizioni indicate nel testo.

(°¢) Cfr. Opera citata in (3), Vol. 11, Cap. I, §4, n. 11, a), pag. 27.
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in tutti i punti (2, y, #) per i quali &

—co<x <+oo, —ocoly<too e<Vaity

U, y,2) =1
in tutti i punti (2, y, 2) per i quali &
(32) —oco<w <400, —oo<y<too s=Va't oyt

B evidente infatti che in ogni punto (x, 7, 2) e per ogni terna di valori
reali {#/, 3/, #% non futti nulli la funziope F soddisfa alle ipotesi indicate
all’inizio del n. 1, a), ed & inoltre F=0, e, ricordando la (4), F,> 0. Inoltre,
ad ogni parte limitata A’ dello spazio (w, y, #) contenente almeno un punto
per cui valgono le (32) corrisponde, sopra Q,, il solo punto (1, 0,0} in cui &
Floe, y,2; 1,0,0) =0 in tutti i punti (2, y, 2) di 4" per i quali valgono le (32),
mentre in ogni parte limitata dello spazio (x, ¥, #2) non contenente punti per
i quali sono verificate le (32) risulta F >0 per tutte le terne normalizzate

(', y, ).

11. LeMMA - Sio Z, un insieme chiuso di punti della superficie sferica
O, per il quale sono verificate le proprieta 1°) e 2°) del n. 4, a), e sia A,, con

0= A< g, il numero relativo a Z,, corrispondente al numero A delerminaio

nel n. 9 del presente paragrafo e relativo a X'. Supponiamo che in tutli i punti
(x, y, 2) di A e per ogni terna normalizzata (&, i, &) sia F=0, e sia F=m;>0
in lutti i punti (x, y, 2) di un parallelepipedo rettangolo V e in tuiti ¢ punti
@, ¥, ¢) di Q. non interni a Z,.

Allora, se le lunghezze a, b, ¢ degli spigoli di V soddisfano la disugua-
glianza

(33) Vb4 ¢ < C,—;eos Ao,

e C ¢ una qualunque curva ordinario tale che i suoi punti interni allo strato
Limitato dai piani cui appariengono le faccie di V perpendicolari agli spigoli
di lunghezza a siano tulli interni a V, il numero N degli archi y della C che
hanno un estremo sopra una delle faccie di V perpendicolari agli spigoli di
lunghezza a, e Ualtro estremo sopra la faccia opposta, e tutli gli allri punti
interni a V, soddisfa la disuguaglionza

3 Jo+ 1.

o)
am, cos Ag

(34)

Annali di Matematica 48
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Infatti, procedendo. in modo analogo a quello seguito nel caso piano (%),
tenuto presente che, avendo ognuno degli archi y lunghezza non inferiore
ad a, il numero N & finito, consideriamo sulla curva ( due archi y qualsiasi,
che indichiamo con v, e y,, tali che, sopra la C, v, preceda v,, e tra il secondo
estremo di v, e il primo di y, non vi sia, sopra C, alcun arco y. Osserviamo
che il primo estremo di v, e il secondo di y, appartengono ad una stessa
faccia di V perpendicolare agli spigoli di lunghezza a, mentre il secondo
estremo di v, e il primo di y. appartengono alla faceia opposta.

Sia %, (¢ =1, 2) la lunghezza di y;, A; la misura dello pseudoarco costi-
tuito dai punti di y; nei quali la tangente a C ha coseni direttori (x', ¥/, #)
tali che il punto (2, i/, #) non sia interno a XZ;, e A{ quella del complemen-
tare di tale pseudoarco rispetto a y;. Allora, con considerazioni analoghe a
quelle svolte nel n. 9, supposto, per fissare le idee, che sia soddisfatta la
disuguaglianza corrispondente alla prima delle (30), e indicate con 'y,
@i (¢ =1, 2) rispettivamente la prima coordinata del primo e del secondo
estremo di y;, risulta, tenendo presente la (31),

) — 8, = — Ny~ A cos A,

wy — 'y = — Ny} 1 cos A,

da cui, sommando membro a membro, e poiché si ha

segue R
(A ) eos Ag << Ny -+ Wy 4+ 2 VB ¢,

e quindi anche, poiché & X4 2= 4;, Mo+ A =2%;, e 0 <Ccos A< 1,
A A <~—2-—(k’ + N Vb2 ¢
P =g0s A, T T '

Allora, tenendo presente la (33), basta ripetere le considerazioni svolte mnel
luogo citato in (*'), e la (34) risulta verificata (*).

(37) Cfr. L. ToNrLLI, Opera citata in (3}, Vel. IT, Cap. I, n. 9. ¢), pag. 20.

{38 B evidente che allo stesso risultato si perviene se, ferme restando le alire ipotesi
del presente numero, si considera, in luogo del parallelepipedo V, un altro solido per il
quale siano soddi:fatte opportune condizioni. 8i pud considerare, per es., in laogo di V, un
cilindro cireolare retto il cui diametro di base & e la cui altezza h soddisfino la disuguaglianza

h
5<geos Ay,

supponende che per la curva C considerata siano verificate le condizioni indicate, quando,
in luogo delle faccie di V perpendicolari allo spigolo di lunghezza @, si considerano i due
cerchi base di tale cilindro.
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12. TrorgMA IV. - In base al lemma del precedente numero e a quello
del n. 9, possiamo dimostrare, a complemente di quanto abbiamo rilevato
nell’ Osservazione del n. 7, il seguente teorema

Se Jo & un integrale quasi-regolare seminormale semidefinito posilivo, e in
ogni parte limitata e chiusa del campo A gli zeri della F costituiscono un
un arco di curva di classe 2 (*°}, aperio e privo di punii multipli, in ogni
classe completa K. di curve ordinarie C tutle conlenute in una parfe limitata
del compo A esiste il minimo assoluto di J¢ ().

Per dimostrare Passerto, procediamo in modo analogo a quello seguito
nel caso piano (**), supponendo anche qui, per semplicith di ragionamento,
che, considerata una parte limitata e chiusa 4’ del campo 4, l'arco di curva
costituito dagli zeri della F appartenenti ad A4’ sia un segmento rettilineo
parallelo all’asse %, che indichiamo con a'.

Ricordando quanto abbiamo rilevato mel n. 4, a) e nella (*j del n. 9,
osserviamo che a ogni punto P == (w, y, 2) di o corrisponde un insieme chiuso
% di punti (@, 3/, ¢') della superficie Q, in cui & Flx,y, 2; 2, ¥, 2) =0, il
quale gode delle proprieta indicate nel n. 4, a}, e quindi anche un cerchio

. . ki . . .
massimo o di Q, e un numero A, con O<<A< ;, tali che, considerato il cono

circolare retto (**) avente vertice nell’origine O, asse coincidente con la nor-
male per O al piano cui appartiene w, e apertura 2A, I'insieme X appartiene
alla calotta sferica individuata dall’intersezione del cono con la superficie £,.
Tenendo inoltre presente che, al variare di P sopra a’ con continuita, X varia,
pure con continuitd, sopra ,, dividiamo il segmento @' in » parti uguali
mediante i punti, che consideriamo secondo ordine in cui la coordinata
va crescendo, P,, Py, ..., P, (dove eon P, e P, indichiamo rispettivamente il
primo e secondo estremo di '), essendo # il minimo intero positivo tale che
a tutti i punti (@, y, #2) di ognuno dei segmenti P,P,.,, r=20,1,..,n—3)

(%9} Vale a dire una curva
w=uwl(t), y=ylt}, z=2(, (fo<t=<t,)

di classe 1 {cfr. la (49)), tale che per ogni ¢ di (f,,%,) esistono continue le derivate a'(f),
'), 2"(t). Sopra tale curva, quindi, la flessione varia in modo continuo.

(5%) Analogamente a quanto abbiame rilevato mnella (3%), osserviamo che alla condizione
che J. sia seminormale pud venire sostituita l'ipotesi che, in corrispondenza a ogni zero

(¥, y, ) della F, esista almeno una terna normalizzata (2, ¢, #) tale che sia
8(z, 5, 2; .')7;’, i, &' o, y, #) >0 per tutte lo terne normalizzate (', ¢, ') distinte da x, g}’, z
P Y
(Cfr. la (19)).
{84} Cfr. L, ToxeLL1, .Opera citata in (3}, Vol. II, Cap. I, n. 10, pp. 21.27.
P P s PP

(6?) Di tale cono inftendiamo considerare soltanto il semicono cui appartengono le semi-
rette uscenti dall’origine e passanti per un qualsiasi punto di Z.
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corrisponda, nel senso sopra indicato, uno stesso insieme chiuso &, di punti
. g T

(@, v, 2} di Q., e quindi un numero A,, con 0 << A, < 3> © una calotta sfe-

rica U, di ,, alla quale appartiene Z,. Inoltre, se A’ & un numero maggiore

di tutti i numeri A,, (r=20,1,.., % —3) e minore di 5 consideriamo, in

corrispondenza a ogni X,, {r=20, 1, ..., » — 3), la calotta sferica U’, di Q,
avente lo stesso asse della U,, e individuata dall’intersezione del cono eirco-
lare retto di vertice O e apertura 2A’, osservando che tutti i punti di Z,
risultano inferni a U’,.

Ora, se & & la lunghezza comune dei segmenti P, P, ., (r=0,1,..,%—1)
e Xy, X, sono le prime coordinate rispettivamente dei punti P, e P,, consi-
derati i punti Py, P, P;, P, che si trovano sopra la retta cui appartiene
il segmento &’ ed hanno come prima coordinata rispettivamente x,— 3, 49,
X, — 28, @, -} 28, e un numero reale positivo %, con

(35) h< VZQCGS A,

costruiamo, nello spazio (x, ¥, ), due parallelepipedi V e V' a spigoli paral-
leli agli assi coordinati e tali che le faccie perpendicolari all’asse x siano

due quadrati i cui lati hanno lunghezzaéZ e h rispettivamente, ed aventi

come centro rispettivamente, quelle di V i punti P, e P, e quelle di V' i
punti Py e .P,. Inoltre per i punti P, P,, P, .., P,, P, conduciamo i
piani perpendicolari all’asse x, i quali dividono V' in # 44 parallelepipedi
(aventi lo spigolo parallelo all’asse x di lunghezza 3, e gli altri due spigoli
di lunghezza h), che indichiamo con wy, vy, s, V1, «v, Vn, Un.

Allora, ricordando i lemmi dei nn. 9 e 11, possiamo ripetere le conside-
razioni svolte nel teorema citato in (), quando, in luogo dei rettangoli
R, E, q¢, ¢o; @n, @, (*r =0, 1, ..., ), si considerino i parallelepipedi V, V',
vg, Yo, Vu, v, (r=0,1,.., 1), e si tenga presente la (35).

Si conclude che, considerata una classe completa K di curve ordinarie
contenute in A’, si pud determinare un numero positivo ', non superiore al
minimo positivo della funzione F nei punti di A4’ non interni a V e per
ogni terna normalizzata (%', ¥/, #), tale che la lunghezza L di una qualunque
curva C di K soddisfa la disugnaglianza

1 314 14njh 4 48 2)8
coszA’( + 14n) ?m-l;b (n + 2) Jo -+ 120n + 23] ().

(36) L<

(83} Per ottenere la (36) basta ripetere il ragionameato svolto nel teorema citato in (%),
considerando, in luogo dei lati paralleli all’asse y dei rettangoli sopra indicati, le fa.ccie per-
pendicolari all’asse @ dei corrispondenti parallelepipedi che abbiamo costruito, e izt luogo
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Dunque, in virth del criterio di esistenza ricordato alla fine della dimo-
strazione del n. 7 del presente lavoro, ’asserto & dimostrato (*).

OssSERVAZIONE - 1l feorema del presente numero & valido anche nel caso
in cui, ferme restando le altre ipotesi, glé zeri della F' costituiscono un numero
finito di archi di curve di classe 2 privi di punti multipli, aventi a due a due
al pite un solo punto in comune, e tali da non formare alcuna curva chiusa.

dei lati paralleli all’asse « degli stessi rettangoli, gli spigoli pure paralleli all’asse « di tali
parallelepipedi.

Osserviamo che la disuguaglianza che, nel nostro caso, corrisponde alla (4) del teorema
eitato in (6%}, &, tenendo conto delle (29) e (35) del presente lavoro, e usando notazioni ana.
loghe a quelle usate nel luogo sopra cifato,

p <; Wy 4+ Y92 4 B2 IR - —2-3 + 42

vV —cos A v ’ ~Cos A’ { m, %P ’
e quella corrispondente alla disuguaglianza che segue alla (5) del luogo ci‘ato in (8!) &, sem-
pre tenendo conto della (29) del presente lavoro,

<m§3 hy2
l"“cosA’(m,g"BV"' vay,

da cui segue, in virtd della (35),
2
Yy inoos & OBy ¥ -

Allora, tenendo presenti le (83) e (84} dal precedente numero, e ancora ragionando come
nel caso piano, si conelude che la lunghezza complessiva degli (eventuali) archi di una
qualunque curva € di K che hanno almeno un punto interno a V risulta minore di
1 30+ 140)h + 48(n+ 2)8 | L.

oot A7 [( wh ( It 12(n+2)5], e quindi segue la (36).

(*4) Si pud fare una osservazione analoga a quella confenuta nella nofa (5%).




